MA301 Analyse II

Séries de fonctions TD 4

Exercice 1.

Déterminer la convergence simple et la convergence uniforme des séries de fonctions définies par les termes

généraur
1. up(z) =2"(1 —2™), x € 0,1],
x
2 vp(r) = —2— reR.
U () {0+ na?) x €

Exercice 2.

Etudier les domaines de convergence simple et de convergence uniforme des séries de fonctions définies
par les termes généraux
sin(2"mx)
1. uy(x) o
2. vp(z) = 67”2“3,
1
3. wy(x) = S
2, 2
e*’n x
4 tn(l‘) - n2 )
5. sula) =
Sp(x) = ————
" 2n=1/T+nz’
cos(nx)
6. zp(x) = et

Exercice 3.

sin(nx)
np

(a) Montrer que si p > 1, elle converge uniformément sur R.

(b) Montrer que la convergence est uniforme pour 0 < p <1 dans tout intervalle [, (]
ot 2k < a < B < 2(k+ 1)m.

Soit la série de fonctions, de terme général f,(x) =

Exercice 4.

X

T 2402
(a) Soit M > 0. Montrer que la série converge normalement sur [0, M].
o0

Soit (frn) la suite de fonctions définies sur [0, +oo] par fr(z)

(b) En déduire que la fonction somme f = Z fn est continue sur [0, +00].
n=1

(¢) Etudier la convergence de la série Z(—l)"fn sur [0, +00].
n>1




Exercice 5.

Montrer que la série de fonctions définie par son terme général f,(x) =

1 T .
= —sin <7) converge uniformément
n n
sur R, on note f sa somme.

1
Exprimer/ f(z)dxz comme somme d’une série numérique.
0

Exercice 6.

Soit fn(x) = e " sin ( T

2n>’ le terme général d’une série de fonctions définies sur [0, +o0o[. Montrer qu’elle

o0
converge simplement vers une fonction f dérivable et que f'(x) = Z fl(z).
n=1

Exercice 7.

n

On considere la série de fonctions définies sur [0,1] par le terme général f,,(x) <

- n3(1 4 an)’
(a) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de cette série sur lintervalle [0, 1]

(b) La fonction f(z) = Z fu(z), est-elle dérivable sur [0,1] ?
n=1

Exercice 8.

Soit fp(z) =In(1+ E) - E, le terme général d’une série de fonctions définies sur [0,1].
n n

(a) Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de cette série sur lintervalle [0, 1].

(b) Montrer que la fonction f(z) = Z fn(z) est dérivable, calculer sa dérivée
n=1

(¢) Calculer la valeur de la dérivée f'(x) au point x = 1.

Exercice 9.

Soit (fn) la suite de fonctions définies sur [0, +oo| par f,(x) = (—1)"e~("+1=,
(a) Montrer que la série converge sur [0, +oo[ vers une fonction f continue.

(b) Montrer que /+<><> flx)dz = S (_1)n,
0

n

— (-1
(c) En déduire I’égalité Z (=1)
n=1

Exercice 10.

1
Soit fp(x) = PR le terme général d’une série de fonctions. Montrer qu’elle converge sur tout R
n? +n3z
vers une fonction f dérivable.




