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Les exercices sont indépendants et peuvent être traités dans le désordre. Vous pouvez
sauter des questions sans les démontrer, mais admettre le résultat pour l’utiliser par la
suite.

ATTENTION : l’énoncé du sujet contient 2 pages.

Exercice 1 (cours)

1. Rappeler la définition du grand O : c’est-à-dire que pour deux suites (an)n∈N et
(bn)n∈N dans CN, définir ce que signifie l’égalité an = O

n→∞
(bn).

2. Rappelez l’énoncé du théorème de comparaison avec un grand O.

3. Démontrer que la convergence absolue d’une série numérique entrâıne sa conver-
gence.

4. Donner une définition de la convergence uniforme d’une série de fonctions.

Exercice 2

Déterminer la nature des séries suivantes.

1.
+∞∑
n=1

n3 + πn− 2

n(n+ 1)2
2.

+∞∑
n=1

ln

(
(n+ 2)2

n2

)
3.

+∞∑
n=1

xn

n
, x ∈ R

1 Tournez la page S.V.P.



Exercice 3

Soit f la fonction définie par f(x) =
+∞∑
n=1

ln(n+ x)− ln(n)

n
pour x ∈ R+.

1. Étudier la convergence simple et la convergence uniforme sur R+ du terme général
de la série de fonctions définissant f .

2. Montrer que la fonction f est bien définie sur R+.

3. Montrer que la série de fonctions définissant f converge normalement sur tous les
intervalles [0, a], pour a > 0. Y-a-t’il convergence normale sur R+ ?

4. Montrer que la fonction f est continue sur R+.

5. Montrer que la fonction f est dérivable sur R+ et que l’on a l’égalité

f ′(x) =
+∞∑
n=1

1

n(n+ x)
, ∀x ∈ R+.

6. Calculer f ′(1).

7. Calculer lim
x→+∞

f ′(x).

8. Calculer lim
x→+∞

f(x).

9. Tracer l’allure de la courbe représentative de f .

10. (facultatif) Montrer que la fonction f est développable en série entière.
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