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Corrigé du devoir maison n°2
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T n > 1 et estimer sa somme
n

1. Discuter la convergence de la série de terme général u,, =

sans dépasser 'erreur tolérée de 1072,

C’est une série alternée puisque le terme général s’écrit sous la forme u,, = (—1)"a,, avec a,, = ﬁ >0
pour tout n» > 1. De plus, cette série vérifie le critére des séries alternées puisque la suite (ap)n>1
décroit et tend vers 0. On a donc la convergence de la série, et on a de plus I'inégalité |Ry| < an1
pour tout N > 1, ot Ry = ZZO:NH U, est le reste de la série. On sait méme que le reste Ry est de
méme signe que son premier terme ay 4.

Pour trouver une approximation a 1072 prés de la somme S = Y7 | u,, de la série, il suffit de considérer
la somme partielle Sy = 25:1 u,, pour un N assez grand pour que |Ry| < 1072, D’aprés ci-dessus, il
suffit pour cela que l'on ait ayy1 < 1072, Cette derniére inégalité équivaut & N > 3. On a finalement
I’encadrement

0<R;3<1072=S89>8-R3>5-102=9>5;,>5-102=65<5<85;+102

Or, on a
1 /-1 1 -1 1 . 4

On a donc l’encadrement —0.04 < S < —0.02, et la valeur —0.03 est une approximation & 1072 prés
de la somme S.

Remarque. Il est possible ici de calculer la valeur exacte de la somme en remarquant que l’on a
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et donc
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Or, le deuxiéeme terme tend vers 0 quand N tend vers +o0o, puisque l’'on a
1 N 1 N 1 4N 1
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Ainsi, la valeur exacte de la somme est S = ;5( )
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2. Méme question avec la série de terme général wu,, = P n > 1.
n
C’est encore une série alternée, puisque le terme général est de la forme w, = (—1)"a, avec
a, = L > 0 pour tout n > 1. Etudions les variations de la fonction f(z) = Ve sur R .
n—+5 5 )
-z

La fonction est dérivable sur R, et on a Vaz e RY, f'(z) = Ainsi la dérivée f'(z) est

Va(z+5)

négative pour tout « > 5, et donc la fonction f est décroissante sur Uintervalle [5, +00[. On en déduit que

la suite (ay,)n>5 est décroissante. De plus, on a lim,, o, a,, = 0, et donc la série de terme général (u,,)n>5
o0

vérifie le critére des séries alternées. C’est donc une série convergente, et son reste Ry = Z Unp,
n=N+1

est compris entre 0 et son premier terme upy4; pour tout N > 4. Or, la convergence d’une série ne

dépend pas de ses premiers termes, et le reste Ry de la série de terme général (u,,),>5 est le méme que

celui de la série de terme général (uy,),>1 dés que N > 4, puisque la somme Ry = Y7 41 Un e fait

intervenir que les termes de la suite (u,,),>1 d’indices > N + 1.

Ainsi, on a bien montré la convergence de la série de terme général (u,)n>1, et pour tout N >4 on a

0 S (—1)N+1RN S aAN+1-

Pour avoir une approximation a4 1072 prés de la somme de la série de terme général (u,,)n>1, il suffit

donc de considérer la somme partielle Sy = 25:1 U, pour un N > 4 assez grand pour avoir |Ry| <
any1 < 102
On a pour tout N > 4

N1 )
Niigoe = 4= 104(N + 1) < (N +6)? <= N > 9989.

an41 <1072 =
On a donc 'encadrement
0 < Rgggg <1072 = S > S—Rygggg > S—1072 = § > Sgggg > S—1072 = Sgggg < S < Sgggo+1072.
Un petit calcul a 'ordinateur fournit une valeur approchée de Sgggg :

Sgoge ~ —0.076 & + 1073 prés.

Ainsi, on a I’encadrement —0.08 < S < —0.06 et la valeur —0.07 est une approximation de la somme
S & £1072 prés.

Remarque. Pour faire le calcul de la somme Sggsg, on peut par exemple utiliser le logi-
ciel de calcul formel sage. Il est gratuit et open source, et on peut le télécharger ici
http: / /www.sagemath.org/fr/telecharger.html

Remarque. On peut démontrer que la série est convergente en écrivant :
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Pour le reste, on a léquivalent wu, —

On a alors la série de terme général ( ) qui converge par le critére des séries alternées.
n>1

_1)n _5(_1)n
\/ﬁ n—oo n\/ﬁ
(_5(—1)n> o . . < 5 )

_— converge absolument (c’est-a-dire que la série de terme général | ——=

n\/ﬁ n>1 ’I’L\/?l n>1

verge), puisqu’on obtient une série de Riemann d’exposant o« = 3/2 > 1. On peut donc utiliser un
théoreme de comparaison sur les séries & termes positifs pour obtenir la convergence absolue (et donc
(="
Vn
converge donc comme somme de séries convergentes. Mais cette méthode ne permet pas d’estimer le
reste.

Or, la série de terme général

con-

la convergence) de la série de terme général (un — ) . La série de terme général (uy)n>1
n>1




