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Corrigé du devoir maison n°3

Soit f la fonction définie par

f(x):Zi—nim.

n>1

1. Quel est le domaine de définition I de f 7

1
Posons f,(x) = — —

m le terme général de la série définissant f(x). Pour tout n > 1, la fonction
n+ax

fn est définie sur R\{—n}. La fonction f n’est donc pas définie en =z € Z<_1 = {—-1,-2,-3,...}.
Montrons qu’elle est définie sur R\Z<_;. Pour x € R\Z<_; fix¢, on a

x x
fn(x) - n(ner) n:oc ﬁ
oo x +oo 1
Or, la série Z ’—2‘ = |z| Z — est une série de Riemann convergente (son exposant est 2 > 1).
n n

n=1 n=1
Par théoréme de comparaison, la série définissant f(x) est absolument convergente, donc convergente.

Ainsi, le domaine de définition de f est I = R\Z<_;.

2. Montrer que f est continue sur I.

On souhaite appliquer le théoréme de continuité de la somme pour montrer la continuité de f sur I.
On a bien Vn > 1, f, continue sur I. Montrons que l'on a convergence normale de la série sur tout
segment [a,b] inclus dans I (on doit se restreindre & des segments parce-qu’il n’y a pas convergence
uniforme sur I tout entier). Pour z € [a,b] C I, on a d’une part

|z < max([al, [b]),

et d’autre part
In+zl=n+x>n+a, Yn>-—a.

On a donc .
max(|a
)| = | —2 <al.BD) s 4 Ve e ot
n(n + x) n(n + a)
Le majorant obtenu ne dépend pas de z, et c’est le terme général d’une série convergente puisque 1’on
a

max(la],[b]) ~_ max(la],[b])

n(n+a) n—oo n2

1

La série Z — ¢tant une série de Riemann convergente, par théoréme de comparaison la série a termes

n>1

. max(|al, |b . . )
positifs Z ((|+’)|) est bien convergente. On a donc bien montré la convergence normale de la
nn+a

n>1
série de terme général f,, sur [a,b] C I. On a donc aussi la convergence uniforme sur tout segment
[a,b] C I, et on peut donc appliquer le théoréme de continuité de la somme. La fonction f est donc
continue sur tout segment [a,b] C I. Elle est donc continue sur tout I puisque la continuité est une
notion qui se vérifie point par point (mais on a pas convergence uniforme de la série sur I).

Remarque. On pouvait aussi utiliser la question suivante et le fait que f dérivable = f continue.




3. Montrer que f est de classe C'! sur I et exprimer sa dérivée comme la somme d’une série.

On cherche a appliquer le théoréme de dérivation de la somme. Pour cela, on vérifie que :

e Pour tout n > 1, f,, est de classe C! sur I. La fonction f,, est dérivable et on a f/ ()
qui est bien continue sur / = R\Z<_;.

_ 1
- (ntx)?

e La série de terme général f, est bien convergente en au moins un point de I puisque d’apreés la
question 1 elle converge méme simplement sur tout 7.

e La série de terme général f/ converge uniformément. On ne pourra pas montrer la convergence
uniforme sur tout I; nous allons donc montrer la convergence normale sur tout segment [a, b]
inclus dans I. On a la majoration

1 1
<

‘f’rll(x)| = (n+z)? =~ (n+a)?

, VYn> —a, Yz € [a,b].

1
ou linégalité < —— pour tout n > —a. r, la série de terme généra
D’out I'inégalité rlloo oy < T a? tout Or, la série de t général
1
positif <(+)2> converge par théoréme de comparaison, puisque 'on a 1’équivalent
n+a)?/), o,
1

1 1
— ~ — et la série de Ri — est te.
Lt a) ne n2 et que la série de Riemann Z .z est convergente
n>-—a
On a donc bien montré la convergence normale et donc uniforme de la série Z f sur tout
n>1
segment [a,b] C I.
D’aprés le théoréme de dérivation de la somme et d’apreés le théoréme de continuité appliqué a la série
des dérivées, la fonction f est donc de classe C'! sur tout segment [a,b] C I, et on a I'égalité

fla) =Y 1 Veelab)

27
= (n+x)

Ceci étant vrai pour tout segment [a,b] C I, la fonction f est donc de classe C! sur I et I'égalité
ci-dessus est vrai pour tout z € I (mais on a pas la convergence uniforme sur tout I).




4. Etudier la monotonie de la fonction f.

Les fonctions f, sont croissantes sur chaque intervalle inclus dans I, puisque

fl(z) = W >0, Vxel. La somme f est donc aussi croissante sur chaque intervalle in-
n+zx

clus dans I

1
On pouvait aussi voir cela en utilisant la question précédente : f/(z) = Z —_— >
= ()
Il reste & voir ce qui se passe autour des points qui ne sont pas dans 1. Montrons que pour tout k£ > 1,
lim,—,_j f(z) = —oc0 et limy,—,_j, f(x) = +00. On a
r>—k r<—k

f(@) = fi(@) + Y fal2)

n>1
n#k

Or, pour z € [—k — %, —k+ %], la somme Z fn(x) converge et est bornée, puisque l'on a
n>1

n#—k

A0SR L UL & VIS

x)| = n =

s ey s s ML

k+ 3
avec (7]{:) qui est le terme général d’une série convergente ne dépendant plus de z € [—k —
%, —k+ ], et puisque les fonctions f,,, n # k sont définies et continues sur [—k — 5, —k+ 5}.
Ona d’autre part limg_,_j fr(x) = —o0 et lim,_, _ fi(z) = 400, d’ott les limites de f en —k annoncées.
z>—k r<—k

La fonction f n’est donc pas monotone sur I, mais elle est sur chaque intervalle | — k, —k+ 1], k> 1
et sur | — 1, +oo[. Voici son tableau de variations :

T -3 —2 -1 400
f’(x) + + + +
“+00 —+00 +00 +00
—00 —00 —00

5. Calculer f(x + 1) — f(z).

Pour tout N >1letxe€l,onax+ 1€l eton alégalité

N

T LR D =~
—n n+a:+1 —n n—l—xin:ln—l—x n+x+1 142 N4+1+2’
puisque I'on a une somme téléscopique.

1
En faisant tendre N vers l'infini, on obtient f(z+1) — f(x) = o2 Vo e 1.
x




6. Déterminer un équivalent de f en —17.

La fonction f est continue en 0 d’aprés 2. On a donc lim (14+2)f(x+1) =0, et donc

r——1*

1
flz+1)= o <> En utilisant 5. on obtient donc
z—-1+ \1+=z

1 -1
l1+2 2—»—1+ 142

fl@) = fle+1) -

7. Etablir 'égalité Vn € N, f(n) =

Par récurrence sur n € N.

o f(0)=0= 7%

n 1 1 n+1 1
e Si f(n)= Z o alors d’aprés 5. ona f(n+1) = f(n)+ o Z T
k=1 k=1

8. En déduire un équivalent de f en +oo.

Commengcons par donner un équivalent de f(n) quand n € N tend vers U'infini.
Par décroissance de = — % sur R on a pour tout n > 1 et x € [n,n + 1] I'inégalité

1
n+1

<-<

S
S|

En intégrant de part et d’autre entre n et n + 1, on obtient I’inégalité

1 /"+1d33 1
< — < —.
n+17~ J, r T n

N N—-1 N N—-1 N
1 1 dx 1 1 1
-1 E - = < — < — = E -
Jrn:ln n_ln—i-l_/l T T A e N+1
En utilisant 7., on en déduit ’encadrement
In(N) + —— < f(N) < In(N) + 1
n —_ n
N+17 -

1 . .
Or,ona In(N)+ N1 v e In(N) +1 Nadl In(N), puisque NLHEOO In(N) = +o0.
Par théoréme des gendarmes, on a I’équivalent f(N) N In(N).
—00

Par croissance de f sur Ry (d’aprés la question 4.), on a l'inégalité

f(lz]) < fz) < f(lz+ 1)),

ou |z est la partie entiére de . Or, on a

fle) o in(le)) o~ (a4 1))~ f(le 1))
1
puisque grf |z] =400 et In(n+1)=In(n)+In (1 + n) ~ In(n). Par le théorémes des gen-

darmes, on a donc f(z) ~ In(|z]). Or, on a In(|z]) =1In(z)+In (T) ot In(x) puisque

T—+00
u(2)
xEI-Poo Tn(a) i 0. Finalement on a f(z) ete In(x).




