Corrigé de I'examen

7 janvier 2015

Exercice 1 (cours)

1. Rappeler ce qu’est la convergence absolue d'une série numérique.

+oo oo
Une série numérique g ay converge absolument si la série E |an| converge.
n=0 n=0

2. Rappeler la définition de la convergence uniforme d’une suite de fonctions.

Une suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément sur I vers une fonction f si
Ve > 0,3dng € N,Vn > ng,Va € I,|fn(z) — f(z)| < e

3. Donner un exemple de série entiere qui converge normalement sur tout son disque de
convergence. Justifier la réponse.

+oo n

n=1

2 oo
x 1 L. 1
pour tout [z| <1, |—| < — et que la série g —5 converge.
n n —in

La série entiere g — a pour rayon de convergence 1 (se retrouve avec le critere de d’Alembert).
n

En outre elle converge normalement donc uniformément sur le disque de rayon 1 puisque 1’on a

4. Rappeler et démontrer le lien qu’il y a entre les coefficients de Fourier complexes d'une
fonction de classe C! et ceux de sa dérivée.

e :
Si f est une fonction T-périodique de classe C! sur R, on a c,(f') = T/ f(x)e™"™"dz, on
0

w = 27“ On peut alors intégrer par parties, ce qui donne

T 1

. T .
[f(x)e™mr] ) — /0 —inwf(z)e”"“*dx

Cn(f/> = T

mettant en facteur le coefficient inw, on reconnait le coefficient de Fourier de f :

en(f") = inwen(f)

Or, le terme [ f (:E)e_m‘”]oT est nul puisque la fonction x + f(x)e™ "% est T-périodique. Et en

Exercice 2

“+o0o
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere E a,x" dans les cas suivantes.

n=0



1. a,=—
n!
a 3
En utilisant la régle de d’Alembert, on a ntl 0, donc le rayon de convergence
1/0 Qn n+1 no+oo

est = +o00.

2. a, =n2"
2 1
De la méme facgon, on a ntl _ (n+1) - 1, donc le rayon de convergence est 1/1 = 1.
an n n—-+0o0o
1

3. a,=1-—

" 1427

On a ay, —+> 1, d’ou Gl T> 1, et donc le rayon de convergence est 1.

n—-+0oo an n—-+0oo

Calculer la somme de la série entiere dans les

deux premiers cas.

Dans le premier cas, on reconnait 1’exponentielle : la somme vaut e3%.
Dans le deuxieme cas, on fait apparaitre une dérivé :

+oo +00 400 /
Z n2"z" = Z n2"z" = 2z Z n(2z)" =z (Z(Z:ﬂ)”)
n=0 n=1 n=1 n=0

+o00

—+o00

2
(valable a lintérieur du disque de convergence). Or, on a Z(Q:c)": 1 332 (somme
—2x
n=1
géométrique). Et donc la somme de la série entiere dans le deuxiéme cas vaut
1y 2z
x = .
1—2z (1 —2x)2
Exercice 3
Soit f la fonction défini £(1) fcos(m)
ol a fonction définie par = —.
b n=1 n?

1. Quel est le domaine de définition I de la fonction f 7

os(nt)

) : C
L’expression 5
n

est bien définie pour

que la série converge. On a la majoration

définie sur I = R.

converge (série de Riemann d’exposant 2 > 1). La série de fonctions définissant f converge donc
normalement sur R. Elle converge donc aussi uniformément et simplement sur R. Ainsi f est

tout réel t. Pour que f(t) soit défini, il faut et il suffit

cos(nt)
n2

1

n2

1 B

< — pour tout ¢t € R, or la série E
n 1
-

Montrer que la série définissant f converge uniformément sur /.

entraine sa convergence uniforme sur R.

Nous avons montré a la question précédente la convergence normale de cette série sur R. Cela

3. Vérifier que la fonction f est 27-périodique et paire.

’ f est 2m-périodique et paire comme somme (infinie) de fonctions 27-périodiques paires.

4. La fonction f est-elle continue ?

Les fonctions ¢ %(Q"t)

sont toutes continues sur R, et la série définissant f converge uni-
formément. D’apres le théoreme de continuité de la somme, la fonction f est continue sur R.




1
5. Vérifier que les coefficients de Fourier de f valent a,(f) = —; et b,(f) = 0 pour tout
n
n>1etag(f)=0.

La fonction f étant paire, les coefficients b, (f) sont tous nuls. Calculons a,(f) pour n > 1.

1 27 1 27 +oo kt
an(f) = p ; f(t) cos(nt)dt = 7r/0 kzl 002(2 ) cos(nt)dt.

Or, on sait que la série définissant f converge uniformément sur R (donc sur [0,27]). On peut
donc intervertir 'intégrale et la somme :

2 2
an(f) = 1 k2 / cos(kt) cos(nt)d =5 Z 12 /0 (cos((k + n)t) 4+ cos((k —n)t)) dt

. 2
Or, l'intégrale fo% cos(pt)dt vaut {Smpﬁ]o = 0sip # 0et vaut 27 si p = 0. L’intégrale
2w
/ (cos((k + n)t) + cos((k —n)t)) dt vaut donc 0 si k # n et vaut 27 sinon. Ainsi, on trouve
0

1
bien a,(f) = 3 pour n > 1. Pour n = 0, un calcul similaire donne aq(f) = 0.

27 +oo
1
6. Exprimer I'intégrale / (f(t))2dt en fonction de la somme E —
0 —

12 1R
Le théoreme de Parseval nous donne ’égalité Py / (f(t)%dt = a3 + 5 Z a2 + b2. En utilisant
T Jo
n=1
la question précédente, cela donne

2w +oo 1
| wopa ==y
n=1

7. Montrer que f est de classe C! sur les intervalles [¢, 2 — €] pour € > 0.

On souhaite utiliser le théoreme de dérivabilité de la somme. Pour cela, on doit montrer la

cos(nt
convergence uniforme de la série des dérivées. On a bien pour tout n > 1 que ¢+ (2 ) est de
n
. “+o0o .
cos(nt)\’'  —sin(nt —sin(nt
classe C1, et (nt) = ( ) Montrons que la série des dérivées E A vérifie
n? n — n

le critere d’Abel uniforme.
— La suite (—)p>1 décroit et tend vers 0.
/"

— Vérifions que la suite (Z sin(nt)) est uniformément bornée pour t € [¢,2m — €]. On
N>1

N o /it (N1 9 1
m (Z emt> = (Im (e < ) ‘ < — = qui est bien
n=1

N
N
;Sm(”) 1 et 11— et sin(t/2)

borné quand ¢ parcours [€, 27 — €] pour un € > 0 fixé.

Cos nt)

De plus, la série Z

converge bien en au moins un point de [e, 27 — €] puisqu’on a vu

n=1
qu’elle convergeait méme sur tout R. Le théoreme de dérivabilité de la somme s’applique donc

sur l'intervalle [e, 27 — €], et la fonction f est de classe C'! sur cet intervalle.




8. Montrer que la fonction f restreinte a l'intervalle [0,27] est un polynéome de degré 2
que l'on explicitera.

Soient a, b et ¢ des réels, et soit g une fonction 27-périodique paire telle que g(x) = ax? + bz + ¢

pour tout z € [0,27] et ayant les mémes coefficients de Fourier que f. La fonction g étant

27-périodique, on doit avoir g(0) = g(27), ce qui donne la relation b = —2ma. Le coefficient
2

s
de Fourier agp(g) étant nul, on doit avoir / (az® + bz + ¢)dz = 0, ce qui donne la relation

(27)3a n (27)%b

4+ 2m¢=0. Pour n > 1, on a

3 2
1 21
an(g) = = / (az? + bz + ¢) cos(nz)dx
T Jo
1 . 2T 1 2 .
= = {(an +bx + ¢) sm(nm)] - / (2az +b) sin(ne) dx
s n 0 m™Jo n
1 _ 2m 27 _
= 0—— ([(Za:c + b)COSZ(nx)] —/ 2a70082(nx) d:c)
T n 0 0 n
4a
= — -0
n2
En prenant a = %, b= —2ma = etc= ;—7} (% + (ZWT)%> = %2, la fonction g a bien les

mémes coefficients de Fourier que f et a bien toutes les propriétés souhaitées. Montrons que
g = f. La série de Fourier de g est la série définissant f. Or, on a vu a la question [2] que cette
série converge uniformément sur R. Il est connu que dans ce cas la convergence a nécessairement
lieu vers la fonction g, d’ou f = g.

—+00 1
9. En déduire la somme —.
>
n=1
+00 1 2
\ . 7 /7 7T
On a Z — = f(0). Or, d’apres la question précédente on a f(0) = —.
=n 6
+o0 1
10. Calculer la somme —.

D’apres la question [6] on a

Or, d’apres la question [8|on a

2 2_2”t2t7r7r22
[Tuora= [T (5-54%) @

Apres calcul, on trouve




