Corrigé de 'examen du 11 janvier 2016

Exercice 1 (cours, 9 pts)

1. Montrer que le terme général d’une série convergente tend vers 0. La réciproque
est-elle vraie ? Justifier.

Soit (an)nen le terme général d’une série convergente, et soit Sy = ZQLO an la suite de ses
sommes partielles. La suite Sy converge vers une limite [ par hypothese. On a alors pour tout
N > 1,

aN:SN—SN_1—>l—l:0.

N—+o00
+00 1
La réciproque est fausse puisque 'on a % —+> 0 et pourtant la série harmonique E —
n—-—+0oo
n=1

diverge.

2. Montrer que la convergence normale d’une série de fonctions entraine sa convergence
uniforme.

Soit (fn)nen le terme général d’une série qui converge normalement sur I, c’est-a-dire tel que
la série

+o0
S sup{|fu(e)| [z € I}
n=0

converge. Montrons que la série de terme général ( f,,)nen vérifie le critere de Cauchy uniforme
(qui est équivalent a la convergence uniforme de la série). Pour tous = € I, p et ¢ € N, on a

q

q q
< S Ufal@) < 3 sup{|ful@)] |z € 1},

+oo
Or, en utilisant le critere de Cauchy pour la série convergente Z sup{|fn(x)||x € I}, on a

n=0

q
Ve > 0,3ng € N tq Vg > p>no, » sup{|fu(@)||z € I} <.
n=p

On en déduit donc que

<e€

n=p

Ve > 0,3ng € N tq Vg > p > ny,

)

et donc la série vérifie bien le critere de Cauchy uniforme, donc converge uniformément.

. Qu’est-ce qu’'une série de Fourier ?

La série de Fourier d’une fonction f T-périodique et continue par morceaux est la série de

fonctions
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T T
bn(f) = ;/0 f(t)sin(nwt)dt, cn(f) = ;/0 f(t)e_i”Wtdt.

. Montrer que la série de Fourier d'une fonction périodique de classe C? converge nor-

malement. (Indication : On pourra commencer par montrer que ¢,(f) = o (#) )

n—-4o0o

Soit f une fonction périodique de classe C?. On a alors

1 ! —1 "
en(f) = %Cn(f) = ﬁcn(f ).
Or, la fonction f” étant périodique et continue, le lemme de Riemann-Lebesgue donne que

1
cn(f") ———0.0nadonc c,(f) = o <2>, et par théoreme de comparaison des séries
n—+o0o n—+oo \ N

+oo
a termes positifs, la convergence de la série de Riemann g — entraine la convergence de la
n

n=1
série de terme général |c,(f)|. Or, on a I'égalité

|en ()™ = lea(f)]

avec |c,(f)] qui est indépendant de ¢ et qui est le terme général d’une série convergente d’apres
ci-avant. Ainsi, on a bien montré la convergence normale de la série de Fourier.

Exercice 2 (3 pts)

Déterminer la nature des séries suivantes.

1.

“+o00

> (=1)"In(n)

n=2

’ Le terme général (—1)" In(n) ne tend pas vers 0 quand n tend vers l'infini, donc la série diverge.

+oo

cos(n)
Z 2n
n=0
On a la majoration
cos(n) 1
< on
2n | T 2n

et 2% est le terme général positif d’une série géométrique de raison % €] — 1,1] qui est donc

cos(n)
2n

“+o00
convergente. Par théoreme de comparaison, la série g
n=0

est absolument convergente

donc convergente.

+0oo
Zx” cos(nz), ze€R
n=1

Pour |z| > 1, le terme général z" cos(nx) ne tend pas vers 0 donc la série diverge. Pour
|z| < 1, on a la majoration |z" cos(nz)| < |z|". Or, |x|" est le terme général positif d’une série
géométrique convergente. Par théoreme de comparaison, la série de terme général =™ cos(nx)
converge absolument donc converge. Ainsi, la série converge si et seulement si |z| < 1.

Exercice 3 (4 pts)

Déterminer si la suite de fonction (f,),en converge simplement et uniformément sur
I dans les cas suivants.




X

Pour |z| < 1, on a 22" —— 0, donc f,(z) —— 2. Pour |z| > 1, on a 22" ——— +o0,
n—-4o00 n——4o00 n——4o00

donc fn(2) —— 0. Pour |z| =1, on a #** =1, donc fp(z) = 3 ——— %. Ainsi, la suite de
n—-+00 n—-+0o

fonctions (fy,)nen converge simplement vers la fonction f définie par

x size]—1,1]
1/2 six=1
@ =93 212 siz=-1
0 size]—o0,—1[ U]l 400l

La convergence n’est pas uniforme puisque la limite f n’est pas continue en 1 alors que les
fonctions f,, sont toutes continues sur R.

n 33'2k
k=1

Pour tout x € R, on a la majoration

$2k .’L'2k 1

< = —.
k(1 + ka?F) = k222 2

T
k(1 + ka2k)

s

1 s ) . , . .
Or, (p)k21 est le terme général d’une série convergente et est indépendant de x. Ainsi, la

/. 7 7 2]‘; . 7 .
série de terme général m converge normalement donc uniformément et simplement sur

R.

Exercice 4 (8 pts)

Soit la fonction

+o0 n
x
fla) =3
“—~n(n—1)
o0 n
1. Quel est le rayon de convergence de la série entiere E —7
s n(n —1)

Utilisons la regle de Hadamard. On a

1
Gign_ n-1

T ’
n(n—1) n+1 notoo

Le rayon de convergence est donc 1/1 = 1.

2. Quel est le domaine de définition I de la fonction f 7

La série entiere dont f est la somme a pour rayon de convergence 1, donc la somme existe pour

|z| < 1 et n’existe pas pour |z| > 1. Il reste a déterminer si la somme converge pour |z| = 1. On
" |z|" 1 1

1 (. e 1 [
= = or —; est le terme général positif d’une série
n

nn—1)| nn—-1) n(n-1) n—stoo n2’

de Riemann convergente. Par théoréeme de comparaison, la série de terme général

:En
n(n —1) ‘
converge absolument donc converge. Ainsi, le domaine de définition de f est 'intervalle [—1, 1].

3. Calculer f(1). (Indication : on pourra reconnaitre une série téléscopique.)

RSO =1 1 1 1
=) ——== — S = — lim - =1
F) ;:Qn(n—l) nz:?n—l n T 2-1 noteen




4. Montrer que la fonction f est continue sur Uintervalle [—1,1].

Pour tout z € [—1, 1], on a 'inégalité

n(;n— 0 ‘ = n(nl— 0

et est indépendant de x et est le terme général d’une série convergente. Ainsi, la série

n

n(n—1)

7’ N . . 7 . n 7 .
Par théoreme de continuité de la somme, les fonctions = — % étant toutes continues sur

1
n(n—1)

de terme général converge normalement (et donc aussi uniformément) sur [—1, 1].

[—1,1], on obtient la continuité de la fonction f sur [—1,1].

5. Montrer que la fonction f est-elle dérivable sur | — 1, 1] et exprimer la dérivée f’ a
'aide de fonctions usuelles sur | — 1, 1[.

D’apres la premiere question, le disque ouvert de convergence de la série entiere restreint aux
réels est | — 1, 1[. On sait qu’'une série entiere est de classe C* (donc en particulier dérivable)
dans le disque ouvert de convergence, et que l'on peut dériver terme a terme. La fonction f
est donc dérivable sur | — 1, 1[, et on a pour tout =z €] — 1, 1],

+oo n—l

f’(@-Zn_l—Zf

6. En déduire I'expression de la dérivée f’ a I’aide de fonctions usuelles sur | — 1, 1].

On reconnait un développement en série entiere usuel :

f(@) = ~In(1 - 2)

(On peut retrouver ce développement en dérivant a nouveau : on obtient alors une série
géométrique que 'on peut calculer, puis on inteégre.)

7. En déduire I'expression de f a 'aide de fonctions usuelles sur | — 1, 1].
On a f(0) = :{i’é n(n071) =0, donc f(z fo f'(t)dt. Une intégration par parties (en posant

u(t)=—1,v(t)=In(1—1¢t), u(t) =1- t, v/(t) = ;) donne :
flx) = /Ox—ln(l—t)dt
1-t¢

= [(1—¢)In(1—1)]; /t—ldt
= (I—-2)n(l—2)+=z

+oo
—1
8. (Facultatif) Calculer la somme Z %
n(n —

D’apres la question [4] la fonction f est continue en —1, donc on a

= (=" .
> T f(=1) = lim f(z) = lim (1-2)In(l —2)+ 2 =2In(2) - 1.
n=2 z>—1 z>—1




