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Les exercices sont indépendants et peuvent être traités dans le désordre. Vous pouvez
sauter des questions sans les démontrer, mais admettre le résultat pour l’utiliser par la
suite.

ATTENTION : l’énoncé du sujet contient 2 pages.

Exercice 1 (cours)

1. Rappeler la définition du petit o : c’est-à-dire que pour deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N
dans CN, définir ce que signifie l’égalité an = o

n→∞
(bn).

2. Rappelez l’énoncé du théorème de comparaison avec un petit o.

3. Rappeler le théorème sur le produit de Cauchy de deux séries.

4. Rappeler ce qu’est le critère de Cauchy uniforme pour une suite de fonctions.

Exercice 2

Déterminer la nature des séries suivantes.

1.
+∞∑
n=1

1 + (−1)n

cos(n)
2.

+∞∑
n=1

sin

(
1

n2

)
3.

+∞∑
n=1

n2 ln

(
cos

(
1

n2

))
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Exercice 3

Le but de cet exercice est de montrer le résultat suivant ainsi que des corollaires.

Proposition:
Soit (an)n≥1 une suite positive décroissante et soit bn = 2na2n ,∀n ∈ N. Alors les séries de
termes généraux (an)n≥1 et (bn)n∈N sont de même nature.

1. Donner un encadrement de
2N−1∑
n=2N−1

an en fonction de bN et bN−1, pour tout N ≥ 1.

2. En sommant l’encadrement précédent, en déduire l’encadrement

1

2
(SN(b)− b0) ≤ S2N−1(a) ≤ SN−1(b), ∀N ≥ 1

où SN(a) =
N∑
n=1

an et SN(b) =
N∑
n=0

bn sont les sommes partielles des séries
+∞∑
n=1

an

et
+∞∑
n=0

bn respectivement.

3. Que peut-on dire de la monotonie des suites (Sn(a))n≥1 et (Sn(b))n∈N ?

4. Démontrer la proposition.

5. Démontrer le critère sur les séries de Riemann en utilisant la proposition.

6. On appelle séries de Bertrand les séries de la forme

+∞∑
n=1

1

nα(lnn)β

où α et β sont des réels quelconques.

En utilisant la proposition, déterminer la nature des séries de Bertrand.

Exercice 4

Soit (un)n≥1 une suite de réels strictement positifs qui est le terme général d’une série

convergente et soit RN =
+∞∑
n=N

un. Montrer que la série
+∞∑
n=1

un
Rn

diverge.
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