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TD 1 : Séries numériques

Exercice 1 : Les séries suivantes convergent-elles 7

L3 (245, 23 (54 5 ) 3.3 sin(n).
n=1 n=1 n=0

Exercice 2 : Soit g an une série téléscopique, c’est-a-dire dont le terme général peut s’écrire
n>1
apn, = byy1 — by, pour une suite (by)nen.

k
1. Vérifier que l'on a Z an = b1 — b1. Exprimer la somme de la série Z an a laide de la
n=1 n>1
suite (by)neN-

2. Soit a, = . Vérifier que la série de terme général a,, est téléscopique et en déduire la

1
mn
dh1 k
[e'S)
somme Z Q.
n=1

3. Méme question pour a, = In (1 + %)

N

1
Exercice 3 : On considére la série numérique E —. On note Sy = E — sa N-iéme somme
n n
n>1 n=1
partielle, et on pose Ty = Sy —In(N +1).

1
1. Démontrer I'inégalité In(z + 1) —In(z) < — pour tout x € RY.
x

2. En déduire la monotonie de la suite (Tn)n>0-

3. Que vaut Ty ? En déduire que pour tout N > 1, on a Sy > In(N + 1).

1
4. Calculer la limite lim Sy. La série Z — est-elle convergente 7
N—o0 n>1n
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Exercice 4 : On considére la série numérique E —- On note Sy sa N-iéme somme partielle.
n

n>1
11 1 1 1
1. Vérifi Vn>2 - _ = _Z
e = T s 1 =2 n_1 n
2. En dédui VN >2 O L g L
. n deduilre que — —.
q 22 5T Ny1ISONS2T gy

1
3. En déduire que la série Z — est majorée.
n>1

4. Montrer que la série est convergente et que sa somme vérifie ’encadrement

N)\OO

1
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Exercice 5 : Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants.
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1. = , > 0. 4. = —) > 0.
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nZ:Q 6. unzin , n>1.
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3. Up = — n > 3. 7. Uy = ——, a€Rn>2.
n! n—1 n

Exercice 6 : Etudier la nature et calculer la somme de la série numérique de terme général

9
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Exercice 7 : Etudier la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants.
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Exercice 8 : Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants.

1 n24n N
1. un:w, a€eR, n>1. 4. up = (—1) 2 on’ n > 1.
n
an+1 n+3
. = (— > 1. 5. = > 1.
2. up, = (—1) > n>1 Un (—1)"/n — 3n n=
(=1)" 14+ (=1)"n
. = — > 1. _
3. Uup n__ln(n)’ n=>1 6. u, = o , n>1

Exercice 9 :

(=n"

T n > 1 et estimer sa somme
n

1. Discuter la convergence de la série de terme général wu, =

sans dépasser l'erreur tolérée de 1072

—1)™/n
2. Méme question avec la série de terme général w,, = (l_%f7 n > 1.
n

Exercice 10 : Etudier les séries de termes généraux suivants.

inf

_ n
1.un:e COER. n>2 4. up, =na”, n>1.
In(n)
2.un:M,n21. 5.un:ef‘/ﬁ,n21.
n + cos(n)
cos(nh)
3. “"ZW’QGR’TLZO' 6. up, =n(cos(l/n)—1), n>1

sont de méme

Exercice 11 : Montrer que les séries de termes généraux positifs a, et n
Qn
nature.

Exercice 12 : Soit (a,)n>1 une suite de réels.

1. Montrer que si la série E an, converge vers S, alors la série g an + apy1 converge, et
n>0 n>0
calculer sa somme.

2. Supposons que pour tout n > 0 on ait a,, > 0. Montrer que si la série g an + any1 converge
n>0
vers T, alors la série E a, converge et calculer sa somme.
n>0

3. Donner un exemple ot la série E an + ant1 converge et la série g an diverge.
n>0 n>0

Exercice 13 : Montrer que la série de terme général on converge en utilisant le critére de Cauchy.
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Exercice 14 : Montrer que la série de terme général — ne satisfait pas le critére de Cauchy, en
n
2n 1
minorant la suite v, = g —.
=n

Exercice 15 : Montrer que la série de terme général (n > 0) converge et calculer sa somme.
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On rappelle que Z = e.
n=0

Exercice 16 : Soit (u,),>0 une suite a termes positifs telle que la série de terme général T
= nuy,

converge. Calculer lim nu,. Montrer que la série de terme général (u,)n>0o diverge.
n—oo -

Exercice 17 : Montrer que la série de terme général

1 2 1

Vo1 vn Vnil

Up =

converge et calculer sa somme.

Exercice 18 : Soit (up)p>0 une suite positive telle que la série de terme général (uy)n>0 soit
convergente. Montrer la convergence des séries de termes généraux :

2 1
1. uy 2. In(1 4+ uy) 3 EM

x
Indication : pour le 3, comparer d’abord +/zy et % pour x,y réels positifs.

cos(n)
A
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Exercice 19 : Calculer la somme de la série Z

n=0

Exercice 20 : Etudier les séries de termes généraux u, =

et x, =1In(1+ vy,).

Exercice 21 : Etudier la convergence des séries de termes généraux suivants.

1. \/n4+2—\/n4+1 5. 371 8 (_1)ntan l
1447 ’ n
2n!
2. - (—1)"
n _
3 . 6. In (1 +3, n 1) 0 (—1)™In(n)
" (Inn)5 n

n(n+1)
n
4. Vnt4+n4+1-n2 7. <n+1) 10. 1 —cos(1/n)



