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TD 3 : Séries Entiéres

Exercice 1 : Fonction exponentielle. Rappel: on pose

I .n 1 , 1 . .
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exp(z) = e* := Z e cosz 2(6 +e™%), sinz 5 (e e *) zeC,
n=0
1) Révision de cours. Démontrer les formules

/ / de” 5 dcos 2z . dsin 2z
e =e%e” =e = —sinz
dz ’ dz ’

En déduire |e?| en fonction de Rez, puis |e®| pour z réel.

2) Pour x € R vérifier que exp(z), cosz, sinx sont réels et indéfiniment dérivables en x. Montrer que exp
réalise une bijection de R dans 0, +o0].

3) On suppose que cosz > 0 pour tout > 0. Montrer alors que sinz tend vers une limite [ €]0,1] et que
sinx < [ pour tout z > 0. En considérant f(x) = cosx + lx/2 et limy_, o f(x), montrer une contradiction.
4) On pose m = inf{z > 0, cosz = 0}. Que vaut e"™? €2? Montrer que m est le plus petit réel strictement
positif tel que 2im soit période de e*.

5) On pose m = 2m. Résoudre les équations suivantes: a) e =0. b) e* = 1. ¢) sinz = 2.

=cosz, cos’z+sin®z=1.

Exercice 2 : Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres ) a,2" dans les cas suivants. On
justifiera le résultat.

1. a) a, =Inn. b) a, =In(2n+1). ¢) a, = n%, a € R fixé.

a,, = 4275, Déterminer ensuite la somme ano anz".

an = 2" si n pair et a, = 0 si n impair. Déterminer ano anz”.
a, = sin(1/n).

apn, = tan(1l/n) — sin(1/n).

a, = (—2n)"2

an = cos(4nm/3). Déterminer ensuite la somme »°, -, anz".

a, = 3" /n!. Déterminer ensuite la somme ) - an2™.
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ask = (—2)F et agiy1 = 3%, Vk € N. Déterminer ensuite la somme ano anz".

Exercice 3 : Résoudre I'équation différentielle (E): 2%y" + 422y’ + 5y = 3 — 22, x € R, avec les conditions
au bord y(0) = 3/(0) = 1, en cherchant une solution sous la forme d’une série entiére.

Exercice 4 : Pour n € N, on pose u,(z) = (1+ z/n)" pour z € C. Montrer que u,(z) est développable en
série entiére et calculer ce développement (on utilisera la formule du binome).

Exercice 5 : Soit f(x) = (cosz)exp(z), z € R.

1) Expliquer pourquoi f posséde en = 0 un D.S.E (développement en série entiére).

2) Montrer que f est solution d’une certaine équation différentielle linéaire homogéne du 2¢™¢ ordre a coef-
ficients constants (E).

3) Déterminer les séries entieres S(z) = > ., ana” solutions de (E) par la relation entre a,, Gn41, any2,
pour tout n > 0. B

4) En utilisant la formule d’Euler pour cosz, déterminer les coefficients f,, de la série entiére f(z) =
Y om0 fn2™. Vérifier que f, satisfait la relation de récurrence trouvée au 3).

Exercice 6 : Déterminer le développement de Taylor en z = 0 & un ordre quelconque de la fonction réelle
f(x) = exp(—1/22) (que I'on prolongera par continuité en 0). La fonction f est-elle développable en série
entiere?



