ENTROPIE DES SEMI-GROUPES D’ISOMETRIES D’UN
ESPACE HYPERBOLIQUE

par

Paul MERCAT

Résumé. — Nous généralisons aux semi-groupes convexes co-compacts un trés joli
théoréme de Patterson-Sullivan, donnant ’égalité entre exposant critique (c’est-a-
dire la vitesse exponentielle de croissance) et dimension de Hausdorff de I’ensemble
limite (c’est-a-dire la taille du plus petit fermé invariant non vide), d’'un groupe
discret d’isométrie d’un espace hyperbolique. Nous démontrons ce résultat dans le
cadre général des semi-groupes d’isométries d’un espace Gromov-hyperbolique propre
a bord compact. Pour cela, nous introduisons une notion d’entropie, qui généralise
la notion d’exposant critique des groupes discrets, et nous montrons que celle-ci est
égale a la borne supérieure des exposants critiques des sous-semi-groupes de Schottky
(c’est-a-dire les semi-groupes ayant la dynamique la plus simple). Nous obtenons ainsi
plusieurs autres corollaires tels que la semi-continuité inférieure de ’entropie, le fait
que l'exposant critique d’un semi-groupe séparé, qui est définit comme une limite
supérieure, soit en fait une vraie limite, et enfin 'existence de « gros » sous-groupes
de Schottky dans les groupes discrets d’isométries.
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1. Introduction

Le premier cas intéressant de la théorie de Patterson-Sullivan, est 1’étude des sous-
groupes du groupe SL(2,R). Etant donné un sous-groupe I de SL(2, R), on s’intéresse
4 une donnée dynamique, 'exposant critique, et une donnée géométrique, I’ensemble
limite, qui sont définis de la fagons suivante :

Définition 1.1. — L’exposant critique est le réel noté or, définit par

_ 1
op := limsup o log(#{y € T|log(|l7l) < n}).

n— oo

Cela correspond a la vitesse exponentielle & laquelle croit le groupe.
L’ensemble limite est la partie de R :== R U {o0} notée Ar, qui est le plus petit

fermé invariant non vide pour l'action de I' sur R par homographie.

Les ensembles limites de sous-groupes discrets de SL(2,R) ressemblent en général
a des ensembles de Cantor, et leur exposant critique est un nombre entre 0 et 1.

On a alors le trés joli résultat suivant, qui relie cette donnée dynamique et cette
donnée géométrique, qui n’avaient & priori rien a voir.

Théoréme 1.2 (Patterson-Sullivan). — SiT' est un sous-semi-groupe de type fini

et non élémentaire de SL(2,R), alors on a I’égalité
dlmH(AF) = (51’*.

Bien que ’énoncé ne fasse pas intervenir de géomeétrie hyperbolique, la preuve uti-
lise de fagon cruciale le fait que SL(2,R) agisse par isométrie sur le plan hyperbolique
HE.
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FIGURE 1. Action du groupe SL(2,Z) sur le disque de Poincaré

1.1. Présentation de mes résultats. — Pour un sous-semi-groupe I'" du groupe
d’isométries Isom(X) d’un espace Gromov-hyperbolique X propre, nous définissons
une notion d’entropie (par analogie avec I’entropie volumique), qui généralise la notion
d’exposant critique des groupes discrets. L’entropie est une fagon de mesurer « ’es-
pace occupé » par 'orbite d’un semi-groupe dans ’espace X, tandis que I’exposant
critique mesure la quantité d’éléments. L’énoncé suivant donne une caractérisation de
I’entropie qui justifie son intérét :

Théoréme 1.3. — Soit X un espace Gromouv-hyperbolique d’adhérence compacte, et
soit ' un semi-groupe d’isométries de X dont ’ensemble limite contient au moins

deux points, alors on a

sup 61" = hp.
r’<r
I/ Schottky
Autrement dit, ’entropie Ar est la borne supérieure des exposants critiques des
sous-semi-groupes de Schottky du semi-groupe I' (¢’est-a-dire des sous-semi-groupes
ayant la dynamique la plus simple (voir [5| pour une définition précise)).
Nous supposons ici que I’espace est propre et de bord compact), mais nous verrons
que cette hypothése n’est pas beaucoup plus forte que de demander seulement la

propreté de lespace X (voir le paragraphe [2.2)).
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Remarque 1.4. — Lorsque I' est un groupe, si l’on remplace les semi-groupes de
Schottky par des groupes de Schottky au sens classique, le résultat devient faux d’apres
un théoréme de P.Doyle (voir [Doy]).

Le théoréme[I.3]permet d’étudier la « dimension a l'infini » du semi-groupe, puisque
lon obtient en corollaire une généralisation d’un résultat de F.Paulin (voir [Paul) :
Corollaire 1.5. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact,
et soit I' un semi-groupe d’isométries de X dont ’ensemble limite contient au moins
deux points. Alors la dimension visuelle de ’ensemble limite radial du semi-groupe I’

est égale a ’entropie du semi-groupe :

dimvis A% = hp.

La dimension visuelle dimy;s est une généralisation naturelle de la dimension de
Hausdorft au bord d’un espace hyperbolique. Et ensemble limite radial A¢ (appelé
aussi ensemble limite conique) du semi-groupe I' est 'ensemble des points £ du bord
qui sont limite d’une quasi-géodésique de ’orbite I'o.

Ceci nous permet de calculer la dimension de Hausdorff de certains ensemble auto-
similaires pour lesquels on ne savait pas encore faire & ma connaissance :

Corollaire 1.6. — Si 3 est un nombre de Salem et si I est le sous-semi-groupe du

groupe affine de C engendré par les applications

x
T -+t

B

ot t € A pour A une partie finie de Q(B), alors on a Uégalité

dimH(Ap) = 5[\

Le résultat était connu pour un nombre de Pisot, mais semble nouveau pour un
nombre de Salem. Une telle égalité est toujours a ’état de conjecture pour les semi-

groupes de Kenyon (voir sections et [9.0.1)).

Voici d’autres corollaires du théoréme [[.3] :
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Corollaire 1.7. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact et
soit I' un semi-groupe discret d’isométries de X dont l’ensemble limite contient au
moins deux points. La limite supérieure dans la définition de [’exposant critique du

semi-groupe I est une vraie limite :
.1
or = lim —log(#{vy € I'|d(0,v0) < n}).
n—oo N

Corollaire 1.8. — L’entropie est semi-continue inférieurement en les semi-groupes

dont l’ensemble limite contient au moins deux points.

Voir corollaire[9.5] pour un énoncé plus précis. Ce résultat généralise celui que donne
F. Paulin a la fin de son article [Paul|, puisque ’on ne fait ni ’hypothése que le semi-
groupe soit un groupe, ni qu’il soit discret, ni qu’il soit de type fini, ni que l’espace
soit géodésique ou quasi-géodésique, et cela fonctionne aussi bien pour la convergence
algébrique que pour la convergence géométrique.

Nos résultats sur les semi-groupes permettent d’obtenir un résultat sur les groupes :

Corollaire 1.9. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact,
et soit I' un groupe discret et sans torsion d’isométries de X ne fizant pas de point
au bord, alors on a

1
sup 51—" Z 751—‘7
r/<r 2

T/ Schottky

ot la borne supérieure est prise sur l’ensemble des sous-groupes de Schottky du groupe
Ir.

1.2. Organisation de I’article. — Dans la section 2] nous donnons les définitions
et outils qui serviront dans la suite. La section [3] est consacrée a définir et donner
des propriétés sur les semi-groupes contractants. On y démontre par exemple que
I’ensemble limite d’un semi-groupe contractant de type fini est toujours radial. On
construit dans la section [4] une grosse partie contractante d’un semi-groupe d’isomé-
tries. C’est D’étape principale pour démontrer le théoréme [I.3] Dans la section [5] on
définit ce qu’est un semi-groupe de Schottky, et 'on démontre 'existence de gros
sous-semi-groupes de Schottky. Cela permettra d’avoir une preuve du théoréme [1.3
Les sections [6] & [J] sont consacrées a des corollaires du théoréme. Dans la premiére,
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nous obtenons une généralisation d’un résultat de F. Paulin (corollaire voir sec-
tion , que nous appliquons & I’étude des semi-groupes de développement en base
B (voir section . Dans la deuxiéme, nous voyons un résultat sur les sous-groupes
de Schottky d’un groupe discret (corollaire voir section @ Nous montrons en-
suite dans la section [§] que I'exposant critique est une vraie limite. Et pour finir nous
montrons la semi-continuité inférieure de l’entropie des semi-groupes (corollaire
voir section E[)

2. Le cadre

Nous définissons ici les objets que nous manipulerons dans tout l’article, en com-
mengant par les espaces Gromov-hyperboliques et leur bord. Nous verrons en parti-
culier la définition et des propriétés de I’entropie.

On notera d(z,y) la distance entre deux point z,y € X d’un espace métrique X.

2.1. Espaces hyperboliques. — Etant donné un espace métrique, on peut définir
le produit de Gromov, qui permet de mesurer le défaut d’égalité triangulaire de trois
points x, y et 0 :

Définition 2.1. — Soit X un espace métrique de point base o. On appelle produit

de Gromov de deux points x,y € X le réel

(d(z,0) +d(y,0) — d(,y)) .-

[N

(z]y) ==

On peut alors définir la Gromov-hyperbolicité :

Définition 2.2. — On dit qu’un espace X est §-hyperbolique pour un réel 6 > 0,

si c’est un espace métrique vérifiant ’inégalité

(z2) = min{(zly), (y[2)} — 0

pour tous x,y et z € X.
On dit qu’un espace X est Gromov-hyperbolique s’il existe un réel § tel que

lespace X est §-hyperbolique.



ENTROPIE DES SEMI-GROUPES D’ISOMETRIES D’UN ESPACE HYPERBOLIQUE 7

Un espace Gromov-hyperbolique est un espace qui ressemble, vu de loin, & un arbre.
Les arbres sont d’ailleurs des espaces 0-hyperboliques. Dans un espace hyperbolique,
un grand produit de Gromov caractérise des points qui sont « proches vus de o ».

Définissons 'exposant critique. Il s’agit de la vitesse exponentielle de croissance
d’une partie de X.

Définition 2.3. — On appelle exposant critique d’une partie P C X d’un espace

métrique X de point base o, le réel (éventuellement infini)

dp := limsup 1 log(#(B(o,n) N P)).

n—oo N

Par inégalité triangulaire, I’exposant critique ne dépend pas du point o choisi.

Remarque 2.4. — On peut aussi considérer seulement les éléments d’un anneau.

On a

dp = limsup % log(#((B(o,n + 1)\B(o,n)) N P))

n— 00

si P est une partie non bornée.

On va maintenant définir ’entropie de n’importe quelle partie P de X. Cela cor-
respond & la vitesse exponentielle de croissance du point de vue de I'espace occupé,
et non plus du point de vu du comptage comme pour I’exposant critique.

Définition 2.5. — Soit X un espace métrique. On dit qu’une partie P C X est

séparée s’il existe un réel € > 0 tel que la partie P soit e-séparée, c’est-a-dire tel que
d(z,y) > ¢

pour tous x #y € P.
On dit qu’une partie P C X est une partie couvrante de Y C X s’il existe un réel
€ > 0 telle que la partie soit e-couvrante de Y, c’est-a-dire telle que pour touty € Y,
il existe x € P tel que

d(z,y) <e
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Définition 2.6. — On appelle entropie d’une partie P C X d’un espace métrique

X, le réel (éventuellement infini)
hp :=supdpns,
s

ot la borne supérieure est prise sur les parties S séparées de X .

On pose hg = 0 par convention.

La remarque suivante justifie le nom d’« entropie » :

Remarque 2.7. — Quand X = Hy, Uentropie d’une partie P C X est égale a l’en-

tropie volumique de l’ensemble {x € X|d(z, P) < 1}.

Démonstration. — On peut trouver une partie S e-séparée et r-couvrante de la partie
P pour un réel 1 > € > 0 assez petit et un réel r assez grand (voir [2.30)), et on peut
montrer que son exposant critique est alors égale a ’entropie de P. Soit o un point

de X = Hg. On a les inégalités

vol(B(o,€)) - #B NS = vol( U B(z,€)) < vol(B(o,n +€) N{z € X|d(z, P) < 1}),
zeSNB

vol(B(o,n) N {z € X|d(z, P) < 1}) < vol( U B(z,r+1))
z€SNB(o,n+1+r)

<vol(o,r+1)-#B(o,n+1+7r)NS.

En passant a la limite aprés avoir pris le log et divisé par n, on obtient le résultat

annoncé. O

Ezemple 2.8. — Dans l’'espace X = HZ muni de la métrique usuelle, ’entropie de

HZ vaut 1 et Uentropie d’une horoboule vaut .

Voici quelques propriétés de I’entropie.
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Propriétés 2.9. — Propriétés de U’entropie

Soit une partie A C X d’un espace métrique X de point base o.
1. L’entropie ne dépend pas du point base o € X choisi.
2. On a linégalité ha < 4.
3. Si la partie A est séparée, alors on a ’égalité ha = 4.
4. L’entropie est croissante : si A C B C X, alors on a
ha<hp<hx.
Démonstration. — 1. Cela découle du fait que ’exposant critique ne dépende pas
du point base o choisi, ce qui découle de I'inégalité triangulaire.

2. Pour toute partie séparée S, on a dans < d4. D’oul le résultat en passant a la

borne supérieure.
3. Sila partie A est séparée, on a hy = supgdans > 0ana = 04.

4. Pour toute partie séparée S on a ANS C BN S, donc dang < dpng. D'ou le

résultat en passant a la borne supérieure.

O
Définition 2.10. — On dit qu’un espace métrique X est propre si ses boules fer-
mées sont compactes.
2.2. Bord d’un espace hyperbolique. — Nous allons voir qu’a chaque espace

hyperbolique on peut ajouter un bord sur lequel le produit de Gromov s’étend natu-
rellement. L’espace hyperbolique muni de son bord est en quelque sorte une « compac-
tification », puisque nous verrons que cette union est compacte si ’espace est propre
et vérifie une propriété supplémentaire.

Soit X un espace Gromov-hyperbolique.
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Définition 2.11. — On dit qu'une suite (x;) € X est convergente si l'on a
lim (24]z;) = oo.
1,j—00
On définit le bord OA d’une partie A l'espace hyperbolique X comme quotient de

l’ensemble des suites convergentes
OA = {(x;) € AN lim (z;]z;) = 00}/,
1,j—>00

par la relation d’équivalence ~ définie par

(i)ien ~ (Yj)jen  si lim (zily;) = oco.
1,]—00
Remarque 2.12. — Si l’on n’avait pas supposé l’espace X Gromov-hyperbolique, la

relation ~ définie ci-dessus ne serait pas nécessairement transitive. Par exemple elle

ne lest pas pour X = R2.

Définition 2.13. — On appelle adhérence de Gromov d’une partie A C X U0X

l’ensemble
A := Adh (A)UDA,

ot, Adh (A) est l’adhérence de A dans X.

Remarque 2.14. — 1. Le groupe Isom(X) agit naturellement sur le bord 0X.

2. Le produit de Gromov s’étend naturellement a l’adhérence de Gromov :

(&ln) := sup liminf(z;|y;),
z;—€ 1,]—00
Yji—n

pour £, € X.

3. Un espace métrique X est propre a bord compact si et seulement si l’adhérence

X est compacte.
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Le premier point ci-dessus permet de généraliser la notion de suite convergentes
a toute suite de X. Cela définit la topologie que 1’on considére sur ’espace X. Voir
aussi dans la partie « Compacité de I’adhérence »ci-dessous pour une caractérisation
de la topologie de 'adhérence de Gromov de X.

Définition 2.15. — Soit X un espace métrique. Etant donné un réel C > 0, on dit
que deux parties A et B de X sont C-disjointes si elles sont d’adhérence dans X

disjointes et que l’on a

sup (alb) < C.
(a,b)eAXB

On dit que les parties A et B sont Gromov-disjointes s’il existe une constante
C > 0 telle que les parties A et B sont C-disjointes. Ces notions se généralisent de

facon claire & des partie de l’espace X quand Uespace X est Gromov-hyperbolique.

Remarque 2.16. — Si l’espace X est propre et a bord compact, alors des parties A
et B de X sont Gromov-disjointes si et seulement si leur adhérences de Gromov A et

B sont disjointes, mais ceci est faux en général.

Dire que deux partie A et B sont Gromov-disjointes revient a dire qu’elles sont
disjointes en tant qu’ensembles, et « disjointes en l'infini vues du point base o ».
Cette notion permettra de définir ce qu’est un semi-groupe contractant (voir [3)) et ce
qu’est un semi-groupe de Schottky (voir [5)).

Compacité de ladhérence. — Nous aurons besoin de la compacité de ’adhérence X
pour controler la fagon dont l'entropie part a l'infini (voir la sous-section .

On muni 'adhérence de Gromov X d’un espace Gromov-hyperbolique X, de la
base de voisinages formée des boules ouvertes B(x,r) de X et des boules

B(&,r) = {z € X|(z[¢) > —log(r)},

pour les points £ € 0X. Cela définit bien la méme topologie que celle donnée par les
suites convergentes.
Voici une condition sur I’espace X qui sert & avoir la compacité de ’adhérence :
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Définition 2.17. — Soit X un espace métrique de point base o. On dit que l’espace
X est C-étoilé si pour tout point x € X, il existe une C-géodésique de 0 4 x, c’est-a-

dire une suite finie (xx)}_, d’éléments de X telle que xo = o0, x, =,

d(xy, vrp1) < O,

d(Ii,Ij) S |d(03 x’L) - d(07 I])| + Oa

pour tous 0 < k<mn—1et0<1i,j<n.

Remarque 2.18. — Un espace géodésique est C-étoilé pour tout C' > 0.

Exemple 2.19. — 7" muni de la métrique euclidienne est v/n-étoilé.

Dans cet exemple, il suffit de considérer les points z; de Z™ qui sont & distance
inférieure ou égale a y/n/2 du segment |o, 2] dans R"™.

Proposition 2.20. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique, propre, et C-étoilé,

alors son adhérence de Gromov X est compacte.

Démonstration. — 11 suffit de suivre la preuve du lemme 7.3 dans [Hol|. O
Exemple 2.21. — L’ensemble N x [0, 00] muni de la métrique

d((i,z),(j,y) = i+jtaz+y sii#]

d((i,z), (i,y) = |z —yl

est Gromov-hyperbolique, propre, et d’adhérence non compacte (voir figure @)
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Ficure 2. Exemple d’espace Gromov-hyperbolique propre dont I’adhé-

rence n’est pas compacte.

Sur la figure ci-dessus, les arétes grises ne font pas parties de 1’espace et indiquent
des distances.

2.3. Action d’un semi-groupe d’isométries sur 1’espace hyperbolique. —
Etant donné un ensemble d’isométries d’un espace métrique X, on définit son expo-
sant critique, respectivement son entropie, qui correspondent aux vitesses auxquelles
croit 'orbite d’un point sous l'action de I’ensemble d’isométries, d’'un point de vue
de comptage, respectivement d’un point de vue de 1’espace occupé.

FIGURE 3. Action du groupe SL(2,Z) sur le demi-plan de Poincaré H2

Soit X un espace métrique de point base o.
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Définition 2.22. — On appelle exposant critique d’une partie A C Isom(X),

l’exposant critique de l’orbite Ao C X :
5A = 5Ao-

Définition 2.23. — On dit qu’une partie A C Isom(X) est séparée (respectivement
e-séparée) si l'orbite Ao C X est séparée (respectivement e-séparée), et si pour toutes

les isométries v # ' € A, on a yo # 7'o.

Remarque 2.24. — En général, 'exposant critique dépend du point o choisi (par
exemple pour un groupe elliptique dense), mais U'exposant critique d’une partie séparée

de Isom(X) n’en dépend pas.

Remarque 2.25. — Si une partie A C Isom(X) est séparée et que l'orbite A.o est
infinie, alors l’exposant critique de la partie A est aussi 'exposant critique de la série

de Poincaré P, de A :

P, = Z e—sd(o,'yo).

YEA

C’est-a-dire que la série diverge pour s < d4 et converge pour s > 04. Voir [Me| pour

plus de détails.

Définition 2.26. — On dit qu’une partie A C Isom(X) est une partie couvrante
(respectivement e-couvrante) de B C Isom(X) si l'orbite Ao C X est une partie

couvrante (respectivement e-couvrante) de Bo.

Définition 2.27. — On appelle entropie d’une partie A C Isom(X) entropie de
lVorbite Ao C X :

hA = hAo-
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Remarque 2.28. — Quand X = HE, Uentropie d’une partie A C Isom(X) est égale

a Uentropie volumique de 'orbite AB(o,1) d’une boule B(o,1).

Voici quelques propriétés de ’entropie.

Propriétés 2.29. — Propriétés de l’entropie
Soit X un espace métrique de point base o, et soit une partie A C Isom(X). On a les
PTOPTIELES :

1. L’entropie ne dépend pas du point base o choisi.

2. On a linégalité hy < 4.

3. Si la partie Ao est séparée, alors on a l’égalité ha = 4.

Ceci est en particulier le cas si A est un groupe discret.
4. L’entropie est croissante : si A C B C Isom(X), alors on a
ha <hp < hsom(x)-
5. Sil’espace X est propre, alors pour toute partie S couvrante de A, on a l'inégalité
hs > ha.

6. St A, B et C sont des parties de Isom(X) telles que l'on ait A C BUC, alors

on a hy <max{hg,hc}.
7. Pour toute isométrie v € Isom(X), on a hya = ha = ha,.
8. Si lespace X est propre, alors en posant As.,, := {y € Ald(o,v0) > n}, on a
ha., =ha.

Remarque 2.30. — Pour toute partie Y C X d’un espace métrique X, il existe une

partie S e-séparée et 2¢e-couvrante de Y. Ainsi, quand l'espace X est propre, pour
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calculer Uentropie d’une partie A de Isom(X), on est ramené a calculer ’exposant

critique d’une partie séparée de A.

Démonstration. — Les points 2, 3 et 4 sont évidents a partir des propriétés 2.9 Le
point 1 découle du fait que ’exposant critique d’une partie séparée ne dépende pas
du point base o choisi.

Montrons le point 5. Soit S une partie couvrante de A et soit S’ une partie séparée
de A. Montrons que 'on a dg: < Jg.

Cela va découler du lemme suivant.

Lemme 2.31. — Soit X un espace métrique propre de point base o, et Y C Isom(X)
une partie du groupe d’isométries. Alors, pour tous réels v > 0 et v’ > 0, il existe une
constante Cy.,. telle que pour toute partie r-couvrante S de Y, pour toute partie r'-

séparée S’ de'Y, et pour toute partie Z de'Y, on ait l'inégalité

#S'oNZ < Cypp#SonZ",
ot Z" :={x € X|Fy € Z : d(z,y) < r} est le r-voisinage fermé de Z.
Démonstration. — Soit S” une partie r’-couvrante et séparée de la boule B(o, r+1').

Posons C,. v := #5” son cardinal, qui est fini par propreté.

Pour toute partie r’-séparée S’ de X on a alors
#B(o,r) NS < #S5" =C, .

Et comme pour toute isométrie v € Y, la partie y~15" est encore r’-séparée, on a

aussi

#B(yo,r) NS = #B(o,r) Ny 1S < Cp .
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On a donc, pour toute partie S r-couvrante de Y, et S’ partie r’-séparée de Y,

#20So=#2n0 ) B(yo,r)n o< Crp#tZ" N So.
~ES

D’aprés le lemme ci-dessus, il existe une constante C' telle que
#(B(o,n)N S"0) < C - #(B(o,n+ C)N So).

Ainsi, on a g < dg en passant & la limite. On obtient alors 'inégalité souhaitée
ha < dg en passant a la borne supérieure sur les parties séparées S’ de A.
Montrons maintenant le point [} Si S est une partie séparée de A, alors on a
Z e—sd(070) < Z e—sd(070) | Z ¢—sd(070).
yeANS veBNS yecns
pour tout réel s. Donc

max{ Z e—Sd(OK)’O)’ Z e—sd(o,'w)}:oo’

yeBNS yecns
dés que 3 ang e—*4079) = o, et donc max{hg,hc} > ha.
Montrons le point [7} Soit vy € Isom(X), et soit S une partie r-séparée et couvrante
de A, pour un réel r > d(o,7v0). Pour tout v € A, l'inégalité triangulaire donne
d(0,v700) < d(0,7v0) 4+ d(0,v00). Ainsi la partie Sy est encore une partie séparée et

couvrante de Ay, et on a

#{y € AN S|d(0,70) < n} < #{7" € (AN )0l d(o,7'0) < n+d(0,700)},
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ha =9dans

1
= limsup — log (#{y € AN S| d(0,70) < n})

n—oo N

< limsup - log (#{ € (41 )0l d(0,70) <+ d(0,700)})

n—oo N

= lim sup log (#{7 € (AN S)y0| d(0,70) < n +d(0,7%00)})

n—oo N+ d(0,70)

= 514’700570

= hA’Y(J :

L’autre inégalité ha,, < ha s’obtient par symétrie, en remplacant 1'élément vy par
'yal et la partie A par Ayy. L’égalité h,4 = h4 s’obtient de la méme fagon.

Le point [8| s’obtient en remarquant que la partie I'\I's,0 est bornée et que donc
son intersection avec toute partie séparée est finie par propreté. O

Voici un exemple de semi-groupe d’exposant critique strictement supérieur a son
entropie a cause d’un phénoméne de chevauchements qui n’existe pas pour les groupes.

F1Gure 4. Orbite d’un point sous 'action du semi-groupe de l’exemple

[2:32] dans le disque de Poincaré.
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Exemple 2.32. — Le sous-semi-groupe de SL(2,R) engendré par les matrices

2 2
= 0 = 1
" et et agissant sur le disque de Poincaré D, a pour
0 2 0 3
exposant critique 6 = lolg(ggé) > 1 et a pour entropie 1. En particulier il n’est pas
Séparé.

L’exposant critique du semi-groupe ’exemple ci-dessus s’obtient facilement puisque
le semi-groupe est libre, et parce-que c’est un semi-groupe de développement §-adique,
ce qui permet d’avoir que la norme d’un élément est comparable a sa longueur en les
générateurs :

or = limsup 1 log(#{v € I'|d(0,v0) < n})

n—oo TN
= limsup —————
n_wop nlog(m/2)
_ log(2)
- log(m/2)’
Le fait que 'entropie vaille 1 (le maximum pour un semi-groupe d’isométries de D)

découle du théoréme parce-qu’il est facile de montrer que I’ensemble limite de ce
semi-groupe est un segment de longueur non nulle (vu dans R), et parce-que I’ensemble

log(#{v € T de longueur n})

limite radial est égal & 'ensemble limite tout entier par la proposition [3.9] puisque le
semi-groupe est contractant et de type fini.

2.4. Action sur le bord. — Les isométries d’un espace X Gromov-hyperbolique
agissent naturellement sur le bord 0X. Pour étudier cette action sur le bord, com-
mencons par définir ’ensemble limite du semi-groupe.

Définition 2.33. — Soit X un espace Gromouv-hyperbolique de point base o, et soit
I' un semi-groupe d’isométries de X. On appelle ensemble limite du semi-groupe T,

et on note Ar le bord de l’orbite To : Ar := 0(T'o).

Remarque 2.34. — L’ensemble limite ne dépend pas du point base o choisi.

On va maintenant définir une partie de ’ensemble limite appelée ensemble limite
radial, dont on saura mieux contréler la dimension visuelle.
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Définition 2.35. — On dit qu’une partie A C X d’un espace métrique X est une

sous-quasi-géodésique s’il existe une constante C' telle que l’on ait
d(z,y) +d(y,2) < d(z,2) + C

pour tous x, y et z dans A tels que max{d(z,y),d(y,2)} < d(z, z).

Remarque 2.36. — Si l’espace X est géodésique, alors dire qu’une partie A est une
sous-quasi-géodésique revient o dire qu’il existe une géodésique dont tout point de A

est a distance bornée.

Définition 2.37. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique de point base o et I" un
semi-groupe d’isométries de X. On appelle ensemble limite radial (ou ensemble

limite conique) du semi-groupe T', et on note AG 'ensemble :

€= {(x;) € (To)"| lim (xi|zj) = 00 et {z;}ien est une sous-quasi-géodésique} /.,
0,5 —00

ol ~ est la relation d’équivalence vue dans la définition du bord d’un espace Gromov-

hyperbolique.

Remarque 2.38. — L’ensemble limite radial est une partie de ’ensemble limite qui

ne dépend pas non plus du point base o choisi.

Remarque 2.39. — Si I est un semi-groupe de type fini d’isométries d’un espace

Gromouv-hyperbolique, alors son ensemble limite est auto-similaire :
Ap = U gAF.
g générateur

Démonstration. — On a clairement ’'inclusion Ug ateur IAT € Ar. Montrons

génér

'autre inclusion. Soit & € Ar et soit (V,)nen € I'Y une suite d’éléments de T telle que
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lon ait
lim y,0=¢.
n=o0
(Ceci est une notation qui signifie limy,_, o (7,0|§) = 00.)
Comme le semi-groupe I est de type fini, il existe un générateur g tel que ’on ait une
sous-suite (Yg(n)) € (¢T)". On a alors € = limy, 00 Vp(n)0 € Agr = gAr. O

2.5. Les ensembles X,. — On va associer a chaque isométrie v d’un espace mé-
trique X, une partie X, de 'espace X qui correspond & un domaine dans lequel
I’élément ~ contracte. Ceci nous servira dans toute la suite.

Définition 2.40. — Soit X un espace métrique. Pour v € Isom(X), on définit un
domaine X, C X par

Xy = {z € X|(z|y0) = 5d(0,70)}.

N | =

FIiGUurE 5. X,

Remarque 2.41. — L’inégalité (z|yo) > %d(o7 ~0) est équivalente a
d(z,v0) < d(z,0).

Les éléments de X, sont donc les points de X qui sont plus pres de yo que de o.
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Le lemme suivant indique que l'ensemble X, est un domaine dans lequel vy
contracte, et qu’il est de taille petite vue de o quand I’élément ~ est de grande norme.

Lemme 2.42. — Soit X un espace métrique. Pour tout vy € Isom(X), on a

1 y(X\X,-1) C X5,

2. Si Uespace X est §-hyperbolique de point base o, alors pour tout (z,y) € (X,)?,

on a
1
(sly) > 5(0,70) ~ b
Démonstration. — 1. On a

€ X\X,-1 & d(z,7 '0) > d(z,0) par la remarque 241
< d(yz,0) > d(yx,v0) parce-que 7y est une isométrie

= vz € X,.

2. Soient z et y dans X,. Par d-hyperbolicité, on a

(z|y) > min{(z|v0), (y|y0)} — 0.

Or, par définition de X., on a pour tout = dans X,

d(o,~o),

DN =

(z[y0) =

d’ou le résultat.

Définition 2.43. — On dit qu’une isométrie v € Isom(X) d’un espace métrique X

est contractante si les domaines X, et X;l sont Gromov-disjoints.
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FIGURE 6. Une isométrie contractante.

Remarque 2.44. — Si une isométrie v est contractante, alors la partie ’y_lXW\XV
est un domaine fondamental pour ’élément ~y.

Voici un critére de contraction.

Lemme 2.45 (Critére de contraction). — Soit X un espace §-hyperbolique de
point base o, et v une isométrie de X . S’il existe deux points x et ' dans Xir\{UX,yfl,

tels que
, 1
(z]z") < Ed(o,’yo) — 36,

alors l’isométrie v est contractante.

Démonstration. — Par contraposée, supposons que l'isométrie v n’est pas contrac-
tante. Les ensembles X, et X -1 ne sont alors pas Gromov-disjoints. Soit alors

y € X,-1 ety € X, tels que (y|y') > 5d(o,v0) — 9.

1
2

Soient aussi x et ' deux points de 'union X, U X.,-1. Siles points x et 2’ étaient

~1, on aurait Uinégalité (z|z') >

tous les deux dans Xi,y ou tous les deux dans X7

%d(o, ~v0) — ¢ par le lemme On peut donc supposer que l'on a par exemple
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reX, 1eta € Xi7 Par d-hyperbolicité et par le lemme on a alors

(sla’) > min{(zly), (uly"), (v'la’)} 26 > Sd(0,70) — 35

Voici une propriété des isométries contractantes.

Lemme 2.46. — Soit X un espace métrique propre, et soit h € Isom(X) une iso-

métrie contractante. Alors on a

lim d(o,h"™0) = co.
n—roo

De plus, si l'espace X est §-hyperbolique, alors il existe un entier ng tel que

pour tout n > ng, les parties Xpn et Xp-n soient (M + 20)-disjointes, ot

M = SUP(z,2")EXHn XX, —1 (]2").

Démonstration. — Montrons que 1'on a lim,, ., d(0, h"*0) = co. Pour cela, choisissons

un réel € > 0 tel que 'on ait
B(o,e) C X\(Xp U Xp-1).

Cela est possible puisque la partie X\ (X} U Xj,-1) est ouverte et contient o.

Pour tous entiers n # m € Z, les boules h™ B(o, €) et h™B(o, €) sont disjointes. En
effet, quitte a tout composer a gauche par h™"™, on se raméne & m = 0. On a alors
B(h™o,e) = h"B(o,€) C X, U Xp,-1. Ainsi, Porbite (h™0),ez est une partie e-séparée
de X. Par propreté, on a donc bien lim, ., d(o, h"0) = oo.

Montrons que les parties Xpn et X} —n sont (M +424)-disjointes. Par -hyperbolicité,

pour x € Xpn et ' € Xj,—n, on a

(h™olh~™0) > min{(h"o|z), (z|z"), (', h""0)} — 2.
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Or, on a h™o € X, et h™"0 € X},-1, donc on a (h"olh™"0) < M. D’autre part, par
définition de Xjn, on a (z|h"0) > 3d(o,h"™0) et de méme (z'|h~"0) > 3d(o,h"0).

Comme on a lim,_, +, d(0, h™0) = oo, quitte & choisir n assez grand on a
d(o,h™0) > 2M + 60.

On obtient donc linégalité (z|z') < M + 2. Les ensembles Xpn et Xj-» sont alors

disjoints, puisque sinon on aurait pour y € Xj» N X},—», par le lemme [2:42] 'absurdité

M 426 < %d(o, h"o) — 6 < (yly) < M + 26.

3. Parties contractantes de Isom(X)

Nous voyons ici la définition et des propriétés des parties contractantes. Il s’agit
d’ensemble d’isométries qui contractent toutes dans la méme direction, de fagon
controlée. Cette propriété est trés pratique, puisqu’elle est stable par produit, et per-
met de contréler la vitesse a laquelle les produits d’isométries tendent vers l'infini.
Cela permet par exemple de garantir que ’ensemble limite d’un semi-groupe de type
fini qui a cette propriété est radial (proposition .

Définition 3.1. — Soit X un espace métrique de point base o. On dit qu’une partie
A C Isom(X) est contractante s’il existe deux domaines Gromov-disjoints X_ et

Xy de X tels que lon ait A(X\X_) C Xy, et que l'on ait 0 € X\ (XL UX_).

Cette définition dépend & priori du point base o choisi.
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FiGure 7. Un semi-groupe contractant.

Dans cette partie, nous donnons quelques résultats sur les parties contractantes
qui nous seront utiles par la suite.
Voici quelques propriétés simples des parties contractantes.

Propriétés 3.2. — Propriétés des parties contractantes
Soit X un espace métrique.
1. Si v est une isométrie contractante, alors le singleton {v} est contractant.

2. Si une partie A C Isom(X) est contractante, alors le semi-groupe engendré

(c’est-a-dire I’ensemble des produits non vides d’éléments de A) l'est aussi.

3. Siune partie A C Isom(X) est contractante, alors linverse A~! := {y~t|y € A}

l’est aussi.

Démonstration. — 1. 1l suffit de prendre X_ := X1 et X := X,

2. Si vy et 7' sont deux éléments d’une partie contractante A, alors on a

7Y (X\X-) € v(Xy) S y(X\X_) € X
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3. Si A est une partie contractante pour des domaines X, et X_, alors la partie
A~1 est contractante pour les domaines X_ et X, respectivement. En effet, on
a pour tout v € A, linclusion v~ 1(X\X,;) C X_, qui se déduit de l'inclusion
~v(X\X_) C Xy par contraposée.

O

Remarque 3.3. — La réciproque du point [1] est fausse : une isométrie v telle que

Uensemble {~v} est contractant n’est pas nécessairement contractante.

Voici un critére de contraction.

Proposition 3.4 (Critére de contraction). — Soit X un espace §-hyperbolique

de point base o, et soit une partie A C Isom(X) telle que l'on ait

1
—1 / .
su o O<*11’1fd07 0) — 34.

Alors la partie A est contractante.

Démonstration. — Montrons que les domaines

Xy=JX, et X =[]Xx
yEA yEA

conviennent.

On a déja bien pour toute isométrie v € A, I'inclusion
AHX\X_) € 4(X\X, ) € X, € X,
Montrons maintenant que les domaines X et X_ sont Gromov-disjoints. Soient

x € X_ et o’ € Xy. 1l existe alors deux isométries v et 4/ de X tels que l'on ait

r € X, -1 eta’ € X, On a ensuite, par d-hyperbolicité,

M > (v "oly'0) > min{(y™ olz), (a]a”), (2/|7'0)} — 26,



28 PAUL MERCAT

ou M :=sup., .ca(y "oy 0).
Or, on a (y"'olz) > 3d(0,70) et (volz’) > 3d(0,70) par définition de X -1 et
X, De plus, on a M < %d(o, ~vo) — 36 et M < %d(o7 ~'0) — 36 par hypothése. On en

déduit que 'on a
M > (z]z) — 26.

Pour vérifier que les domaines X et X_ sont bien Gromov-disjoints, il ne reste donc

plus qu’a montrer qu’ils sont d’adhérences dans X disjointes. On a

i f / = 1 f / — 2 !
(o2 )ok XXy d(z,z") o d(o,x) + d(o,z") — 2(z|z")
1 1
> =i _ 2 A
= (2 Inf d(0,0) 5) + (2 inf d(0,70) 5) 2(M + 20)

> (M +20) 4 (M + 25) — 2(M + 20)

:07

puisque l'on a d(o,z) = (z|z) > %d(o7 ~v0) — § par le lemme pour x € X -1, et de

1d(0,7'0) — & pour 2’ € X/.

méme d(o,x’) >
Les domaines X_ et X sont donc bien Gromov-disjoints.
Pour finir, ensemble X\ (XiJr U f) contient bien le point base o, puisqu’il
contient la boule ouverte B(o, M + 20 + €) pour un réel ¢ > 0 assez petit. O

Voici un lemme qui permet de contréler la taille de I'image du domaine X par les
éléments d’un semi-groupe contractant. Cela sera utilisé dans la preuve du théoréme

B3
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Lemme 3.5. — Soit X un espace métrique de point base o, soit une partie X, C X

et soit une isométrie v € Isom(X) telles que l'on ait
C := sup (y t.olz) < o0.
reXy

Alors pour tous x et ' € X, on a l'inégalité

(yz|yz') > d(o,~vo) — 2C.

Démonstration. — Soient x et z’ des éléments de X .. On a
/! ]‘ !/ !/
(vzlya') = 5 ld(yz, 0) + d(o,y2") — d(vz,72")]
1 ~1 ~1
= 5ld(z,0) +d(y™"0,0) = 2(r olz)

+d(7Y0,0) + d(0,2) — 2(yola’) — d(x,2")]
— (ala’) = (y""ol) — (v~ ola") + d(0, 70)
> (afa’) + d(0,v0) — 2C
> d(0,~0) — 2C.

O

Le lemme qui suit dit que 1’on a 1’égalité triangulaire & une constante prés dans un
semi-groupe contractant.

Lemme 3.6. — Soit X un espace métrique de point base o. Si A est une partie

contractante de Isom(X), alors pour tous éléments v et v de A on a
d(0,7y'0) = d(0,70) + d(0,7'0) — 2M,
ot M = sup,, e 4(7 0|7 0).

Démonstration. — On a Pégalité d(o,vy'0) = d(0,70) + d(0,~'0) — 2(y"toly'0). O
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Voici une propriété intéressante des parties contractantes qui permettra de montrer
que I’ensemble limite d’un semi-groupe contractant de type fini est radial.

Lemme 8.7. — Si A est une partie contractante du groupe d’isométries Isom(X)
d’un espace métrique X de point base o et si (Vn)nen est une suite de AN, alors

Uensemble {voy1...Yn0}nen est une sous-quasi-géodésique.
Preuve du lemme[ZZ — Montrons que pour a < b<c €N, on a

A(¥071--7a0, Y071 10) + A(Y071-- 750, 7071-+70) < d(Y0N1--Ya0; YoN1--7c0) + M,
ou M = sup, .ca(y 'o]7'0). On se rameéne & a = 0, et l'on conclut avec le lemme

3.6l avec ¥ = Yoy1--- Vb €t Y = Vo1 Vb2 Ve O

Le lemme qui suit dit que les isométries d’un semi-groupe contractant tendent vers
I’infini avec leur longueur quand ’espace est propre.

Lemme 3.8. — Si A est une partie contractante du groupe d’isométries Isom(X)

d’un espace métrique propre X de point base o et si (Yn)nen est une suite de AN,

alors on a
lim d(o,v71..-Yn0) = 0.
n—oo
Démonstration. — L’ensemble {7g...7,0}nen est une partie séparée de X. En effet,

il existe un réel € > 0 tel que la boule B(o,€) soit incluse dans X\ (X U X_), et ses
images par les éléments ~g...7, sont disjointes, puisque pour toute isométrie v de A,

on a l'inclusion yB C X, . Le résultat découle alors de la propreté de ’espace X. [

Proposition 3.9. — Soit X un espace métrique propre et I' un semi-groupe d’iso-

métries de X, contractant et de type fini. Alors l’ensemble limite de T est radial :

Ar = AS.
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Démonstration. — Soit £ un point de ’ensemble limite Ap. D’aprés la remarque[2.39
il existe un générateur go du semi-groupe I tel que £ € goAr. Par récurrence, il existe

une suite (g;);en telle que pour tout n € N, on ait

§ € go---gnAr.

Puis par le lemme on a lim,,_, o d(0, go...gn0) = 00. Onadonc & = lim,, o, go..-gno
par le lemme appliqué a l'isométrie gg...g,, et & ensemble X, = Ar U {o}. Or, le
lemme affirme que l'ensemble {go...gn0}nen est une sous-quasi-géodésique, donc
le point £ est dans dans l’ensemble limite radial : £ € Af. On a montré I'inclusion
Ar C Af. L’autre inclusion est claire. O

Le fait que le semi-groupe I soit de type fini est une hypothése nécessaire, comme

le montre le contre-exemple suivant :

Contre-exemple 3.10. — Soit T le sous-semi-groupe de SL(2,7) engendré par les

1 n
matrices ,n > 1. Alors le semi-groupe T" est contractant, mais les en-

n n?+1

sembles limite et limite radial différent : Ar # Ag.

En effet, Penveloppe convexe X, C H2 de l'intervalle [—%, 1] dans H (en identi-
fiant le bord de HZ & R de facon usuelle) est envoyée dans celle de D'intervalle [0, 2],
et donc le semi-groupe est contractant. Mais le point 0 est dans ’ensemble limite, et
n’est pas radial.

4. Construction d’une grosse partie contractante
Le but de cette section est de démontrer le théoréme :

Théoréeme 4.1. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact, et

soit I' un semi-groupe d’isométries de X dont l’ensemble limite Ar contient au moins
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deuz points. Alors il existe un sous-semi-groupe I de T', contractant et de méme
entropie :

hr: = hr.

Ce théoréme est ’étape principale de la preuve du théoréme (1.3

La preuve du théoréme [.1] repose sur 1'étude du support du semi-groupe T', qui
est une partie fermée et I' x I'~-invariante de X x X décrivant les directions dans
lesquelles il y a beaucoup d’isométries qui contractent et dilatent. On montre que ce
support, s’il n’est pas réduit a deux points, fournit un sous-semi-groupe contractant
d’entropie hr. Et pour cela, on commence par montrer qu’il existe une isométrie
contractante dans le semi-groupe I', et on effectue un ping-pong entre cet élément
et une « grosse » partie du semi-groupe I'. Puis 'on montre que dans le cas ou le
support est réduit a deux points, le semi-groupe fixe un doublet de points au bord,
ce qui permet de conclure rapidement si le semi-groupe ne fixe pas de point au bord.
Enfin, on termine par le cas ou le semi-groupe fixe un point au bord. Dans ce cas,
on ne peut pas effectuer de ping-pong, mais 'existence d’une isométrie contractante
nous permet de démontrer qu’il existe une proportion suffisante des éléments du
semi-groupe qui contractent loin du point fixe. On fera cela en utilisant le lemme
des tiroirs sur une partition en copies d’un domaine fondamental pour l'isométrie
contractante.

4.1. Construction d’une isométrie contractante. — Nous allons montrer
qu'un semi-groupe d’isométries d’un espace Gromov-hyperbolique dont 1’ensemble
limite contient au moins deux points posséde toujours une isométrie contractante.
On a la proposition :

Proposition 4.2. — Soit X un espace Gromouv-hyperbolique, et I' un semi-groupe
d’isométries de X dont l’ensemble limite n’est pas réduit & un point. Alors I' contient
une isométrie h contractante. De plus, si n est un point du bord de X, alors on peut

choisir h tel que n & Xp,.

L’idée de la preuve est de considérer deux grands éléments de I' qui contractent
en deux endroits distincts (prés de points distincts de ’ensemble limite). Le produit
de ces deux élément est alors contractant parce-que ces deux éléments n’étant pas
contractants (sinon il n’y a rien a démontrer) et ayant une grande norme, leur inverses
contractent a nouveau prés des mémes points, et ainsi, le produit contracte depuis
'un des endroits vers Dautre. (voir figure[§])
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Ficure 8. Construction d’une isométrie contractante a partir de deux

isométries 7y et 4/ non contractantes.

gl
/
i v
X,y/ X’Y'_l X’Y_l X’y
¢ £
Démonstration. — Supposons pour commencer que ’ensemble limite contienne au

moins trois points. Soit € Ar, et soient £ # & deux points distincts de ’ensemble
limite Ar, et qui sont distincts du point 7, et soient 7 et 7/ deux isométries de I telles
que l'on ait

(€lvo) > 2(£[¢') + 106 + (&]n) et (&'1y'0) > 2(£]¢") + 100 + (£']n).

On a alors également d(o,vo) > (lvo) > 2(£|€) + 100 + (&|n) et d(o,7'0) >

2(¢1¢") + 100 + (£'[n)-

Si une des isométries v ou 4’ était contractante, alors elle conviendrait, et la preuve

serait finie. En effet, on a n ¢ X, et n ¢ X/, puisque par d-hyperbolicité on a

(n€) = min{(n|vyo), (yol&)} — 9,

et donc (yoln) < (n[€) + 6 < 3d(0,70), et de méme avec 7. On peut donc supposer
que les éléments v et 4’ ne sont pas contractants.

On a alors le lemme suivant.
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Lemme 4.3. — Les ensembles X-1 et X/ sont ((£|¢") 4 20)-disjoints.

Démonstration. — Soient x € X.,—1 et 2’ € Xs. Par é-hyperbolicité, on a

(£l¢") = min{(¢|z), (x]2"), (2'|€)} — 26.

Or, par le lemme on a ({|z) > d(o,70) — 36 > (£|¢') + 26, et de méme pour

(&'|2"). On conclut donc que l'on a
(z]2") < (¢]¢7) + 20.

Pour finir la preuve du lemme, il reste a montrer que les parties X,-1 et
X, sont d’adhérences dans X disjointes. Par l’absurde, supposons qu’il existe

y € Adh(X,1)NAdh(X,) = X

41 N Xy, On a alors dune part (yly) >

3d(0,7v0) — 6 > (£|¢') + 40 par le lemme et d’autre part (yly) < (&|¢') + 26 par

I'inégalité ci-dessus. Contradiction. O

Montrons alors que I'isométrie v’ est contractante.

On a
Yy0 € 9/ (X;) S (X\X,-1) € Xy,

et de méme 7*17’710 € X1, donc par le lemme ci-dessus

(v70l(2) o) < (€l¢") +26 < 3d(0,70) ~ 35

Or, on a d(o,7v0) < d(o0,v'v0). En effet, on a

d(o,~v0) = d(0,7'y0) — d(0,7'0) + 2(7’_10\70).
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1—1

Or, en utilisant le lemme ci-dessus avec v et 4/ permutés, on obtient (7'~ o|yo) <

(&1€7) + 26, et d’autre part, on a d(o,v'0) > 2(£|¢’') + 105. On obtient donc bien
d(0,70) < d(0,7'y0) — 2(£]¢") — 100 + 2(¢[¢’) + 46 < d(0,7'70),

et donc

(70l(+'7)"0) < 5(0,7'0) — 35
Donc I’élément v+’ est contractant par le critére de contraction (lemme [2.45)). Pour
finir, on a n € Xy 2 X, d’aprés ce que 'on a fait ci-avant.

Supposons maintenant que ’ensemble limite Ap soit réduit & deux points :
Ar ={&n}

Par T-invariance de l'ensemble limite, les isométries de I' fixent le doublet {&,7n}.

Distinguons alors deux cas :

1. Si toutes les isométries de I" fixent chacun des points £ et 7, considérons une
isométrie v telle que
(vol§) > 2(&|n) + 64.

Celle-ci existe bien puisque 'on a £ € Ar. On a alors le lemme :
Lemme 4.4. — Onang Xy etne X 1.

Démonstration. — Commencons par montrer que l'on a n ¢ X,. Par §-

hyperbolicité, on a

(€ln) = min{(¢|y0), (yoln)} =6,

et donc (yoln) < (¢|n) + 6 < 4d(o0,70), ce qui prouve la premiére partie du

lemme.
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On a ensuite n =y~ 1y € X,~1, puisque I'isométrie v fixe le point 7. O
Pour terminer la preuve de la proposition dans le cas ol toutes les isométries
fixent chacun des points £ et n, il ne reste plus qu’a démontrer le lemme :
Lemme 4.5. — L’isométrie v est contractante.
Démonstration. — Le point fixe £ est dans 'union X, U X, -1, puisque si I'on
avait £ & Xiv U X,-1, alors on aurait § =~§ € Xiw ce qui est absurde.

Le fait que I'isométrie =y soit contractante découle alors du critére de contrac-

tion [2.45] puisque 'on a
1
(€l1) < 5d(0,70) — 35

O

. 9’1l existe une isométrie 7y € I' qui échange £ et 1, c’est-a-dire & = n et

Yon = &.
La premiére partie de la preuve permet d’obtenir une isométrie contractante
h € T', mais avec n € X},. En outre, on peut choisir 'isométrie i aussi grande

que 'on veut, et donc demander & avoir 'inégalité
(holn) > 2(&|n) + 4d(0,~00) + 64.

Montrons qu’alors 'isométrie v := vyhyy convient. Pour cela, nous allons
utiliser le critére de contraction [2.45]| avec les points £ et 7. On a le lemme

suivant.

Lemme 4.6. — Onang X, et { € X 1.
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Démonstration. — Montrons que n € X,. On a

(nly0) = (7o€lv0hv00)
= (&]h00) — (&g "0) — (hyo0lg M0) + d(0,700)
< (€lhv00) + d(0, 700).

Et par d-hyperbolicité, on a

(€ln) = min{({|hyo0), (hyooln)} — 4.

Or, le point ypo n’est pas dans l'ensemble X, -1 d’aprés le lemme [2.42] puisque
Pon a (y90|700) = d(0,700) < 2d(o,ho) — . On a donc hypo € Xj,. Comme on

a aussi 7 € Xj, le lemme [2.:42] donne

d(o, ho) — 8§ > (&|n) + 6.

DN | =

(n|hryo0) >

Ainsi, on obtient

(nlyo) < (§]hy00) + d(0,700)
< (&ln) + d(o0,v00) + 0

1
< id(o, ho) — d(o,~00)

1
id(O, Yoh00),

IN

ce qui prouve que 7 n’est pas dans X,.

On montre de maniére semblable que £ n’est pas dans X, 1. O

Ainsi, on a £ = yon = vohn = 7§ € X, et de méme 1 € X, 1. Le critére de

contraction s’applique done, puisque I’on a bien I'inégalité

&n) < %d(o, ho) — d(0,7v00) — 36 < %d(o7 ~0) — 34.
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O

4.2. Support d’un semi-groupe. — Définissons le support d’un ensemble d’iso-
métries, qui correspond aux couples de points du bord pour lesquels il y a beaucoup
d’isométries qui contractent dans un voisinage du premier point du couple et dilatent
depuis un voisinage du deuxiéme point du couple. Le support d’un semi-groupe est &
relier au support de la mesure de Patterson-Sullivan, mais il est plus simple & définir
et & manipuler.

Définition 4.7. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique de point base o. On ap-

pelle support d’une partie A C Isom(X) l’ensemble
supp(A) := {(&, p) € 0X x 0X| pour tout € > 0, hyse.yxsme = hal,
ot 'on a posé B(&,€) :={z € X| (£|z) > —log(e)} et
APEOXA0D) = {y € Al y0 € B(E ) ety 0 € B, )}

On peut montrer que le support ne dépend pas du point base o choisi.

Proposition 4.8. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre & bord compact.

Alors le support de toute partie I' C Isom(X) est non vide.

Démonstration. — Soit & > 0 tel que l'espace X soit d-hyperbolique. Construisons
par récurrence une suite (&, 7, )nen de couples de points du bord telle que on ait

légalité hppe, c—2m)xp(n, .c—26n) = hr, et que I'on ait

B(Eny € 2™) X B0y €2 N B(Enp1, e BTV 5 B1gr, 20 F) £,

Pour n = 0, tous les points &y et 79 € dX conviennent puisque 'on a 5(&p,1) =
Y = 6(7707 1)
Supposons &, et 7, construits tels que hpse, c—20m)xg(,.c—20m) = hr. Le carré 0X x

08X du bord étant compact, il en va de méme du pavé fermé (B(&,,e=20") N IX) x
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(W N 0X), et on peut extraire un recouvrement fini du recouvrement par
les pavéss ouverts §(€, =200 x By, = 20+D) quand (&) décrit H(€,=2") x
B(1n, e=2™). Le complémentaire dans 5(&,, e729™) x B(1,, e~2°™) de ce recouvrement

est alors borné. Or, ’entropie d’une partie bornée de X est nulle : on a
hrBo.ryxB(o,r) = 0,

pour tout R > 0, par propreté. Par le point [6] des propriétés de l’entropie, il

existe alors un couple (&,11,Mns1) de B(&n, e72™) x B(nn, e~297) vérifiant

hpﬂ(§n+1,e’2‘5(”+1)>Xﬂ(vrn+1ye*”("*l)) > hrﬂ(én,e—%")Xﬁ(nn,e—%") = hr.

La suite (B(&,, e 2"T2%) x B(n,,, e~ 20n1+2%)) ainsi obtenue des pavés grossis

neN
de e?® est alors décroissante. En effet, soit z € B(fnﬂ,e’%(”“H%) et soit y €

B(&ny1,e”2HDY N B(E,, e2°™). Par d-hyperbolicité on a alors

(x]&n) = min{(z|6n41), (§ns1ly), (Wl€n)} — 20 > 26n — 20,

ce qui donne bien linclusion B(&,,1,e 20 TD+20) C B(¢,,e2°"*2%) En faisant de
méme avec 7, on obtient bien la décroissance souhaitée.

La suite converge donc vers un point (§,7). Ce point est bien dans le support
supp(T), puisque pour tout € > 0, on peut trouver par Gromov-hyperbolicité un

entier n assez grand tel que I'on ait I'inclusion

B(&n, €220 5 By, =2 20) C B(E €) x B(n,€),

et donc tel que 'on ait I'inégalité hr = Ny, c—20n426)x g(nn,e—20n+20) < Apse.c)xsim.e -

O
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Remarque 4.9. — C’est un des seuls endroits de la preuve ot l'on wutilise la com-
pacité de l'adhérence de l'espace X (Lautre endroit ou l’on utilise cette compacité est
pour définir la mesure de Patterson-Sullivan, voz’r . Cette hypothése n’est

pas beaucoup plus forte que de demander seulement la propreté de lespace X (voir

.

Voici une propriété de I'-invariance du support :

Proposition 4.10. — Soit X un espace Gromouv-hyperbolique et soit I' un semi-
groupe d’isométries de X. Le support supp(T) est I' x I'~t-invariant pour l’action de

Isom(X) x Isom(X) sur 0X x 0X donnée par

(1,7 "N En) = (4 ),

pour toutes isométries v et v € Isom(X) et (§,n) € 0X x 0X.
C’est-a-dire que l'on a (75,7’7177) € supp(I") pour tout (&,m) € supp(I') et tout

(v,7) e xT.

Démonstration. — Soient (£,n) € supp(T') et (v,7’) € T' x T'. Montrons que l'on a

(v&,7' ') € supp(T). Soit € > 0. Par le point [7| des propriétés [2.29) on a

hr = hFB(E,s)Xﬁ(n,e) =h, TB(&e)XB(n,e)~7 -
MOHtI‘OHS ue 17011 a l’inclusion
q

Eed(o,'yo)«#d(o,w/o)) ><ﬁ(,y/—1n7£ed(o,wo)+d(0,'\/'o))

,Ypﬁ(é,e)xﬁ(n»e),y/ C T8(¢,
Soit 7" € ATPEXB(1:€)~/ On a alors d’une part

(Y"19"0l€) = (v 19"+~ ol€) — d(0,~0) > —log(e) — d(0,7'0).
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et d’autre part

(7"0lv€) = (71" 0l€) + (volv"0) + (yo|~€) — d(o,70)
> (v~ '9"0l€) — d(o,70)

> —log(e) — d(0,70) — d(0,7'0).
De la méme fagon on obtient les inégalités

-1 —1 -1 —1
(Y" ol ) = (" Toln) — d(o,7'0) = (/4" yoln) — d(o,y0) — d(0,70),

! _ o o ’
et donc 'Y” c F,B('yg,eed("”")”("’“’ Y x B(y' " n,eedlev0)Hdloy 0)).

On a donc h’I‘B(wg,eed(0170)+d(0’7,0))><B(’y’_l'r),eed(ov'Y")"'d(G*'Y"’)) > hr, et on a 'autre inéga-
lité
s e cetlo0)+a(0.170) ) gyt~ 1 ced(ov0) (0,7 o)y < PD

d(o,'yo)«}»d(o,'y'o))><ﬂ(',y/—1,r]75e

. . d(0,70)+d(0,7'0) . .
par inclusion ['#(7¢.¢e ! ") CT. Ceci prouve bien que

le point (7,7’71)(5777) = (’yf,’y'*ln) est dans le support supp(I') puisque le réel

eed(070)+d(0,7'0) parcours R* quand e parcours R? . O]
Question . — On a linclusion supp(I') C Ar X Ar-1, mais a-t’on l’égalité ?
4.3. Le cas générique. — On va maintenant montrer que si le support supp(T’)

n’est pas réduit a certains sous-espaces de 0X x 90X, alors on a la conclusion du
théoréme [} c’est-a-dire existence d’un sous-semi-groupe contractant de I' qui est
d’entropie totale hr.

Proposition 4.11. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique, et soit I' un semi-

groupe d’isométries de X. Si le support de I' n’est pas inclus dans la diagonale de

0X x 0X, alors il existe un sous-semi-groupe contractant I de T' tel que hr = hr.
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Démonstration. — Soit (£, u) € supp(I') avec £ # u. On peut alors trouver un réel
e > 0 assez petit pour que le produit S(&,€) x B(n,€) soit Gromov-disjoint de la
diagonale. D’aprés le critére de contraction (proposition , I’ensemble F’i(fb’e)x’g (m:€)

est alors contractant pour n assez grand, out I'on a posé
P2GP0) i— {y € T| 1o € B(&,€),77 "0 € Bln,€) et d(0,70) = n}.
Or, par définition du support et par le point [8| des propriétés de ’entropie, on a

hpse.oxsme = hr.
>n

Le semi-groupe engendré par rﬁf’e)xﬁ 1<) convient donc.

O

Proposition 4.12. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, et T un semi-
groupe d’isométries de X . Si le semi-groupe I' contient une isométrie contractante h,
et que le support supp(I") contient au moins trois points, alors il existe un sous-semi-

groupe contractant I de T tel que hpr = hr.

L’idée de la preuve est de montrer qu’il y a beaucoup d’éléments du semi-groupe
avec lesquels 1’élément h joue un ping-pong. Cela permet alors de faire contracter
ces éléments d’un endroit précis vers un endroit précis en les composant a gauche et
a droite avec h. On obtient alors un semi-groupe contractant en ne gardant que les
éléments assez grands.

Démonstration. — Pour une isométrie contractante i d’un espace d-hyperbolique X,

définissons une partie I, de X U 0X par

d(o, ho) — d}.

DN =

I = {€ € X UOX|(E|ho) >

Montrons que si le support supp(I') n’est pas inclus dans I;,-1 x 0X U9X x I, alors

il existe un sous-semi-groupe contractant I’ de I, avec hy» = hr.
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Remarque 4.13. — L’ensemble I}, contient Xy. 1l est un peu plus gros que X}, afin
de garantir que les éléments vy € T assez grands et tels que l'on ait v~ o & I, soient tels
que les parties X.,—1 et X, sont disjointes (et idem dans [’autre sens). Ceci permettra

alors de faire le ping-pong.

Lemme 4.14. — Soit X wun espace Gromov-hyperbolique, soit h wune isométrie
contractante de X et soient Iy, et I,-1 C X les parties définies ci-dessus. Pour toute
isométrie vy € Isom(X) telle que d(o,~v0) > d(o,ho) et yo & I-1, on a
X, NXp-1 =0,
et pour toute isométrie y € Isom(X) telle que d(o,v0) > d(o,ho) et v~ Lo & I, on a
X, nNXy, =0.
Démonstration. — Soit v € Isom(X) tel que d(o,v0) > d(o, ho) et yo & Ij,—1. Mon-
trons linclusion X, € X\ Xj,-1.
Soit € X,,. Par d-hyperbolicité, on a
(yolh™ o) = min{(z[0), (z|h""0)} — 4.
Or, par définition de Ij,-1 et de X, on a les inégalités

d(o,7v0) > =d(o, ho).

N =

1
Ed(o7 ho) — & > (yolh™to) et (x|y0) >

DN =

D’ou l'inégalité
%d(o, ho)— 6 > (z|h o) = &
qui prouve que le point z n’est pas dans I’ensemble X;-1.
La deuxiéme partie du lemme découle de la premiére en remplacant h par h~! et

v par v~ L. O
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Posons H ’ensemble des isométries satisfaisant les conditions du lemme ci-dessus :

H := {v € Isom(X)l|d(o,v0) > d(o, ho),vyo & I;,—1 et v lo¢ I}

Faisons alors un ping-pong entre les isométries de H et 'isométrie h pour obtenir

une partie contractante.

Lemme 4.15. — Soit X wun espace Gromov-hyperbolique, soit h wune isométrie

contractante de X et soit H la partie de X définie ci-dessus. Alors ’ensemble
hHh := {hvh|y € H}

est une partie contractante de Isom(X).

Démonstration. — Si y est un élément de H, alors par le lemme on a
PYh(X\Xp 1) € hy(Xp) € y(X\X, 1) C h(X,) € h(X\X) 1) € X,

et I'ensemble X\ (X}, U X;-1) = X\ (X}, U X},-1) contient bien le point base o.
La partie hHh est donc contractante pour les domaines X_ := X1 et X = Xj,.

O

F1cURrE 9. Ping-pong avec 'isométrie contractante h.

h
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Continuons la preuve de la proposition Soit h € T un élément contractant.
Le semi-groupe engendré par h(H NT)h est alors un sous-semi-groupe contractant de
I' d’aprés le lemme ci-dessus.

Si le support supp(I') n’est pas inclus dans I;,-1 x X UJX x I, alors I'entropie
de HNT est égale & hr par le point [§ des propriétés 2:29] Or, par le point [7] des
propriétés Pentropie de h(H NT')h est égale a celle de H N T, et donc 'entropie
du semi-groupe engendré est aussi égale & hr.

On est donc ramené a ce que le support supp(I') soit inclus dans I;,-1 x 0XUIX X I},.
Par les lemmes [2.46] et 2.45] comme l'espace X est propre, il existe un entier ng tel
que pour tout n > ng, l'isométrie hA™ soit aussi une isométrie contractante du semi-
groupe I'. On est alors méme ramené a ce que le support supp(I') soit inclus dans
Ij,—» x 0X UOX X Ipn, pour tout n > nyg.

Or, le diamétre des ensembles Iy» et I;,—» tend vers 0 : on a

lim inf (x]2’) = oo.
n—oo x,x’€lpn

On est donc ramené a ce que le support supp(I") soit inclus dans un ensemble

({&-} x 9X) U (90X x {&4}),

ou £ et &4 sont des points du bord 0X.

De plus, en utilisant la proposition on est ramené au cas ot le support supp(I")
est inclus dans la diagonale de X x 0.X, donc on est ramené a ce que le support soit
inclus dans le doublet {(_,£_), (&4, &+)}. Ainsi, on a bien démontré 'existence d’un
sous-semi-groupe contractant d’entropie hr dés que le support supp(I') contient au

moins 3 points.
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Ceci termine la preuve de la proposition [4.12 O

Fi1GUure 10. supp(l)

0X
&
&+ 0X
4.4. Le cas ou le support est un singleton. — On a le lemme :
Lemme 4.16. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique et soit I' un semi-groupe

d’isométries de X . Si le support supp(I") est un singleton {(£,£)}, alors le semi-groupe

I" fixe le point €.

Démonstration. — Cela découle de la propriété de I' x I'"l-invariance du support

(proposition |4.10)). O
Ainsi, on est ramené a ce que le semi-groupe fixe un point au bord

(voir sous-section [4.6)).

4.5. Le cas ou le support est un doublet de points. — Supposons maintenant
que le support supp(T") soit un doublet de points du bord {(&y,&4), (£-,€-)}. On a
alors le lemme suivant.

Lemme 4.17 — Soit X un espace Gromov-hyperbolique et soit I' un semi-groupe
d’isométries de X. Si le support supp(I') est un doublet de points {(&+,&4), (€—,&-)},

alors le semi-groupe T fixe le doublet {£4,€_}.
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Démonstration. — Cela découle de la propriété de I' x I'"-invariance du support

(proposition [4.10). O

Montrons maintenant que quitte & multiplier par un élément qui échange les deux
points du doublet, si 'on se restreint aux éléments de norme assez grande et qui
contractent dans un des deux sens (d’un des points du doublet vers l’autre), alors on
obtient un ensemble contractant. Et 'un de ces deux sous-semi-groupes engendrés
sera forcément d’entropie totale (c’est-a-dire d’entropie hr).

Le lemme qui suit dit qu’un point fixe d’une isométrie est toujours dans son domaine
de contraction ou dans son domaine de dilatation.
Lemme 4.18. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique et v une isométrie de X.

Si & € X est un point fize pour Uisométrie v (i.e. v€ = &), alors on a
¢ e X»y U X,Y—l.

Démonstration. — Supposons que l'on ait £ ¢ X.,. Alorson a { =71 € X,-1. En

1

faisant de méme avec 'inverse v~ *, on conclut. O

Le lemme suivant dit qu'une isométrie assez grande qui fixe deux points contracte
de 'un des points vers I'autre ou bien échange les deux points.

Lemme 4.19. — Si une isométrie v d’un espace §-hyperbolique X de point base o
fize un doublet de points du bord {&4,6_} C X sans les échanger (i.e. y(§_) # &4 ) et

vérifie linégalité d(o,vo) > 2(&€41€-) + 20, alors on a

((reXyetéeXy) ou (oeX,etéyeX ).

Démonstration. — Comme ’élément ~ fixe le doublet {£_,&,}, et n’échange pas £_

et &1, les points £_ et £, sont fixes par 7. Le lemme [4.18 nous donne donc 'inclusion

{€+>£f} - Xry U X,Y—l.
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Or, on ne peut pas avoir {&;,{_} C X,-1, puisque par le lemme on a

1
inf > 2d —0> -).
(i (ale') 2 Gd(0.790) — 6> (E4le-)
En faisant de méme avec X, on obtient donc bien ce qui était annoncé. O

Démontrons donc le théoréme dans le cas ou le semi-groupe I' fixe un doublet
{€+,6_} C 0X, mais ne fixe pas de point au bord. Considérons les parties suivantes
du semi-groupe I :

It i={yellé e X, eté_ € X 1}
I :={yel_eX et& € X 1}

On a alors le lemme suivant.

Lemme 4.20. — Les ensembles TS, et TS, sont contractants,

pour tout entier n > 2(£416-) 4+ 104, ou l'on a posé
Asp = {7y € Ald(o,70) > n},
pour une partie A C T,

Démonstration. — Montrons que Fin est contractant. Soient «y et 7/ deux isométries

de Fin. Par §-hyperbolicité, on a

(&+16-) = min{(&+]7'0), (v'oly~0), (v~ ol€-)} — 26.

Or, par définition de X/, on a (£1]7'0) > 1d(0,70) > (£4]¢~) + 26 et on a de méme
(&-|yt0) > (£4,&-) + 26, puisque &4 € Xy et £ € X —1. On en déduit I'inégalité
(Exle-) = (Yoly o) — 26.

Ainsi, on obtient

sup (7 'o|y'0) < (&4]6-) 426 < oo,
v,y €4+
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et on a bien pour tout vy € I'y,
1 1
§d(0’ ~0) — 36 > 3n = 30 > (§41€-) + 26,

donc par le critére 3.4 ensemble I'S,, est contractant. De la méme fagon, I'ensemble
I'S,, est contractant. O

Pour terminer la preuve du théoréme dans ce cas, il ne reste donc plus qu’a
démontrer que ’entropie d’une de ces deux parties contractantes est hr :

Lemme 4.21. — On a max(hri th; ) = hr, pour n > 2(£41€-) + 26.

Démonstration. — 1l y a deux cas :

1. Il n’existe pas d’élément qui échange £_ et £+. Dans ce cas, par le lemme

on a
Pon= (F+)>n U (F*>>n'

2. 1l existe un élément y9 € I' qui échange £_ et £4. Dans ce cas, on peut écrire

(0 T\ (T4 UT )5, € (T)sn U (T

Le résultat découle alors des point [6] [7] et [§] des propriétés de I’entropie. O

Les lemmes [£.20] et donnent un semi-groupe contractant d’entropie hr parmi
I’'un des deux semi-groupes suivants : I’'un engendré par Fin et 'autre engendré par
I'S,,, pour n assez grand.

Ceci termine la preuve du théoréme dans le cas ou le semi-groupe I' ne fixe pas
de point au bord.

4.6. Le cas ou le semi-groupe I' fixe un point au bord. — Supposons que
le semi-groupe I fixe un point £ € X mais ait un ensemble limite Ar contenant au
moins deux points.

Par la proposition il existe alors un élément contractant h tel que le point fixe
£ ne soit pas dans Xj,.

On a alors la proposition suivante.
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Proposition 4.22. — Soit X un espace métrique propre, soit I' un semi-groupe

d’isométries de X, et soit h une isométrie contractante. Si l’on pose
I'":={y eTl|yo e X},

alors on a U’égalité hyr = hr.

Ceci permettra de conclure grace au lemme suivant.

Lemme 4.23. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique, soit I' un semi-groupe
d’isométries fizant un point £ € 0X, et soit h une isométrie contractante telle que

& & Xy. Alors il existe un réel v tel que ’ensemble
Iy, :={y €T|yo € X}, et d(o,v0) >r}

soit contractant.

Le semi-groupe engendré sera alors encore contractant et aura encore pour entropie
hr par les points[4 et [§ des propriétés[2:29] de I'entropie, donc on aura bien obtenu la
conclusion du théoréme [£.11

Preuve du lemme[{.23 — Soit

C := sup (z|¢) < o0.
rzeXp

Montrons que les réels r > 2C' + 89 conviennent.

Pour toute isométrie v € T, le point £ est dans X,-1. En effet, on a l'inégalité

(&]y0) < C < d(0,~0) qui donne que ¢ n’est pas dans X, et donc on a
E=y'€eX 1.
Par d-hyperbolicité, pour toutes isométries vy et v/ € I'S . on a I'inégalité

C > (£]7'0) = min{(¢]v""0), (v "oy 0)} — 4.
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Or, on a (¢]y~ o) > %d(o7 ~vo) > %r > C' + 4, donc on obtient 'inégalité
L 1
(v O|70)§C+5<§7‘735.

Par le critére de contraction on obtient donc que la partie I' . est contractante.
O

Pour démontrer que ’ensemble IV est d’entropie Ar (i.e. la proposition , nous
allons découper les boules B(o, R) en morceaux, selon les copies d’'un domaine fon-
damental pour 1’élément h, et montrer que quitte a appliquer & chaque morceau une
puissance de ’élément h, on peut ramener chaque morceau dans une partie proche de
X}, tout en restant dans la boule. Le lemme suivant permettra de ramener chaque
morceaux.

Lemme 4.24. — Soit X un espace métrique, et soit h une isométrie contractante

de X. Alors il existe une constante C < oo telle que pour tout entier n € N et pour

tout réel R > 0 on ait l’inclusion
h" (h_"thl N B(o, R)) C B(o,R+ C).

Démonstration. — Comme I'élément h est contractant, il existe une constante C' telle

que l'on ait

1
sup (z|]z") < =C < 0.
(z,2")eX, —1 xXp 2

En particulier, pour tout entier n > 1 et tout point x € h™"X;-1, on a

%C > (h"x|h"0) = = (d(o, h"x) + d(o0, h"0) — d(0, x)) .

N =

On a alors,
d(o,h™z) < d(o,z) + C,

d’out 'inclusion souhaitée. O
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Lemme 4.25. — Soit X un espace métrique propre, soit I' un semi-groupe d’isomé-
tries de X, soit h une isométrie contractante de I', et soit S est une partie e-séparée et
couvrante de I'. Alors il existe une constante C > 0, telle que pour tout rayon R > 0

il existe une partie e-séparée Sg C I telle que l’on ait l’inégalité
1
#SroNB(o,R+C)N X}, > ﬁ#So N B(o, R).
Ce lemme dit que 'on a une proportion non négligeable des éléments de la boule
B(o,R + C) qui sont dans le domaine X}. Pour le démontrer, nous allons utiliser

le lemme des tiroirs pour trouver un morceau de la boule qui contient beaucoup
d’éléments, et ramener ce morceau par le lemme précédent dans le domaine Xj,.

Démonstration. — Posons
Dy, = h72 (Xp\hXy) .

Alors Dy, est un domaine fondamental pour I’élément h qui est inclus dans X;-1.
Majorons le nombre de morceaux du découpage de la boule B(o, R) par ce domaine

fondamental.

Sous lemme 4.26. — Il existe une constante Cy > 0 telle que pour tout R > 1 et
tout n > CoR, on ait
B(o,R) N h™"Dy, = 0.
Démonstration. — Si z € h™" Dy, C h™"X},—1, par le lemme (pour X4 = X1
ety=h""),ona
d(o,x) = (z|z) > d(o,h"0) —2 sup (ho|y).

yeX, -1

Or, par les lemmes [2.46] et [3.6] il existe des constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que

d(o,h"0) > Cin — Cs.
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Il existe donc une constante Cy > 0 telle que pour tout R > 1 et n > RCy on ait

d(o,z) > Cin—Cy —2 sup (holy) >n/Cy> R.
yeX, -1

D’ou z ¢ B(o, R) pour € h~"Dj, avec n > RCj. O

Ficure 11. Partition de la boule B(o, R) a l'aide d’'un domaine fonda-

mental pour une isométrie contractante h.

D’aprés ce sous-lemme, on peut donc partitionner la boule B(o, R) en n = [CoR|+2

morceaux :

B(o,R) = (B(o, R)N X},) U T[I?) (B(o,R)Nh™*Dy,).
k=—1

Le lemme des tiroirs nous donne alors que I'un des morceaux du découpage que ’on
obtient pour B(o, R) N So est de cardinal au moins 1#B(o, R) N So. Si le morceau en
question est B(o, R)N X}, ou B(o, R)Nh~ (=Y Dy, alors le résultat est clair : Sg := hS
convient. Sinon, le morceau est B(o, R) N h~*Dj, pour un entier k& > 0. Par le lemme

précédent, on a alors

h* (B(o,R) N Sonh™*Dy) € B(o, R+ C') N Dy, N h*So,
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pour une constante C’ assez grande. Et par inégalité triangulaire, on a
h? (B(o,R+ C")N Dy N h*So) C B(o, R+ C' + d(o, h*0)) N h*Dj, N h*2So.

Comme on a linclusion h?D;, C X}, les inégalités précédentes donne I'inégalité an-

noncée
1
#SROQ B(O,R+ C) N Xh > ﬁ#SOO B(O, R)7

avec Sp = h**2S. pour tout R > 1, pour une constante C assez grande. O

Voici maintenant un lemme d’inversion des quantificateurs.

Lemme 4.27. — Soit X un espace métrique propre, soit I C Isom(X), et soient
h>0,C >0 ete>0 des réels. Si pour tout réel R > 1, il existe une partie e-séparée
Sr C T telle que lon ait 'inégalité

#Sr N B(o,R) > Ce"E,

alors on a hrr > h.

Démonstration. — Soit S C I" une partie séparée et $-couvrante. On a les inégalités

1
hrs = lim sup = log(#SoN B(o, R)))

R—o0

> lim sup 1 log(#SroN B(o, R))))
R— R

> h.

O

Preuve de la proposition[{.23 — Soit S une partie e-séparée et couvrante du semi-

groupe I'. En utilisant le lemme on obtient 'inégalité

#SroN B(o,R+C) > %#SOQB(O,RL
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pour une partie Sg e-séparée de I, pour tout R > 1 et pour une constante C'. Comme

S est une partie couvrante de I', son exposant critique est minoré par hAr, ce qui donne
i#So N B(o,R) > elhr—er)it
CR T ’

avec limp_ o0 €p = 0. Le lemme nous donne alors I'inégalité hr > hp — €g, puis
on obtient I'inégalité Ay > hr en faisant tendre R vers l'infini.

L’autre inégalité hr < hr se déduit de I'inclusion IV C T O

Ceci termine la preuve du théoréme : tous les cas ont été traités, puisque le
support est non vide par la proposition

4.7. Contre-exemple quand ’ensemble limite du semi-groupe I' est réduit
A un point. — Sans I’hypothése #Ar > 2, les théorémes et sont faux en
général.

Ezemple 4.28. — Pour X = H3 muni de sa métrique usuelle, le sous-semi-groupe
1 1 2 0

de SL(2,R) engendré par les matrices et a pour entropie %, mais
0 1 0o 1

2
ne contient que des sous-semi-groupes contractants d’entropie nulle, donc en particu-

lier ne contient que des sous-semi-groupes de Schottky d’exposant critique nul.

1 1
Meéme chose avec le groupe parabolique engendré par la matrice

0 1
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F1GURE 12. Orbite d’un point sous ’action du semi-groupe de ’exemple

5. Semi-groupes de Schottky

Les semi-groupes de Schottky sont les semi-groupes ayant la dynamique la plus
simple, puisque par définition leurs générateurs jouent au « ping-pong ». En parti-
culiers ils sont libres et séparés. Le théoréme principal de cette section, que nous
démontrons ici (théoréme , affirme que ’entropie d’un semi-groupe est approchée
aussi prés que 'on veut par celle de ses sous-semi-groupes de Schottky.

Définition 5.1. — Soient X un espace métrique, et I' un semi-groupe d’isométries
de X. On dit que le semi-groupe T' est de Schottky pour une partie X, C X, s’l
admet une partie génératrice finie {g1, ga, ..., gn }, telle que les parties g1 X+, g2 X+, ...,

gn X+ et X\ Xy soient deux a deur Gromov-disjointes, et que l'ensemble X \(g1 X1 U

. UgnXy4) soit d’intérieur non vide.
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Ficure 13. Un semi-groupe de Schottky engendré par deux isométries g1

et g2

Propriétés 5.2. — Soit X un espace métrique et soit I' un semi-groupe de Schottky

d’isométries de X. On a alors :
1. Le semi-groupe I' est libre.
2. Le semi-groupe I est séparé (donc en particulier d’orbite discréte).
3. Le semi-groupe ' est contractant.

4. Sil’espace X est propre, on a dp < 00.

Démonstration. — Soit B une boule incluse dans ’ensemble X\ (g1 X+ U...Ugp, X1 ),
alors ses images par les isométries de I' sont toutes deux & deux disjointes. Donc le

semi-groupe est libre et séparé. Le semi-groupe I' est contractant pour les domaines

X\ X1 et 1 X4 U...Ug, X4, en choisissant 0 € X\ (g1 X+ U ... U g, X ). Pour obtenir

la finitude de I'exposant critique, il suffit d’utiliser le lemme [3.8| pour obtenir un entier
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k tel que pour tous générateurs 71, ..., Vg, on ait
d(o,y1...7,0) > 2M + 1,

ou M est la constante de Gromov-disjonction du semi-groupe contractant I'. Puis on

utilise le lemme [3.6] pour obtenir la minoration

d(o,v1...9n0) > {%J ,

pour tout n, et pour des générateurs 7, ..., 7,. Et on obtient alors la majoration

or < klog(N), ou N est le nombre de générateurs du semi-groupe I O

Théoréme 5.3. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, et soit I' un semi-
groupe d’isométries de X. Si le semi-groupe I' est contractant, alors pour tout € > 0,

il existe un sous-semi-groupe Schottky I' C T tel que dr» > hr — €.

Pour construire un « gros » sous-semi-groupe de Schottky, nous considérerons une
partie suffisamment séparée de ce semi-groupe contractant, et montrerons que les élé-
ments de norme donnée assez grande, contractent & des endroits suffisamment écartés
les uns des autres pour jouer au « ping-pong » et donc engendrer un semi-groupe de
Schottky.

Lemme 5.4. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique, et soient X_ et X, des
parties de X. Alors il existe un réel v et un entier ng tels que pour tout semi-groupe
contractant T' d’isométries de X pour les parties X et X_, pour toute partie S r-
séparée de I, et pour tout entier n > ng, l’ensemble SN A,, engendre un semi-groupe

de Schottky pour le domaine X, ot l’on a posé

A, = {y € Isom(X)|d(o,70) € [n,n + 1[}.
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Démonstration. — Supposons qu’il existe un semi-groupe contractant pour les parties
X_ et X, (sinon il n’y a rien & démontrer). Montrons que le réel r := 4C + 40 + 2

convient, ou
C:= sup (x]z'),
(z,2")eX xX_
et § est un réel tel que 'espace X soit d-hyperbolique.

Soit T' un semi-groupe contractant pour les parties X_ et X, et soient v et '

deux isométries de A,, qui vérifient I'inégalité

d(yo,7'0) > r.

Montrons qu’alors les domaines vX; et v/ X sont Gromov-disjoints.

Soient x € yX, et 2’ € v/ X . Par Gromov-hyperbolicité, on a alors

(voly'0) = min{(yo, z), (x]z"), (+',~'0)} — 2.

Or, on a 'inégalité

(voly'0) = 5 (d(y0,0) + d(v'0,0) — d(vy0,7'0))

N

< (n+1)—g:n—2C’—25,

et d’apreés le lemme [3.5] on a les inégalités
(yolx) > d(o,v0) — 2C > n —2C
et de méme (z'|y'0) > n — 2C. On obtient donc l'inégalité

(z|z") < n—2C.
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Les ensembles Xy et 7' X sont alors disjoints, puisque si 'on avait y € v X, N

~'X 4, on aurait I'absurdité
n—2C — 26 > (yo|y'0) > min{(vyoly), (y,7'0)} =8 > n —2C — 4.

On a donc montré que les ensembles X et v/ X sont (n — 2C)-disjoints. Pour
finir, l'intersection B(o,n — 1) N X} est d’interieur non vide si 'entier n est assez
grand, et elle est incluse dans X\ (Uyesna, 7 X+).

O

Ainsi, pour n assez grand et pour le réel r donné par le lemme, si I’on considére une
partie S r-séparée et couvrante de I', alors I'ensemble A,, NS engendre un semi-groupe
de Schottky. Et par les points [3] et [f] des propriétés 2:29 et la remarque 2.4 on a

hr = limsup % In(#(A, NS)).

n— oo

Pour tout € > 0, on peut donc trouver un entier n tel que
In(#(A, N S)) > n(hr —¢).

Montrons alors que le semi-groupe de Schottky IV engendré par A, NS a un ex-

posant critique supérieur ou égal a nLH(hF — €). Pour cela, on va utiliser le lemme
suivant.
Lemme 5.5. — Soit X un espace métrique. Si une partie S du groupe d’isométries

Isom(X) engendre un semi-groupe libre T, alors on a la minoration de l’exposant

critique :

5 > 108(#S)

r

)

ot 7 = sup. ¢ g d(0,70).

Démonstration. — Cela découle de linégalité triangulaire. Pour des générateurs

Y1yeees Y €5, 00 &

d(vy1..9n0,0) < d(y10,0) + ... + d(yn0,0) < nr,
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donc, par liberté du semi-groupe I' pour la partie S, on obtient

#{v € T|d(o,v0) < nr} > (#5)".
On a donc

or = limsup 1 In(#{v € T'ld(0,v0) < n})

n—oo N

> lim sup — In((#£5)")

n—oo NT

_ In(#5S)

r

O

En appliquant le lemme [5.5] a la partie 4,, NS, qui engendre un semi-groupe qui
est de Schottky et qui est donc libre, on obtient I'inégalité

o o B#ANS)

- n+1 “n+1
Or, lentier n pouvait étre choisi arbitrairement grand, et le réel € > 0 est arbitraire.
Ceci achéve la preuve du théoréme [5.3]

(hp — 6).

On peut maintenant facilement démontrer le théoréme [T.3]

Preuve du théoréeme[L.3d — On déduit aisément des théoremes [I.1] et [5.3] I'inégalité

sup 5p/ Z hp.
r’<r
T/ sous-semi-groupe de Schottky

L’autre inégalité s’obtient en remarquant qu’'un semi-groupe de Schottky est séparé.

O

6. Dimension visuelle

Dans cette section, nous voyons une application du théoréme a « létude
au bord » d’un semi-groupe. Nous obtenons le corollaire [6.4] ci-aprés qui est une
généralisation d’un résultat de F. Paulin (voir [Pau]) qui généralise lui-méme un
résultat de Coornaert (voir [Cool).
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Soit X un espace Gromov-hyperbolique. Pour définir ce qu’est la dimension visuelle
d’une partie A du bord 90X, introduisons quelques notations.
On définit la boule 3(&,r) de centre £ et de rayon r sur le bord X par

B(&,r) = {n € 0X|(&|n) > —log(r)}.
Définition 6.1. — On appelle mesure visuelle de dimension s d’une partie A C

0X du bord d’un espace X Gromov-hyperbolique, le réel

H*(A) := lim H?(A),

e—0

ot H3(A) est la borne inférieure des sommes

s
>

€N

sur tous les recouvrements (B(&;,r;))ien de Uensemble A par des boules de rayons
ri < €.

On appelle dimension visuelle d’un ensemble A C 0X le réel
dimyis(A) := inf{s € Ry|H’(A) = 0}.
Remarque 6.2. — On a aussi
dimy;is(A) = sup{s € R{|H*(A) = o0}

Remarque 6.3. — La mesure visuelle est une mesure.

La notion de dimension visuelle généralise celle de dimension de Hausdorff.

6.1. Lien entre dimension visuelle et entropie. — On a le résultat suivant.

Corollaire 6.4. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre & bord compact et
soit I' un semi-groupe d’isométries de X dont l’ensemble limite contient au moins

deuz points. Alors on a l’égalité

dimvis(Alc“) = hl'*.
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F. Paulin a énoncé ce résultat pour les groupes discret, et sa preuve semble
s’adapter aux semi-groupes. Cependant, il fait des hypothéses supplémentaires par
rapport & notre preuve, qui sont le fait que I'espace X soit géodésique, qu’il soit
quasi-géodésique, que le semi-groupe soit séparé, et qu'il ne fixe pas de point au bord
(voir [Paul).

Voici I'inégalité facile entre entropie et dimension visuelle de I’ensemble limite radial.

Proposition 6.5. — Soit X un espace Gromouv-hyperbolique propre, et soit T' un

semi-groupe d’isométries de X. On a linégalité
dimviS(Alc—\) S hl'*.

Démonstration. — Soit S une partie séparée et couvrante de I'. Montrons que 'on a
I'inégalité dim(Ag) < dg. Comme on a les égalités AS = AL et ds = hr, ceci donnera
bien 'inégalité souhaitée.

Définissons 'ombre d’une boule B(z,r) par
OB(z,r) :={& € 0X|(0]§), <7}

On a alors 'inclusion

A C U ﬂ U OB(vo,r),

r>0n>0~vy€S>,

ol S, = {v € S|d(0,70) > n}. En effet, si un élément & est dans l'ensemble limite
radial A%, alors il existe un réel r > 0 et une partie A de So qui est une r-sous-quasi-
géodésique telle que £ € JA. On a alors pour tout = € A, £ € OB(x,r), et pour tout
neN, As, # 0.

Posons alors

A, = ﬂ U OB(~o,r),

n>0v€S>,

pour un réel 7 > 0 et montrons que pour s > dg, on a H*(A,) < oo.
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On peut recouvrir chaque ombre par une boule de rayon e~#©*)+7+0 Ep effet,

soient ¢ et ¢ deux points de 'ombre OB(z, ). On a alors
(€1¢) > min{(¢|x), (z[¢")} — 6 > d(o,x) —r — 4,
par §-hyperbolicité, et par l'inégalité
(€]x) = —(0l§)z + d(o,x) > d(0,z) — 7

et de méme avec &'.
Ainsi, pour € > 0, en considérant un recouvrement de I’ensemble A, par des boules
de rayon < e qui recouvrent les ombres O B(~o,r) pour v € S assez grand, on obtient

s — T s < —s(d(o,yo)—r—38) _ ,s(r+9)
H*(A,) = lim HZ(A) < Zege S+ p,
ol

ou P, = Zves e—54(0:79) et 1a série de Poincaré de S. On a P, < oo dés que s > dg,
d’ott H*(A,) < oo.

On a ensuite H*(A,) = 0 pour tout s > dg, puis

H*(A%) = H (| Ar) =0.

r>0

Ainsi, on a
dimyis(AG) < s
pour tout s > dg, d'out I'inégalité dimyis(Ag) < dg.
O

Pour obtenir le corollaire a partir du théoréme [I.3] il suffit de démontrer le
résultat dans le cas des semi-groupes de Schottky :
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Proposition 6.6. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre & bord compact,

et soit I' un semi-groupe de Schottky d’isométries de X. Alors on a l’égalité
dimy;s(Ar) = or.
Démonstration. — Par les propositions [6.5] et 3.9} on a déja l'inégalité
dimyis(Ar) < hr < dr.

Montrons l'inégalité dimy;s(Ar) > or. Pour cela, on va utiliser le lemme suivant, da
a Frostman, qui raméne le probléme & construire une mesure convenable sur I’ensemble

limite Ar du semi-groupe I'.

Lemme 6.7. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique et soit y une probabilité por-
tée par une partie A du bord 0X. S’il existe un réel s et une constante C' > 0 tels que
l’on ait

n(B(&,r)) < Cr?,

pour toute boule B(&,r) du bord X, alors on a l'inégalité
dimyis A > s.

Démonstration. — Soit € > 0, et soit R un recouvrement de l’ensemble A par des

boules de tailles inférieures a €. On a alors les inégalités
> e Y L) > sudX) =
- C = C

B(Er)ER B(Er)ER

On en déduit, en passant a la borne inférieure sur tous ces recouvrements que I'on
a l'inégalité HZ(A) > %, puis en passant a la limite quand € tend vers 0, que I'on a

H#(A) > &. On obtient donc bien I'inégalité souhaitée.
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La mesure & laquelle nous appliquerons ce lemme pour conclure est la mesure ;o de

Patterson-Sullivan, que nous allons définir maintenant.

6.1.1. Mesure de Patterson-Sullivan. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique
propre & bord compact et soit I' un semi-groupe discret d’isométries de X, avec

dp < oo. Définissons des probabilités ps sur 'espace X, pour des réels s > dr, par

1 —S 0,70
Ms = P Ze dlory )D'ym
5 yel’

ou P, := Zver e—340,70) gt 1a série de Poincaré de T', et D, est le Dirac en x.

Remarque 6.8. — La série de Poincaré Py diverge pour s < 0r et converge pour

s > Or.

Pour définir la mesure y, nous aurons besoin que la série de Poincaré soit divergente

en op (i.e. Ps. = 00). On la rend divergente grace au lemme suivant.

Lemme 6.9 (Astuce de Patterson). — Soit sg un réel et (an)neny une suite de
réels positifs. Si la série de Dirichlet ), . a,® est divergente pour s < sq et conver-
gente pour s > s, alors il existe une fonction croissante k : [0, 00[— [0, 00[ telle que

la série

Z k‘(an)a;‘g

neN

converge pour s > sg et diverge pour s < Ssg et pour s = g, et avec de plus la

propriété : pour tout € > 0, il existe un réel yo tel que pour y > yg et x > 1, on ait
k(zy) < =k (y).

Voir [Pat| pour une preuve.
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Pour rendre la série de Poincaré divergente en s = dr, il suffit de la remplacer par :

Ps — Z k(ed(o,'yo))efsd(o,'yo)v
yel’

ou k est la fonction fournie par ce lemme, et ’on fait de méme pour la définition des
mesures fig.

Les mesures us sont des mesures de probabilités. Or, par hypothese, ’adhérence
X est compacte. Et 'ensemble de probabilités P(X) sur le compact X, muni de la
convergence vague, est alors compact (voir par exemple [Rud|). 11 existe donc une
suite de réels (si)ken, avec pour tout k, sy > dr, telle que la suite de mesures (us, )ken

converge vaguement vers une mesure de probabilité p :
sp —— O0p et fi5, — .
k— o0 k—o0

La mesure p est alors portée par le bord X, puisque I' est une partie discréte, que
I’espace X propre et que 'on a lim,_,5. Ps = 00.
Avant de majorer la mesure u sur toutes les boules, majorons la sur les ensembles

’}/X+.

Lemme 6.10. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre & bord compact, et
soit T' un semi-groupe d’isométries de X, de Schottky pour un domaine X . Alors
il existe un point o tel que si i est la mesure de Patterson-Sullivan définie ci-dessus
(pour ce point o), alors il existe une constante C > 0 telle que pour toute isométrie
v €T, on ait l’inégalité

pO(X 1)) < Cemordlene),

Démonstration. — On a le lemme suivant.
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Lemme 6.11. — Soit X un espace métrique, et I' un sous-semi-groupe de Schottky
de Isom(X), pour une partie X1 C X. Pour un point o € X4\ (Ug generateurgX+), 0N

a les équivalences

YX4 Ny X #0 <= (y €T our €1,

YoevX, =~ €T,

pour toutes isométries y et v € T.

Démonstration. — Montrons la premiére équivalence. Soient v et ' deux isométries
de T telles que l'on ait X N~/ X, # ). Soient g et ¢’ les générateurs tels que vy € gT’
et v/ € ¢'T. Etant donné que les ensembles gX | et ¢’ X, sont Gromov-disjoints si
g # ¢’ et que lon a les inclusions 7YX, C gX, et v/ X, C ¢’X, on a nécessairement
g = ¢'. Par récurrence, on a bien obtenu que v € 4'T" ou 7' € 4T". La réciproque est
claire.

Montrons la deuxiéme équivalence. Soient 7 et «' deux isométries de T telles que
Pon ait 7’0o € yX4. On a 7’0 € v X1 NyX, puisque o € X ;. Par I’équivalence
précédente, on a donc 7/ € 7I" ou v € 7'T". Supposons que l'on ait v € ~I'. On
peut alors trouver un générateur g tel que l'on ait v € 4'gI". On a ensuite 'inclusion
vXy C+'¢gX,, donc~'o € v'gX,, puis o € gX,, ce qui contredit I’hypothése. Donc

on a bien 7/ € AI'. La réciproque est claire. O

Choisissons un point 0 € X\ (Uy genérateurgX+) (i.e. comme dans le lemme [6.11)).
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Supposons que le semi-groupe I' soit divergent. Pour tout s > dr et pour toute

isométrie v € I', on a alors

_ 1 —sd(o0,7'0)
Ms(’YX+)*F Z e T

® eyl

Or, le lemme [3.6 nous donne l'inégalité
d(0,~'v0) > d(0,7'0) + d(0,v0) — 2C’,
ot C’ est la constante de contraction du semi-groupe I" pour le point o :
C':= sup (y 'o|y0) < .

vy €l

On obtient alors

1

! ’ ’
FGQSC efsd(o,'yo) E efsd(o,’y o) _ 62SC efsd(o,'yo).
s

vy'el

ps(YX4) <
D’ou l'inégalité
ps(YX 1) < Coem2109),

avec Cy = €2°¢". En passant a la limite, on obtient Iinégalité voulue

pO( X)) < Ceordtone),

ou C' = e2r® puisque ensemble d(y X4 )N Ar est isolé (c’est-a-dire ouvert et fermé)
dans ensemble limite Ar.
Si le semi-groupe n’est pas divergent, on modifie le calcul précédent en conséquent

en utilisant I’astuce de Patterson, et on conclut de la méme fagon. [
Montrons maintenant que la mesure p est majorée pour toutes les boules.

Lemme 6.12. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre a bord compact, et

soit T' un semi-groupe d’isométries de X, de Schottky pour un domaine X . Soit o le
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point donné par le lemme|6.11], et soit p la mesure de Patterson-Sullivan correspon-
dante. Alors il existe une constante C > 0 telle que pour toute boule B(&,r) du bord

0X, on ait linégalité

u(B(E,r)) < Crr.

Démonstration. — Soit C' la constante donnée par le lemme Soit B(&,r) une
boule. Si la boule n’intersecte pas I’ensemble limite Ar, on a u(8(¢,r)) =0, etiln’y a
rien a démontrer. Supposons donc que la boule rencontre ’ensemble limite. On peut
alors supposer que l'on a £ € Ar, quitte a recouvrir la boule 3(&,r) par une boule de
rayon 2r centrée en un point de l’ensemble limite Ar, et & multiplier la constante C
par 2°r .

Notons

Ty := {v € T'|y de longueur k en les générateurs},

et T'g := {id}. Soit n un entier tel que 'on ait
{7 € TaO(X 1) N B(ET) £ 0} = 1, et

#{y € Tna|0(vX4) N B(E,r) # 0} = 2.

Cet entier existe bien, puisque pour n = 0 on a X4 N B(&,r) # 0, et puisque 'on a

Jim 7{y € To[0(yX4) N A(E, ) # 0} = oo

En effet, si Pon a 7,0 —— & pour une suite (v, )neny d’éléments de T', alors on
n—oo
a 0(v,X4) C B(&,r) a partir d'un certain rang par le lemme et par Gromov-

hyperbolicité.
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Soit v € Ty, tel que d(vX 1) NB(E,r) # 0. Comme la mesure i est portée 'ensemble

limite Ar, on a
/J(B(E,T)) S /J/(a('}/X_;r)) S C’/e*&d(o,'yo)

par le lemme et par le choix de n. Il reste donc & majorer la quantité e%(©7°) en
fonction de r.
Pour tout 7' € T',41 tel que (v X )NB(E,7) # B, on ay' € 4T'. Soient alors g # ¢’

deux générateurs tels que 'on ait

O(vgX)NBE ) #0 et I(vg' X )NA(E,T) # 0.

Soit C" > 0 une constante telle que les parties g X, pour g parcourant les générateurs,

et X, soient deux & deux C”-Gromov disjointes. L’'image vy~*3(¢,r) de la boule

1

B(&,r) par 'isométrie 4y~ * rencontre les ensembles 9(gX ;) et 9(¢’ X4 ), donc il existe

des points 1 et 7' de y1B(£,7) tels que l'on ait I'inégalité
(nln") < C".
On a alors
" = (nln')

= (ynlyn') + (v""oln) + (v~ "oln’) — d(o0,~0)

> —log(r) — 5 + 040 — d(0,70)

d’ou l'inégalité

1
efd(o,'yo) < BC +6T.

On obtient donc I'inégalité escomptée avec C' = C'eC"+9, O
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Les lemmes et donnent I'inégalité
dimvis (AF) Z 5F7

ce qui termine cette preuve de la proposition [6.6} O]

On peut maintenant facilement retrouver la généralisation du résultat de Paulin.

Preuve du corollaire[6.J} — Soit € > 0. Par le théoréme il existe un sous-semi-
groupe I de Schottky de T" tel que 'on ait dr» > hr — €. Par les propositions et

.9 on a donc les inégalités
dimyis(AL) > dimyis(AD) = dimyis(Ars) = 6 > hy — €.
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit 'inégalité
dimy;s(AL) > hr.

L’autre inégalité est donnée par la proposition [6.5 O

6.2. Semi-groupes de développement [-adique. — Dans cette sous-section,
nous obtenons une application du corollaire aux semi-groupes de développement
en base (3.

Le semi-groupe de développement en base g € C avec ensemble de chiffres
A est le semi-groupe engendré par les applications affines :

x—=x/f+t,

ou t € A, pour une partie finie A de C.
On peut voir ce semi-groupe comme un sous-semi-groupe de SLy(C). En effet, &

1
—=
Papplication = — x/8 + t, on peut associer la matrice (‘63 ﬁ), ou /[ est une

racine carrée de 5. On a donc une action par isométrie du semi-groupe sur ’espace
X =H3 := {z+7j|z € C,7 > 0} (vu comme partie de I'ensemble des quaternions),
dont le bord 9X s’identifie & C U {oo}. L’action de I'application = — x/8 + t sur H3
est donnée par

(x—=x/B+1).(z+7)) = (2/8+1) + (v/ 8])j-
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L’ensemble limite du semi-groupe est alors exactement 1’ensemble des nombres com-
plexes qui admettent un développement §-adique n’ayant qu’un seul chiffre avant la
virgule et avec ensemble de chiffres A.

Tout ceci fonctionne également en remplacant le corps C par R.

Définition 6.13. — On appelle nombre de Salem généralisé un entier algébrique
B € C de module strictement supérieur a 1, dont tous les conjugués sont de mo-
dules inférieurs ou égaux a 1, sauf éventuellement son conjugué complexe. On appelle
nombre de Pisot généralisé un entier algébrique 5 € C de module strictement su-
périeur o 1, dont tous les conjugués sont de modules strictement inférieurs a 1, sauf

éventuellement son conjugué compleze.

Remarque 6.14. — Dans la définition classique de nombres de Pisot et de Salem,
on demande & ce que le nombre soit un réel 5 > 1, mais tout ce que l’on verra est

valable pour cette définition plus générale.

Proposition 6.15. — Soit I' le semi-groupe engendré par les applications

x—z/B+t

ot t € A pour une partie finie A C Q(B). Si 8 est un nombre de Salem généralisé,

alors on a l'égalité

dimH(Ap) = 51’*.
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FIGURE 14. Développement en base § = ¢ (le nombre d’or, qui est un

nombre de Pisot), avec ensemble de chiffres A = {0,1}.

Avant de démontrer la proposition, on a le lemme suivant.

Le lemme qui suit dit que si I'on regarde ’orbite d’une boule par le semi-groupe,
alors le nombre de chevauchements en un point donné n’est pas trop grand par rapport
a la distance au point base o.

Lemme 6.16. — Sous les hypothéses de la proposition il existe un entier r tel

que l'on ait

#{yelld(yj,z) <1} = O (d(j,z)"),

d(j,z)—00

pour x € H3.

Remarque 6.17. — Si l’entier algébrique 3 est de Pisot, alors le semi-groupe I' est
méme séparé (voir la condition de séparation de Lalley [Lall), et donc on peut prendre

r=20.

Preuve du lemmel6.100 — Le resultat suivant permet de majorer le paramétre de

translation des isométries du semi-groupe T

Sous lemme 6.18. — Si T' est un sous-semi-groupe de Aff(C) engendré par des

application x — x/B+t, pourt € A, avec A partie finie de C et 8 € C tel que || > 1,
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alors il existe une constante C' telle que pour toute application x — ax +t € T, on

ait |t| < C.
Démonstration. — Un élément du semi-groupe I' s’écrit
n—1 ¢
k
z— /8" + Z i
k=0
avec t € A. On a alors la majoration
n—1 n—1
t 1 max t
S O] <l 3 < Ml
B8 teA 18] —
k=0 k=0 18]
O
Notons
Iy :={yelld(yjz) <1}.
On a alors les resultats suivants.
Sous lemme 6.19. — Il existe une constante C telle que pour tout x € H3, toute

isométrie de I'y est de longueur au moins % et au plus % en les généra-

teurs.

Démonstration. — En effet, on a 'inégalité triangulaire
d(j, =) — d(vj, =) < d(j,vj) < d(vj, x) + d(j, x).
Par ailleurs, si 'on écrit vj = |3|""j + ¢, on a
(G, 187" ) — d(5, 3 + 1) < d(§,vd) < d(G 817" §) +d(,j + 1)

ol n est la longueur de «. Ensuite, d’aprés le sous-lemme la quantité d(j,j + t)

est bornée par une constante C’ indépendante de v et de x. Et on vérifie que I'on a
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d(j,18]7" j) = nlog(B) pour la métrique usuelle de H3. On obtient alors I'encadrement

D’ou I'encadrement sur la longueur n de v avec C = C’ + 1.

O
Posons
i | 1050
v log(B) ’
la plus grande longueur possible des éléments de I',,. On a alors le resultat suivant.
Sous lemme 6.20. — Il existe une constante C' telle que pour tout x € HZ on ait

diam (5" I';0) < C,

ot 0 est le point du bord 0 =0+ 05 € OH3.

Démonstration. — L’application y — B"=y étant une isométrie, on a

d(B" g, B x) = d(vj, x) < 1,
pour tout v € I';. D’autre part, si 'on écrit vj = ~0 + |5|”" j, alors on a
§reng = a0 + 57",

ol n est la longueur de «. Or, par le sous-lemme il existe une constante C telle

que pour v € 'y, on ait |[n — n,| < C, ou n est la longueur de v. La distance

A("A0, 5" x)

est donc bornée indépendamment de = et v € I';, par inégalité triangulaire. O
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Quitte & multiplier la partie A par les dénominateurs (ce qui ne change pas la

conclusion du sous-lemme), on peut supposer que 'on a A C Z[f]. La quantité
B"=~0 € C

est alors un polynome en [ a coefficients entiers, pour tout élément v € T';.
Construisons alors un espace F (indépendant du point z), dans lequel 'anneau
Z[5] sera discret.
Soit P I’ensemble des valeurs absolues archimédiennes du corps k := Q(8), a équi-
valence prés. L’ensemble P est fini (de cardinal majoré par le degré de ), et ’on peut

poser

E =[] ko,

veEP

ou k, est le complété du corps k pour la valeur absolue v.
On a alors F = R" x C?, ou r est le nombre conjugués réels de (3, et 2s est son
nombre de conjugués complexes.

On a maintenant le résultat suivant,
Proposition 6.21. — L’anneau Z[f3] est discret dans l’espace E.

qui découle de la formule du produit, qui est un résultat classique de théorie des

nombre (voir par exemple |[Lang]).

Remarque 6.22. — On peut méme montrer que Z[f] est un réseau co-compact de

lespace E, mais nous n’en aurons pas besoin.
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Proposition 6.23 (Formule du produit). — Soit k un corps de nombres. Pour

tout = € k\{0}, on a

H |x‘v = 1’

VEP
ol Py, est l'ensemble des valeurs absolues de k a équivalence pres, ou l'on a choisis

les valeurs absolues « standards » dans chaque classe d’équivalence.

Preuve de la proposition[6.21, — 11 suffit de montrer que le point 0 € Z[3] est isolé.
On aura alors bien la discrétude puisque ’ensemble Z[5] est un groupe additif. Soit
B la boule de E de centre 0 et de rayon 1/2. Si un point x est dans B N Z[f], alors

on a

IT el < [T el < (e <,

vEPk vEP

puisque pour toute valeur absolue ultramétrique v, on a |3|, < 1 et donc |z|, < 1,
étant donné que B est un entier algébrique. D’aprés la formule du produit, on a donc

x = 0. D’ou la discrétude de anneau Z[3] dans espace E. O

L’ensemble de valeurs absolues P peut s’écrire
P:=P_UPyUP,,

ou
— P4 est 'ensemble des valeurs absolues v € P telles que |5], > 1,
— Pg est I'ensemble des valeurs absolues v € P telles que 3|, = 1,

— P_ est I'ensemble des valeurs absolues v € P telles que 3], < 1.
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On peut alors décomposer cet espace E dans lequel 'anneau Z[] est discret en 3
morceaux :
E=F, xEyx E—,
ot B_ :=[],cp kv, Eo:= HvePo ky, et By = HveP+ k.
Le nombre 3 étant de Salem généralisé, il existe une unique valeur absolue v telle
que |3|, > 1. On a donc E =R ou C selon que le nombre /3 est réel ou complexe.

Montrons maintenant que la partie 5"T',0 est suffisamment bornée dans l’espace

E.

Sous lemme 6.24. — I existe une constante C > 0 telle que pour tout point x €
H%, il existe des compacts K, Ky et K_ respectivement de E,, Ey et E_, de dia-

metres magjorés par C, tels que l'on ait linclusion

BmT,0 C Z[B) N K4 x ((ng + 1)Ko) x K_.

Démonstration. — Soit un point x € H3 et une isométrie v € T',,. L’expression 3"=~0
est un polynéme en [ a coefficients dans Z, mais c’est aussi un polynome en 3, de
degré au plus n,, a coefficient dans A.

Pour obtenir le compact K_, il suffit alors de remarquer que si v est un nombre

réel ou complexe avec || < 1, alors pour toute suite (ax)reny € AY, on a

Zaw

Si maintenant - est un nombre de module 1, alors on a

S at

k=0

maXgeA |al
< max lal Z " = a€|'y| .

Uz

< max|a|Zl = (ng + 1)max|a|

pour toute suite (ax)ren € AY, ce qui nous donne le compact K.
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Pour finir, le lemme permet d’obtenir le compact K, dont le diamétre est

indépendant de z, et les compacts Ky et K_ ne dépendent pas du point z € H3. O

Finissons la preuve de la proposition Le groupe additif Z[(] étant discret dans
Pespace F, il existe un réel € > 0 tel que les boules de E centrées aux points de Z[f]

et de rayons € sont disjointes. La quantité
#Z[B] N (K4 x ((ng +1)Ko) x K_) - vol(B(j, €))

est donc majorée par le volume d’un e-voisinage du compact K x ((1+n)Kp) x K_.

On obtient donc la majoration

#1':0 = #6120

< #LZIB) N Ky x ((ne + 1) Ko) x K_)

C(ng + 1)Po
~ vol(B(j,¢€))’

pour une constante C, et pour py le nombre de conjugués de 5 de module 1 (en
comptant bien les conjugués complexes). D’autre part, on a n, = O(d(j,x)). Par le

sous-lemme [6.19] on a alors, pour une constante C,

4T, <3 #T.0= (C+ DAL = O a)™).

n=ngz—C
Ceci termine la preuve du lemme O
Preuve de la proposition[6.15, — Le cas ou A est de cardinal inférieur ou égal a 1

est clair : on a facilement ép = 0 = dimpy(Ar). Supposons donc que l'ensemble A
est de cardinal au moins 2. L’ensemble limite contient alors au moins deux points.
D’aprés la proposition|§5|7 I’ensemble limite du semi-groupe est radial : Ap = Af. Or,

d’aprés le corollaire I’ensemble limite radial a une dimension de Hausdorff égale &
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hr (puisque la dimension de Hausdorf coincide avec la dimension visuelle, voir [GH]
pour plus de détails). Il suffit donc de montrer I’égalité hr = dr pour conclure.
Soit S une partie séparée et 1-couvrante de I'. D’aprés le lemme [6.16)] il existe alors

un entier r et une constante C' tels que pour tout réel R assez grand on ait

#{y € Tld(vj,j) < R} < CR"#{v € S|d(vj,7) < R},

On a alors

) 1 L
op = limsup — log(#{~y € I'ld(j,7j) < n}

n—oo T

1
< limsup — log(#{v € S|d(j,vj) < n}

n— oo n

:637

puisque limsup,, , %log(C’nT) = 0. D’autre part, on a §g = hr puisque S est une
partie séparée et couvrante de I'. On a donc obtenu l'inégalité hp > dr, et lautre

inégalité hp < dr est claire. Cela termine la preuve de la proposition [6.15] O

Conjecture 6.25 (Conjecture de Furstenberg modifiée et généralisée)
Soit T' un sous-semi-groupe de type fini de SL(2,R) dont ’ensemble limite n’est

pas réduit a un seul point. Alors on a ’égalité

hr = min(dr, 1).

La conjecture originale posait plutot la question de légalité dimpgy(Ar) =
min(dr, 1). L’avantage de cette formulation, qui est équivalente grace au corol-
laire quand le semi-groupe est contractant, est qu’elle ne fait plus intervenir le
bord.

Kenyon attribue cette conjecture a Furstenberg, dans le cas particulier du semi-
groupe engendré par les trois applications

x —x/3
x —z/3+t
x —z/34+1
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ou t est un réel. Cette question, sur cet exemple particulier, est toujours ouverte a ma
connaissance, bien que I’on sache dire pas mal de choses (voir [Kenl). Sur cet exemple,
la conjecture de Furstenberg se résume a déterminer si Uon a 'égalité dimpy (Ar) =1
quand t est irrationnel, puisque dans ce cas le semi-groupe est libre, ce qui donne
0 = 1. Le cas ou ¢ est rationnel a été résolu par Kenyon (et est aussi conséquence de
mes résultats puisque dans ce cas le semi-groupe est séparé). Avec mes travaux, la
conjecture de Furstenberg se raméne & déterminer si ’on a ’égalité hr = 1 pour tout
t irrationnel.

F1cUure 15. Développement en base 8 = 3, avec ensemble de chiffres A = {0, %, 1}.

7. Sous-groupes de Schottky

Les résultats sur les semi-groupes permettent d’obtenir un résultat sur les groupes :
voir corollaire ci-dessous. Plus précisément, nous parvenons a construire des sous-
groupes de Schottky & partir de sous-semi-groupes de Schottky, et ceci nous donne
des groupes de Schottky ayant un « gros »exposant critique.

Les groupes de Schottky sont définit de facon similaire aux semi-groupes de
Schottky, il s’agit des groupes de type fini dont les générateurs jouent au « ping-
pong » :

Définition 7.1. — Soit X un espace métrique. On dit qu’un ensemble G d’isomé-
tries de X engendre un groupe de Schottky si c’est un ensemble fini et qu’il existe
des parties X,Y+ et X7 pour touty € G qui sont toutes deux-a-deux Gromov-disjointes,
et telles que pour tout v € G on ait y(X\X]) C Xj/‘, et telles que l’ensemble

X\(U,eq X UXT) soit d’intérieur non vide.
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Ficure 16. Un groupe de Schottky engendré par deux isométries g et h.

.

Corollaire 7.2. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre et soit I' un groupe

discret et sans torsion d’isométries de X ne fizant pas de point au bord, alors on a

1

sup (Sp/ > 7513

r’<r 2
T/ groupe de Schottky

ot la borne supérieure est prise sur l’ensemble des sous-groupes de Schottky du groupe

I.

Ce résultat est a relier & une question dont parle M. Kapovich dans son article
|Kap| (voir Problem 10.27, The gap problem). Avec ses notations, mon résultat donne
linégalité d,, > n/2. La question est de savoir si I'on peut atteindre d,, = n ou non.

Preuve du corollaire — Le théoréme [4.1] permet de trouver un sous-semi-groupe
I'® du groupe I' qui soit contractant pour des parties X et X_ C X, et d’exposant

critique dre = dr. On a alors le lemme suivant.

Lemme 7.3. — Soit X un espace métrique de point base o, et soit I'C un sous-semi-
groupe d’un groupe discret et sans torsion I' d’isométries de X, qui soit contractant
pour des parties X et X_ de X. Pour tout € > 0, et pour un entier n arbitrairement

grand, il existe une partie S, de I'¢ telle que
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- S, engendre un semi-groupe de Schottky pour la partie X,
- S;71 engendre un semi-groupe de Schottky pour la partie X _,

_ #Sn > en(JFU75)7

- Sn g An7 ot
Ay, = {7y € Isom(X)|d(0,v0) € [n,n+ 1[}.
Démonstration. — D’aprés le lemme [5.4] il existe un réel r et un entier ng, tels que

pour toute partie r-séparée S de I'® et pour tout n > ng, le semi-groupe engendré par
S N A, soit de Schottky pour la partie X . En faisant de méme pour le semi-groupe

-1 : ) .
, on obtient un réel 7’ et un entier ny.

inverse (I'°)

Soit S une partie r-séparée et couvrante du semi-groupe contractant I'°. La partie
(SN A,)~" est séparée, puisque faisant partie du groupe discret et sans torsion I'. Par
le lemme des tiroirs, il existe donc une constante C' > 0 (dépendant de la séparation
du groupe I' et du réel '), et une partie 7’-séparée S, 1 de (SN A, )"}, telles que I'on
ait

#S, > CH#(SNA,).

Pour € > 0 fixé, on peut alors trouver un entier n arbitrairement grand, pour lequel
on a l'inégalité

#Sn > en(épc —e),

puisque l'on a hre = dre, par séparation du sous-semi-groupe I'® du groupe discret
I'. Et par le lemme les parties S, et S, ! engendrent chacune un semi-groupe de
Schottky respectivement pour les parties X et X_, puisqu’elles sont respectivement

r-séparées et r’-séparée. O
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Construisons alors un groupe de Schottky de la fagon suivante :

Ficure 17. Construction d’un groupe de Schottky a partir d’un semi-

groupe de Schottky dont 'inverse est aussi un semi-groupe de Schottky.

Lemme 7.4. — Soit X un espace métrique, et soit vy une isométrie de X telle que
Densemble {yo} soit contractant pour des domaines X_ et X, . Soit S les générateurs
d’un semi-groupe de Schottky pour la partie X, tel que inverse S=% engendre un
semi-groupe de Schottky pour la partie X _. Posons

G := {7l € S}.

Alors G engendre un groupe de Schottky.

Démonstration. — Pour toute isométrie v € S, on a l'inclusion

P10y (X\YTIXC) = 70(X\X2) © (X)) = Xy,
et les parties v "1 X_ pour v décrivant S, et v/ X, pour 4/ décrivant S, sont toutes

deux a deux Gromov-disjointes. O

Ainsi, en appliquant le lemme [7.4] avec la partie S,, donnée par le lemme [7.3] et

avec un élément -y, € I'® quelconque, on obtient une partie G, := {yyoy|y € Sn} qui
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engendre un groupe I';; de Schottky. Il reste maintenant a minorer I’exposant critique
du groupe obtenu.

L’inégalité triangulaire donne d(o,yvpy0) < 2d(o,70) + d(0,700) < 2(n + 1) +
d(o0,700). Par le lemme on a donc la minoration

1 n(or — €)

"z 2(n+ 1) + d(o,7v00) log(#{Gn}) = 2(n+ 1) + d(o, v00)

or

b

puisque l'ensemble G,, engendre un semi-groupe de Schottky (donc libre) qui est un
sous-semi-groupe du groupe I',,.

L’entier n pouvait étre choisi arbitrairement grand, et le réel € > 0 était arbitraire,
donc on obtient bien I'inégalité annoncée, ce qui termine la preuve du corollaire [7.2]

O

Remarque 7.5. — La minoration de la borne supérieure des exposants critiques des
sous-groupes de Schottky par %6F n’est pas optimale. En pratique, les groupes de
Schottky construits dans cette preuve ont des exposants critiques qui se rapprochent

mieur que cela de l’exposant critique total dr.

8. Caractérisation de I’entropie

Le corollaire suivant du théoréme donne en particulier que I'exposant critique
d’un semi-groupe séparé, qui était définit comme une limite supérieure d’une certaine
quantité, est en fait une vraie limite. Ceci généralise un résultat que Roblin a établit
pour un groupe discret d’isométries d’un espace CAT(-1) (mais avec une conclusion
plus forte), voir [Robl.

Corollaire 8.1. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, et soit T’ un semi-

groupe d’isométries de X dont l’ensemble limite contient au moins deux points. Alors
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on a
1
hr = lim —log(#{y € Sld(0,70) <n}),

pour toute partie S séparée et couvrante de I.

Démonstration. — Soit € > 0. Par définition de la limite supérieure, il existe un entier

no tel que pour tout n > ng, on ait
1
- log(#{vy € S|d(o,70) <n}) <ds+e=hr+e

Montrons l'autre sens. D’apreés le théoréme [£.] il existe un sous-semi-groupe I'¢ de
I' qui est contractant et d’exposant critique dpe = dr, puisque les semi-groupes I' et

I'® sont séparés.

Sous lemme 8.2. — Soit X un espace métrique et A C X une partie. Soit S une
partie séparée et couvrante de A et r > 0 un réel. Alors il existe une partie S C S

telle que S’ est une partie r-séparée et couvrante de A.

Démonstration. — Par récurrence ordinale, on construit une suite (z;) d’éléments de

S indexée par les ordinaux, en choisissant un élément

z; € S\ |J B(aj,7)

j<i

tant que ’ensemble est non vide. Cela termine nécessairement puisque la suite ainsi
construite ne peut pas avoir un cardinal strictement supérieur a celui de S. La partie
S’ constituée des éléments de la suite est alors r-séparée, et elle est (C' + r)-couvrante
de A, ou C est telle que S est C-couvrante de A. En effet, si x € A, il existe un
élément y € S tel que d(z,y) < C. Et par construction, il existe un élément z € S’

tel que d(y,z) < r. On a alors bien trouvé z € S’ tel que d(z,z) < C + . O
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D’aprés le lemme quitte a remplacer la partie S par une sous-partie suffisam-
ment séparée et encore couvrante de ', il existe un entier kg tel que pour tout k > kg,

I’ensemble S N A engendre un semi-groupe de Schottky I'y, o
Ay = {v € Isom(X)|d(0,v0) € [k, k+ 1[}.

Pour tout n > k+ 1 > kg + 1, en utilisant I'inégalité triangulaire et le fait que le
semi-groupe I'y; soit libre, on obtient 1’'inégalité

n

#{v € Tx|d(0,v0) < n} > #{v € Tx|y de longueur LCZIJ} — (#(SnAy))LFE]

On a d()nC l’inegalile
()g(#{ (S |(1(() ’)/()) < }) > 1 " 1()g(#(5 N A ))
n ,y ’ " n k + 1 k)

pour tout n > k.

Or, il existe un entier k tel que

g oB(#(S N Aw)) = b5 — ¢/2

Et comme S est une partie couvrante de I'¢; on a dg = hre = hr.

De plus, on a + {kLHJ k+1)>1- %, ce qui nous donne l'inégalité

" log(#(7 € Tld(0,70) < n}) > (1 - k‘gl) (hr — ¢/2).

On peut alors trouver un entier nx > ng tel que pour tout n > ny on ait
1
hr + e > —log(#{y € I'|ld(0,v0) < n}) > hr —e.
n
Ainsi, on a bien montré que l'on a

1
li_>m - log(#{~v € I'|d(0,v0) < n}) = hr.
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9. Semi-continuité inférieure de 1’entropie
Nous allons voir que I’entropie est semi-continue inférieurement en un semi-groupe.
Pour cela, commengons par donner une notion de convergence sur I’ensemble des semi-
groupes d’isométries d’un espace métrique X.
Rappelons la définition de la topologie usuelle compacte-ouverte sur Isom(X).
Définition 9.1. — Soit X un espace métrique. On dit qu’une suite d’isoméltries
(Y )nen € (Isom(X))N converge vers une isométrie v € Isom(X) si pour tout com-

pact K de X, la suite (Yn|x)nen des isométries restreintes & K converge unifor-

mément vers v\, et si de méme la suite (’y;l\K)neN converge uniformément vers

Y k-

Remarque 9.2. — Ici, la convergence uniforme des inverses (v, |y )nen sur tout
compact K est automatique a partir de la convergence uniforme de la suite (Y| i )nen

pour tout compact K, puisque ce sont des isométries.

Définition 9.3. — Soit X un espace métrique. On dit qu’une suite (I'y)nen de semi-
groupes d’isométries de X converge géométriquement vers un semi-groupe I', si
l’on a les deux propriétés :
— pour toute isométrie v € I, il existe une suite d’isométries (Yn)nen, avec pour
tout n, v, € I'y, et telle que v, converge vers 7.
— pour toute partie infinie P C N et toute suite d’isométries (v, )nep qui converge
vers une isométrie v € Isom(X), avec v, € I'y, pour tout n € P, on ay €T

Voir [Hae| pour plus de détails sur la convergence géométrique.

Remarque 9.4. — Dans notre résultat de semi-continuité, nous avons besoin seule-

ment de la premiére de ces deux propriétés.
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Voici le résultat de semi-continuité :

Corollaire 9.5. — Soit (I'y,)nen une suite de semi-groupes d’isométries d’un espace
Gromov-hyperbolique propre & bord compact X qui converge vers un semi-groupe I’

dont l’ensemble limite contient au moins deuz points. Alors on a l'inégalité
hp S lim inf th.
n—oo

Autrement dit, I’entropie est semi-continue inférieurement en les semi-groupes dont

l’ensemble limite contient au moins deux points.

Remarque 9.6. — On pourrait aussi montrer que l’entropie est continue en les

semi-groupes de Schottky.

L’idée de la preuve du corollaire [9.5] est de montrer que si 'on a une suite de
semi-groupes qui converge, alors on peut approcher un sous-semi-groupe de Schottky
du semi-groupe limite par des sous-semi-groupes des semi-groupes de la suite, en
trouvant des éléments qui s’approchent des générateurs. Ces semi-groupes seront alors
des semi-groupes de Schottky dont les exposants critiques seront proches de celui du
semi-groupe de Schottky de départ, et ainsi on obtiendra 1’'inégalité voulue.

Preuve du corollaire[33 — D’aprés le théoréme [A1] il existe un sous-semi-groupe
contractant I'¢ de I pour des parties X_ et X, C X, avec hpe = hp. De plus, on
peut supposer que les parties X_ et X, de X sont ouvertes, quitte a les remplacer
chacune par un e-voisinage ouvert, pour € > 0 assez petit.

D’aprés le critére de contraction (proposition , il existe un réel ng tel que

I’ensemble d’isométries

Isom(X)X’XX+ = {y €Tsom(X)|y to € X_,y0 € X, et d(o,v0) > no},

>ngo

soit contractant, pour des domaines X' et X/ .
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D’aprés le lemme [5.4] il existe alors un réel r et un entier nq, tels que pour toute

X_xXy

S et pour tout n > nq, le semi-groupe engendré

partie r-séparée S de Isom(X)

par SN /i)n soit de Schottky pour la partie X', , ou
Ay = {7y € Isom(X)l|d(o,v0) €n,n + 1[}.

Soit S une partie r-séparée et couvrante du semi-groupe contractant I'°.

L’ensemble S N /fn étant fini, il existe une suite d’ensembles d’isométries Sy, de
[y, avec #5 N /fn = #Skn, qui converge uniformément vers SN /fn

Les ensembles Aon NX_ et /fn N X étant ouverts, il existe un entier kg tel que pour

tout k > ko, on ait Sy ,0 C A, N X4 et S,;}lo CA,NX_.Pour n >nget k> ko,

X7><X+

Sno . La condition pour une partie S d’étre

on a donc linclusion Sk, C Isom(X)
r-séparée est également une condition ouverte, donc il existe un entier k1 > kg tel que
pour tout k > k; la partie Sy , soit r-séparée.

Ainsi, pour n assez grand et pour tout entier k assez grand en fonction de n,
la partie Sk, est incluse dans le semi-groupe contractant Isom(X )fgoxx+, et est r-

séparée. Elle engendre donc un semi-groupe de Schottky.

Par le lemme [5.5] on a donc I'inégalité

log(#5¢.n) _ log(#5 N A,)

hp, >
e =" n+1

)

pour tout n assez grand, et pour tout k assez grand en fonction de n.

On obtient donc ce que 'on voulait

liminf Ap, > limsup log(#5 N An)

= hr.
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9.0.1. Exemple d’application : les semi-groupes de Kenyon. — Les semi-groupes de
Kenyon (voir [Ken|) sont les semi-groupes I'; engendrés par les 3 transformations
affines

x —x/3
x —ax/3+t
x —z/3+1

pour des réels t.

D’aprés le corollaire Papplication t — hr, = dim(Ar,) est semi-continue infé-
rieurement. En particulier, pour trouver un contre exemple & la conjecture de Fursten-
berg (i.e. un réel ¢ pour lequel on a dimy (Ar,) < dr, ), il suffit de trouver une suite de
rationnels (¢,)nen qui converge vers un irrationnel et avec pour tout n, or,, <C <L
Mais bien que I'on sache calculer 'exposant critique dr, du semi-groupe I'; pour tout
rationnel ¢, on ne sait pas s'il existe de telles suites. Voir par exemple [Ken| pour plus
de détails.

FI1GURE 18. Développement en base 3 = 3, avec ensemble de chiffres A = {0, 7, 1}.

Remarque 9.7. — L’application t — hr, = dimg (Ar,) n'est pas continue. En effet,

on sait que 'on a dimgy(Ar,) = 1 pour t dans une partie dense de R, et on a par

ezemple dimp (Ar,,,) = dr,,, <1 (voir figure .
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FIGURE 19. Ensemble limite d’un sous-semi-groupe de SL(2,C)
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