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1. Introduction

1.1. Déroulement de la thèse. — À la suite des mes travaux sur les fractions
continues réalisés en stage de M2, il est apparu que les questions auxquelles je m’étais
intéressé se ramènent à étudier certains semi-groupes de matrices. C’est pourquoi
Yves Benoist m’a proposé de travailler sur le sujet « Semi-groupes de matrices et
applications », avec comme idée générale d’adapter aux semi-groupes les nombreux
outils qui existent pour les groupes.

J’ai commencé ma thèse en étudiant la très jolie théorie de Patterson-Sullivan, qui
établit des liens entre des données géométriques et des données dynamiques sur les
groupes discrets. Je me suis attelé à généraliser cette théorie pour les semi-groupes.
Dans ce but, j’ai considéré de nombreux exemples. Un des exemples s’est avéré par-
ticulièrement intéressant : il s’agit des semi-groupes de développement en base β,
pour lesquels j’ai découvert des propriétés algébriques, géométriques, combinatoires
et algorithmiques. Je suis finalement parvenu à généraliser un théorème de Patterson-
Sullivan aux semi-groupes, tout en obtenant des corollaires intéressants dans le cadre
général des espaces Gromov-hyperboliques. Parallèlement à ces travaux, j’ai découvert
par hasard un nouveau résultat inattendu sur les fractions continues.
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1.2. Motivations et survol. — Un des aspects magnifiques des mathématiques
est le rapprochement de domaines qui n’avaient à priori rien à voir. Dans cette thèse,
nous faisons des liens entre les fractions continues, les semi-groupes, la géométrie
hyperbolique, la géométrie euclidienne, l’informatique, la théorie des nombres et la
combinatoire. Précisons ces liens.

1.2.1. Fractions continues. — Les fractions continues sont une façon assez natu-
relle de représenter les nombres réels par des suites d’entiers, en les écrivant sous la
forme

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

a4 +
1

. . .
que l’on note [a0, a1, a2, a3, a4, ...].

Figure 1. Interprétation géométrique des fractions continues : enroule-
ment d’une géodésique sur la surface modulaire
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On dit que la fraction continue est périodique si la suite des nombres ai se répète :

a1 +
1

a2 +
1

. . . +
1

ak +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . +
1

ak +
1

a1 +
. . .

.

On notera cela [a1, a2, ..., ak].
On peut montrer que les fractions continues périodiques sont toujours des réels

quadratiques. On peut alors se demander quels sont les corps quadratiques que l’on
obtient si l’on restreint l’ensemble des nombres ai possibles qui apparaissent dans les
développements périodiques. Avoir une borne sur les nombres ai qui apparaissent dans
le développement en fraction continue d’un réel est important, puisque cela revient à
montrer que le réel est mal approché par les nombres rationnels. McMullen conjecture
que l’on obtient tous les corps quadratiques réels, même si l’on demande à ce que les
nombres des développements en fractions continues périodiques soient tous des 1 ou
des 2. Par exemple les fractions continues suivantes sont toutes dans le corps Q[

√
10].

[1, 1, 2, 1, 1, 2]

[1, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1]

[1, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 1]

[1, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 1]

...

Dans ma thèse, j’ai montré que l’on pouvait trouver de telles suites de fractions
continues périodiques uniformément bornées, avec une borne meilleur que celle connue
jusqu’ici (mais qui reste dépendante du corps). J’ai aussi montré qu’il existait une
infinité de corps quadratique vérifiant la conjecture de McMullen avec seulement les
nombres 1 et 2. Enfin, je démontre que la conjecture de McMullen se ramène à une
conjecture connue de longue date : la conjecture de Zaremba.

L’étude des fractions continues périodiques bornées se ramène à celle d’un semi-
groupe de matrices par l’équivalence~wwww�

(
1
x

)
est vecteur propre de

(
0 1
1 a1

)(
0 1
1 a2

)
...

(
0 1
1 ak

)
x = [a1, a2, ..., ak],

.
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Et le même semi-groupe permet aussi d’étudier les fractions continues bornées finies
puisque l’on a l’équivalence

~wwww�
(

0 1
1 a1

)(
0 1
1 a2

)
...

(
0 1
1 ak

)
=

(
∗ p
∗ q

)
q
p = [a1, a2, ..., ak],

Les matrices
(

0 1
1 i

)
appartiennent au groupe GL2(Z), qui agit sur l’espace hy-

perbolique H2
R. Cela motive l’étude des isométries d’un espace hyperbolique.

1.2.2. Semi-groupes d’isométries d’espaces Gromov-hyperboliques. — Un des pre-
miers exemples d’espace hyperbolique est le disque de Poincaré. C’est le premier
exemple de géométrie où l’axiome des parallèles d’Euclide n’est pas vérifié.

Figure 2. Ronds hyperboliques de mêmes taille dans le disque de Poincaré

Etant donné un semi-groupe d’isométries d’un espace hyperbolique, on s’intéresse
à l’orbite d’un point.
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Figure 3. Orbite d’une boule sous l’action d’un semi-groupe d’isométries

On définit alors l’exposant critique du semi-groupe comme étant l’exposant de
croissance exponentielle de cette orbite. Pour un groupe discret de SL(2,R), il s’agit
d’un nombre entre 0 et 1. On définit aussi l’ensemble limite comme l’ensemble des
points d’accumulation au bord de l’espace hyperbolique de l’orbite d’un point. Pour
un sous-semi-groupe de SL(2,R), l’ensemble limite est une partie du cercle R∪ {∞}.

Figure 4. Ensemble limite d’un sous-semi-groupe de SL(2,C) agissant
par homographie sur la sphère de Riemann Ĉ.



6 PAUL MERCAT

Le théorème de Patterson-Sullivan affirme que l’exposant critique d’un groupe dis-
cret est égal à la dimension de Hausdorff de l’ensemble limite. J’ai introduit une
nouvelle façon de mesurer la vitesse de croissance, qui généralise l’exposant critique
des groupes discrets, et qui permet d’obtenir la généralisation aux semi-groupes de
ce théorème. Ma preuve permet d’obtenir des corollaires intéressants, tels que l’exis-
tence de « gros » sous-semi-groupes de Schottky (qui sont les semi-groupes ayant
la dynamique la plus simple), la semi-continuité inférieure et une caractérisation de
l’exposant de croissance, et l’existence de « gros » sous-groupes de Schottky dans les
groupes discrets.

Figure 5. Action de SL(2,Z) sur le disque de Poincaré

Figure 6. Ensemble limite du semi-groupe de développement en base
β = 1 + i, avec ensemble de chiffres A = {0, 1}.
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1.2.3. Semi-groupes de développement en base β. — Un exemple de semi-groupes
d’isométries de l’espace hyperbolique H3

R de dimension 3 est donné par les semi-
groupes de développement en base β.
Le semi-groupe de développement en base β avec ensemble de chiffres A est le
semi-groupe engendré par les applications

x 7→ x/β + a, a ∈ A
où β est un nombre complexe, et A ⊂ C est un ensemble fini de chiffres.

Nous montrons que la combinatoire de chacun de ces semi-groupes est presque
toujours complètement décrite par un automate fini. Un automate fini est une ma-
chine qui effectue des calculs avec une mémoire finie et en temps linéaire. On peut le
représenter par un graphe orienté et étiqueté. Voir la figure 7 pour un exemple.

Figure 7. Automate fini correspondant au développement en base π avec
ensemble de chiffres {0, π, π2 + 1}

En plus de donner une nouvelle application à la théorie des nombres, ces semi-
groupes fournissent des exemples pour lesquels je sais calculer la valeur exacte de
l’exposant critique, grâce à ces automates finis.

Détaillons maintenant les résultats de ma thèse. Ma thèse s’organise en trois cha-
pitres qui sont indépendants mais reliés entre eux.

2. Semi-groupes d’isométries d’un espace Gromov-hyperbolique

Dans ce chapitre, nous présentons les travaux réalisés afin de généraliser le théorème
de Patterson-Sullivan, que nous énonçons ici pour SL(2,R) :
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Théorème 2.1 (Patterson-Sullivan). — Soit Γ un sous-groupe discret de
SL(2,R) non élémentaire et de type fini. Alors on a l’égalité

δΓ = dimH(ΛΓ).

Nous sommes parvenu à le généraliser aux semi-groupes convexes-co-compact, dans
le cadre général des espaces Gromov-hyperboliques.

Précisons les définitions

2.1. Espaces hyperboliques. — Dans toute la suite, (X, d) sera un espace mé-
trique, et o est un point de X.

Définitions 2.2. — On appelle produit de Gromov de deux points x, y ∈ X le
réel

(x|y) :=
1

2
(d(x, o) + d(y, o)− d(x, y)) .

On peut alors définir la Gromov-hyperbolicité :

Définitions 2.3. — On dit que l’espace X est δ-hyperbolique pour un réel δ ≥ 0,
s’il vérifie l’inégalité

(x|z) ≥ min{(x|y), (y|z)} − δ
pour tous x, y et z ∈ X.

On dit que l’espace X est Gromov-hyperbolique s’il existe un réel δ tel que l’es-
pace X est δ-hyperbolique.

Un espace Gromov-hyperbolique est un espace qui ressemble, vu de loin, à un arbre.
Les arbres sont d’ailleurs des espaces 0-hyperboliques. Dans un espace hyperbolique,
un grand produit de Gromov caractérise des points qui sont « proches vus de o ».

Définissons l’exposant critique. Il s’agit de la vitesse exponentielle de croissance
d’une partie du groupe Isom(X) d’isométries de X.

Définitions 2.4. — On appelle exposant critique d’une partie P ⊂ Isom(X), le
réel (éventuellement infini)

δP := lim sup
n→∞

1

n
log(#{γ ∈ P |γo ∈ B(o, n)}).

Nous introduisons une autre façon de mesurer la vitesse de croissance, qui consiste
à regarder le volume occupé par l’orbite d’une boule. Ceci nous donne la définition ci-
dessous d’entropie, qui sera la bonne notion pour généraliser le théorème de Patterson-
Sullivan.

Définitions 2.5. — On dit qu’une partie P ⊆ Isom(X) est séparée s’il existe un
réel ε > 0 tel que pour tous γ 6= γ′ ∈ P , on ait d(γo, γ′o) ≥ ε.

On dit qu’une partie P ⊆ Isom(X) est une partie couvrante de Y ⊆ Isom(X)
s’il existe un réel ε > 0 tel que pour tout γ ∈ Y , il existe γ′ ∈ P tel que l’on ait
d(γo, γ′o) < ε.
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Définitions 2.6. — On appelle entropie d’une partie P ⊆ Isom(X), le réel (éven-
tuellement infini)

hP := sup
S
δP∩S ,

où la borne supérieure est prise sur les parties S séparées de Isom(X).

Notation . — On notera ∂X le bord de l’espace hyperbolique X, et X l’union X ∪
∂X.

L’espace X est muni d’une topologie naturelle dont une base de voisinages est
donnée par les boules ouvertes de X et les boules

β(ξ, r) := {x ∈ X|(x|ξ) > − log(r)},
pour les points ξ ∈ ∂X.

Voir [17] pour plus de détails sur les espaces Gromov-hyperboliques.

Définitions 2.7. — On dit qu’une partie A ⊆ X d’un espace métrique X est une
sous-quasi-géodésique s’il existe une constante C telle que l’on ait

d(x, y) + d(y, z) ≤ d(x, z) + C

pour tous x, y et z dans A tels que max{d(x, y), d(y, z)} ≤ d(x, z).

Définissons maintenant l’ensemble limite :

Définitions 2.8. — On appelle ensemble limite d’une partie P ⊆ Isom(X), l’en-
semble

ΛP := Po ∩ ∂X.
On appelle ensemble limite radial (ou conique) d’une partie P ⊆ Isom(X), l’en-
semble

ΛcP := { lim
n→∞

xn|(xi) ∈ (Γo)N est convergente et est une sous-quasi-géodésique} ⊆ ΛP .

Quand l’espace est géodésique, les points de l’ensemble limite conique sont les
points d’accumulation de l’orbite Po obtenus en longeant une géodésique.

2.2. Résultats obtenus. — Nous avons généralisé le théorème de Patterson-
Sullivan pour les semi-groupes convexes co-compacts (c’est-à-dire pour lesquel
ΛΓ = ΛcΓ) :

Théorème 2.9. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre à bord compact et
soit Γ un semi-groupe d’isométries de X dont l’ensemble limite contient au moins
deux points. Alors on a l’égalité

dimvis(Λ
c
Γ) = hΓ.

Dans le cas des groupes, et avec des hypothèses supplémentaires, c’est un théorème
de F. Paulin.

Nous démontrons cette généralisation du théorème de Patterson-Sullivan-Paulin en
démontrant les résultats suivant :
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Théorème 2.10. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre à bord compact,
et soit Γ un semi-groupe d’isométries de X dont l’ensemble limite ΛΓ contient au
moins deux points. Alors il existe un sous-semi-groupe Γ′ de Γ, contractant et de
même entropie :

hΓ′ = hΓ.

Théorème 2.11. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, et soit Γ un
semi-groupe d’isométries de X. Si le semi-groupe Γ est contractant, alors pour tout
ε > 0, il existe un sous-semi-groupe Schottky Γ′ ⊆ Γ tel que δΓ′ ≥ hΓ − ε.

Les semi-groupes de Schottky sont les semi-groupes ayant la dynamique la plus
simple. Ce sont des semi-groupes engendrés par un ensemble fini d’éléments qui jouent
au « ping-pong ». C’est-à-dire qu’il existe une partie X+ ⊂ X et un ensemble de
générateurs g1, g2, ..., gn tels que les ensembles g1X+, g2X+, ..., gnX+ et X\X+ sont
d’adhérences dans X disjointes.

Figure 8. Un semi-groupe de Schottky engendré par deux isométries g1 et g2

X+

g1X+

g2X+

L’ensemble des semi-groupes contractants est une classe un peu plus large de semi-
groupes pour lesquels la dynamique est un ping-pong entre deux ensembles. C’est-à-
dire qu’il existe deux parties X+ et X− d’adhérences dans X disjointes, et telles que
pour tout élément γ du semi-groupe on ait γ(X\X−) ⊆ X+.
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Figure 9. Un semi-groupe contractant.

X−

X+

Idée de preuve du théorème 2.10. — Le théorème 2.10 est l’étape principale pour
construire des sous-semi-groupes de Schottky d’exposant critique arbitrairement
proche de l’entropie. L’idée est d’utiliser le principe du « ping-pong », en contrôlant
où sont les points fixes attracteurs et répulseurs des isométries du semi-groupe Γ
grâce au support, que je défini comme suit :

supp(Γ) := {(ξ, η) ∈ ∂X × ∂X| pour tout ε > 0, hΓβ(ξ,ε)×β(η,ε) = hΓ},

où Γβ(ξ,ε)×β(η,ε) := {γ ∈ Γ|γo ∈ β(ξ, ε) et γ−1o ∈ β(η, ε)}. On démontre alors les
lemmes suivants :

Lemme 2.12. — Le support est Γ × Γ−1-invariant. C’est-à-dire que pour tout
(γ, γ′) ∈ Γ× Γ, et tout (ξ, η) ∈ supp(Γ), on a (γξ, γ′−1

η) ∈ supp(Γ).

Lemme 2.13. — Le support est non vide si l’espace X est propre et à bord compact.

Lemme 2.14. — Si le support n’est pas inclut dans la diagonale de ∂X × ∂X, alors
il existe un sous-semi-groupe Γ′ de Γ qui est contractant et avec hΓ′ = hΓ.

Lemme 2.15. — Γ contient une isométrie contractante dès que son ensemble limite
contient au moins deux points.
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Figure 10. Construction d’une isométrie contractante à partir de deux
isométries γ et γ′ non contractantes.

Xγ′
Xγ′−1 XγXγ−1

γ′γ

γ′ γ

ξξ′

Lemme 2.16. — Si l’ensemble limite contient au moins trois points, alors le support
n’est pas inclus dans la diagonale.

On se ramène ensuite aux semi-groupes fixant un point point au bord, pour lesquels
nous développons un argument de type différent.

Voici des corollaires des théorèmes 2.10 et 2.11. On obtient une caractérisation de
l’entropie, où l’on montre que l’on peut remplacer la limite supérieure par une vraie
limite :

Corollaire 2.17. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre, et soit Γ un
semi-groupe d’isométries de X dont l’ensemble limite contient au moins deux points.
Alors on a

hΓ = lim
n→∞

1

n
log(#{γ ∈ S|d(o, γo) ≤ n}),

pour toute partie S séparée et couvrante de Γ.

Nous montrons aussi la continuité inférieure de l’entropie, comme conséquence de
la continuité de l’exposant critique en les semi-groupes de Schottky :

Corollaire 2.18. — Soit (Γn)n∈N une suite de semi-groupes d’isométries d’un es-
pace Gromov-hyperbolique propre à bord compact X qui converge vers un semi-groupe
Γ dont l’ensemble limite contient au moins deux points. Alors on a l’inégalité

hΓ ≤ lim inf
n→∞

hΓn .

Autrement dit, l’entropie est semi-continue inférieurement en les semi-groupes dont
l’ensemble limite contient au moins deux points.

Et nous parvenons à reconstruire des groupes Schottky à partir de semi-groupes
de Schottky, ce qui nous donne le résultat suivant :
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Corollaire 2.19. — Soit X un espace Gromov-hyperbolique propre et soit Γ un
groupe discret et sans torsion d’isométries de X ne fixant pas de point au bord, alors
on a

sup
Γ′<Γ

Γ′ groupe de Schottky

δΓ′ ≥
1

2
δΓ,

où la borne supérieure est prise sur l’ensemble des sous-groupes de Schottky du groupe
Γ.

Figure 11. Construction d’un groupe de Schottky à partir d’un semi-
groupe de Schottky dont l’inverse est aussi un semi-groupe de Schottky.

γγ

γ0X− X+

γX+γ−1X−

Ce dernier corollaire est à relier à un théorème de Doyle qui affirme que l’on ne
peut pas remplacer le coefficient 1

2 par 1 quand les groupes de Schottky le sont au
sens classique (c’est-à-dire qu’ils jouent au ping-pong avec des demi-espaces) :

Théorème 2.20 (Doyle). —

sup{δΓ|Γ sous-groupe de Schottky classique de Isom(H3
R)} < 2.

C’est une question ouverte quand on remplace les groupes de Schottky classiques
par des groupes de Schottky généraux.

3. Semi-groupes de développement en base β

Considérons le monoïde Γ, de développement en base 3, engendré par les trois
transformations affines : 0 : x 7→ x/3,

1 : x 7→ x/3 + 1,
3 : x 7→ x/3 + 3.

Par définition, c’est le plus petit semi-groupe contenant ces trois applications et l’iden-
tité, et l’on peut le voir comme le sous-monoïde de SL(2,R) engendré par les matrices
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(
1/
√

3 k
√

3

0
√

3

)
, pour k ∈ {0, 1, 3}.

Voici quelques questions que l’on peut se poser :
– Quel est l’exposant critique de ce semi-groupe ?
– Quel est l’asymptotique du nombre d’éléments pour la longueur des mots ?
– Comment peut-on déterminer si deux mots en les générateurs représentent le
même élément du semi-groupe ?

– Y a-t’il une façon de représenter les éléments du semi-groupes par des mots
uniques particuliers (que l’on appelera mots réduits, ou encore forme normale) ?

La réponse à ces questions est donnée par la structure automatique du semi-groupe.
Celle-ci est donnée par des automates tels que l’on peut en voir sur les figures suivantes

Figure 12. Automate reconnaissant un ensemble de mots réduits du semi-
groupe. Les mots réduits sont ici les mots minimaux pour l’ordre lexico-
graphique inverse, avec 0 < 1 < 3.

On appelle mots réduits un choix de représentants uniques pour les éléments du
semi-groupe par des mots en les générateurs. On voit sur l’automate de la figure 12
que les mots réduits sont ici exactement les mots ne contenant pas le mot 03.

Figure 13. Automate reconnaissant les relations du semi-groupe.

On voit sur l’automate de la figure 13 que les relations du semi-groupe Γ s’ob-
tiennent toutes à partir des relations 11n0 = 03n3, par concaténation.
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Exemple 3.1. — Le mot (1, 0)(1, 3)(0, 3) est reconnu par l’automate de la figure 13,
et on a en effet la relation 1 ◦ 1 ◦ 0 = 0 ◦ 3 ◦ 3, puisque l’on a l’égalité

x
3

3 + 1

3
+ 1 =

x
3 +3

3 + 3

3
.

Deux mots u1...un et v1...vn en les générateurs {0, 1, 3} représentent le même élé-
ment du semi-groupe si et seulement si le mot (u1, v1)...(un, vn) est reconnu par l’au-
tomate de la figure 13.

L’automate de la figure 12 fournit un moyen de connaître le nombre d’éléments du
semi-groupe de longueur n donnée : celui-ci est en effet égal au nombre de chemins de
longueur n de l’état initial 0 vers les états finaux 0 et 1. Ceci est donné par la somme
des deux premiers coefficients des puissances de la matrice d’adjacence du graphe :(

2 1
1 1

)
,

dont les valeurs propres sont
√

5+3
2 et 3−

√
5

2 . Ainsi, on voit que le nombre d’éléments
du semi-groupe de longueur n est exactement f2n+2, où (fn)n∈N est la suite de Fi-
bonnacci :

f0 := 0,

f1 := 1,

fn+2 := fn+1 + fn.

En particulier, le nombre d’éléments du semi-groupe de longueur n est asymptotique-
ment

c

(√
5 + 3

2

)n
+O

((
3−
√

5

2

)n)
pour une constante c > 0. Cela permet d’obtenir que l’exposant critique du semi-
groupe vaut

δΓ := log3(

√
5 + 3

2
).

Et cet exposant critique est égal à la dimension de Hausdorff de l’ensemble limite
(donc aussi de l’ensemble des nombres admettant un développement en base 3 avec
chiffres 0, 1 et 3), d’après le résultat nouveau suivant :

Théorème 3.2. — Soit β un nombre de Salem généralisé (voir définition ci-
dessous), et soit A ⊂ Q(β) un ensemble fini de chiffres. Alors le semi-groupe Γ de
développement en base β engendré par les applications

x 7→ x/β + a, a ∈ A,
vérifie l’égalité

δΓ = hΓ = dimH(ΛΓ).

Définitions 3.3. — On dit qu’un nombre réel ou complexe β est de Salem s’il est
de module strictement supérieur à 1 et que tous ses conjugués (hormis éventuellement
son conjugué complexe) sont de modules strictement inférieurs à 1.
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On dira que le semi-groupe est fortement automatique s’il existe un automate re-
connaissant l’ensemble des relations du semi-groupe, comme c’est le cas pour l’exemple
ci-dessus avec l’automate de la figure 13.

Nous montrons que la plupart des semi-groupes de développement en base β sont
fortement automatiques :

Théorème 3.4. — Soit un semi-groupe Γ engendré par les transformations :

x 7→ βx+ t

pout t ∈ A ⊂ C, où A est une partie finie de C, et β est un nombre complexe.
Si le nombre complexe β est transcendant, ou bien algébrique mais sans conjugué

de module 1, alors pour toute partie A ⊂ C finie, le semi-groupe Γ est fortement
automatique.

Réciproquement, si le nombre complexe β est algébrique et a au moins un conjugué
de module 1, alors il existe une partie A ⊂ C finie telle que le semi-groupe Γ n’est pas
fortement automatique.

Et nous donnons aussi un exemple non fortement automatique indépendamment
de la partie A :

Proposition 3.5. — Soit le nombre de Salem β = 1+
√

2+
√

2
√

2−1
2 ' 1.8832035059

(qui est une racine du polynôme X4 − 2X3 +X2 − 2X + 1).
Alors, pour toute partie A ⊂ Q(β) de cardinal au moins 2, le monoïde engendré

par les applications
x 7→ βx+ a, a ∈ A

n’est pas fortement automatique.

Idée de preuve du théorème 3.4. — Il existe un moyen simple de construire un auto-
mate canonique qui reconnait les relations d’un monoïde simplifiable. Mais cet auto-
mate est à priori infini. On peut identifier les états de cet automate à des éléments de
C, et on se ramène assez facilement à ce que la partie A et les états soient dans Q(β).
Pour montrer que l’automate est fini, il suffit dans le cas transcendant de montrer
que le degré en β des états qui permettent d’aboutir à l’état final est borné, et que les
coefficients du polynôme en β sont aussi bornés. Dans le cas algébrique, on construit
un anneau contenant l’ensemble des états de l’automate, et un espace E qui est le
produit des complétés du corps Q(β) pour les valeurs absolues v telles que |β|v 6= 1,
et dans lequel l’anneau se plonge de façon discrète. On montre alors que les états de
l’automate sont dans une partie bornée de l’espace E, ce qui prouve alors la finitude
du nombre d’états et donc la forte automaticité.

Pour la réciproque, on montre que tous les éléments de l’anneau qui sont dans un
domaine infini de l’espace E sont des états de l’automate. On choisit pour cela la
partie A assez grosse, pour être capable, partant de n’importe quel point, de trouver
une transition de l’automate qui nous rapproche de l’état final 0. Un argument de
dualité permet d’avoir aussi un chemin dans l’autre sens dans l’automate.
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Idée de preuve de la proposition 3.5. — Pour cet exemple explicite, on suit la même
stratégie que ci-dessus. Sauf qu’ici on ne peut pas se rapprocher de 0 en une seule
transition, mais on est obligé d’en suivre un certain nombre. La preuve consiste alors à
découper l’espace en fonction de la valeur absolue v telle que |β|v > 1, et en une partie
bornée, et à donner une suite de transitions qui nous rapproche de 0 dans chacun des
cas. Nous avons trouvé et vérifié tous ces cas par ordinateur.

Il existe d’autre notions d’automaticité pour les semi-groupes : les semi-groupes
fortement automatiques, et les monoïdes rationnels. Nous relions notre notions de
semi-groupes fortement automatiques à ces deux autre notions :

Proposition 3.6. — Un monoïde fortement automatique est rationnel. Réciproque-
ment si un monoïde est rationnel et qu’il admet un ensemble de générateurs pour lequel
il n’existe pas d’égalité entre des mots de longueurs différentes, alors il est fortement
automatique.

Proposition 3.7. — Un semi-groupe fortement automatique est automatique.

Pour un semi-groupe fortement automatique, nous obtenons un algorithme de re-
cherche du mot réduit meilleur que celui existant pour les semi-groupes automatiques,
car linéaire au lieu de quadratique :

Proposition 3.8. — Si un semi-groupe est fortement automatique, alors il existe un
algorithme linéaire prenant en entrée un mot et rendant le mot réduit correspondant.

Étant donné un semi-groupe fortement automatique, la question se pose de sa-
voir s’il est nécessairement de présentation finie. Nous montrons, que la réponse est
négative :

Proposition 3.9. — Soit β ' 1.7924023578 la racine réelle du polynôme X5−X4−
X3 −X2 +X − 1. Alors le monoïde engendré par les deux applications{

0 : x 7→ βx
1 : x 7→ βx+ 1

n’est pas de présentation finie.

Nous étudions aussi divers exemples et donnons à chaque fois des exemples d’au-
tomates et les valeurs des exposants critiques.

4. Construction de fractions continues périodiques uniformément bornées

Il est connu depuis Wilson que tout corps quadratique réel Q[
√
δ] contient une

infinité de fractions continues périodiques bornées par une constante Mδ, qui dépend
du corps quadratique. La conjecture de McMullen affirme que l’on peut choisir une
borne indépendante de M :

Conjecture 4.1 (McMullen(M)). — Dans tout corps quadratique réel Q[
√
δ], il

existe une infinité de fractions continues périodiques uniformément bornées par M .
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La conjecture est sans doute vraie pour M = 2, c’est-à-dire avec des fractions
continues ne comportant que les nombres 1 et 2.

Voici une conjecture semblable, pour les fractions continues finies :

Conjecture 4.2 (Zaremba(M)). — Pour tout dénominateur q ≥ 1, il existe un
numérateur p tel que le développement en fraction continue du rationnel pq est borné
par M .

À nouveau, on pense que la conjecture est vraie pour M = 2, sauf pour un nombre
fini de dénominateurs q. Bourgain et Kontorovich sont parvenus à montrer que la
conjecture était vraie pour presque tout dénominateur q, avec la borne M = 50
(voir [4]). Je démontre le lien suivant entre ces deux conjectures :

Théorème 4.3. — La conjecture Zaremba(M) implique la conjecture McMullen(M+
1).

Je démontre aussi que la conjecture de McMullen est vérifiée pour une infinité de
corps quadratiques :

Théorème 4.4. — Il existe une infinité de corps quadratiques réels dans lesquels il
existe une infinité de fraction continues périodiques bornées par 2.

Et j’ai amélioré la borne de Wilson sur les suites de fractions continues périodiques
qui restent dans un corps quadratique donné :

Théorème 4.5. — Dans tout corps quadratique réel Q[
√
δ], il existe une infinité de

fractions continues périodiques bornées par 4
⌊√

δ
⌋

+ 1.

Le théorème de Wilson donne des suites de fractions continues périodiques bornées
par O(δ) dans Q[

√
δ].

Ces résultats que nous avons obtenus, découlent de deux moyens que nous avons
découvert, de construire des fractions continues périodiques bornées dans les corps
quadratiques. Le premier permet d’obtenir des suites de fractions continues pério-
diques uniformément bornées dans un cops quadratique réel donné, à partir d’une
fraction continue périodique particulière. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Théorème 4.6. — Si la fraction continue périodique quasi-palindromique

[a0, a1, a2, ..., a2, a1]

est dans Q[
√
δ], alors il existe deux uplets d’entiers strictement positifs

(b1, b2, ..., bk) et (c1, c2, ..., cl) tels que Q[
√
δ] contienne la suite non constante de frac-

tions continues périodiques

[b1, b2, ..., bk, (a0, a1, a2, ..., a2, a1)n, c1, c2, ..., cl, (a1, a2, ..., a2, a1, a0)n]

En outre, si m est un majorant des entiers ai, alors on peut demander à ce que 2m+1
soit un majorant des entiers bi et ci.
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Ce théorème nous a permis de montrer les théorèmes 4.4 et 4.5, en l’appliquant à
des fractions continues de la forme [1n] et en l’appliquant au développement des réels√
δ +

⌊√
δ
⌋
.

Le deuxième moyen que nous proposons, pour construire des fractions continues
périodiques dans un corps quadratique donné, consiste à considérer le développement
en fraction continue d’un rationnel, et fournit une fraction continue périodique dont
les coefficients sont très proches de ceux du rationnel, et dans un corps quadratique
qui ne dépend que du dénominateur du rationnel. Plus précisément, on a le théorème
suivant.

Théorème 4.7. — Soient a, b, c et δ des entiers strictement positifs tels que
– b et c sont solution de l’équation de Pell-Fermat : c2 − δb2 = ±1,
– a et c sont premiers entre eux et a ≤ c.

Alors on a l’une des égalités

c− a+ b
√
δ

c
= [1, 1, a1 − 1, a2, a3, . . . , an−1, an, 1, 1, an − 1, an−1, an−2, . . . , a2, a1]

ou
c− a+ b

√
δ

c
= [1, 1, a1 − 1, a2, a3, . . . , an−1, an − 1, 1, 1, an, an−1, an−2, . . . , a2, a1],

où [0, a1, a2, . . . , an−1, an] est le développement en fraction continue du rationnel ac .

C’est ce théorème qui nous permet de montrer le théorème 4.3.
J’ai découvert ce théorème à la suite d’expérimentations sur ordinateurs, qui m’ont

amené à chercher des fractions continues d’une forme particulière. Cela m’a permis
de vérifier que dans tous les corps quadratiques Q[

√
δ] pour δ < 127, il existe des

fractions continues périodiques formé seulement des nombres 1 et 2. Par exemple, le
réel quadratique

28713227852610275789 + 5561940551265649512
√

67

45526445508292066657
a pour développement en fraction continue

[1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 1,

1, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 1,

2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 1, 2,

2, 1, 2, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 2].

Il aurait été impossible de trouver cette fraction continue dans le corps Q[
√

67] en
la cherchant naïvement, tant elle est grande.
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