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Exercice I. (Cours, 6 points)

(1) Montrer que toute matrice de Mn(C) possède un vecteur propre non nul.

(2) Énoncer le théoréme de Cayley-Hamilton.

(3) Soit f un endomorphisme de E et P un polynôme. Montrer que si λ est une valeur
propre de f et P (f) = 0, alors P (λ) = 0

Exercice II. On travaille dans un espace vectoriel réel de dimension 3. Soit m ∈ R.

Soit Am =




1 1 1
0 1 0
0 2 m


.

1. Calculer le polynôme caractéristique de Am.
2. Soit Q(X) = X3 − (m + 2)X2 + (2m + 1)X. En utilisant le théorème de Cayley-
Hamilton, montrer que Q(Am) = mI3.
3. Pour m #= 0, déduire Am

−1 de la question précédente.
4. Pour m = 3, montrer que la matrice A3 est diagonalisable et donner une matrice de
passage P3 telle que P−1

3 A3P3 est diagonale.
5. Pour m = 1, montrer que la matrice A1 n’est pas diagonalisable et donner une matrice
de passage P1 telle que P−1

1 A1P1 est triangulaire.
6. Pour m ∈ R ! {1, 3}, montrer que Am n’est pas diagonalisable (on ne demande pas
de la trigonaliser).

Exercice III. Soit E = R2[X] l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou
égal à 2 et soient x1, x2, x3 ∈ R trois réels distincts. On définit l’application φi par φi(P ) =
P (xi) pour tout polynôme P ∈ E.
1. Montrer que φi est une forme linéaire sur E.
2. Montrer que la famille (φ1,φ2,φ3) est une base de E∗.
3. Soit (L1, L2, L3) la base antéduale de (φ1,φ2,φ3). Exprimer Li(xj).
4. En déduire que L1(X) = C1(X − x2)(X − x3) pour une constante C1 que l’on
déterminera en fonction de x1, x2, x3.
5. Montrer qu’il existe α1,α2,α3 ∈ R tels que pour tout polynôme P on a :

∫ 1

0

P (t)dt = α1P (x1) + α2P (x2) + α3P (x3)

6. Montrer que pour tout polynôme P ∈ R2[X] on a

P = P (x1)L1 + P (x2)L2 + P (x3)L3
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I. (Cours, 2 + 2 + 2 =6 points)

a) Soit G un groupe et H un sous–groupe de G. Montrer que H est un sous–groupe distingué
de G si et seulement si le quotient G/H porte de façon canonique une structure de groupe.
Préciser la loi de composition interne de cette structure de groupe.
b) Avec les mêmes hypothèses que dans a), montrer que H est un sous–groupe distingué si et
seulement si les deux partitions de G données par les classes laterales droites et par les classes
laterales gauches sont les mêmes.
c) Donner la définition du sous–groupe alterné An du groupe symétrique Sn.

Soit H un sous–groupe de Sn. Montrer que si H 6⊂ An, alors Card(H ∩ An) = Card(H)
2

.

II. (2+1+1+1+1+2=8 points)

Soit A4 le sous–groupe des permutations alternées dans le groupe symétrique S4.

1) Donner la structure de la décomposition en cycles disjoints de tous les éléments de S4, leur
ordre et le nombre de tels éléments par ordre. Indiquer lesquels se trouvent dans A4.

Nous voulons démontrer que A4 n’a pas de sous–groupe d’ordre 6. On veut procéder par contra-
diction ; Supposons qu’il existe un tel sous–groupe K d’ordre 6 dans A4.
2) Montrer qu’un tel K serait distingué dans A4 (regarder l’indice de K dans A4).
3) Enoncer un théorème sur les nombres premiers et les ordres des groupes finis qui nous permet
d’affirmer qu’un tel K contiendrait un élément d’ordre 3.
4) Calculer (1 2)(3 4)(1 2 3)(3 4)(1 2).
5) Montrer que tous les cycles de longueur 3 sont conjugués dans A4.
6) En déduire que K contiendrait alors toutes les permutations d’ordre 3 dans S4 et obtenir
une contradiction.

III. (1+1+1+2+2+2+2=11 points)

Soit G un groupe, H un sous–groupe, et soit G/H = {x ∗ H | x ∈ G} l’ensemble de classes
laterales gauches de H dans G.
Soit NG(H) = {x ∈ G | x ∗H ∗ x−1 = H} le normalisateur de H dans G.

0) Montrer que NG(H) est un sous–groupe de G.
1) Montrer que H est un sous groupe de NG(H), et de plus est distingué dans NG(H)
2) Montrer qu’on a une action de G sur G/H : définie par g · (x ∗H) = (g ∗ x) ∗H.
3) Quel est le stabilisateur de la classe e ∗H = H ? Et son orbite ?
4) Enoncer un théorème reliant les cardinalités de l’orbite et du stabilisateur et en déduire le
théorème de Lagrange sur les ordres des sous–groupes de G.
5) Montrer que le stabilisateur de la classe x ∗H est H si et seulement si x ∈ NG(H).

6) Soit z ∈ G, et z ∗H sa classe dans le groupe quotient Ĝ = NG(H)/H. Soit k ∈ N∗.

Montrer que (z ∗H)k est égal à l’élément neutre dans Ĝ si et seulement si zk ∈ H.

7) (HORS BARÈME) Supposons que H est d’ordre fini n, et que z ∈ G \H, et (z ∗H)p égal à

l’élément neutre dans Ĝ avec p premier. Montrer que G contient un sous–groupe d’ordre pn.


