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1. INTRODUCTION

Les nceuds de Lorenz ont été introduits en 1983 par J. Birman et R. Williams dans [1]. Dans cet
article, les auteurs montrent que I’attracteur étrange de Lorenz, défini par les équations

(1.1) Xx=—-10x+10y,y=rx—y—xz,72 = —8/3z + xy,

ol r est un parametre réel qu’on choisit aux environs de 24, admet des orbites périodiques, et que
celles-ci admettent une description combinatoire particulicrement élégante, a 1’aide d’un objet
simple : le patron de Lorenz.

Les nceuds de Lorenz ont fait une nouvelle apparition en 2006 avec la découverte de E. Ghys
montrant que ces mémes noeuds apparaissent comme orbites périodiques du flot modulaire défini
sur la surface SLy(R)/SL>(Z) ([8], [9]). Cette découverte mettant en relation des objets d’origine
a priori trés différentes (les orbites périodiques d’un systéme d’équations différentielles dans R>
et les orbites périodiques du flot modulaire d’origine plus arithmétique) a relancé I’intérét autour
des nceuds de Lorenz.

Ce mémoire a pour but d’étudier quelques propriétés des nceuds de Lorenz. Dans un premier
temps on va redéfinir ces nceuds et donner quelques statistiques effectuées a 1’aide de programmes
écrits avec les langages Ocaml et Mathematica. Ensuite nous ferons une excursion arithmétique
exhibant une bijection inattendue entre classes d’idéaux d’un corps quadratique et nceuds de Lo-
renz. Enfin, nous étudierons les signatures, et méme les w-signatures, des nceuds de Lorenz. Ceci
nous permettra de montrer que, modulo une restriction sur les noeuds considérés, chaque nceud
n’apparait qu’un nombre fini de fois comme orbite périodique du flot défini sur le patron de Lo-
renz (théorémes 6.6 et 7.5).

2. DESCRIPTION COMBINATOIRE DES NGEUDS DE LLORENZ

Nous définissons les nceuds de Lorenz et en donnons une description combinatoire simple.
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attracteur gauche axe D attracteur droit

Fic. 1.1. Le patron de Lorenz. Le dessin du haut représente le patron vu dans un
plan horizontal. Les segments D, D; et D, sont les axes de recollement des demi-
couronnes Cy,...,Cy, le segment D étant I'axe de branchement du patron. Le flot de
Lorenz est figuré en pointillés. Labscisse du point M est 1/2, la surface s’y sépare et
le flot n’y est pas défini. Le dessin du bas montre le patron sous forme de livre a trois
pages.

2.1. Le patron de Lorenz. Le patron de Lorenz est la surface de R? montrée sur la figure 1.1. On
I’obtient a partir de 4 demi-couronnes ouvertes C, ..., Cs, munies chacune d’un flot orthoradial.
On les recolle le long de 3 axes D, D; et D,. La surface obtenue est ouverte, branchée le long
de I’axe D, et munie d’un flot appelé flot de Lorenz. Celui-ci est défini en tout point, sauf au
point M ou la surface se sépare. En suivant le flot apartir d’un point x de I’axe D différent de M,
on recoupe D apres un temps fini. On peut alors identifier ’axe D au segment ]0, 1[ de sorte que
I’abscisse de M soit 1/2 et que 1’application de premier retour sur I’axe D en suivant le flot soit
x — 2x mod 1. On la notera pr.



NEUDS DE LORENZ 3

En partant du point de D d’abscisse 1/7 on remarque que le flot fait le tour de I’attracteur gauche
du patron, passe par le point 2/7, puis repasse par la boucle gauche pour arriver au point 4/7, puis
suit la boucle droite, et revient enfin au point 1/7. Plus généralement nous allons voir que le flot
de Lorenz contient une infinité d’orbites périodiques. Sur la figure 1.1 sont représentées les orbites
partant des points d’abscisses 1/7 et 3/7.

Définition 2.1. Un nceud K est appelé neud de Lorenz s’il existe une orbite périodique y du
flot de Lorenz sur le patron de Lorenz isotope aK. On appelle période de 1’orbite y le nombre
d’intersections de y avec I’axe D du patron.

Remarque 2.2. La classe d’isotopie d’une orbite périodique du flot de Lorenz dépend du plonge-
ment dans R3 du template. Par exemple si les demi-couronnes C1, . . ., C4 sont imbriquées les unes
dans les autres, les classes d’isotopies des orbites ne sont pas les mémes que pour le plongement
représenté sur la figure 1.1. Dans ce mémoire, et plus généralement quand on parle de nceuds de
Lorenz, on ne s’intéresse qu’au plongement du patron de Lorenz montré sur la figure 1.1.

Soit vy une orbite coupant I’axe D en n points et soit x I’abscisse d’un point d’intersection de
p

¥ avec D. Alors la condition pr'(x) = x se reformule en 2"x = x mod 1, soit x = 5= pour
. . . . . . s 2i
un certain p entier. Les abscisses des points d’intersection de vy avec I’axe D sont alors les Zn—fl

mod 1.

Proposition 2.3. Si on suit une orbite y du flot de Lorenz a partir du point de I’axe D d’abscisse x
et si on définit s comme la suite finie de 0 et de 1 obtenue en notant 0 lorqu’on fait le tour de

) , . . — O ..
Uattracteur de gauche et 1 lorqu’on contourne celui de droite, alors 0, sss... = coincide avec le
développement dyadique de x.

Exemple 2.4. En partant du point 1/7, le flot fait deux fois le tour de I’attracteur gauche et passe
par les points 2/7 et 4/7, puis fait le tour de I’attracteur droit et retourne au point 1/7. Le nceud
obtenu coupe 3 fois I’axe D et on a bien 7 = 23 — 1. La suite s obtenue est 001, et le développement

dyadique de 1/7 est bien 0,001001001 .. .\2). Notons que le nceud obtenu est le noeud trivial. Le
premier exemple de noeud non trivial est obtenu en partant du point 5/31. On passe alors par les
points 10/31,20/31,9/31, 18/31 avant de retomber sur 5/31. Nous verrons plus loin que le nceud
obtenu est le nceud de trefle.

On remarque le fait suivant. Le développement en base 2 de x est périodique de période n, le
développement de 1’abscisse du i-ieme point d’intersection pri(x) de y avec I’axe D est obtenu a
partir de celui de x en appliquant i fois I’opération shift, c’est-a-dire en décalant la virgule de i
chiffres vers la droite, et en tronquant la partie entiere. Le fait que le développement de x est de
période n est cohérent avec 1’égalité pr'(x) = x.

Nous avons alors un moyen combinatoire pour engendrer les nceuds de Lorenz. On parcourt de
maniere systématique I’ensemble des suites finies de O et de 1, et pour chaque suite s on considere
le nceud obtenu a partir du point d’abscisse O, sss . . .(2). Bien sir les orbites correspondant a toutes
les puissances s, 5%, ... de s sont les mémes que celles de s, tout comme les orbites correspondant
a toutes les suites obtenues a partir de s par permutation circulaire.

Dans la suite, plutot que de parler de O et de 1 qu’on pourrait confondre avec d’autres notations,
nous parlerons de x et de y pour décrire des tours autour de [’attracteur gauche ou autour de
Pattracteur droit.
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Définition 2.5. Un mot w sur I’alphabet {x, y} est dit de Lorenz si w est un mot fini, w n’est pas
décomposable, c’est-a-dire puissance d’un sous-mot w’, et w est inférieur a tous ses shifts pour
I’ ordre lexicographique.

Par exemple le mot de Lorenz correspondant au point 1/7, et donc a I’ orbite partant de ce point,
est xxy, le mot correspondant au point 5/31 est xxyxy.

2.2. Tresses de Lorenz. Une question naturelle est de décrire les noeuds de Lorenz obtenus.
D’aprées un théoreme de Markov, tout nceud peut se décrire comme la cldture d’une tresse, et, avec
le dessin du patron de la figure 1.1, une premicre tresse apparait naturellement. On appelle tresse
de permutation une tresse dont tous les croisements sont positifs, et dont deux brins quelconques
se coupent une fois au plus.

Proposition 2.6. Soit K est un nceeud de Lorenz coupant n fois I’axe D et coupant p fois la partie
10, 1/2[ de cet axe. Alors K est la cloture d’une tresse de permutation a n brins, dite tresse de
Lorenz. La permutation m associée, dite permutation de Lorenz, est telle que

) <a2)<---<a(p)=n>nan)>nan-1)>--->n(p+1)=1.

Fic. 2.1. Latresse de Lorenz associée au point 5/31 et au mot xxyxy. Onan = 5 et
p = 3. La permutation 7 correspondante est (13524). Le nceud correspondant est le
noeud de tréefle.

Fic. 2.2. Un exemple de tresse de Lorenz. Les p premiers brins vont vers la droite
et les n — p derniers vont vers la gauche en passant sous les premiers. Le pas est
le nombre de brins du premier groupe qui finissent dans le second groupe. Lindice
n; est le nombre de brins du premier groupe qui passent sur i + 1 brins du second
groupe, l'indice m; est le nombre de brins du second groupe qui passent sous j + 1
brins du premier groupe.

Nous sautons la démonstration (voir [1]) qui ne présente pas de difficulté, il s’agit de décrire en
termes de tresses la partie centrale de patron de Lorenz tel qu’il est représenté sur la figure 1.1
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2.3. Tresses de Birman-Williams. En pratique la tresse de Lorenz décrite dans le théoréeme 2.6
n’est pas optimale pour les calculs car elle a beaucoup de brins et relativement peu de croisements.
Pour chaque orbite y tracée sur le patron de Lorenz associée a un nceud K, en déformant un peu
le patron comme sur la figure 2.3, on voit apparaitre une autre tresse dont la cldture est K. Pour la
décrire on doit d’abord définir ce qu’est le pas d’une orbite de Lorenz.

Définition 2.7. Soit y une orbite spécifiée par un mot de Lorenz w, on appelle pas de 1’orbite y le
nombre de syllabes xy dans w.

Sur la figure 2.2 le pas correspond au nombre de brins traversant, dans chaque sens, la ligne
imaginaire séparant les p premiers brins des n — p derniers. Le théoréme suivant améliore la
proposition 2.6, au sens ol la tresse obtenue a (un peu) moins de croisements et beaucoup moins
de brins que la tresse de Lorenz. La démonstration (voir [1]) donne une description de 1’image de
la tresse de Lorenz, montrée sur la figure 2.2, quand on la déforme selon le schéma indiqué sur la
figure 2.3.

Théoreme 2.8. Soit y une orbite périodique du flot de Lorenz de pas t et de permutation associée
n, soit K le neeud associé. On note At2 la tresse (o1 .. .0 1) correspondant & un tour complet des
brins sur eux-mémes. Soit b la tresse a t brins définie par

t—1 1
@2.1) A? 1_[(0'10'2...07)”" ]—[ (Trey ..o,
i=1 i=t—1
out les exposants valent
(2.2) ni = card{j | n(j) — j =i+ 1 et n(j) < 7°(j)}
(2.3) m; = card{j| j—n(j) =i+ 1 et n(j) > 7°(j)}.

Alors la cléture b de la tresse b est isotope a K.
La tresse ainsi obtenue est appelée tresse de Birman-Williams.

Exemple 2.9. Revenons a I’orbite partant du point 5/31. Le mot associé est xxyxy, le pas vaut
donc 2. La permutation est (13524), le seul indice non nul dans la tresse de Birman-Williams est
alors n; qui vaut 1, et donc la tresse de Birman-Williams associée est 0'?, dont la cloture est le
nceud de trefle. On en déduit que I orbite partant du point 5/31 est un nceud de trefle.

De la facon dont il est défini, le pas d’une orbite pourrait dépendre de 1’orbite et non de son
type d’isotopie, c’est-a-dire que deux orbites distinctes pourraient avoir le méme type d’isotopie
sans avoir le méme pas. En fait il n’en est rien comme 1’ affirme le théoreme suivant di & Franks et
Williams (voir [6] et la section 5).

Théoreme 2.10. Soit K un neeud qui est la cloture d’une tresse positive b a t brins et contenant un
facteur Atz. Alors Uindice de tresse de K est égal a t, c’est-a-dire que toute tresse dont la cloture
est K a au moins t brins.

La démonstration de ce théoréme fait I’objet de la section 5. Il s’applique ici aux tresses de
Birman-Williams, on en déduit que le pas d’une orbite est égal a I’indice de tresse du noeud cor-
respondant.

Corollaire 2.11. Le pas est un invariant des neeuds de Lorenz.
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Fic. 2.3. Le patron de Lorenz déformé pour que le flot soit ascendant sur la branche
droite et descendant sur la branche gauche.
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2.4. Mots de Lorenz minimaux. On introduit ici la notion de mot de Lorenz minimal qui permet
de restreindre le nombre de mots a considérer pour étudier de maniere systématique, en particulier
informatique, les nceuds de Lorenz.

Le mouvement de Markov sur une tresse b a n brins consistant a rajouter un n + 1-iéme brin et
un croisement o' sans changer le nceud considéré (voir figure 5.2) peut s appliquer sur les tresses
de Lorenz. En effet si b est une tresse de Lorenz a n brins, bo, est une tresse de Lorenz a n + 1
brins dont la cloture est la méme que celle de b. On peut de méme faire un mouvement de Markov
a gauche, en notant b la tresse b ol tous les indices ont été augmentés de 1, la tresse bor est
aussi une tresse de Lorenz dont la cloture est la méme que celle de b. Ces mouvements de Markov
reviennent a rajouter une petite boucle faisant le tour d’un des deux points attractifs de 1’ attracteur
de Lorenz a la partie de I’orbite passant le plus pres de ce point attractif. Cela augente la période
de 1 sans changer le noeud considéré. Sur la permutation de Lorenz, cela revient a rajouter un
n — n+ 1 en queue de la permutation et a transformer le n +— ienn + 1 — i dans le premier
cas, et a rajouter un 1 +— 2 en téte et a incrémenter tous les indices dans le second cas. On voit
que la tresse de Birman-Williams considérée est inchangée, puisque les formules donnant les m;
et les n; pour i > 1 sont inchangées par ces opérations, et que seuls myg et ng sont modifiés, mais
ils n’interviennent pas dans (2.1). Pour décrire I’opération correspondant sur les mots de Lorenz,
on a besoin d’introduire un ordre sur les lettres d’un mot de Lorenz.

Définition 2.12. Soit w un mot de Lorenz, on dit qu'une lettre /; de w est inférieure a une
lettre I, dans I'ordre des shifts si le mot w; obtenu par permutation circulaire des lettres de w
et commengant par la lettre /; est inférieur dans I’ordre lexicographique au mot w, obtenu par
permutation circulaire et commencant par la lettre /,.

On obtient ainsi un ordre sur les lettres d’un mot de Lorenz. Par exemple sur les mots x1 x3y5x2y4
et X1 X2X3X5Y9X6Y10Y3X4Y7, on a indiqué en indice 1’ordre des lettres relativement a 1’ordre des
shifts. On note que le dernier y de xxyxy dans I’ordre des shifts est le premier et non le dernier
dans le sens de lecture du mot. Remarquons que si on ne garde que les indices et on supprime
les x et les y dans la notation précédente, on retrouve la permutation de Lorenz. Si on remplace
les x par des O et les y par des 1, on rappelle que 1’abscisse des points d’intersection de 1’orbite y

correspondante au mot w sont les 0, sww .. .(2), ou s est un suffixe de w. L’ordre des shifts sur les
lettres correspond a 1’ordre selon lequel on rencontre les points d’intersection de y avec D quand
on parcourt le segment D de O a 1.

L’invariance des nceuds de Lorenz par les mouvements de Markov décrits précédemment se
traduit en terme de mots de Lorenz.

Proposition 2.13. Soit w un mot de Lorenz, on ne change pas la classe d’isotopie de I’orbite de
Lorenz correspondante en ajoutant une (et donc autant qu’on veut) lettre x a I’emplacement de
la premiere lettre de w dans I’ordre des shifts. De méme on ne change pas la classe d’isotopie de
l’orbite en insérant une (et donc plusieurs) lettre y a I’emplacement de la derniére lettre de w dans
l’ordre des shifts.

Par exemple le nceud correspondant a xxyxy (nceud de trefle) est le méme que celui correspon-
dant a xxxyxy, XXxXxyxy, XXyyxy ou encore Xxxxyyyxy.

Comme on peut ajouter indéfiniment des x et des y a un mot de Lorenz sans changer le type de
nceud correspondant, on en déduit que tout nceud apparaissant comme nceud de Lorenz apparait
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une infinité de fois comme orbite périodique du flot de Lorenz. Cependant, pour éviter les redon-
dances on considere désormais uniquement les mots de Lorenz ayant une propriété de minimalité
au sens suivant.

Définition 2.14. Un mot de Lorenz w est dit minimal si, quand on &te soit le premier x, soit
le dernier y dans I’ordre des shifts, le mot n’est plus admissible ou I’ordre lexicographique des
shifts change.

Par exemple le mot xxyyxy n’est pas minimal, puisque si on lui 6te son dernier y dans 1’ordre des
shifts, on obtient xxyxy, et les permutations associées sont (135624) et (13524), la seconde étant
obtenue a partir de la premiere en tant I’indice 6. De méme le mot xxxyxy n’est pas minimal,
puisque si on lui 6te le premier x, on obtient le mot xxyxy, et les permutations associées sont
(124635) et (13524), la seconde étant obtenue a partir de la premiere en 6tant ’indice 1 et en
diminuant les autres de 1. Par contre xxyxy est minimal, puisque xyxy = (xy)? n’est plus un mot de
Lorenz admissible et xxxy n’admet pas le méme ordre des shifts, en effet la permutation associée
a x1x3y5x2y4 est (13524) alors que celle qui est associée a x;xyx3y4 est (1234), et elle n’est pas
déduite de (13524) en en supprimant un chiffre.

En ne considérant que des mots de Lorenz minimaux, on supprime pour chaque nceud de Lo-
renz nombre d’apparitions du nceud comme orbite périodique qui ne sont qu’échos d’apparitions
correspondant a des mots minimaux. La question de savoir si un nceud apparait une infinité de fois
se repose, d’ou la définition suivante.

Définition 2.15. On appelle bande d’apparition d’un noeud K 1’ensemble des entiers ! pour les-
quels il existe un mot de Lorenz minimal de longueur / ayant K pour noeud de Lorenz associé.

Nous montrerons a la section 6 que la bande d’apparition de tout nceud de Lorenz est finie. Cela
montre en particulier que tout nceud n’apparait sous forme minimale qu'un nombre fini de fois
comme orbite périodique du flot de Lorenz.

3. STATISTIQUES

Nous avons fait des calculs sur les nceuds de Lorenz. A 1’aide d’un premier programme écrit
en Ocaml, nous avons engendré les 29550 mots de Lorenz minimaux de longueur inférieure ou
égale a 21, puis calculé la permutation correspondante, et la tresse de Birman-Williams associée.
Ensuite, a I’aide du package KnotTheory de Mathematica, nous avons calculé trois invariants des
nceuds associés : la signature, le polyndme d’Alexander Ag et le polyndme de Jones Vk. Nous
avons ainsi obtenu un atlas de nceuds. Dans cet atlas, consultable sur internet [4], des nceuds indis-
tingables par les trois invariants précédents apparaissent confondus. Les résultats sont présentés
sous une forme de dictionnaire, ou pour chaque nceud, on a indiqué sa signature, son polynéme
d’Alexander, son polyndme de Jones, puis I’ensemble des mots de Lorenz minimaux associés,
et pour chaque mot la trace de la classe de conjugaison de matrices de SL,(Z) associée, c’est-a-
dire la longueur de la géodésique associée de la surface modulaire — voir la partie 4 pour plus
d’explications sur les matrices et la surface modulaire.

3.1. Résultats des calculs. Comme 1’atlas a une taille de plus de 2,6 Mo, il est impossible de le
reproduire ici. Les principaux résultats statistiques qu’on a pu en extraire sont résumés dans les 5
tableaux ci-dessous.
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Sur les 2981 nceuds obtenus, seuls 3 polynomes d’ Alexander sont partagés par 2 nceuds, et 24
polynomes de Jones sont partagés par 2 noeuds. Quant a la signature, elle est paire et varie de 2 a
54. La ligne du tableau 3.1 sur I’exposant minimal du polyndme de Jones montre une progression
quadratique remarquable.

Proposition 3.1. L’exposant minimal du polynoéme de Jones d’un neeud de pas t est supérieur ou
égal a t(t—1)/2.

Démonstration. Un mot correspondant a ce nceud est x(xy)’, la tresse correspondante est alors
(01 ...0-1)"*!, et les relations d’écheveau calculant le polyndme de Jones montrent que 1’expo-
sant minimal du polynéme de Jones est bien #(t — 1)/2. Or la tresse (071 ...0- D est la plus
courte tresse positive possible pour un nceud de pas ¢, et donc tous les exposants apparaissant dans
le polynome de Jones d’un nceud de pas ¢ sont supérieurs ou égaux a #(t — 1)/2. O

pas 3 4 5 6 7 8 9 10

2
nombre de nceuds | 9 56 319 873 1045 537 122 15 1
largeur max de la bande d’apparition | 1 3 5 4 4 4 3 2 1

exposant minimalde Ax | -9 -17 -24 -30 -35 -39 -42 -44 45

exposant maximal de Ax | 9 17 24 30 35 39 42 44 45

nombre moyen de mondmes de Ag | 11.0 169 23.1 29.6 35.1 39.5 413 425 19
moyenne des coefficientsde Ax | 1.0 1.5 1.6 16 1.6 1.5 13 10 1.0
moyenne des coeff maximauxde Ay | 1.0 25 3.0 33 32 28 22 13 1.0

exposant minimal de Vg | 1 3 6 10 15 21 28 36 45

exposant maximalde Vg | 28 37 49 59 66 7377 79 64
nombre moyen de mondmes de Vg | 11.0 94 16.0 153 209 189 24.1 14.6 11.0
moyenne des coefficientsde Vg | 1.0 1.6 1.7 19 18 1.7 16 1.0 1.0
moyenne des coeff maximauxde Vg | 1.0 20 29 37 38 35 29 12 10

Fic. 3.1. Caractéristiques des nceuds de Lorenz en fonction du pas. Ax désigne le
polynéme d’'Alexander, Vi le polyndme de Jones.

largeur de la bande d’apparition ‘ 1 2 3 4 56
nombre de nceuds \ 1338 894 670 72 3 0

Fic. 3.2. Nombre de nceuds de Lorenz de période inférieure ou égale a 21 ayant une
largeur d’apparition donnée.

A partir de nos statistiques, on peut aussi faire des graphes d’apparition des nceuds de Lorenz :
pour chaque nceud, on note I’ensemble des mots minimaux correspondants et leurs longueurs. Cela
permet de construire le graphe de la figure 3.3, construit en choisissant 5 nceuds aléatoirement.
L’ opération répétée conduit a des graphes toujours du mé&€me type : la largeur de la bande d’appari-
tion des nceuds n’excede pas 5, et leur répartition dans cette bande a toujours des allures de cloche.
Nous prouverons dans la partie 6.2 que la largeur de la bande d’apparition est toujours finie.
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Fic. 3.3. Bande d’apparition de 5 noeuds de Lorenz choisis aléatoirement. En abs-
cisses la longueur des mots minimaux, en ordonnées le nombre de mots engendrant
un méme neceud.

3.2. Comparaison entre nceuds de Lorenz et neeuds aléatoires. Dans les tableaux suivants
on compare certaines caractéristiques des polynéomes des nceuds de Lorenz avec ceux de nceuds
correspondant a des tresses aléatoires comparables : on a regroupé des nceuds de Lorenz dans les
catégories suivantes : pas allant de 3 a 5 (correspondant a des tresses a 3, 4 et 5 brins), puis nombre
de croisements dans la tresse de Lorenz égal a 10,20, 30 ou 40 (a 5 pres). Pour chacune de ces
12 catégories, on a choisi aléatoirement 100 tresses positives ayant les mémes caractéristiques, et
100 tresses positives commengant par un facteur A?. Les résultats figurent dans les tableaux 3.4,
3.5et3.6.

On remarque sur ces tableaux que, si le nombre de mondmes des polyndmes des noeuds qui
apparaissent n’est pas franchement plus faible pour les noeuds de Lorenz par rapport a des noeuds
aléatoires, la taille des coefficients qui apparaissent est significativement plus faible. Pour le po-
lynéme d’ Alexander comme pour le polynome de Jones, la taille maximale des coefficients tourne
autour de 3, alors que pour des tresses aléatoires, elle augmente pour atteindre plusieurs centaines
pour des noeuds a 40 croisements. Il y a donc ici une caractéristique trés particuliere des noeuds
de Lorenz, qui ne se réduit pas a étre des tresses positives contenant un facteur A,z.

4. N@&Eups DE LORENZ, CLASSES DE SIMILLITUDE ET CLASSES D’ IDEAUX

Dans cette partie on explique d’une part le lien entre classes d’idéaux dans 1’anneau des entiers
d’un corps quadratique et matrices 2 X 2 entieres, décrit dans [2], et d’autre part le lien entre
matrices 2 X 2 entieres et nceuds de Lorenz décrit dans [8] et [9].

Soit @ un nombre algébrique de degré 2 sur Q et f le polyndme minimal de a. Si f est unitaire a
coefficients entiers, on peut lui associer I’ensemble M des matrices de M,(Z) annulant f, c’est-
a-dire, pour f(x) = x> —t-x+d, ’ensemble M r des matrices entieres de trace 7 et de déterminant d.

Si le discriminant 12 — 4d est positif, les matrices de M sont diagonalisables dans M>(R) et
il n’y a donc qu’une classe de conjugaison sous I’action de SL;(R). Par contre sous I’action de
SL»(Z), les choses sont plus compliquées.

4.1. Classes de conjugaison dans SL;(Z). On va déterminer les classes de conjugaison dans
SLy(Z). Pour cela on part d’une présentation simple du groupe PSLy(Z) = SL>(Z)/{+1d}.
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Noeeuds de Lorenz
nombre de croisements | 6-15 16-25 26-35 36-45
nombre de nceuds de Lorenz | 7 30 18 1
nombre moyen de mondmes de Ag | 8,7 16,2 20,9 25
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Ax | 1,2 1,7 1,4 1
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Ag | 1,6 2,8 2,3 1,0
nombre moyen de monomes de Vg | 5,3 10,9 8,7 5,0
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Vg | 1,1 1,8 1,5 1,0
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Vg | 1,1 2,3 1,9 1,0
Nceeuds aléatoires contenant un tour complet
nombre de croisements | 10 20 30 40
nombre de nceuds | 0 100 100 100
nombre moyen de mondmes de Ag 144 21,8 29,3
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Ax 1,5 2,9 11,6
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Ag 7,1 10,2 48,7
nombre moyen de mondmes de Vi 7,1 10,2 13,4
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Vi 1,5 3,7 17,1
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Vi 2,0 7,3 43,1
Nceuds aléatoires
nombre de croisements | 10 20 30 40
nombre de nceuds | 100 100 100 100
nombre moyen de mondmes de Ag | 7,5 14,7 224 294
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Ax | 1,2 2,1 8,1 13,0
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Ax | 1,4 4,1 26,2 54,7
nombre moyen de mondmes de Vg | 5,7 8,5 12,5 14,5
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Vg | 1,1 2,1 10,0 194
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Vg | 1,1 3,3 22,9 48,2

FiG. 3.4. Noeuds de pas 3 vs. tresses aléatoires a 3 brins ; A désigne le polynéme
d’Alexander, Vi le polynéme de Jones.

Théoreme 4.1. On a PSLy(Z) = <a,b|a2 =b’ = 1>, ona= i(_()l (1)) eth =+ (_01 })

Appelons mot réduit un mot en les lettres a et b ne contenant aucun sous-mot a” ou b>. Le
théoreme 4.1 implique que tout élément de PSL,(Z) est représenté par un unique mot réduit.

Lemme 4.2. Soit g un élément de PSLy(Z) qui n’est conjugué ni a a, ni a b, ni a b%, alors g est
conjugué a un élément dont le représentant réduit commence par b et finit par a.

Démonstration. Par conjugaison on peut permuter cycliquement 1’ordre des facteurs. Si g a un
représentant réduit contenant des lettres a et b, alors on peut en permuter les facteurs afin que b
soit en téte, et a en queue. Or les seuls représentants réduits qui ne comportent pas des a et des b
a la fois sont a, b et bZ. ]

1 11 . P L
Posons X = (1 (1)) ety = (0 1). On en déduit une caractérisation des classes de conjugaison.
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Nceeuds de Lorenz
nombre de croisements | 16-25 26-35 36-45

nombre de nceuds de Lorenz 21 151 130
nombre moyen de mondmes de Ag | 14,1 20,9 26,3

moyenne des valeurs absolues des coefficients de Ax | 1,4 1,7 1,5
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Ax | 2,2 3,2 3,1
nombre moyen de mondmes de Vg | 11,2 15,5 17,0
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Vg | 1,6 1,8 1,6
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Vg | 2,2 3,1 3,0
Noeeuds aléatoires contenant un tour complet
nombre de croisements | 20 30 40

nombre de nceuds | 100 100 100
nombre moyen de mondmes de Ag | 13,3 224 30,5
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Ax 1,5 5.1 23,3
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Ag | 2,2 12,2 56,6
nombre moyen de mondmes de Vg | 10,8 179 24,9
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Vi 1,7 5,7 25,9
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Vg | 2,6 14,7 80,5
Neeuds aléatoires

nombre de croisements | 20 30 40

nombre de nceuds | 100 100 100

nombre moyen de mondmes de Ag | 15,8 24,3 327
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Ay | 7,0 41,3 1750
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Ax | 15,6 1104 573,3
nombre moyen de mondémes de Vg | 13,6 20,8 27,6
moyenne des valeurs absolues des coefficientsde Vg | 7,0 43,0 1889
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Vi | 15,5 123,4 6554

FiG. 3.5. Noeuds de pas 4 vs. tresses aléatoires a 4 brins ; A désigne le polynéme
d’Alexander, Vi le polynéme de Jones.

Corollaire 4.3. Tout élément de SLy(Z) de trace strictement supérieure a 2 est conjugué a un
élément s’ écrivant comme un produit positif en X et Y, défini a permutation circulaire des facteurs
pres.

Démonstration. Les classes de PSL»(Z) contenant les éléments a, b et b* ont pour traces associées
0,+1 et 1. Or on a ¥X = ba et ¥Y = b’a, donc tout élément hyperbolique, c’est-a-dire de trace
strictement supérieure a 2, de SL,(Z) est conjugué a plus ou moins un produit de X et de Y. Or
la trace d’un produit de X et de Y est positive, donc pour un élément de trace positive, le signe
associé est nécessairement +. Comme on peut permuter cycliquement les termes du produit par
conjugaison, le produit est défini a permutation cyclique des facteurs pres. Remarquons que les
éléments de ayant pour traces associées +2 sont les classes de X™ et Y”" pour m et n entiers relatifs
quelconques. On en déduit que le produit associé a un élément hyperbolique contient a la fois des
termes X et Y. O
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Nceeuds de Lorenz
nombre de croisements | 16-25 26-35 36-45
nombre de nceuds de Lorenz 1 42 371
nombre moyen de mondmes de Ag | 9,0 20,2 27,3
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Ax | 1,0 1,5 1,7
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Ax | 1,0 2,6 3,5
nombre moyen de mondmes de Vg | 5,0 11,7 15,1
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Vg | 1,0 1,4 2,0
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Vg | 1,0 1,8 3,9
Noeeuds aléatoires contenant un tour complet
nombre de croisements | 20 30 40
nombre de nceuds 0 100 100
nombre moyen de mondmes de Ag 18,8 28,6
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Ax 1,8 4,9
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Ag 1,8 11,7
nombre moyen de mondmes de Vi 10,5 16,4
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Vi 1,5 4.4
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Vi 2,2 9,9
Neeuds aléatoires
nombre de croisements | 20 30 40
nombre de nceuds | 100 100 100
nombre moyen de mondmes de Ag | 15,1 23,7 329
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Ay | 5,2 28,0 124,6
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Ag | 11,7 75,5 450,5
nombre moyen de monoémes de Vg | 12,8 18,9 254
moyenne des valeurs absolues des coefficients de Vx | 5,1 30,5 139,8
moyenne des valeurs absolues des coeff max de Vi | 10,7 88,1 499,0

FiG. 3.6. Noeuds de pas 5 vs. tresses aléatoires a 5 brins ; A désigne le polynéme
d’Alexander, Vi le polynéme de Jones.

Les classes de conjugaison hyperboliques de trace positive de SL;(Z) sont donc représentées
par les mots positifs en X et Y, a permutation cyclique des lettres pres. On peut déja voir le lien
avec les nceuds de Lorenz se dessiner en pointillés 1égers.

Dans la suite nous nous intéresserons a des classes un peu plus grosses. On note SL3(Z) I’en-
semble des matrices de déterminant +1. On s’intéresse a la conjugaison par des matrices de
SL5(Z). 11 est évident que si deux matrices sont conjuguées via des matrices de SLy(Z) elles le
sont via des matrices de SL;-’(Z) puisque SL;(Z) est un sous-groupe de SL; (Z).

On remarque que toute matrice de déterminant —1 est le produit d’une matrice de SL,(Z) par la

matrice T = ((1) (1)) On en déduit qu’il suffit de connaitre le résultat de 1’action de la matrice 7" par

conjugaison sur X et Y pour connaitre les classes de conjugaison. Or TXT~! = Y et TYT™! = X,
donc conjuguer par T revient a intervertir les lettres X et Y. Le résultat suivant résume ce qui
précede.



14 PIERRE DEHORNOY

Proposition 4.4. Les classes de conjugaison hyperboliques de SLy(Z) sous I’action de SL5(Z)
sont représentées par les mots positifs en X et Y, a permutation cyclique des lettres pres et a
intervertion des lettres X et Y pres.

4.2. Classes d’idéaux et classes de conjugaison. Nous allons maintenant établir une correspon-
dance classique en théorie des nombres entre classes d’idéaux d’un ordre dans un corps quadra-
tique et classes de conjugaison de déterminant non nul dans M, (Z) sous 1’action de SL;-'(Z). Les
résultats s’étendent a des corps de degré supérieurs et des matrices de taille supérieures (voir le
premier appendice de [2]), mais ils s’énoncent plus facilement dans le cas particulier de la taille 2
qui nous intéresse ici. Tout d’abord voici quelques définitions.

Soit F un corps quadratique, ¢’est-a-dire Q[a] pour @ nombre algébrique de degré 2. Soit O
son anneau des entiers, c’est-a-dire I’ensemble des éléments de F admettant un polyndme minimal
unitaire a coeflicients entiers. Un résultat classique affirme que O est un réseau bidimensionnel de
Qla], c’est-a-dire une copie de 72 dans Q[a]. Un ordre o est un sous-anneau de O contenant
I’élément 1 et non réduit a Z, c’est alors un sous-réseau bidimensionnel de O contenant 1.

Exemple 4.5. Dans le corps Q[i\/g] I’anneau des entiers O est Z[”T\rs]. Un exemple d’ordre est
Z[V5] qui est d’indice 2 dans O, ou encore Z[%@] qui est d’indice 3.

La notion d’idéal d’un ordre est la méme que pour un anneau : un idéal 7 d’un ordre o est
un sous-groupe additif de o stable par multiplication par les éléments de o. Soit (w;, wy) une
Z-base de o. Tout idéal 7 de o admet une Z-base (a1, a3), ou @ et ap sont deux éléments du
réseau engendré par w; et wy. La matrice X € Mj;(Z) est dite idéale pour I par rapport aux bases

précédentes si on a X (Z;) = (Z;) Soit 7, I’ deux idéaux de o. On dit que 7 et 7’ sont dans la

méme classe s’il existe a,a’ € o tels que (@) = (a’)I’. 1l s’agit d’une relation d’équivalence entre
idéaux. Par exemple la classe contenant 1’idéal (1) contient exactement I’ensemble des idéaux
principaux de o. On peut énoncer le résultat principal, qui relie le nombre de classes d’idéaux d’un
ordre Z[«] a un nombre de classes de matrices 2 X 2 entieres.

Théoreme 4.6. Soit P(x) = x> — t - x + d un polynoéme irréductible a coefficients entiers, et soit
a une racine de P. Alors le nombre de classes sous ’action de SL%(Z) de matrices 2 X 2 entieres
vérifiant P(A) = 0 est égal au nombre de classes d’idéaux de I’ordre Z[a].

Démonstration. Soit A € M»(Z) telle que P(A) = 0. Alors A a « et d/a pour valeurs propres et P
pour polynéme caractéristique. Le vecteur propre correspondant a & est unique a multiplication par
un scalaire pres et peut étre choisi dans Z[«]. Soit (a1, ay) ses coordonnées. Alors, par définition,

1% a . A 5 : ; @
onaA (al) =a (al)' Par conséquent, pour tout polynéme p a coefficients entiers, on a p(A) (a/l) =
2 2 2

p(a) Zl . Cela montre que (a7, @y) est une Z-base pour un certain idéal de Z[«a]. Comme (a1, @7)
2

est défini a multiplication par un élément de Z[a] pres, cet idéal est défini a un facteur multiplicatif
pres. Par conséquent, seule sa classe d’idéaux ne dépend que de A. Si on considere une autre
. N . (L . 1 [ .
matrice S ~'AS 2 la place de A, alors la droite caractéristique est engendrée par S ~! (al). Si S est
2

prise dans SL‘2t (Z), cela donne le méme idéal, mais dans une base différente.
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Réciproquement, soit (81, 82) une base d’un idéal J de Z[«a]. Alors on a @] = b151 + b125> et

by by

affy = by 11 +b2ofr, oules b;; sont des entiers. Par conséquent, la matrice B = b b
‘ 21 022

a @ pour

1 N N
valeur propre et (g ) pour vecteur propre associé. Comme B est entiere, donc de trace entiére, son
2

autre valeur propre ’ est égale a n — a, pour un certain n dans Z. On a alors det B = a(n — @) =

na — a® = na — (ta — d). Or det B est entier, donc n — t = 0, et donc &’ est le conjugué de . Par

conséquent, la matrice B vérifie P(B) = 0. Si on choisit une autre base T (gl) avec T € SL3(Z),
2

alors la matrice B est remplacée par la matrice TBT~'. On a donc bien associé a tout idéal de
I’ordre Z[«] une classe de conjugaison de M;(Z) sous I’action de SL;(Z).

On a donc défini deux applications, réciproques I'une de 1’autre, entre classes de matrices
S~1AS annulant P et classes d’idéaux sur I’ordre Z[«]. O

Exemple 4.7. Intéressons-nous aux matrices de trace 10 et de déterminant 1. Le polyndme du
second degré associé est P(x) = x> — 10x + 1, dont les racines sont 5 + 2V6 et 5 — 2V6. Le corps
quadratique associé est Q[\/g], dont I’anneau des entiers est Z[\/E], mais nous nous intéressons ici
aux classes d’idéaux de 1’ordre Z[2V6]. Il y a 3 classes de conjugaisons de matrices entiéres de
trace 10 et de déterminant 1, correspondant aux mots X' 8y, X*Y? et X2YXY.

La question est maintenant de calculer concrétement la bijection décrite dans la démonstration
du théoréme 4.6, a savoir, a partir des matrices, de calculer des éléments des classes d’idéaux
correspondants.

Théoreme 4.8. Soit P(x) = x> —t.x+d un polynéme unitaire irréductible de degré 2, toute matrice
A € SLy(Z) telle que P(A) = 0 est de la forme A = X;CpX7!, oit X1 est une matrice idéale pour

un idéal T dans la classe d’idéaux correspondant i la classe de conjugaison S™'AS et Cp est la

matrice compagnon (_0 d

que X 'AX = Cp est la matrice idéale d’un idéal T dans la classe d’idéaux correspondant a A.

lo)= (")

donc la matrice Cp correspond a la base (1, @), ou @ est une racine de P, de I’ordre Z[«].
Dans la démonstration du théoréme 4.6 on a associé a la matrice A une base (a1, @) d’un idéal
71 de ’ordre Z[«a]. La matrice idéale X correspondante, relativement a la base (1, @) de Z[a] et a

la base (a1, @>) de 7, est telle que
I\ (a1
wlo) (o)
x-!

)=o)
Crx! (Z;) e (;) —a (;)

1
t) du polynéme P. Réciproquement toute matrice 2 X 2 entiere X telle

Démonstration. On a

On a donc

d’ou
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1 fa 1 a
X7CpX;! (a;) = aX;s (a) = a(a;).

Par conséquent on a bien A = X;C pX}l.
Pour la réciproque, soit (a1, @) une base de 1’idéal correspondant a A, on a donc

A= la)

Soit X telle que X~'AX = C, alors on a
xcx™! (“‘) - a(“‘),
(0%} (0%}
cx! (‘“) = oX~! (“1).
o) e

. a o
Comme «a est une valeur propre simple de C, le vecteur X! (a/l) est propre, et donc il existe
2

)=+l

-1

et donc

d’ou

k € Q(a) tel que

a a .
En remplagant le vecteur (al) par le vecteur ( 1), on obtient
2

k_lalg

CE)-b)
()-ot)

d’ou X = X7 pour un certain idéal 7 bien choisi dans sa classe d’idéaux. O

et donc

Remarque 4.9. La démonstration du théoréeme 4.8 montre en particulier que la classe des idéaux
principaux de Z[a] correspond a la classe de matrices engendrée par la matrice compagnon Cp
du polyndme caractéristique P de . On remarque également que dans le cas P(x) = x> + t.x + 1,
la classe des idéaux principaux correspond également a la classe de matrices engendrée par la

matrice X'~2Y, puisque X'~2Y est conjuguée a Cp par la matrice (_11 (1)), qui est dans SL3(Z).

Exemple 4.10. Revenons aux matrices de trace 10 et de déterminant 1, lesquelles sont représentées

par les mots X 8y, X*Y? et X2YXY. Les matrices associées a ces mots sont (é ;) R (i 3) et (g ;)

Or on vient de voir que la classe de la matrice (8 9 correspond a la classe des idéaux principaux,

donc (i ;) et ( 5 3) correspondent aux deux autres classes d’idéaux non principaux. Comme les
. . (14 N 20 30
matrices conjuguant ces deux éléments a Cp sont 11 et 1 1) et que la base de Z[2 V6]
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associée a Cpest (1,) = (1,5+2 ‘/6), on en déduit au passage que les idéaux (2,4 + 2 \/6) et
(3,4 + 2 V6) sont représentants des deux classes d’idéaux non principaux de Z[2V6].

4.3. Nceuds de Lorenz et classes de conjugaison. Dans [9], Etienne Ghys montre (visuelle-
ment) que les nceuds de Lorenz apparaissent aussi comme orbites périodiques du flot modulaire

défini sur la variété SLy(R)/SLy(Z). Celui-ci est engendré par la multiplication a gauche par la ma-
t

. e
trice (0
une base de A, c’est-a-dire deux vecteurs de R? dont la norme du produit vectoriel vaut 1. Pour

0 L . . . . .
e")' Plus précisément, soit A un réseau de R? dont la maille est d’aire 1, et soit (b1, b>)

t t
e 0 e . .
tout 7, les vecteurs by, = ( 0 e") by etby = ( 0 e") b, ont encore un produit vectoriel de norme

1, et donc forment une base d’un réseau dont la maille a pour aire 1, et qui ne dépend que de A.
On définit ¢'(A) comme le réseau engendré par les vecteurs by, et by;. Si les vecteurs by, et by,
sont deux éléments de A, alors on a ¢(A) = A et I’application ¢ — ¢'(A), définie sur I’intervalle
[0, #9], est un lacet fermé, donc un nceud, sur la variété SL,(R)/SL»(Z).

La variété SL,(R)/SLy(Z) peut aussi €tre vue comme le fibré tangent unitaire du quotient
H/PSLy(Z), ou H est le demi-plan de Poincaré muni de sa métrique hyperbolique standard, et

_ az+b
dl = cz+d”’

I’action de PSL,(Z) sur H est I’action classique (CCI Le fibré tangent est alors natu-

rellement muni d’une métrique riemannienne g, et le flot modulaire défini précédemment coincide
avec le flot géodésique défini par la métrique g. Ainsi les orbites périodiques sous 1’action du
flot modulaire coincident avec les géodésiques périodiques pour la métrique hyperbolique g sur le
quotient H /PSLy(Z).

On a donc obtenu de maniere naturelle des nceuds sur la variété modulaire. Or les nceuds sont
surtout étudiés plongés dans R3, et notre variété n’est hélas pas plongée. En fait un plongement
naturel existe, nous allons le décrire. Des coordonnées pour décrire un réseau de R? ont été intro-

1 1
duites par Gauss. Identifions R? avec C, et posons g»(A) = 60 Z — et g3(A) = 140 Z =
zeA\{0} Z€A\{0)
On vérifie facilement que les sommes g» et g3 convergent et que A est entierement décrit par les

valeurs des fonctions g; et g3, c’est-a-dire que I’application A — (g2(A), g3(A)) est injective. De
plus Ia non dégénérescence de A impose la condition g% - 27g§ # 0. Enfin le fait que la maille
de A soit d’aire 1 impose la condition |g2(A)|2 + |g3(A)|2 = 1. Cette derni¢re condition permet
d’identifier I'image de (g2, g3) 2 une partie de la sphere S3, qui se trouve étre le complémentaire
d’un nceud de trefle dans S3. On a alors obtenu une bijection entre S3\ &) et la variété modu-
laire SL(R)/SLy(Z).

Cette bijection nous permet donc de plonger les nceuds modulaires de maniere naturelle dans
S3, et donc dans R? par projection stéréographique. Dans [8] et [9], E. Ghys montre et démontre
respectivement que la correspondance entre nceuds modulaires plongés et nceuds de Lorenz est
parfaite : a chaque mot de Lorenz sont associés d’une part un nceud modulaire et d’autre part un
nceud de Lorenz, lesquels sont isotopes.

Exemple 4.11. Revenons au cas des idéaux de Z[2V6]. On a vu qu’il y a trois classes d’idéaux,
dont trois représentants sont (1,5 + 2\/6), 2,4+ 2\/6) et (3,4 + 2\/5). Les trois nceuds de Lorenz
associés sont les nceuds correspondants aux mots X 8Y, X*Y? et X2Y XY, ¢’est-a-dire le neeud trivial,
le nceud trivial et le nceud de trefle.
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On a maintenant une application naturelle associant a une classe d’idéaux dans un corps qua-
dratique une unique classe de mots en X et Y, a laquelle est associé un unique noeud de Lorenz.
La question est donc de savoir si certaines propriétés intéressantes peuvent étre déduites de cette
bijection...

En particulier, il existe une structure de groupe sur les classes d’idéaux d’un ordre dans un corps
quadratique. Plus précisément soit F un corps quadratique, O 1’anneau des entiers et o un ordre
d’indice n dans O, et soit 1| et 7, deux idéaux de o. Alors la classe de 1’idéal 7 engendré par les
produits d’éléments de 7| et 7, ne dépend pas du choix de 7 et 7, dans leurs classes respectives.
Par conséquent, I’opération de multiplication est bien définie sur les classes d’idéaux. On vérifie
facilement que la classe des idéaux principaux est un élément neutre pour cette opération, donc
I’ensemble des classes d’idéaux forme un monoide. De plus toute classe contenant au moins un
idéal 7 dont la norme N(J) est premiere avec ’indice n admet un inverse pour cette opération,
c’est-a-dire qu’il existe 7’ tel que 77’ est un idéal principal (voir [3], p. 122). L’ensemble de
ces classes est stable par produit, par conséquent 1’ensemble des classes contenant au moins un
idéal 7 dont la norme est premiere avec n forme un groupe, appelé groupe des classes. Comme
on a associé a chaque classe un nceud de maniére canonique, une question se pose : I’opération
de groupe a-t-elle un pendant du c6té des noeuds ? La question est ouverte. Dans les cas les plus
simples les exemples suivants montrent qu’il n’y a rien d’évident.

Exemple 4.12. Revenons une dernicre fois aux idéaux de Z[Z\/@]. L’idéal (1,5 + 2\/6) est un
représentant de la classe des idéaux principaux. Quant a (2,4 + 2V6), on vérifie facilement que
tout élément de sa classe a une norme qui est multiple de 2. Or I’indice de Z[Z\/@] dans Z[\/E]
est 2, donc cette classe n’apparait pas dans le groupe des classes. On vérifie effectivement que
2,4+ 2\/6)2 =2)2,4 + 2\/6), donc si cette classe était dans le groupe des classes, elle en serait
I’élément neutre, or cette position est déja occupée par les idéaux principaux. Enfin la norme de
(3,4+2V6) est 3, et sa classe apparait dans le groupe des classes. Le groupe des classes de Z[2V6]
est donc Z/2Z, le nceud associé au neutre 0 est le nceud trivial. On vérifie que ¢’est toujours e cas,
la classe des idéaux principaux correspondant toujours a la classe de conjugaison de la matrice
compagnon du polyndéme minimal, celle-ci contenant la matrice X’~2Y, qui correspond au nceud
trivial. Le nceud associé a I’élément 1 est le nceud de trefle.

Un autre exemple est donné a partir des matrices de trace 22 et de déterminant 1. L’ordre as-
socié est Z[2\/§O], qui compte 6 classes d’idéaux, correspondant aux matrices X2y, x'10y2 x5y*4,
XOYXY, X*YX?Y et X>YX?Y?. Les nceuds associés sont le nceud trivial pour les trois premiéres
classes, le nceud de trefle pour les deux suivantes, et le nceud torique [5, 2] pour la derniere. Ce-
pendant les 2e et Se classes n’apparaissent pas dans le groupe des classes. Le groupe des classes
de Z[Z\/§O] est (Z/2Z)%, I’élément neutre a pour nceud associé le nceud trivial, et les trois autres
éléments du groupe sont associés au nceud trivial, au nceud de trefle et au noeud torique [5, 2].

5. LE poLyNOME HOMFLY, VARIANTE ET TRESSES POSITIVES

Dans cette partie nous allons prouver le théoréme 2.10 de Franks et Williams. L’ outil utilisé
est une variante du polyndme HOMFLY - des noms, Hoste, Ocneanu, Millett, Freyd, Lickorish
et Yetter, de quelques-uns de ses codécouvreurs — définie pour les entrelacs qui sont cldtures de
tresses positives. L’indice de tresse d’un entrelacs, c’est-a-dire le plus petit nombre de brins d’une
tresse représentant cet entrelacs, se lit directement sur cette variante de HOMFLY. Dans le cas qui
nous intéresse, celui des tresses positives a n brins contenant au moins un facteur Aﬁ, la notion
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d’arbre de calcul permet de montrer, via notre variante d’HOMFLY, que I’indice de tresse de
Ientrelacs est n.

5.1. Le polynome HOMFLY et les arbres de calcul. Le polyndme de Jones est un invariant
polynomial de nceud, introduit par V. Jones en 1984. 11 a rapidement été généralisé en un polynéme
adeux variables, le polyndme HOMFLY, lequel admet une définition simple en terme de projection
planaire.

Soit K un entrelacs et K, une projection planaire réguliere de K, c’est-a-dire avec un nombre
fini de points multiples, qui sont tous des points doubles. Choisissons un point double M de K.
Définissons K_ comme I’entrelacs admettant la méme projection que K, sauf au point M, ou les
brins du dessus et du dessous sont échangés, et Ky comme 1’entrelacs ol le croisement en M a été
supprimé (figure 5.1). Les polynomes d’HOMFLY des trois entrelacs associés sont alors reliés par
la relation x Pg, + x'Px + y Pk, = 0, dite relation d’écheveau. Désignons par O le nceud trivial.
En imposant P(QO) = 1, le polynéme P est alors entierement défini, et de maniere unique. On note

k-1
que la relation d’écheveau impose P(ON = (—(x +x7h /y) , ot OF désigne k noeuds triviaux
deux a deux non enlacés. On retrouve le polyndme de Jones original en posant y = 1.

X X N

x P(K,) + x 'P(K_) +y P(Kg) =0

FiG. 5.1. La relation d’écheveau définissant le polyndme HOMFLY.

Les arbres de calcul décrivent le calcul du polyndome HOMFLY par itération des relations
d’écheveau. La question est de choisir les points successifs ou 5.1 est invoque. Un choix naif
du croisement auquel on opere la chirurgie peut mener a une boucle, par exemple si on choisit
deux fois de suite le méme point, alors on retombe sur le nceud de départ, on n’a donc pas pro-
gressé. Par contre, on va voir que, pour autant qu’on change de point d’application a chaque étape,
le processus de calcul converge en un nombre fini d’étapes.

Un théoréme célebre dii a Markov stipule que si b et b’ sont deux tresses dont les clotures sont
des entrelacs isopes, alors b’ s’obtient a partir de b par une suite finie de mouvements de Markov,
lesquels consistent soit & remplacer la tresse considérée par une tresse conjuguée ghg~! dans le
groupe B, des tresses a n brins, soit a rajouter un brin supplémentaire suivant le schéma de la
figure 5.2, soit a supprimer un brin superflu suivant le schéma réciproque.

En fait on va utiliser une version plus faible des mouvements de Markov qui se comportent
mieux lorsqu’on s’intéresse a des tresses positives, et qui conservent plus d’information. Bien que
plus particuliers que les mouvements de Markov généraux, ces mouvements sont suffisants pour
caractériser 1’isotopie de noeuds qui sont des clotures de tresses positives. Dans la suite de cette
section, on note (b, n) une tresse b a n brins.
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m-m

W

FiG. 5.2. Un mouvement de Markov : la tresse b € B, est remplacée par la tresse
bO'rill S Bn+1.

=

Définition 5.1. Un mouvement de Markov invariant sur (b, n) consiste a
(i) Remplacer (b, n) par (b, n), ou b’ est conjuguée a b dans B, ou
(it) Remplacer (bo,—1, n) par (b,n — 1) si b ne contient aucun o+

-, ou
(iti) L’inverse de (if).

Ainsi on interdit a dessein dans cette définition les mouvements de Markov type (bo-;l1 ,n) &
(b,n — 1). Si on note ¢ le nombre de croisements positifs dans b moins le nombre de croisements
négatifs, on note que n — ¢ est invariant sous chacun des mouvements de Markov invariants (d’ou
leur nom). Afin de suivre le schéma de calcul suggéré par la relation d’écheveau de la figure 5.1,
Conway introduit au niveau des tresses une relation qui en est la contrepartie : le scindement de
Conway.

Définition 5.2. Un scindement de Conway sur une tresse (b,n), ou b = acif et € = *1 est
I’opération qui produit deux nouvelles tresses (bo, n) et (b-,n), ou by = af et b— = ac; B.

Dorénavant on travaille sur les tresses. On introduit une nouvelle notation pour désigner notre
variante d’HOMFLY pour les tresses. Soit (b, n) est une tresse, on note P, le polynome HOM-
FLY de sa cloture. Conformément a la relation d’écheveau, on a Py = poPwen) + PP n)s
oll pg = —x"€y et p_ = —x"2€. On peut alors définir un arbre de calcul pour le polyndme P, qui
représente un algorithme de calcul de HOMFLY.

Définition 5.3. Un arbre de calcul invariant est arbre binaire, orienté, fini, dont chaque sommet est
étiqueté par un mot de tresse, et dont chaque aréte est étiquetée par un mondme de Z[x, x~ !, y,y~!],
satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) Si N est un sommet de A qui n’est pas une feuille, étiqueté (b, n), et si Ny et Ny sont ses fils
étiquetés respectivement (b, no) et (b, ny), alors (bg, np) et (by,n;) s’obtiennent a partir de (b, n)
en faisant d’abord une suite de mouvements de Markov invariants puis un scindement de Conway.

(if) Si de plus les arétes reliant N a Ny et Ny sont étiquetées pg et p; respectivement, alors on a
Pio.ny = PoPwono) + P1Pw1m)-

(iii) Chaque feuille f est étiquetée par une tresse triviale sur un certain nombre de brins c(f)
(qui peut dépendre de la feuille).

Si, pour une tresse donnée (b, n), un arbre de calcul invariant existe, il est clair qu’il fournit
une stratégie pour déterminer le polynome HOMFLY de la cloture de (b, n) en itérant la relation
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d’écheveau 5.1. En effet, soit ¥ I’ensemble des feuilles de 1’arbre de calcul invariant A. Pour une
feuille f dans 7, notons p(f) le produit des mondmes rencontrés sur les arétes de A le long du
chemin de la racine a f. Si P est le polyndbme HOMFLY de (b, n), on a alors

_1yeh-1
Py = Y p(f) (—“—x) .
feF Y

Un arbre de calcul invariant permet donc bien de calculer le polynome HOMEFLY. Par contre, il
n’est pas évident a priori qu’un tel arbre de calcul existe pour toute tresse positive initiale. En
fait nous allons montrer maintenant que c’est bien le cas. On commence par un résultat technique
sur les mouvements de Markov invariants pour prouver 1’existence, pour tout nceud, d’un arbre de
calcul invariant.

Lemme 5.4. Soit (b, n) une tresse positive. Par une suite de mouvements de Markov invariants on
peut transformer (b,n) en (b’,n’), ou b’ est soit le mot vide, soit de la forme (1/0'[.2 pour un certain i.

Démonstration. On définit le poids m d’une tresse positive par n(o;) = i et m(ab) = n(a) + n(b).
Soit b de poids k. Nous allons prouver le résultat par récurrence sur k. La seule tresse de poids nul
est la tresse triviale pour laquelle le résultat est vrai.

Sinon, soit m le plus grand entier tel que o, apparait dans b. Si o, n’apparait qu’une fois dans
b, alors b est conjuguée a une tresse de la forme ao,, ot a est une tresse positive. Un mouvement
de Markov invariant supprime alors le o, final. Comme n(a) < n(b), par hypothese de récurrence,
le résultat est vrai pour a, et donc pour b.

Sinon on peut supposer que o, apparait au moins deux fois. Soit 0,,a90, un sous-mot de b tel
que ap ne contienne aucun o,. Il y a alors trois cas possibles :

Premier cas : op,—1 n’apparait pas dans ag. Alors o, commute avec ag, donc o,ag0, est
conjuguée a apo?,, et donc b est conjuguée a la tresse ac>,.

Deuxieme cas : o1 apparait une fois exactement dans ag, alors o,,a90, est équivalente
a a60'm0',n_1(fma6'. Mais, d’apres les relations de tresse, cette dernicre tresse est équivalente a
Ay m-10m0 m-14;, , dont le poids est inférieur. L’hypothese de récurrence s’applique alors.

Troisieme cas : 0,-1 apparait au moins deux fois dans ag. Alors on en extrait un sous-mot
de la forme o,—1a10,4-1, avec a; ne contenant aucun o,—1, €t on recommence le processus a
partir de ce sous-mot, a la recherche de la lettre 0,—>. On répete de processus autant de fois que
nécessaire, sachant qu’a chaque étape, soit le poids décroit, soit I’'indice m décroit. Par conséquent
le processus s’acheve. O

Nous n’utiliserons dans la suite que les arbres de calcul invariants dont la racine est étiquetée
par une tresse positive, mais le résultat général affirmant 1’existence d’arbres de calcul invariants
pour toute racine n’est pas beaucoup plus dur a prouver, donc nous allons le faire.

Théoreéme 5.5. Pour toute tresse (b, n) il existe un arbre de calcul invariant ‘A dont la racine est
étiquetée par (b, n).

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur la longueur k de la tresse b. Si b est la tresse
triviale, il suffit de prendre un arbre n’ayant qu’un sommet et le résultat est trivial.

L’idée est de se ramener au cas des tresses positives que nous traiterons en dernier. Soit b la
tresse obtenue en rendant tous les croisements de (b, n) positifs. En effectuant un scindement de
Conway sur la tresse (b,n) en un croisement négatif, on produit deux fils au sommet étiqueté
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(b,n). L’un est étiqueté (bg,n), et comme by a moins de k croisements, on sait, par hypothese
de récurrence, qu’on peut compléter cette branche de I’arbre. L’autre est étiqueté (b_, n), ou b_
a autant de croisements que b, mais b_ a plus de croisements positifs. En itérant le procédé un
nombre fini de fois, on arrive a un arbre dont toutes les branches sont complétées, sauf celle qui
part d’un sommet étiqueté (b, n).

Il reste donc a remplir la branche de ’arbre de calcul partant d’un sommet étiqueté par une
tresse positive. C’est ici qu’on utilise le lemme 5.4 : la tresse positive (b, n) peut étre convertie par
une suite de mouvements de Markov invariants en (b, n’), ol b’ est soit la tresse triviale, soit de
la forme ao-iz. Dans le premier cas (b’,n’) est une feuille et il n’y a rien a faire. Dans le second
cas, on utilise un scindement de Conway sur un des deux croisements o, et les deux fils sont alors
étiquetés (aoj, n’) et (a,n’). Ces mots ont tous deux une longueur inférieure a k, donc I’hypothese
de récurrence est satisfaite, et on peut donc compléter notre arbre de calcul. O

Remarquons que tous les scindements de Conway utilisés pour constuire le sous-arbre descen-
dant du nceud (b, n) sont utilisés avec € = 1. Par conséquent toutes les branches gauches de ce
sous-arbre sont étiquetées —x~'y et toutes les branches droites —x 2.

On peut alors introduire une variante du polyndme HOMFLY qui se comporte bien vis-a-vis

des arbres de calcul et des tresses positives.

Théoreme 5.6. 1l existe un polynéme en trois variables J(R, C, T) associé a toute tresse positive
(b, n) tel que

(i) J(R,C,T) est a coefficients entiers positifs,

(ii) Si P(x,y) est le polynome HOMFLY associé a (b, n), alors on a

x+x! )

y )

(iii) Réciproquement J(R, C, T) ne dépend que de P(x,y) et peut étre calculé a partir de P,

(iv) Siondonne a R,C et T les degrés 1,2 et —1 respectivement, alors J(R, C, T) est homogene
de degré 1 —n + 1, oii | est la longueur du mot de tresse b,

(v)Ona J(O,C,T) = CPTY, ou q est égal au nombres de composants de ’entrelacs représenté
par (b,n) moins 1,

(vi) Si ng est lindice de tresse de (b, n), alors ny — 1 est supérieur ou égal a I’exposant maximal
de T dans J(R,C, T).

P(x,y) = J(—x_z, —x_ly, -

Démonstration. Nous allons reprendre les arbres de calcul invariants déja construits, mais nous
allons modifier I’étiquetage des arétes. Soit A un arbre de calcul invariant associé a la tresse
positive (b,n) comme dans la démonstration du théoreme 5.5. Alors toutes les arétes allant vers
un fils gauche de A sont étiquetés par —x~'y et vers un fils droit par —x~2. Nous allons remplacer
ces étiquettes par R et C respectivement. On note ¥ I’ensemble des feuilles de A, et pour f une
feuilles de A on note c(f) le nombre de composants du nceud (trivial) associé a f. On définit j(f)
comme le produit de toutes les étiquettes rencontrées le long du chemin allant de la racine a f. On
pose alors

(5.1 JRR,C,T) = Z J(HT,
fer

Pour le moment la valeur de J(R,C,T) dépend de I’arbre de calcul choisi. C’est seulement
lorsque nous prouverons le point (iii) que nous en déduirons que J est un invariant de nceud. Le
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point (i) se déduit immédiatement de la définition de J. Le point (i7) vient de la définition des
arbres de calcul invariants : comme un arbre de calcul invariant permet le calcul du HOMFLY,
celui-ci se déduit de J.

Prouvons le point (iv). Pour (b, n) un mot de tresse positif, posons £(b,n) = n — [, ou [ est la
longueur totale du mot b. Si on a une aréte de (b,n) a (b’,n’) dans A étiquetée par C, on a alors,
par définition de 1’arbre de calcul, £(b,n) = £(b’,n") — 2 = £(b’,n") — deg C. De méme si on a une
aréte étiquetée par R on a alors €(b,n) = €(b’,n’) — 1 = £(b’,n’) — deg R. Par induction si la racine
de A est étiquetée par (b, n) et si une feuille f est étiquetée par (b’,n’), alors on a

Ub,n) = €', n') - deg j(f).

D’autre part si f est une feuille avec ¢(f) composants, alors n’ = ¢(f) et donc £(b’,n") = c(f). Par
conséquent on a

€(b,n) = c(f) - deg j(f) = 1 - deg (j(/)T™).
On en déduit que J(R, C, T) est homogene de degré 1 — £(b,n) =1 -n+ L
Prouvons maintenant le point (iii). Revenons aux arbres de calcul invariants calculant le po-
lyndme HOMFLY. On remarque que, si f est une feuille de A, on a I’égalité deg j(f) = deg, p(f).

Or, si (b, n) est I’étiquette de la racine de A et si f est une feuille, on a £(b, n) = c(f) + deg j(f) =
c(f) + deg, p(f). Par conséquent, il existe s(f) tel que p(f) = +y*Vx"~1=¢) d’ou

x+x!
y

Posons k = n — [ — 1. Par définition d’un arbre de calcul invariant, on a alors

P(x,y) = x* Z iys(f)_c(f)_l(l + x—z)c(f)—l‘
fer

c(H-1
) _ iys(f)—c(f)+1 KL g 2yt

p(f) (—

I1 existe par conséquent des entiers a;; uniques tels que

L _ . i—k _ itk P _ .

P(xy) = > aypd Iy e+ 7y = Y (1) T (=) (=y/0" (=0 + 7D /y) .
ij ij

En substituant C = —x*,R = —y/xet T = —(x + x!)/y, on obtient

itk

P(xy) = JR.C.T) = ) (=) T aRHC T,
ij

On voit que J est homogene de degré —k si on donne a R, C et T les poids 1,2 et —1 respectivement.
Comme les a;; sont uniques, J est I’'unique polyndme homogene et se spécialisant en P. Or J a les
mémes propriétés, donc J = J, et J ne dépend donc que de P, et donc en particulier que du nceud
de départ.

Pour ce qui est de (v), remarquons simplement que la seule branche de A ne comportant aucun
R est la branche la plus a droite de A. Les tresses le long de cette branche s’obtiennent a partir de
leur mere en déliant au maximum le scindement de Conway : si (b, n) est I’étiquette d’un nceud
de la branche droite de A et (b1, n;) 1’étiquette de son fils droit, alors par construction de A, la
clotiire de b est équivalente a celle de blcrl.z pour un certain i. Or en supprimant un facteur 0'12 d’une
tresse, on ne change pas le nombre de composants de sa cloture, donc les nceuds correspondant a
la racine et a la feuille droite ont le méme nombre de composants.
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Enfin pour (vi), on revient a la formule 5.1, en notant que I’exposant maximal de T dans J est de
la forme c(f) — 1 pour f une certaine feuille f de A. Or le nombre maximal de composants d’un
entrelacs associé a une feuille est borné par le nombre de brins d’une tresse ayant cet entrelacs
pour cloture. Partant d’une tresse a ng brins, notre construction d’arbre de calcul invariant ne fait
pas apparaitre de tresse a plus de ng brins, d’ou (vi). O

Corollaire 5.7. Soit (b,n) une tresse positive et A un arbre de calcul invariant dont tous les
sommets sont étiquetés par des tresse positives. Si A a un sommet étiqueté par une tresse dont la
cloture a n composants, alors l'indice de tresse de (b, n) est n.

Démonstration. Soit (bg, n) le sommet de A dont I’entrelacs associé a n brins. Soit Jy le polynéome
associé a ce sommet de A. D’apres la propriété (v) du théoréme 5.6, on sait que Jy a au moins
un mondme dont 1’exposant de T est égal a n — 1. Soit J le polyndme associé a (b, n), alors en
utilisant I’arbre de calcul A, on déduit J = P Jy+ P;, ou P et P, sont des polyndmes a coefficients
positifs. Par conséquent, J a au moins un terme ayant un degré en 7 au moins égal a n— 1. D’apres
le propriété (vi) de 5.6, on en déduit que I’indice de tresse de (b, n) est au moins n. D’un autre
coté (b, n) est une tresse a n brins, donc I’indice de tresse de sa cloture est au plus n. De ces deux
inégalités, on déduit que I’indice de tresse de (b, n) est n. O

On peut enfin démontrer le résultat de Franks et Williams énoncé comme théoreme 2.10.

Démonstration du théoreme 2.10. D’apres le corollaire 5.7 il suffit de montrer qu’il existe un arbre
de calcul A, dont la racine est étiquetée par (b, £) et qui contient un sommet étiqueté (A2, £), puisque
la cloture de la tresse At2 est un entrelacs (dit de Hopf) a t composants.

Nous allons montrer le résultat par récurrence sur la longueur du facteur a tel que b = aA?. Si a
est de longueur nulle, le résultat est trivial.

Sinon on a a = a’o; pour un certain i < t. Dans le groupe B,, I’élément A? admet plusieurs
écritures comme mot positif en o, ...,0,—1. En particulier il est égal a (0;...0-107...0i-1)".
On note ce mot D,(i) et on a alors, dans le monoide des tresses positives, I'égalité aA? = a’o;A? =
a'oiD(i) = a’(rl.zD;(i), ou Dj(i) est défini par D,(i) = o;D;(i). En appliquant un scindement de
Conway a ce dernier mot, I'un des fils du sommet (b, f) est étiqueté par la tresse a’o;D;(i) =
a'D,(i) = @’ A>. Comme la longueur de a’ est inférieure 2 celle de a, par hypothése de récurrence,
on peut compléter la branche de 1’arbre sous le sommet étiqueté par a’A,z de sorte qu’un des som-
mets soit étiqueté par (A2, r). Comme le sommet étiqueté par aA,2 est le pere du sommet étiqueté par
a'Atz, on peut compléter sa branche de sorte qu’elle contienne un sommet étiqueté par (Af, 1. O

6. LES w-SIGNATURES DES NEUDS DE LLORENZ

Le but de cette section est de montrer que la largeur de la bande d’apparition d’un nceud de
Lorenz, définie en 2.15, est toujours finie. Dans le théoreme 2.8, on a associé, a toute orbite y de
pas ¢ du flot de Lorenz, des entiers ny,...,n,_1,my,...,m;_1, que nous appellerons coordonnées
de y. La longueur du mot de Lorenz minimal correspondant a y est une fonction affine de ses
coordonnées. Pour borner les valeurs possibles de la longueur d’un mot de Lorenz minimal associé
a une orbite périodique isotope a un nceud donné K, nous allons borner les coordonnées des orbites
isotopes a K.

Soit w un nombre complexe de module 1. La w-signature est un invariant de nceud d’origine
géométrique, généralisant la signature. Si la w-signature d’une orbite périodique était une fonction
affine de ses coordonnées, la donnée de la w-signature d’un nceud K restreindrait I’ensemble des
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valeurs possibles des coordonnées d’orbites périodiques isotopes a K a un hyperplan de I’espace
des coordonnées. La donnée de 2¢ — 2 w-signatures linéairement indépendantes restreindrait alors
I’ensemble des valeurs possibles des coordonnées a un point. En fait la w-signature d’une orbite
périodique n’est pas une fonction affine de ses coordonnées, mais on peut borner le défaut d’af-
finité. Si on fixe un nceud K, la donnée de sa w-signature détermine une bande, c’est-a-dire un
hyperplan épaissi, dans I’espace des coordonnées, de sorte que toute orbite périodique isotope a
K a ses coordonnées dans cette bande. Nous allons voir qu’il est possible de trouver suffisamment
de valeurs pour w, de sorte que I’intersection des bandes associées a ces w-signatures détermine
un parallépipede borné dans I’espace des coordonnées.

6.1. La w-signature. La w-signature d’un noeud est définie dans ’article [7]. Rappelons tout
d’abord ce que sont la signature et la w-signature.

Soit K un nceud orienté plongé dans R, on appelle surface de Seifert une surface orientée Sk
plongée dans R? dont le bord (orienté) est K. Le premier groupe d’homologie H;(Sk,Z) est muni
d’une forme bilinéaire B, appelée forme de Seifert de la maniere suivante : soit x et y deux lacets
orientés tracés sur Sk, on définit y, comme le lacet orienté dans R obtenu en poussant un peu
y le long de la normale positive a Sk, de sorte que x et y. sont deux lacets disjoints, B(x,y) est
alors défini comme le nombre d’entrelacements entre x et y, (si on n’a pas poussé y, trop loin
de y, ce nombre ne dépend pas de y,). La forme bilinéaire B obtenue n’est pas symmétrique,
mais il suffit de tensoriser par R et de poser B(x,y) = B(x,y) + B(y, x) pour obtenir une forme
bilinéaire symmétrique réelle. On démontre que la signature de cette forme quadratique, c’est-a-
dire le nombre de signes + moins le nombre de signes — dans une base orthonormale, ne dépend
pas de la surface Sk choisie. De méme, pour w un nombre complexe de module 1, on obtient une
forme hermitienne en tensorisant B par C et en posant B, (x,y) = (1-w)B(x, y)+(1-@)B(y, x). Tout
comme une forme quadratique réelle est diagonalisable, une forme hermitienne est diagonalisable
avec une diagonale réelle. La signature de la forme hermitienne est aussi définie comme le nombre
de coeflicients positifs moins le nombre de coefficients négatifs, il s’agit d’un invariant de la forme
hermitienne. Ici, la signature de la forme hermitienne B est encore indépendante du choix de la
surface Sk.

Définition 6.1. On appelle signature d’un nceud K la signature de la forme quadratique B associée,
on la note sign(K). Pour w un nombre complexe de module 1, on appelle w-signature d’un nceud K
la signature de la forme hermitienne B, associée, on la note sign,(K).

On remarque que la —1-signature coincide avec la signature.

Soit b une tresse a n brins, c’est-a-dire un élément du groupe de tresse B,,. Si la permutation
associée a b est un n-cycle, la cloture b de b est un noeud. L article [7] donne des formules précises
pour le calcul des w-signatures de la cloture d’une tresse. Dans la partie 5 de cet article sont
calculées certaines w-signatures. On extrait deux inégalités mettant en jeu la w-signature dans le
lemme suivant. On note x =, y pour |x — y| < p.

Lemme 6.2. Soit n > 2 et p > 1 deux entiers et soit 0 € [0, 1[NQ. Soit Iy € [1,n] tel que

(Ig—1)/n <6 < lg/n. Soit a, la fonction (p,0) — 2n— 2lg—1))0+ 2ly(lg — 1)/n) X p. On a alors
SigNexp(2ind) ((0' | One1)P ) ~,-1 an(p, 6).
D’autre part pour deux tresses by, by a au plus n brins et 6 € [0, 1[NQ on a

Signexp(2i7r9)(bl “b2) ~op Signexp(%ﬂ@)(l;l) + Signexp(Ziﬂe)(l;Z)~
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Aignexpire) (01 ... o4)P)
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FiG. 6.1. La w-signature de la cloture de la tresse (o . .. 04)? est dans la bande grise
qui est un voisinnage de largeur 8 autour de la fonction as(p, -).

Remarque 6.3. La fonction a, est linéaire par rapport a la premiere variable p et affine par mor-
ceaux par rapport a la seconde variable 6, chacun de ces morceaux étant de largeur 1/n (voir la
figure 6.1). Ceci implique que, pour n,n’ > 2,n # n’ et pour tous p, p’ > 0, les fonctions a,(p, -)
et ay(p’,-) sont linéairement indépendantes sur 1’espace des fonctions de [0, 1[NQ dans R, et
les vecteurs de R? dont les coordonnées sont leurs évaluations en 1/n et 1/n’ le sont également.
Plus généralement, pour tous p», ..., pr > 0, les fonctions ax(pa, ), . . . ar(px, -) sont linéairement
indépendantes, et les vecteurs de R¥~! dont les coordonnées sont leurs évaluations en 1/2, ..., 1/k
le sont également.

En combinant le lemme 6.2 et la formule (2.1) de Birman-Williams rappelée dans le théoréme 2.8,
on obtient le lemme suivant qui relie directement la w-signature d’un nceud de Lorenz aux expo-
sants n;, m; de la formule (2.1).

Lemme 6.4. Soity une orbite périodique du flot de Lorenz de coordonnées ny, . .. ,n._y, my, ..., m—_
et soit 6 € [0, 1[NQ. Alors on a
=2
SigNexp(2in)(Y) =312481-13 Z aiv1(n; + m;, 0) + al(n—y + my—y +1,0).
i=1
Démonstration. D’apres la premiere partie du lemme 6.2 on a

sighexpine) A7) =1 ailt,0),
sighexping)((0102 ... .0)"™) = aiv1(ng, 0),
SigNexping)((0r—1 . o)™ ) =i i1 (M, 6).
En sommant ces approximations, on obtient

-1 -1 =2
Sighepiney(K) = ai(t,0) + > @it (10,0) + )" ais1(mi, 0) = ) ager(n;+mi, 0) + a(n, +my +1,0),
i=1 i=1 i=1
ol le terme d’approximation est la somme du terme d’approximation provenant de la premiere
partie du lemme 6.2
1

e
t—1)+Zl+Zt—l—t—1+2( 2) 21,

i=1 i=t—1
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et du terme provenant du défaut d’additivité de la w-signature provenant de la seconde partie du
lemme 6.2

t 3
H(r+1
2t+Z2i+2t+ZZi+2t:6t+2-2( ( . ) —3) =27 + 81— 12.
i=3 i=t
Par conséquent I’approximation est a un terme 31> + 8¢ — 13 prés. O

6.2. Largeur de la bande d’apparition d’un neeud. La w-signature d’un nceud en étant un in-
variant, le lemme 6.4 implique des contraintes fortes sur les valeurs possibles des entiers ny, ...,
ny_1,my,...,m;_1 pour que le noeud de Lorenz correspondant soit un nceud donné. Or le lemme
suivant indique que la longueur d’un mot de Lorenz minimal donnant une tresse donnée est aussi
une fonction affine de ny + my, ..., n_q1 + m;_1.

Lemme 6.5. Soit f; la fonction (ny+my, ... n_1+m_1) & ny+---+n_1+my+---+my_1 +2t. Alors
la longueur du mot de Lorenz minimal associé aux entiers ny,...,n_1,mi,...,M;_1 est égale a
filng +my, o onq +my).

Démonstration. La longueur du mot de Lorenz minimal est le nombre de brins de la tresse de per-
mutation de Lorenz minimale associée aux entiers ny, ..., n,_1,my,...,m,_1. La figure 2.2 montre
alors le décompte : parmi les p premiers brins, il y en a n; + - - - + 1,1 qui restent dans la partie
gauche de la tresse, et t qui passent dans la partie droite, parmi les n — p brins de droite, il y en a
my + -+ + m_1 qui restent a droite, et ¢ qui passent a gauche. O

Nous sommes en mesure d’énoncer le théoréme principal. L'idée de la démonstration est de
choisir suffisamment de valeurs pour w, afin de confiner les valeurs possibles des exposants de
Birman-Williams dans un domaine borné, sur lequel la fonction affine f; est également bornée.

Théoréme 6.6. Soit K un neeud de Lorenz et P(K) le polytope de R'~" défini par
(6.1)

1 -2 .
P(K) = {(x1,.. -,xt-1)IV9 € {5, ey %},Zam(xi,@) +ar(xi-1 + 1) 2302480213 Si8Nexping)(K) ¢ .
i=1

Alors P(K) est un parallépipede borné, et les coordonnées n;, m; de toute orbite périodique y du
flot de Lorenz isotope a K sont telles que le t— 1-uplet (ny +my, . ..,n,_ +m,_1) est dans lintérieur
de P(K).

Démonstration. Soit a;, la fonction de N~1 dans R définie par

-2
aro(ny +my, ... n +my_) = Z aiv1(ni + mj, arg w) + a;(n;—y + my—1 + t,arg w).
P

Alors le lemme 6.4 implique, pour les coordonnées n;, m; de toute orbite v,

signg(K) ~3p0,8:13 Aro(my +my, ..., ne1 + m_q).
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Par conséquent, pour chaque w, le t — 1-uplet (n; + my,...,n,—1 + m;_1) appartient au domaine
P(K, w) déterminé par

P(K,w) = {(xl, .. .,x,_1)|signw(K) - (3t2 +8t—-13) < aro(m +my,...,n_1 +my_y)

< signy(K) + (3% + 81 — 13)}.

Choisissons ¢ — 1 valeurs de w deux a deux distinctes et telles que les fonctions affines a;,,
en les variables ny + my,...,n—1 + m,_; sont linéairement indépendantes, par exemple w; =
expin/2),..., w1 = exp(2in/t). Posons

P'(K) = P(K,w1) N ---N P(K, w;-1).

Alors les coordonnées ny + my,...,n,—1 + m,_; appartenant a chacun des P(K, w), elles appar-
tiennent a leur intersection P’/(K). Or P’(K) coincide avec P(K). Donc les coordonnées n;, m;
de toute orbite périodique y du flot de Lorenz isotope a K sont telles que le ¢ — 1-uplet (n; +
mi,...,n_1 +m_1) est dans 'intérieur de P(K).

1l s’agit d’un parallépipede dans N'~!, borné car, d’aprés la remarque 6.3, les normales aux
hyperplans le bornant sont linéairement indépendantes. O

Corollaire 6.7. Soit d la fonction associant a un neeud K de Lorenz

max — min .
peP(K)fz(p) peP(K)fz(p)

Alors la largeur de la bande d’apparition de tout nceud de Lorenz K est bornée par d(K). De plus,
d ne dépend que du pas de K.

Démonstration. D’apres le théoréme 6.6, la largeur de la bande d’apparition de K est bornée par
la différence maxpep(k) fi(p) — min,ecpk) fi(p). Pour tout w, la fonction a, est affine, donc les
parallépipedes P(K) et P(K’), définis par 1’équation (6.1), correspondant a deux nceuds K et K’ de
méme pas, sont images 1’un de 1’autre par translation. Donc la différence d(K) ne dépend pas du
nceud, mais seulement de son pas ¢, notons-la d(r). Il s’agit alors d’un majorant de la largeur de la
bande d’apparition d’un nceud de pas ¢. O

Remarque 6.8. La fonction d surestime largement la largeur de la bande d’apparition : d’une part
le crochet de Meyer, qui correspond au défaut d’additivité de la w-signature, vaut rarement 2n.
D’autre part on peut probablement choisir des valeurs de w pour lesquelles I’ écart entre la signature
d’un noeud torique (o .f;,,_l )? et la fonction linéaire donnée dans le lemme 6.2 est plus faible.
Par exemple, concernant les tresses a 3 brins, la largeur d(3), donnée par le corollaire 6.7, est de
42, alors qu’en fait la largeur de la bande d’apparition d’un nceud de pas 3 n’excede pas 3, comme
nous le verrons dans la prochaine partie.

7. LES w-SIGNATURES DES N(EUDS DE PAS 3

Dans cette partie on considere les tresses de pas égal a 3. On présente une forme normale,
exhibée par M. El-Rifai dans sa these (voir [5]). On calcule ensuite la w-signaturea partir de cette
forme. Cela ne permet pas tout a fait de montrer que cette forme est normale, c’est-a-dire que
deux formes normales différentes correspondent bien a des noeuds différents. Pour cela le calcul
explicite du polynome d’ Alexander (fait dans [5]) est requis. Cependant le calcul de la i-signature
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a partir de cette forme normale permet d’affiner les résultats de la partie précédente et montre que
la largeur d’apparition d’un nceud de pas 3 est d’au plus 3.

7.1. Une forme normale pour les neeuds de pas 3. D’apres Iarticle de Birman-Williams, les
nceuds de pas 3 sont du type (0'10'20'1)20"1”(0'10'2)"20';“(0'20'1)’"2. Les contraintes sur ny, 1, m;
et my pour avoir affaire a un nceud et non a un entrelacs sont de nature arithmétique : il faut et
il suffit que la permutation associée soit un cycle, soit n; = m; mod 2, et, si n; = m; = 0 mod
2, alors np # mp mod 3, et si n;y = m; = 1 mod 2, alors ny + my # 1 mod 3. On remarque
ensuite que (o102)? et (0p071)? sont éléments du centre de B3, donc on peut ramener les fac-
teurs (0100 1020102)" et les (0p01020102071)" en téte de la tresse, donc, quitte & augmenter
I’exposant (pair) de oj0207, on suppose désormais np,mp < 2. Si np = 1, quitte a réarranger
01..01(0102)03...0% en 01...01010207...02, on peut supposer n, = 0. La méme chose marche
avec m, = 1, ou il faut cette fois-ci décaler le (oj0207)*" dans ’écriture de la tresse, ce qui ne
pose pas de probleme puisqu’il s’agit d’un élément du centre de B3, et considérer une permutation
circulaire du mot de tresse, ce qui ne pose pas plus de probleme, puisqu’on s’intéresse au noeud
correspondant a la cloture de la tresse et non a la tresse elle-méme. Si ny = 2, les contraintes
arithmétiques sur n, et my entrainent my = 0 ou 1. On remarque alors que dans le monoide des
tresses positives on a o' (01020 102)0," = (7'1"+m 1*2,0r1, donc on s’est ramené au cas ol il
n’y a qu'un o en dehors de la puissance du centre. En résumant tout cela, on aboutit au résultat
suivant :

Lemme 7.1. Les tresses a 3 brins décrivant des noeuds de Lorenz de pas 3 peuvent étre mises sous
2r+2 2p+1 _2g+1 N . e ) ny
la forme (o10201)” 0" 0, ", ot p, q, r sont des entiers positifs ou nuls, avec r = | F | +| F

erp+qg=5+%3+ (nz -3 [%J) + (mz -3 [%J) — 1, ot ny,ny, my et my sont les exposants qui

apparaissent dans la formule de Birman-Williams. Réciproquement pour chaque tresse de cette
forme il existe un noeud de Lorenz correspondant.

Remarque 7.2. Si ni ny, ni my n’est congru a 2 mod 3, alors p = 0 ou g = 0. Donc comme les

mots de Lorenz ayant 3 syllabes xy sont en bijection avec les quadruplets (ny, ny, my, my), la moitié

des noeuds de Lorenz qui apparaissent correspondent a des valeurs ol ni np, ni m, n’est congru a

)2r+2 P,
1

2 mod 3, donc les mots de tresses correspondants sont en fait du type (010207 9.

Le lemme suivant a été prouvé par M. El-Rifai dans sa thése. La démonstration repose sur la
calcul du polyndéme d’Alexander a partir de la forme que I’on est en train de considérer. Celui-
ci s’effectue facilement a partir de la représentation de Burau de la tresse, et permet alors de
distinguer deux nceuds dont la forme normale est différente.

Lemme 7.3. Si (p,q,r) # (p’,q’, 1), avec p < g et p’ < ¢’, alors les noeuds de Lorenz correspon-
2p+1 2g+1 2 2p'+1 24'+1
1 7 7

A 4 . ’
dants, clotures des tresses (010201 ) 2o S et (01020 )% * oy’ ", sont différents.

7.2. Calcul de la signature standard des neeuds de pas 3. On se sert de la partie 4 de I’ article [7]

2p+1  2q+1
)2r+20.11!J O.Q

et on travaille a partir de la forme normale (o007 5 des tresses correspondant a

des noeuds de pas 3 pour aboutir au lemme suivant.

Lemme 7.4. La signature d’un neeud de Lorenz de pas 3 correspondant aux entiers ny, ny, my, nmy
est —2([23&] + [%1) —(ny +my) =2, sauf siny =my = 0ou 1.
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Démonstration. D’abord on s’occupe du facteur (o020 +2. Chaque (o100 ajoute —8 a
la signature, et comme Meyer(g,id) = O pour tout g, il n’y a pas de terme correctif. Si r est
pair il reste un facteur (o-j0071)? qui ajoute encore —4 & la signature, mais il faut alors calculer

Meyer(g, —id), ou g correspond a une tresse de type 01...01073...02. On a B_; (a-fp”o-;q”) =

1 2g + 1
(—(Zp +1) 1-Qg+DR2p+1)
une rotation d’angle n/3. Si p = 1, = Oou p = 0,9 = 1, il s’agit d’un élément elliptique
conjugué a une rotation d’angle 2x/3. Dans tous les autres cas il s’agit toujours d’un élément

hyperbolique, d’ott Meyer(g, —id) = 0. La signature de 0'%’7 *1est —2p, et celle de 0'5”” est —2g.

1 0} {1 2g+1
Or Meyer((_(zp +1) 1),(0 1
pas de vecteur propre commun.
En somment tout cela on obtient, pour (p, g) # (0, 0), (0, 1),(1,0),

). Si p = g = 0, il s’agit d’un élément elliptique conjugué a

)) = 0 car il s’agit de deux éléments paraboliques n’ayant

sign((0'10'20'1)2”20'?[)“0';‘]“) =—4r-2p-2q-4

e I AR S & NS RO

S YN R

Ces résultats correspondent exactement aux valeurs numériques, ’honneur est sauf. Dans les
cas (p,q) = (0,0),(0,1) ou (1,0), correspondant au cas n; = m; = O ou 1, il y a un terme -2
additionnel, correspondant au crochet de Meyer elliptique non nul.

O

7.3. La i-signature des nceuds de pas 3. Le calcul de la i-signature dans le cas r = 3 permet
d’atteindre la borne optimale pour la largeur de la bande d’apparition d’un noeud de pas 3.

Soit b une tresse positive a 3 brins de longueur /. D’apres le théoreme 4.3 de [7], la i-signature
de la cloture b de b differe de 1/2 d’un terme au plus 1. Par conséquent, toute tresse positive b,
a 3 brins dont la cloture est b a une longueur comprise entre 1/2 — 1 et /2 + 1. Or, toujours
d’apres [7], le terme de différence entre les longueurs de b et by est égal a la parte fractionnaire
de la différence entre les arguments des déterminants B;(b) et B;(b;). Comme le déterminant de
Bi(oy) et de B;(o») vaut —i, I’argument du déterminant est fonction de période 4 de la longueur du
mot de tresse, donc la longueur modulo 4 du mot b est fixée. Comme elle est également fixée dans
un intervalle de largeur 2 autour de //2, on en déduit que la longueur du mot de tresse déterminant
un noeud de pas 3 est un invariant du noeud.

Théoreme 7.5. La largeur de la bande d’apparition d’un noeud de pas 3 est au plus 3.

Démonstration. On vient de montrer que la longueur d’une tresse positive a 3 brins décrivant un
nceud de pas 3 est un invariant du nceud. Donc la quantité 3 X 2r +2) + 2p + 1) + 2g + 1) est
fixée, donc 3r + p + g est fixé. D’apres les formules du lemme 7.1, cela fixe ny + ny + m; + mp a
un terme 2 pres (correspondant aux arrondis des parties entieres). O

Ce théoréme est optimal comme le montre I’exemple du nceud [12, non alternant, 242] dans les
tables de M. Thistlewaithe, engendré par les mots xxyxyxxyy, Xxyyxyxyy, XXxyxXxxyxy, XXxyxyyxxyy,
XXYYXYXYYY, XYXYYYXYYY, XXXYXXXYXYy et xyxyyyxyyyy, dont les longueurs vont de 9 a 11.
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