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Résumeé

Cette these de doctorat s’intéresse a 1’étude du Continuum Random Cluster Model
(CRCM), qui est un modele gibbsien de boules aléatoires défini & partir du modéle booléen
poissonien stationnaire d’intensité z et de loi des rayons (). La densité non normalisée est
donnée par ¢"e on N, désigne le nombre de composantes connexes dans la structure
germe-grain aléatoire et ot ¢ est un parametre positif de connectivité. Ce modele est une
version continue du Random Cluster Model introduit dans les années 1960 par FORTUIN
et KASTELEYN pour unifier I’étude de modeles tels que le modéle d’Ising et le modele de
Potts. Le CRCM fut introduit dans les années 1980 pour sa relation avec le modéle de
Widom-Rowlinson, permettant de donner une nouvelle preuve de la transition de phase
pour ce modele. Mais beaucoup des propriétés étudiées pour le modele discret ne 'ont
pas été dans le cas continu.

Dans cette these nous avons dans un premier temps étudié 'existence du CRCM en
volume infini pour une large classe de parametres, incluant le cas ¢ < 1 ou les rayons
non bornés. Dans le cas ou la loi des rayons () satisfait la condition d’intégrabilité
/ RIQ(dR) < oo, un premier théoréme montre l'existence du modele pour tous les para-
metres z et ¢ possibles. Dans le cas extréme des rayons non intégrables ([ RYQ(dR) = c0),
I'interaction est beaucoup plus compliquée a controler. Dans ce cas un second théoreme
montre I'existence, pour les parametres g entier et z assez petit, d'un CRCM différent du
modele booléen qui est une solution triviale dans ce cas. Nous avons de plus conjecturé
que pour z grand, cette solution triviale serait I'unique, ce qui fournirait un résultat de
transition de phase inédit. La question reste ouverte, mais une version faible de la conjec-
ture a été démontrée en dimension 1. nous montrons que pour z assez grand le CRCM en
volume fini et a condition de bord vide converge vers le modéle booléen, ce qui n’est pas
le cas pour z petit.

Dans un second temps nous avons étudié la percolation du CRCM. La percolation
s'intéresse aux propriétés de connectivité des structures aléatoires et en particulier a I’exis-
tence d’'une composante connexe infinie. Cette propriété peut étre interprétée comme la
perméabilité ou la conductivité en science des matériaux. La percolation a été étudiée dans
de nombreux modeles de géométrie aléatoire discrete (modéle de percolation de Bernoulli,
modéle d’Ising,...) et continue (modéle booléen, modele Quermass,...) et est d’autant plus
pertinente pour le CRCM puisque l'interaction dépend directement de la connectivité de
la structure aléatoire. Nous montrons dans cette these I’absence de percolation du CRCM
en petite activité et la percolation du modele en grande activité. Ce résultat permet de
généraliser la preuve la transition de phase du modele de Widom-Rowlinson a des rayons
non bornés.






Summary

This thesis is focused on the study of the Continuum Random Cluster Model (CRCM),
defined as a Gibbs modification of the stationary Boolean model in R? with intensity z > 0
and the law of radii ). The formal unormalized density is given by ¢ where ¢ > 0 is a
fixed parameter and N,. the number of connected components in the random germ-grain
structure.

This model is a continuum version of the well-known Random Cluster Model introdu-
ced by FORTUIN and KASTELEYN to unify the study of models such as Ising model or
Potts model. The CRCM was introduced in the 1980 for its relations with the Widom-
Rowlinson model, which led to a new proof of the phase transition for this model. But the
CRCM has not really been studied and highlighted as its discrete analogous.

In this thesis, we first studied the existence of the model in the infinite volume regime
for a large class of parameters including the case ¢ < 1 or distributions () without compact
support. When the radii satisfies the integrability assumption [ RIQ(dR) < oo, a first
theorem proves the existence of a stationary CRCM for all parameters possible.

In the extreme setting of non integrable radii (i.e. [ RYQ(dR) = o), the interaction
is much more complicated to control. If ¢ is an integer larger than 1, we prove for small
activities the existence of a CRCM different from the boolean model which is a trivial
solution in that extreme case. We conjecture that the uniqueness is recovered for z large
enough which would provide a phase transition result. This question remains open, but a
weak version of the conjecture has been proved in dimension 1. We prove that for z large
enough the finite volume CRCM with free boundary condition converge to the boolean
model, which does not occur when 2z is small enough.

Then we studied the percolation of the CRCM. Percolation refers mainly to the exis-
tence of at least one unbounded (or infinite) connected component in the random struc-
ture. This macroscopic property can be interpreted as conductivity or permeability in
material science. Percolation has been studied for many discrete (percolation model, Ising
model,...) and continuous (boolean model, quermass model,...) models in stochastic geome-
try. Percolation is particularly relevant for the CRCM since the interaction of the model
depends on the connectivity of the random structure. We prove in this thesis the ab-
sence of percolation for the CRCM with small activity and the percolation of the model
with large activity. This provides a generalisation of the phase transition result of the
Widom-Rowlinson model with unbounded radii.
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Introduction

Les processus ponctuels sont des objets tres étudiés en probabilité et statistique pour
modéliser et étudier les données spatiales qui apparaissent dans de nombreux domaines
tels que I’écologie, 'astronomie, 1'épidémiologie, la géographie, la sismologie, les télécom-
munications, la science des matériaux, et beaucoup d’autres. Le processus ponctuel le plus
populaire et le plus étudié est le processus ponctuel de Poisson [I 1] ou les points n’inter-
agissent pas et sont distribués de maniere indépendante. Néanmoins cette indépendance
rend "applicabilité de ce modele difficile et des modeles avec interaction ont été introduits.

La théorie des processus ponctuels gibbsiens a été introduite a la fin des années 1960
par DOBRUSHIN, LANFORD et RUELLE pour formaliser mathématiquement un systeme
physique constitué de nombreuses particules en interaction. Un processus de Gibbs est une
famille finie ou dénombrable de variables aléatoires qui admettent des lois conditionnelles
données. Ce type de processus ponctuels, dont 'interaction peut étre attractive, répulsive
ou encore dépendante de caractéristiques géométriques, a pour but principal d’étudier la
transition de phase. Ce phénomene traduit le changement abrupte, discontinue, d’une ca-
ractéristique macroscopique. Considérons par exemple un métal ferromagnétique comme
le fer. Ce métal est constitué d’un grand nombre d’atomes rangés sur un réseau. Chaque
atome a un moment magnétique, un spin, du aux électrons et deux atomes voisins ont
tendance a avoir des spins alignés. A haute température cette tendance est compensée
par I'agitation thermique. Néanmoins si la température est inférieure a un seuil critique
appelé température de Curie, alors les spins s’alignent et donne lieu a un phénomene de
magnétisation spontanée du métal. Ce phénomene se modélise et s’étudie avec le modéle
d’Ising.

L’objet d’étude principal de cette these de doctorat est le Continuum Random Cluster
Model (CRCM). C’est un modele de boules aléatoires défini en volume fini comme une
pénalisation du modéle booléen poissonien stationnaire d’intensité z > 0 et de loi des
rayons () dans une certaine fenétre A bornée. La densité non normalisée s’exprime comme
gV oul N, désigne le nombre de composantes connexes de la structure aléatoire et ot
q > 0 est un parametre. Pour ¢ = 1 nous retrouvons le modele booléen poissonien. De
plus le nombre moyen de composantes connexes du modele croit avec ¢, ce qui donne une
interprétation claire de ce parametre en tant que parametre de connectivité. Pour définir
le modele en volume infini une densité globale n’a pas de sens et nous définissons le modele
a 'aide des lois conditionnelles et des équations DLR.

Ce modele est une version continue du Random Cluster Model. C’est un modele d’arétes
aléatoires introduit a la fin des années 1960 par FORTUIN et KASTELEYN afin d’unifier
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Introduction

I’étude de certains modeles tels que le modeéle de percolation, le modéle d’Ising ou en-
core le modele de Potts. Ce modele a été étudié, notamment par GRIMMETT [29], et
de nombreuses propriétés ont été démontrées, comme par exemple I'existence en volume
infini, la percolation ou encore I'unicité pour presque tout parametre p. Ce modele est en-
core tres étudié a ce jour. Nous pouvons par exemple mentionner la démonstration de la
valeur du seuil critique de percolation pour le graphe carré Z? démontrée en 2011 dans [2].

Le CRCM a été introduit pour la premiere fois dans les années 1980 par KLEIN [30].
En mécanique statistique son intérét premier fut la FK-représentation qui le relit au mo-
dele de Widom-Rowlinson et plus généralement aux modéles de Potts continus. Cette
représentation a permis de démontrer ou redémontrer des résultats de transition de phase
pour ces modeles, voir [7, 21]. Le CRCM est aussi étudié en géométrie stochastique ou
il permet de représenter des phénomenes physiques, chimiques ou biologiques comme le
célebre exemple d’expansion de la bruyere. Le choix du parametre de connectivité ¢ per-
met de fiter” le mieux possible les jeux de données. Une estimation du parametre g par
maximum de vraisemblance a été faite dans [141] pour le jeu de données de la bruyere.

Tous les travaux mentionnés précédemment concernent le CRCM en volume fini. Le
CRCM en volume infini n’a pas été mis en valeur et étudié comme l'a été le modele
discret. Néanmoins I’étude des mesures de Gibbs en volume infini, et en particulier du
CRCM, est tres intéressante. En géométrie aléatoire le CRCM en volume infini est un
modele plus réaliste que le modele booléen pour les applications en science des matériaux,
en modélisation des micro-émulsions, etc. Certaines propriétés macroscopiques, telles que
les valeurs moyennes, la perméabilité ou la conductivité, peuvent étre étudiées avec la
théorie de Palm ou la théorie ergodique. En physique statistique les phénomenes de tran-
sition de phase sont observables a partir du modele en volume infini. Il est conjecturé que
I'unicité de CRCM serait enfreinte pour certaines valeurs des parametres z et ¢. Enfin
en statistique spatiale ’existence des modeles en volume infini permet d’étudier certaines
propriétés asymptotiques d’estimateurs, lorsque la fenétre d’observation croit. Ce type
d’étude a déja été faite pour différents modeles dans [9, 16, 17].

Dans le chapitre I nous nous intéressons a la question de l'existence du CRCM en
volume infini. En effet le modele est alors défini a I'aide des équations DLR, nommées apres
DOBRUSHIN, LANFORD et RUELLE, qui définissent les lois conditionnelles du CRCM. La
question est donc de savoir s’il existe une mesure satisfaisant ces équations. C’est une
question qui a été étudiée pour de nombreux modeles gibbsiens, comme par exemple pour
le modéle Quermass dans [12]. Tl est connu, méme si ce n’est pas écrit dans la littérature,
que le CRCM existe dans le cas particulier ol ¢ est un entier et ou les rayons sont
constants. Ce résultat est un conséquence de la FK-représentation qui lie le CRCM au
modele de Widom-Rowlinson. Notre travail a été de fournir un résultat d’existence le plus
général possible et indépendant du modeéle de Widom-Rowlinson. Le résultat principal de
ce premier chapitre est le suivant.
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Introduction

~N

-

Dans le cas ¢ < 1 nous avons 'existence d'un CRCM stationnaire pour tout z > 0
dés que les rayons sont bornés.

Dans le cas ¢ > 1 si les rayons, potentiellement non bornés, du modeéle booléen
sous-jacent satisfont la condition d’intégrabilité f RIQ(dR) < oo, alors pour tout
kz > 0 nous avons 'existence d’'un CRCM stationnaire. J

Le cas ¢ < 1 est techniquement beaucoup plus compliqué, et la question de 'existence
pour les rayons non bornés reste une question ouverte. En plus d’étre tres général, la
preuve de ce résultat introduit des techniques qui sont utiles a de nombreuses reprises
dans ce manuscrit.

Dans le chapitre II nous introduisons en détail le modéle de Widom-Rowlinson (WR).
C’est un modele de boules colorées introduit a la fin des années 1960 par WIDOM et Row-
LINSON [51] pour modéliser I'interaction de deux gaz. Dans ce modele la seule interaction
est une interaction hard-core entre les particules de différentes couleurs : deux boules de
différentes couleurs ne peuvent pas s’intersecter. Outre son applicabilité en physique, ce
modele est le premier modele continu pour lequel la transition de phase a été démontrée
par RUELLE [18] avec une méthode de Peierls, puis redémontrée par CHAYES, CHAYES et
KOTECKY [7] en utilisant une technique de percolation basée sur la FK-représentation du
WR avec le CRCM. En effet pour une configuration & N boules, parmi les ¢" colorations
possibles, il y en a seulement ¢™ec qui sont admissibles, puisque les boules de différentes
couleurs ne peuvent pas s’intersecter. Ainsi pour obtenir un WR, il suffit de prendre un
CRCM et ensuite de colorier chaque composante connexe.

Dans le début du chapitre nous définissons précisément le WR et nous démontrons le
résultat suivant

Si les rayons, potentiellement non bornés, du modeéle booléen sous-jacent satisfont
la condition d’intégrabilité [ RQ(dR) < oo, alors pour tous les paramétres z et
q nous avons l'existence d'un WR stationnaire.

Nous donnons deux preuves de ce résultat. La premiere se base sur des outils classiques
pour localiser l'interaction du WR et est tres semblable au résultat principal du chapitre
I[. La seconde s’exprime comme un corollaire du résultat d’existence du CRCM dans le
chapitre I, couplé avec la FK-représentation.

Ensuite nous étudierons la percolation du CRCM. La théorie de la percolation s’inté-
resse aux propriétés de connectivité des milieux aléatoires, et particulierement a I’existence
d’une composante infinie dans ce milieu. Considérons I’exemple de la pluie qui tombe sur
le sol. A 'endroit ou une goute tombe se forme une région circulaire mouillée. Quand la
pluie commence a tomber nous observons des petites régions mouillées a I'intérieur d'une
grande région seche. Lorsque la pluie continue de tomber il y a un changement brutal
d’observation. Nous passons de "zones mouillées dans une grande zone seche” a "zones
seches dans une grande zone mouillée”. Ce phénomene est un autre exemple de transition
de phase.
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Introduction

Il a été montré par HALL en 1985 [31], que si les rayons satisfont une bonne condition
d’intégrabilité, alors le modéle booléen poissonien ne percole pas pour de faibles intensités.
La condition d’intégrabilité optimale [ R‘Q(dR) < oc a été démontrée par GOUERE en
2008 [27].

La percolation est d’autant plus intéressante pour le CRCM puisque l'interaction de
ce modele dépend de la connectivité de la structure aléatoire. Le second résultat de ce
chapitre est le suivant.

Sous de bonnes hypotheses garantissant ’existence du CRCM, nous avons ab-
sence de percolation du CRCM en faible activité et percolation du CRCM en
forte activité.

Ce résultat était déja connu dans le cas ou les rayons sont constants. Encore une fois le
travail a été de démontrer un résultat le plus général possible. Un corollaire de ce résultat
est la transition de phase du WR. Ce corollaire est une généralisation non triviale des
résultats de [7] et [21]. Il simplifie grandement la preuve de ces deux articles puisque nous
colorions directement le CRCM en volume infini pour obtenir un WR. Enfin il généralise

ces résultats au cas des rayons non bornés.

La principale restriction des chapitres I et II est une hypothese d’intégrabilité sur les
rayons. Lorsque cette hypothese n’est pas vérifiée nous parlons de cas extréme. Dans ce
cas l'interaction a une tres longue portée et devient compliquée a controler. Notons que
dans ce cas 'existence du CRCM est trivialement démontrée puisque le modéle booléen est
un CRCM qui recouvre tout I'espace avec une composante connexe géante. Mais lorsque
q > 1linteraction du CRCM favorise des configurations ayant de nombreuses composantes
connexes, et une compétition énergie-entropie apparait. La question est donc de savoir s’il
existe ou non un autre CRCM pour lequel tout ’espace n’est pas recouvert. Le premier
résultat de ce chapitre est le suivant.

Pour ¢ entier strictement plus grand que 1, nous avons l'existence en petite
activité d’'un CRCM stationnaire différent du modéle booléen.

Ce comportement est tres inhabituel en mécanique statistique puisqu’il y a en général
unicité en petite activité. De plus nous nous attendons a retrouver 1'unicité pour de
grandes activités. Cette conjecture est beaucoup plus compliquée a démontrer et nous n’y
sommes pas arrivé completement. Cependant nous fournissons une preuve heuristique de
cette conjecture, avant d’en démontrer une version faible en dimension 1. Voici le dernier
résultat.

En dimension 1 et pour des activités assez grandes, le CRCM a volume fini et a
condition de bord vide converge vers le modéle booléen poissonien.

14



Chapitre 1

Existence du Continuum Random
Cluster Model (CRCM)

Résumé du chapitre

Dans ce chapitre nous allons définir le Continuum Random Cluster Model,
dans un premier temps en volume fini avec une densité non normalisée, puis
en volume infini avec les équations DLR définissant les lois conditionnelles.
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

\

-

Dans le cas ¢ < 1 nous avons l'existence d’'un CRCM stationnaire
pour tout z > 0 dés que les rayons sont bornés.

Dans le cas ¢ > 1 si les rayons, potentiellement non bornés, du
modele booléen sous-jacent satisfont la condition d’intégrabilité

/ RYQ(dR) < oo,

alors pour tout z > 0 nous avons 'existence d'un CRCM station-
\naire. J

La preuve de ce résultat est basée sur des outils de domination stochastique,
de percolation et de compacité des ensembles de niveau de I'entropie spé-
cifique. Une fois ce théoreme d’existence démontré, nous ferons une petite
discussion concernant la méthode de disagreement percolation qui permet
de montrer I'unicité des mesures de Gibbs. Nous présenterons la philosophie
de cette technique et discuterons des perspectives. Enfin nous terminerons
le chapitre en discutant de la perspective d’étude de I'estimation des para-
metres du CRCM.
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CHAPITRE I. EXISTENCE DU CONTINUUM RANDOM CLUSTER MODEL
(CRCM)
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I.1 Processus ponctuel et structure germe-grain

I.1.1 Espace d’état

Soit d un entier strictement positif qui représente la dimension de I’espace. Nous posons
S lensemble métrique R? x RT muni de sa tribu borélienne usuelle. Dans la suite € est
I’ensemble des mesures positives w sur S a valeurs entieres et finies sur les ensembles
A x R* pour chaque A C R? borné. Un élément w de € est appelé configuration et peut
étre représenté comme w = Y ., 6(z, r,) POUr une suite finie ou infinie (x;, R;);er de points
de S sans point d’accumulation pour la suite des (z;);e;.

Nous munissons () de la tribu F engendrée par les variables de comptage

{Q—>N

W (W) W borélien borné de S.

Cette tribu est la tribu borélienne associée a une métrique sur €2 que nous n’expliciterons
pas. Nous renvoyons a [10] pour plus de détails.

Pour un sous-ensemble A de R?, la configuration restreinte & A est définie par wa(.) :=
w(-NA x RT) et Fj est la sous-tribu de F engendrée par les variables de comptage

{Q—>N

e b , —+
W (W) W borélien borné de A x R™.

Nous notons (z, R) € w si w({(x, R)}) > 0. Pour une configuration w et un sous-ensemble
A de R? w(A) est le nombre de points (z, R) € w tel que z € A.

Enfin pour un borélien borné A de R?, une fonction f :  — R mesurable est dite
A-locale si pour tout w

flw) = flwa),
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et plus généralement une fonction mesurable est dite locale s’il existe A borné tel que f
soit A-locale.

1.1.2 Processus ponctuel

En probabilité et statistique, un processus ponctuel est un type particulier de proces-
sus stochastique pour lequel une réalisation est un élément w de €2, ou chaque atome de
w représente un point de S. L’étude des processus ponctuels a des applications dans de
nombreux domaines tels que la science des matériaux, les télécommunications ou 1’épidé-
miologie. Formellement un processus ponctuel est une variable aléatoire I' d'un espace de
probabilité abstrait, que nous ne formalisons pas, a valeurs dans (2.

La loi d'un processus ponctuel, que nous notons en général avec la lettre P, est donc
une mesure de probabilité sur €2. Nous travaillons en général avec cette mesure de pro-
babilité plutot qu’avec le processus ponctuel lui-méme. Cette loi est caractérisée par la
loi du nombre de points sur les boréliens bornés, c’est-a-dire par la probabilité des événe-
ments {I'(W) = k} ou k est un entier naturel et W un borélien borné de S. Il existe de
nombreuses autres caractérisations de la loi P d’un processus, telles que la fonctionnelle
de Laplace ou le théoreme de Rényi qui, sous certaines hypotheses qui seront toujours
vérifiées par la suite, caractérise la loi d’un processus a 'aide des "probabilités de vide”.
Nous n’utiliserons pas ces caractérisations et ne formalisons donc pas leurs définitions.
Nous renvoyons a [! 1] pour plus de détails.

Une quantité naturelle associée a un processus ponctuel est le nombre moyen de points
dans un borélien W de S. Nous définissons ainsi une mesure p o-finie sur .S, que nous
nommons mesure intensité et qui s’écrit

Dans notre cas il est souvent plus intéressant de considérer seulement le nombre moyen
de points "spatiaux”, ¢’est-a-dire de considérer W = A x R™.

Nous présentons maintenant les processus ponctuels de Poisson. Les processus ponc-
tuels de Poisson sont les processus ponctuels les plus connus et les plus étudiés. Nous ne
faisons pas de présentation exhaustive des propriétés d’un processus ponctuel de Poisson.
Les lecteurs intéressés peuvent trouver dans [3, 1 1] une étude plus complete.

Définition 1.1.1. Soit X un espace métrique. Soit i une mesure o-finie sur X. Un pro-
cessus ponctuel I' sur X est un processus ponctuel de Poisson de mesure intensité

1, st sa loi que nous notons ™ vérifie, pour tout entier naturel n, pour tous Wy,... W,
boréliens bornés disjoints et pour tous ki, ...k,,
- u )’“
™ (w(W;) = kiyi e {1,...,n} He pW L2 2

i=1

De la définition nous déduisons que les réalisations du processus sur deux boréliens
disjoints sont indépendantes. Nous parlons d’indépendance sur les blocs disjoints.

Sur I'espace produit S = R%xR* nous considérons & partir de maintenant les processus
ponctuels de Poisson de mesure d’intensité u = 2£®Q), ol z est un réel strictement positif,
ot L4 est la mesure de Lebesgue sur R? et ot ) est une mesure de probabilité sur R™.
Nous notons 7€ la loi de ce processus ponctuel. Cet objet peut aussi étre vu comme la
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réalisation d’un processus ponctuel de Poisson sur R? d’intensité z£%, et ou chaque point
x du processus est muni d’'une marque R de loi (), indépendante du point x et des autres
marques. Ainsi pour simuler une réalisation sous 7% dans une fenétre A il faut :

— simuler une variable N qui suit une loi de Poisson de parametre zL£%(A),
— simuler zq, ..., xy 1.i.d. de loi uniforme sur A,
— simuler Ry,..., Ry ii.d. de loi Q.

La prochaine proposition, communément appelée formule de Slivnyak-Mecke, a été in-
troduite pour la premiere fois par CAMPBELL et démontrée par MECKE dans les années
1960. Elle permet de compter la somme moyenne des contributions de chaque point d'une
processus ponctuel de Poisson. Cette formule sera généralisée dans le cas du Continuum
Random Cluster Model avec les équations GNZ, voir Proposition .2.7 et Proposition 1.3.2.

Proposition 1.1.2 (Formule de Slivnyak-Mecke). Pour toute fonction F positive et me-
surable, nous avons

/ S F(X,w = 0x)m 9 dw) = 2 / / FUX, w)m(dX)r 2 (dw),
© Xew QJS
ot X = (x, R) est un point marqué et ot m(dX) = m(dx,dR) = LY (dz) @ Q(dR).

Nous allons maintenant définir des processus ponctuels qui sont absolument continus
par rapport a un processus ponctuel de Poisson W/Z\’Q ol A est un borélien borné de R
Nous notons f, cette densité.

Définition 1.1.3. La densité fy est dite héréditaire si
fa(w) =0= fa(w+dx) =0 pour tout X € S.

Dans ce cas nous pouvons définir une quantité, appelée densité de Papangelou définie par

ha(X ) = %m.#o(m,

et qui représente la densité conditionnelle d’ajouter X dans la configuration w.

La densité de Papangelou, comme la densité, caractérise la loi du processus ponc-
tuel. Elle intervient dans les équations GNZ satisfaites par une mesure de Gibbs, voir
par exemple la Proposition 1.3.2 pour le cas du Continuum Random Cluster Model. Elle
permet aussi de montrer des résultats de domination stochastique. Nous allons mainte-
nant introduire cette notion. Nous munissons () de l'ordre partielle suivant. Pour deux
configurations w et w’, nous notons w < W’ si pour tout borélien W de S nous avons
w(W) < w'(W). Autrement dit w < w’ si w a "moins de points” que w’.

Un événement A € F est dit croissant si

weA=W AV >w.

Enfin si P et P’ sont deux mesures de probabilité sur €2, nous disons que P’ domine
stochastiquement P et nous notons P < P’ si

VA croissant, P(A) < P'(A).
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Théoreme 1.1.4. Si pour tout X € S et tout w € €2,

ha(X,w) < C (respectivement hp(X,w) > C),

alors nous avons f(w)r%(dw) = 779 (respectivement fa(w)ri%(dw) = 779,

Ce théoreme est une version faible du Théoréme 1.1 de [23]. Ce théoreme se généralise
au cas des mesures de probabilités dont les lois conditionnelles sont absolument continues
par rapport a un processus ponctuel de Poisson. Ce résultat nous sera tres utile tout le
long de ce manuscrit.

Enfin pour finir nous introduisons une topologie sur I’ensemble des mesures de pro-
babilité sur Q (respectivement 1’ensemble des processus ponctuels). Cette topologie, la
topologie de la convergence locale est la topologie la plus naturelle pour la conver-
gence des mesures de Gibbs.

Définition 1.1.5. Nous disons qu’une suite de mesures de probabilité P, sur € (respec-
tivement une suite de processus ponctuels I'y,) converge vers P (respectivement I") pour
la topologie de la convergence locale si pour chaque fonction f : Q) — R mesurable locale
bornée,

n—oo

[ tPaw) > [ f)P() (resp. BT 2 BT

Nous allons voir dans la prochaine section un critere de tension tres simple pour cette
topologie : I’entropie spécifique.

I.1.3 Stationnarité, ergodicité et entropie spécifique

Pour x € R%, nous définissons la translation de vecteur z sur I’espace des configurations
par

Q — Q
Tz w= Zé(yiﬂi) —>Z(S(y¢+z,Ri) ’
i€l i€l

et nous notons 7 l’ensemble de toutes les translations. Nous notons aussi Fg, la sous-
tribu de F des événements stables par toutes les translations de 7. Alors une mesure de
probabilité P sur ) est dite stationnaire (ou invariante par translation) si

VreT, Por ' =P

Il est tres facile de voir que le processus ponctuel de Poisson de loi 7% est stationnaire.
Parmi les mesures stationnaires, certaines mesures jouent un role particulier : les mesures
ergodiques.

Définition 1.1.6. Une mesure de probabilité stationnaire P sur §) est dite ergodique si
pour tout événement A stationnaire, nous avons

P(A) € {0,1}.
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Nous pourrons toujours décomposer une mesure de probabilité stationnaire en mé-
lange de mesures ergodiques, ce qui facilitera I’étude. Ceci est détaillé dans la prochaine
proposition.

Proposition 1.1.7 ([20] chapitre 14).

1. Une mesure de probabilité P stationnaire est entierement déterminée par ses valeurs
sur Fiq-

2. Une mesure de probabilité stationnaire est ergodique si et seulement si elle est ex-
trémale dans [’ensemble convexe des mesures de probabilité stationnaires.

3. Deux mesures de probabilité ergodiques différentes P et P’ sont singuliéres, ¢’est-a-
dire qu’il existe A € Fy, tel que P(A) =1 et P'(A) = 0.

Une mesure de probabilité stationnaire se décompose donc en mélange de mesures de
probabilité ergodiques et singulieres. Dans de nombreux cas, et en particulier en mécanique
statistique, il est suffisant (et plus facile) d’étudier les mesures ergodiques.

Nous introduisons maintenant 1’entropie spécifique. Cette fonctionnelle de I’ensemble
des probabilités stationnaires de €2 est fondamentale en mécanique statistique puisque
les mesures de Gibbs stationnaires sont souvent exprimées comme minimum de 1’énergie
libre, ¢’est-a-dire I’énergie moyenne plus ’entropie spécifique. De plus I'entropie spécifique
a des propriétés tres agréables, dont la principale est d’étre un outil de tension (pour la
topologie de la convergence locale) exceptionnellement facile a utiliser, ce qui permet tres
simplement de construire des mesures de Gibbs. La vocation principale de cette partie
est donc de définir 'entropie spécifique et d’énoncer le résultat de tension démontré par
GEORGII [20] dans les années 1980.

Définition 1.1.8. Soient P et P’ deux mesures de probabilité sur Q. Soit A un borélien
de RY. Nous définissons l’entropie relative de P par rapport a P' sur la fenétre A par

Jof n(f)dPy st Py<< Py, f= %
+00 sinon

)

I\(P|P") = {

ou Py désigne la restriction de P sur Fy.

Cette entropie relative differe de I'entropie "classique” ou "physique” uniquement par
un signe.

A partir de maintenant nous allons prendre P’ = 7*%. Nous voulons introduire une
notion d’entropie "globale” et la définition précédente n’est pas envisageable. En effet une
condition d’absolue continuité globale est trop restrictive et n’est en général pas vérifiée
pour les mesures de Gibbs. Nous allons donc définir I'entropie spécifique en faisant grandir
une boite.

Définition 1.1.9. Soit P une mesure de probabilité stationnaire sur €. Soit (A,) une
suite de boréliens de RY croissant vers Re. Alors la suite %L\n (P|7*9) converge vers
sup ﬁd;(A)IA(PhTZ’Q) qui ne dépend pas de la suite (A,,) choisie. Le supremum est pris sur

l’ensemble des A de la forme H?Zl[ai, by[.
Nous pouvons ainsi définir l’entropie spécifique :

: 1 .
1°(P) = T{ﬁ&mfm(mﬁ ).
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Remarque 1.1.10. L’hypothése de stationnarité est tres importante puisqu’elle permet
d’assurer la convergence et d’exprimer la limite comme supremum. Ceci a été démontré
dans le livre de GEORGII [2()].

La prochaine proposition permet tres simplement d’identifier les mesures d’entropie
spécifique nulle comme étant 7%%. Ce résultat nous sera précieux dans le chapitre II1.

Proposition 1.1.11. Soit P une mesure de probabilité stationnaire. Si Z*(P) = 0 alors
P =79,

Démonstration. Comme ’entropie spécifique est nulle nous avons, grace a la caractérisa-

tion en tant que suprémum, que pour chaque cube A, I'entropie relative Z,(P|r*?) est
nulle. Or il est facile de vérifier que

dP .
IA(P’T‘-Z’Q) = / ¢ < zf\Q> dﬂ-A7Q7
o \dmy

ou ¢(z) = 1 — x + xln(z). Cette fonction a un unique minimum 0 lorsque z = 1, ce
qui implique que Py = W/Z\’Q. Ceci étant vrai pour chaque cube A, nous obtenons donc
P = %9, O

Théoreme 1.1.12. Relativement a la topologie de la convergence locale induite sur l’en-
semble des mesures de probabilité stationnaires de €, nous avons

1. I% est affine, c’est-a-dire que pour tout a € [0,1] et pour toutes mesures de proba-
bilité stationnaires Py et Py nous avons

IZ(Oépl + (]_ — O./)PQ) = O./IZ(Pl) + (1 — Oé)IZ(PQ)

2. T7 est semi-continue inférieurement.

3. {P stationnaire, Z(P) < C} est séquentiellement compact, pour tout C réel positif.

La preuve de ce théoreme se trouve dans [20]. Le point 3 du Théoreme 1.1.12 est un
point crucial qui sera utilisé de nombreuses fois dans ce manuscrit. C’est un critere de
tension qui va étre particulierement simple a utiliser. En effet ’entropie spécifique d’une
mesure de Gibbs admet tres souvent une borne simple en majorant par la probabilité (ou
son logarithme) d’obtenir la configuration vide. Toutefois la liberté de choix du parametre
z dans le Théoreme 1.1.12 va conduire au corollaire suivant qui affaiblit I'hypothese du
point 3.

Corollaire 1.1.13. Pour une mesure de probabilité stationnaire P sur ), nous notons

i(P) = /w([(), 1 P(dw).

Alors les ensembles { P stationnaire, Z(P) < C' + Di(P)} sont séquentiellement compact
pour tous C' et D positifs, relativement a la topologie de la convergence locale.
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Démonstration. Soit P tel que T*(P) < C+Di(P). Nous allons trouver 2’ tel que Z% (P) <
C'. Ainsi le Théoreme 1.1.12 permettra de conclure. Nous avons

P o\ Ll z w(A) o
79 (dw) = e LW (Z—) 779 (dw).

Maintenant calculons Z% (P) :
dPy dPy.  dmi®
/ln —,22 dPAn = / In ZZ_? X /"Q dPA,L
Q dry” Q dry”  dmy’

dP, w(hn)
/ 1n< S5 x (5)7 et —zw«An)) Py, (i)
Q dﬂ'A’n 4

= (< = ' (A) +1n (5) / W(A) Py (dw) + Tn, (P|7>9).

T, (P|7*9)

Q
Donc P
T/(P) = T*(P) + (' = 2) +In (5 ) i(P).
z
Maintenant en choisissant z’ tel que In (5) = —C nous obtenons
*(P) < ('
pour un C’ qui dépend de C, D, z et 2. H

I.1.4 Structure germe-grain et composantes connexes

Dans la prochaine partie nous allons définir le Continuum Random Cluster Model.
L’interaction de ce modele est géométrique et dépend de la configuration w seulement via
la structure germe-grain de 'union des boules

L = U B(x,R
(W) (z,R)Ew (:E’ )7

ou B(x, R) désigne la boule euclidienne fermée de centre z et de rayon R.
Les composantes connexes de L(w) sont définies a I'aide du graphe de connexion
G(w) = (V(w),E(w)) dont les sommets sont

V(w) ={(z,R) € w}
et les arétes sont
E(w) ={{(z,R),(y,R)} C V(w), tels que B(x, R) N B(y, R) # (0}.

Une composante connexe de L(w) est alors définie comme 'union des boules fermées

B(z, R) ou (z, R) est dans une composante connexe de G(w). Cette définition differe de

la définition topologique usuelle de composante connexe, comme nous pouvons le voir par

exemple pour la configuration w = d(o,0) + > O((n,0,...,0),n—1/n)- La raison pour laquelle nous
n>1

considérons cette notion de connectivité est que l'interaction d’une configuration infinie
dépendra des sous-configurations finies, pour lesquelles les deux notions de composante
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connexe sont équivalentes. Donc a partir de maintenant quand nous parlerons de compo-
santes connexes et de nombre de composantes connexes, ce sera toujours par rapport a
cette regle de connectivité.

Pour une configuration w nous notons N..(w) le nombre, potentiellement infini, de
composantes connexes dans L(w). Pour les configurations finies ou le nombre de compo-
santes connexes est fini, cette quantité sera utilisée pour définir le Continuum Random
Cluster Model sur une fenétre bornée. Malheureusement pour les configurations infinies le
nombre de composantes connexes peut étre (et sera 7*9-presque stirement) infini. Nous al-
lons donc introduire une quantité finie qui compte "localement” le nombre de composantes
connexes.

Définition I1.1.14. Pour chaque configuration w € Q et chaque A C R? borné, la limite

NYw) = lim [N.(wa) — Neo(w

ce(w) = Jim [ Neo(wa) (wara)]

prise pour nimporte quelle suite (A,), existe et est finie. Nous appellons cette quantité
nombre A-local de composantes connexes.

Preuve de la convergence. Pour un w donné nous nous intéressons a la quantité

Cn = Ncc(wAn) - Ncc(wAn\A)a

ot (A,) est une suite de boréliens croissant vers R?. Nous allons montrer que la suite
(cn) converge et que sa limite ne dépend pas des A,,. Comme la suite (¢,) a des valeurs
entieres, elle va converger si et seulement si elle est constante a partir d’un certain rang.
Pour un sous ensemble A C R? une composante connexe de L(wy<) est appelée A-
composante de w si elle est connectée a L(wy).
Pour chaque n > 1 et chaque X = (z, R) € wa: nous introduisons la quantité

Dn(X> - Ncc<wAn + 5X) - NCC<WA"\A + 6X> - [Ncc(wAn> - NCC(WAH\A)L

qui donne la variation du nombre de composantes connexes quand la boule B(z, R) est
ajoutée. Nous remarquons que D, (X) peut ne pas étre nul seulement lorsque 1'une des
deux situations suivantes est réalisée.

1. La boule B(z, R) est connectée a au moins deux A-composantes de wa,,. Ce cas fait
diminuer le nombre de A-composantes.

2. La boule B(z,R) intersecte une boule B de L(w,), sans intersecter aucune A-
composante de wa, connectée & B (ce cas se produit en particulier quand wy,
n’a aucune A-composante). Ce phénomene correspond a la création, ou I'apparition,
d’une A-composante de L(w).

Ces deux cas sont illustrés en Figure 1.1. Si nous montrons qu’il existe N > 1, pouvant
dépendre de w, tel qu’aucune des deux situations précédentes ne se produit pour tout
X € wag,, alors cela assurera que (c,) est constante a partir du rang V.

Le second cas ne peut se produit qu'un nombre fini de fois. En effet une fois qu'une
telle boule est présente, elle "protege” I'apparition d’une nouvelle dans la méme direction.

Enfin pour le premier cas, comme le nombre de A-composantes de w est fini, il existe
N tel que le nombre de A-composantes de L(wy, ) ne varie plus dés que n > N. Autrement
dit les A-composantes de L(w) sont identifiables dans A . O
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FIGURE I.1 — Le cas 1 illustré a gauche, le cas 2 illustré a droite

Remarque 1.1.15. Pour chaque w, il existe un A borné tel que N2 (w) = NA(wa). Cet
ensemble A n'est bien sur pas unique (il suffit d’en prendre un plus grand) mais il est
important de remarquer que la détermination dun A dépend de toute la configuration.
1l faut voir entierement "l'image” pour pouvoir décider a quelle endroit nous n’avons pas
besoin de regarder. La fonction NA n’est donc pas locale et dépend fortement de ce qui
se passe "a linfini”, méme dans le cas des rayons bornés. Cette forte dépendance sera
l’obstacle principale pour montrer 'existence du CRCM en volume infini.

La compréhension de N2 est prépondérante pour I’étude qui va étre faite dans ce ma-
nuscrit. La prochaine proposition est une propriété d’additivité qui aura pour conséquence
la consistance des noyaux gibbsiens, qui seront définis dans la prochaine section.

Proposition 1.1.16. Soient A C A deuz boréliens bornés de Re. Alors pour toute confi-
guration w nous avons

Ni(w) = NA(w) + N& (wae). (I.1.1)
Démonstration. Nous avons
Nee(wr) = Nee(wrma) = Nee(wr) — Nee(wrya) + Nee(wra) — Nee(wra),
et donc en passant a la limite nous obtenons le résultat. O

Le point important dans la proposition précédente est que la différence N3 — N2 ne
dépend que de la configuration extérieure a A. Cette proposition permettra de montrer la
consistance des noyaux Gibbsiens.

La prochaine proposition donne des bornes de NA.

Proposition 1.1.17. Pour chaque configuration w € 2, nous avons

NA(w) < Noow) < w(A). (1.1.2)
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De plus pour chaque Ry > 0, si chaque point (x, R) € wy vérifie R < Ry, alors il existe
une constante réelle K (qui dépend de Ry) telle que

NA(w) > K—w((AeBB(O,R0+2)) \A). (L.1.3)
Démonstration. Pour chaque A nous avons

Ncc(wA> < Ncc(w/\> + NCC(WA\A)a

ainsi la différence Ne.(wa) — Nee(waya) est majorée par Nec(wy). Il en est donc de méme
pour sa limite et nous obtenons les inégalités (I.1.2).

Pour démontrer la minoration (I.1.3), nous commengons par remarquer que le pire cas
se produit lorsque L(w,) a une seule composante connexe qui intersecte un tres grand
nombre de composantes connexes de L(wye). Nous allons controler ce "tres grand nombre”
de composantes connexes.

Nous considérons w satisfaisant les hypotheses de la proposition, et nous prenons
(x, R) € WaeB(0,Ro+2) tel que B(z, R) intersecte L(wy). Comme chaque boule de L(wy)
a un rayon au plus Ry, nous avons

£l <B(m, R)N (A ® B(0, Ry + 2))) > g,

ol vy est le volume de la boule unité de dimension d. Donc le nombre de composantes

connexes de L(wiagB(0,Ry+2))<) qui sont connectées a L(w, ) est majoré par o = LYADB(0.Ro+2))

En comptant maintenant les boules de wagp(0,Rry+2))\A NOUS obtenons "
N W) >1—a —w((A@ B(0, Ry +2)) \A)

et I'inégalité (1.1.3) est obtenue en prenant K =1 — a. O
Remarque 1.1.18.

1. L’hypothése de majoration des rayons pour la minoration de NX n’est pas trés res-
trictive. En effet il est par exemple possible de choisir Ry tel que cette condition soit
vraie avec grande probabilité relativement a 9.

2. Comme le montre la preuve de la Proposition 1.1.17, les bornes obtenues (et en parti-
culier la minoration) sont trés grossiéres. Pourtant nous avons été dans l'incapacité
de trouver en toute généralité de meilleurs bornes. Le cas des rayons potentiellement
tres petit est en particulier problématique.

Pour finir cette section nous allons introduire la quantité k((z, R),w) définie comme
étant le nombre de composantes connexes de L(w) intersectant la boule B(x, R). Quand
x € A, nous avons

1 —k((z, R),w) = NAMw + dpr) — NA(w). (1.1.4)

Cette quantité sera tres utile par la suite puisqu’elle intervient dans les équations GNZ.
Pour le moment 1'équation (I.1.4) nous permet d’écrire

n

Nclz(w) = Z [1 —k <((L’,, Ri),w/\c + ié(wj’Rj)>] 5 (115)

i=1

olt la configuration wy = > | 0z, ;) & été ordonnée de maniére arbitraire.

25
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1.2 Processus de Gibbs a volume fini

Nous allons dans cette section introduire le Continuum Random Cluster Model sur une
fenétre bornée. Ce modele gibbsien est une version continue du Random Cluster Model. Ce
modele de connectivité sur un graphe a été introduit a la fin des années 1960 par FORTUIN
et KASTELEYN pour unifier les modeles de percolation tels que le modéle d’Ising ou le
modele de Potts. Nous allons présenter ce modele discret pour le graphe G = (V) E)
ot V. = Z4 N [—n,n]? est 'ensemble des sommets du graphe et olt deux sommets sont
connectés s’ils sont a distance euclidienne 1. Maintenant le Random Cluster Model est un
processus stochastique produisant une configuration E qui est un sous-ensemble aléatoire
de E. Nous gardons certaines arétes et effacons les autres. La probabilité non normalisée
de cette configuration E s'écrit

9Nee(V,E) #E(l )#E—#Q

p -Pp

ol N(V, E) est le nombre de composantes connexes du graphe (V, F) et ot # désigne
le cardinal de I'ensemble considéré. L’intérét de ce modele provient de la représentation

F1GURE 1.2 — Fortuin-Kasteleyn représentation du modele d’Ising.

géométrique qu’il donne au modeéle d’Ising. En effet maintenant si nous affectons a chaque
composante connexe de (V, E) un spin + ou — tiré de maniere uniforme et indépendante
sur toutes les composantes connexes, alors la loi des spins suit un modéle d’Ising. Cette
représentation est appelée communément la Fortuin-Kasteleyn représentation et permet
par exemple d’exprimer la corrélation entre deux sites dans le modele d’Ising en terme
de connectivité dans le Random Cluster Model. Nous invitons les lecteurs a voir [29] pour
plus de détails sur le Random Cluster Model.

1.2.1 Définition du CRCM sur une fenétre bornée

Nous allons dans cette section définir le CRCM sur une fenétre bornée A C RY, avec
une condition extérieure wpe. Nous voulons définir le modele & ’aide d’une densité non
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normalisée, par rapport au processus ponctuel de Poisson W/Z\’Q, de la forme

qNé\c(Wf\JFWAC) .

Mais pour que le modele soit bien défini nous devons nous assurer que la constante de
normalisation appelée fonction de partition

Zi% ) = [ @m0

soit non dégénérée. Pour cela nous introduisons la condition suivante sur ¢ et @ :

q=1
(Condition) ou

g <1 et @ aun support compact

Lemme 1.2.1. Sous la condition (Condition) nous avons, pour tout z > 0 et toute
configuration extérieure wye,

0 < Z79%(wye) < 0.

Démonstration. Par la Proposition 1.1.17, nous avons N2 (w) < w(A) et donc dans le cas
q > 1 nous obtenons

Z79wpe) < / W) = exp (g — DLW)).

Dans le cas ¢ < 1 comme les rayons sont majorés par Ry, la méme Proposition 1.1.17
permet d’obtenir

B K—w ((A@B(O,R +2))\A>
ZA’Q’q(wAc) <q ’ .

,Q,q<

Dans les deux cas nous obtenons donc que la quantité Zy™?(wac) est finie. Elle est de

plus trivialement strictement positive puisque
Z3%(wae) > 79 ({w(A) = 0}) = exp(—L(A)).
m

Nous pouvons donc définir le CRCM sur une fenétre A et de condition extérieure wye.

Définition 1.2.2. Pour z > 0 et q, Q satisfaisant la condition (Condition), Nous défi-
nissons le CRCM sur la fenétre bornée A, de parameétres z, Q), q et de condition extérieure
Wae par

—2,Q,q / Né\C(W;\—’_wAC) z,Q /
Ex M dw) |wae) = mm’ (duwy).
A (&
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Remarque 1.2.3 (Comparaison avec la définition du modele discret). Pour les personnes
familiéres avec le Random Cluster Model discret, la quantité N2 peut ne pas sembler trés
naturelle. En effet pour le modéle discret le nombre A-locale de composantes connexes
s’écrit en général "nombre de composantes connexes qui ont un site dans A”. Le probléme
d’une telle définition dans le cas continue est que cette quantité ne satisfait pas la Propo-
sition 1.1.16 et donc nous aurions un probleme de consistance des noyaux gibbsiens pour
le modéle en volume infini. Enfin dans le cas discret les deux définitions donnent le méme

modeéle, puisque leur différence ne dépend que de la configuration a l’extérieur de A.

Un cas particulierement intéressant est le cas de la condition extérieure vide. Dans ce
cas la mesure s’écrit
Nee(wh)

—2,Q,q / q 2,Q /
NN (dwy [0) = 200, A (duwy)-
ZA7Q7q(®)

Cette derniere a été introduite dans les années 1980 par Klein [36] et étudiée plus en détails
par Given et Stell [26]. Cette mesure a aussi été utilisée dans [7] et [21] pour démontrer
(ou redémontrer) la transition de phase du modele de Widom-Rowlinson et du modéle
de Potts continu. Certains articles, voir par exemple [30, 13], s'intéressent a la simulation
de processus de Gibbs a interaction géométrique (comme le CRCM) par des algorithmes
naissance et mort. Enfin dans [11] les auteurs proposent une estimation par maximum de
vraisemblance du parametre q.

Il est important de remarquer que toutes ces études ont été le plus souvent faites dans
le cas de la condition de bord vide, pour des rayons constants et pour ¢ entier. L'un
des gros travaux de cette these a été de fournir des résultats avec le moins de conditions
possibles sur z, @ et q.

Nous allons finir cette section par un résultat de consistance des noyaux Gibbsiens
Z%94( Jwpe). Ce résultat est une conséquence directe de la Proposition I.1.16.

Proposition I.2.4 (Consistance noyaux Gibbsiens). Soient A C A deux boréliens bornés
de R%. Soit wae une configuration. Alors pour toute fonction f mesurable bornée nous
avons

/ £y + wac) 50 (duty Jwne)
Q

— /Q /Qf(wx + W T wAc)Ef\’Qq(de]w’A\A + wae) 23 (dwy Jwae).

1.2.2 Simulations

Nous allons dans cette section présenter plusieurs simulations du CRCM a bord vide.
Ces simulations sont obtenues a ’aide d’un algorithme de naissance et de mort développé
dans [13]. Les trois premieres figures 1.3, 1.4 et 1.5 permettent d’observer I'influence du
parametre de connectivité ¢, pour différents types de rayons (). Nous remarquons expéri-
mentalement que lorsque ¢ > 1, le modele favorise les configurations avec moins de boules,
et celles-ci ont des rayons plus petits (sauf dans le cas des rayons constants). Au contraire
lorsque ¢ < 1 le modele favorise plus de boules et celles-ci ont des plus grands rayons. Le
comportement des rayons est particulierement visible sur la figure 1.5, ou la loi @) est une
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1.2. PROCESSUS DE GIBBS A VOLUME FINI

FIGURE 1.3 — Simulation sur une fenétre A = [0,15]?, z = 2 et rayons constants de 0,3.
De gauche a droite nous avons ¢ = 0.5, ¢ =1 et ¢ = 2.

FIGURE 1.4 — Simulation sur une fenétre A = [0,15]?, 2z = 2 et Q une loi uniforme
U([0.1,0.5]). De gauche a droite nous avons ¢ = 0.5, ¢ =1 et ¢ = 2.

exponentielle. Enfin nous observons sur les figures 1.6 et 1.7 'influence de la loi des rayons
@ sur la connectivité. Intuitivement plus les rayons sont "libres”, plus nous pourrons voir
I'influence du parametre g. Pour observer cela nous avons choisi deux lois () qui ont le
méme moment d’ordre 2.

1.2.3 Propriétés

Nous faisons dans cette section un état des lieux des propriétés de EXQ’q(.\wAc). Nous

commencons par une proposition qui donne la croissance en ¢ du nombre moyen de com-
posantes connexes. Elle permet donc d’avoir une interprétation claire de l'influence du
parametre ¢q. C’est un parametre qui influence la connectivité et nous le nommerons donc
parameétre de connectivité.

Proposition 1.2.5. La fonction q — [ NA(w) + wae) 239 (dw) |wae) est croissante.
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FIGURE 1.5 — Simulation sur une fenétre A = [0, 15]%, 2 = 3 et @ une loi exponentielle de
parametre 4. De gauche a droite nous avons ¢ = 0.5, ¢ =1 et ¢ = 3.

FIGURE 1.6 — Simulation sur une fenétre A = [0,15]%, z = 0.5 et ¢ = 2. A gauche nous
avons des rayons constants 1/4/2 et a droite des rayons de loi exponentielle de parametre
2.

Démonstration. La fonction f(q) = [ NA(w) + wpe)E29 (dwy |wye ) est dérivable et nous
avons

2
J AT [ N + wne) VAT — ([ N+ wne)g AT

q X Z/Z\’Q’q(wAc) X Z/Z\’Q’q(w/\c)

f()

?
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FIGURE 1.7 — Simulation sur une fenétre A = [0,15]%, 2 = 0.5 et ¢ = 0.5. A gauche nous
avons des rayons constants 1/4/2 et a droite des rayons de loi exponentielle de parametre
2.

ot les intégrales sont par rapport & la mesure 77%(dw'). Donc

1
f'(¢) = -E[X* - XY,

q
ot X et Y sont des variables aléatoires indépendantes de loi N2 (w) + wye) par rapport a
=Z%94( wpe). Donc

! 1 2 1 2
f'(q) = 5E[X - XY]= Q—qE[(X —Y)]=0.

La fonction f est donc croissante, ce qui prouve le résultat. O

La prochaine proposition est une propriété de domination stochastique. Cette notion
a été introduite dans la section 1.1.2.

Proposition 1.2.6. Pour le CRCM la densité de Papangelou est

ql—/c(($,R),uJ)7

ot la fonction k est définie a la fin de la section 1.1./.

Nous avons donc Ey(Jwpe) < 7879 siq > 1 et 7979 < 2299 (wae) si g < 1.
Démonstration. Comme la fonction k(X,w) est positive, nous avons que la densité de
Papangelou de la mesure Ef\’Q’q(.|wAc) est majorée dans le cas ¢ > 1, minorée dans le cas

q < 1, par q. Le Théoreme 1.1.4 donne directement le résultat. O
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Un probleme des mesures de Gibbs est la fonction de partition Z/Z\’Qq(w/\c). En effet
cette constante n’est en générale pas calculable explicitement, rendant les calculs tres
compliqués. Une maniere de contourner ce probleme est 'utilisation des équations GNZ.
Ces équations ont été introduite par GEORGII et NGUYEN-ZESSIN et généralisent la for-
mule de Slyvniack-Mecke, Proposition 1.1.2. [’avantage de ces équations est I’absence de
la fonction de partition Z3%%(wy.).

Proposition 1.2.7 (Equations GNZ). Pour chaque fonction F : S x Q — R mesurable
bornée, nous avons

/ Z F X wA—H,L)Ac —§X) ZQq(dwj\]wAc)

Xew)y
:z//F(X,wf\jLwAc)qlk(X’wf\J“"Ac)m(dX)Ef\’Q’q(dwﬁx\wAc),
aJa

ot X = (z, R) est un point de S, m(dX) = m(dx,dR) = L%(dz) ® Q(dR) et ot k(X,w) a
déja été défini comme étant le nombre de composantes connezes de L(w) qui intersectent
la boule B(X) = B(xz, R).

Démonstration. Cette preuve est en tout point semblable a la preuve de la formule de
Slyvniack-Mecke pour le processus ponctuel de Poisson. Pour alléger un peu les notations
nous omettons la dépendance en wye dans la fonction F, c’est-a-dire que nous notons
F(X,w)) ala place de F(X,w) + wye).

/ ZF X CL)A (5)() ’Qq(dewAc)
Xew)
NZ(w))

q z,Q /
F(X, Wy — 0y ) ———7 (dw
/Q Z A X)ZJZ\’Q’Q( A (dwy)

Xew)y wAC)

m(dXy)...m(dX,).

il )

ZZ,Q,Q (COAC>

_Z_ZadA)z /ZF<X“Z5X

neN* (AXR+)" i=1..n j#i

En intervertissant la derniere somme et l'intégrale, nous obtenons une intégrale qui ne
dépend pas de i, et donc

/ D (X, wy — 0x)Z79 (dw lwae)

Xew)

n Né\C ) ; 5X7;+"JAC
_ —Z,Cd(A / F Xl 5X q i m(Xm)m(an)
Z (n — 1)! ( Z J Zf;’Q’q( )

neEN* (AXRJr)n j#£1 WAe
é\c(wl\—i-éx—i-w,\c) Q
s /
—z/ / XwA xeF, 0 (dwy )m(dX)
Z (UJAC)
AxRt
== [ PO ()23 e )
AxR+
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]

Nous allons finir cette section par les propriétés du Random Cluster Model discret
qui ne sont pas démontrées pour le modele continu. Ces différences proviennent du Théo-
reme 1.1 de GEORGII-KUNETH [23] qui est beaucoup plus compliqué d’utilisation que son
homologue discret, le théoreme de Holley. Dans le cas discret il est montré que dans le
cas ¢ > 1 le Random Cluster Model satisfait la propriété dite FKG de corrélation posi-
tive. Cette propriété n’est pas démontrée pour le modele continu, ce qui a été source de
probleme pour I’étude de la percolation du modele en volume infini. Enfin dans le cas
discret il y a certaines dominations stochastiques entre deux Random Cluster Model avec
conditions extérieures différentes et/ou avec des parametres différents. Il y a par exemple
une inégalité de domination stochastique "sandwich” du type

fi ired
uree < m < Iuwu“e 7

qui encadre un Random Cluster Model discret entre celui a bord vide et celui a bord
connecté. Encore une fois ce type de résultat n’est pas démontré pour le modele continu.

1.3 Processus de Gibbs a volume infini

1.3.1 Définition du CRCM en volume infini

Nous introduisons dans cette section le CRCM en volume infini. [’étude des mesures de
Gibbs en volume infini est un sujet complexe qui a été étudié pour de nombreux modeles.
D’un point de vue physique, les phénomenes de transition de phases peuvent étre observés
sur les modeles en volume infini, comme c¢a a été fait pour le modele de Widom-Rowlinson
et le modéle de Potts continu [7, 21]. Il est conjecturé que 1'unicité du CRCM sera enfreinte
pour certains parametres. En géométrie stochastique le CRCM en volume infini est un
modele plus réaliste que le modéle booléen poissonien pour des applications en sciences des
matériaux ou en modélisation de micro-émulsions. Certaines propriétés macroscopiques
(valeurs moyennes, conductivité, perméabilité) s’étudient a I’aide du modele en volume
infini. Enfin en statistique spatiale ’existence du modele en volume infini permet d’étudier
certaines propriétés asymptotiques d’estimateurs, comme cela a été fait pour certains
modeles de Gibbs dans [11]. Pour toutes ces raisons il est important de définir et d’étudier
le CRCM en volume infini.

Définition 1.3.1. Une mesure de probabilité P sur 2 est un Continuum Random Cluster
Model de paramétres z, Q et ¢ (CRCM(z,Q,q)) s’il vérifie pour chaque A C R? borné

— 0 < Z79%wpe) < oo P-presque sirement.
— DLR(A) : P(dw)|we) = Z39(dw'y |we) P-presque sirement.
Les équations DLR, nommées apres DOBRUSHIN, LANFORD et RUELLE, définissent

les lois conditionnelles d’une mesure de Gibbs en volume infini, et peuvent s’écrire sous
forme intégrale : Pour chaque fonction f mesurable bornée et pour chaque A borné,

| 5@P) = [ [ 1+ wn) =z @ one) Pl
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Avec cette définition la premiere question concerne l'existence : existe-il une mesure de
probabilité P satisfaisant les conditions de la Définition 1.3.1 7 Cette question a été étudiée
dans un article [15] que j’ai écrit avec D. DEREUDRE et que nous allons présenter dans
la section [.3.3. L’interaction du CRCM dépend de la connectivité de la structure germe-
grain. Pour montrer 1’existence, nous avons besoin d’un résultat de percolation concernant
le nombre de composantes connexes infinies qui sera traité dans la section 1.3.2. Enfin nous
regarderons la question de I'unicité du modele et parlerons de perspectives d’études.

Nous allons finir cette section en donnant une caractérisation du CRCM via les équa-
tions GNZ. L’avantage de ces équations, comme pour le CRCM a volume fini, est de ne
pas dépendre de la fonction de partition Zi’Q’q(wAc). Cette caractérisation sera tres utile
dans le chapitre II pour montrer par exemple la FK-représentation du CRCM avec le
modele de Widom-Rowlinson.

Proposition 1.3.2. Une mesure de probabilité P est un CRCM(z,Q),q) si et seulement
si, pour toute fonction F' : S x 2 — R mesurable bornée positive, nous avons

/QZFXW—CSX (dw) —z// (X, 0)g"= X (dX) P(dw).

Xew

Démonstration. Cette preuve est largement inspirée de [15], qui énonce le résultat pour un
cadre plus général. Supposons dans un premier temps que P est un CRCM(z, @, q). Soit
F une fonction positive mesurable. Par convergence monotone nous pouvons supposer que
pour un A fixé, nous avons F(X,w) = 0 dés que X ¢ A x R™. Alors en utilisant 1’équation
DLR(A) nous avons

/ZFXW—(SX (dw) // ZFXwA+wAc x)Z59 (dw'y |wpe ) P(dw),
0 0

Xew Xewy
or grace a la Proposition [.2.7 la mesure = ’Qq(dwj\]wAc) satisfait les équations GNZ et
donc
/ Y F(X,w — 6x)P(dw)
Q

Xew

= [ [ POt g R IS o Pl)
X
_ /Q . /Q /S FX, w0, + wpe ) g @A) T2 (gt Lo ) P(d)

:z//F(X,w)ql_k(X’W)P(dw),
QJS

ou la derniere égalité est obtenue de nouveau grace a ’équation DLR(A).

Supposons maintenant que P soit une mesure de probabilité sur ) satisfaisant les équa-
tions GNZ. Soit A € R? borné. Nous allons montrer que P satisfait 1’équation DLR(A).
Soit f une fonction mesurable bornée. Nous pouvons sans perdre en généralité supposer
que f est positive. Alors nous avons

[ #P) = 3 [ tuwnt@)P(0),

neN
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Pour n > 1 nous obtenons grace aux équations GNZ

[ Lot @P@) = [ 32 S ton-af @)P()

Xew

1 — w
= z// —Ta)=n1f (W + 0x) g F XD m(dX) P(dw).
QJAxR+ T
Donc en itérant et en utilisant (I.1.5) nous obtenons que le terme précédent est égal a
Z?’l
= / / Loz (@e + 0, + -+ G, ) g A0 (X, ) o (d X)) P (o),
n AxXR*
qui se réécrit
M / Zi’Qq(wAc) /f Wi 4 wpe)EYDY(dw) |wae ) P(dw).
Q

Il est facile de vérifier que cette égalité est encore vraie pour n = 0. Nous avons donc
finalement

/Q fdP = £ /Q 259900,V Lo /Q F@ + wne) T30 (), [wone) P(dw)  (13.1)
= 0 [ 200 n ) Pll) = Okine) [ Fh+an ZRO (i) Pl
et le prochain lemme va permettre de conclure.
Lemme 1.3.3. ¢£"M) 2299, ) P(w(A) = O|wae) = 1 P-presque siirement.

Démonstration. En utilisant I'équation (1.3.1) pour f = 1o, ou C est un événement de
Fae, nous obtenons

P(C) = '™ / 259 (wpe) Lugaymo P(d),
c
ce qui prouve le lemme. O
En utilisant le lemme nous obtenons

| 1P = [ [l +on) 50 s P,

le résultat est donc démontré. n
Remarque 1.3.4. La preuve écrite ci-dessus est celle qui est proposée dans [/5]. Une

preuwve alternative, reposant sur la caractérisation du processus ponctuel de Poisson par
la formule de Slivnyak-Mecke, est disponible dans [17].
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1.3.2 Unicité de la composante connexe infinie

Nous montrons dans cette section un résultat d’unicité de la composante connexe infi-
nie. Ce résultat est énoncé en toute généralité pour des mesures de probabilité satisfaisant
la propriété de modification locale. Cette propriété de modification locale est satisfaite
par de nombreux modeles de Gibbs, comme par exemple le modéle QQermass ou le modéle
Hard-sphere, pour lesquels une propriété alternative est la propriété FKG. Ce résultat et
sa preuve sont tres largement inspirés de [0, 12].

Définition 1.3.5 (Propriété de modification locale). Une mesure de probabilité P sur Q
satisfait la propriété de modification locale si, pour tout sous-ensemble borné A de RY,
pour tout A € Fy satisfaisant 77%(A) > 0 et pour tout B € Fae satisfaisant P(B) > 0
nous avons

P(ANB) > 0.
Proposition 1.3.6. Tous les CRCM satisfont la propriété de modification locale.

Démonstration. Soit P un CRCM(z, @, q) et considérons A, A et B comme dans la défi-
nition de la modification locale. Grace aux équations DLR nous avons

P(AN B) :/ Lo (wac)

R (W) gNE At 5@ ) ) P(dw),

qui est strictement positif car les fonctions intégrées sont strictement positives et intégrées
sur des ensembles de mesures non nulles. ]

Nous notons, pour k € NU {oo}, {N° = k} (respectivement {N® > k}) I'événe-
ment des configurations contenant k (respectivement strictement plus de k) composantes
connexes infinies.

Théoreme 1.3.7 (Unicité de la composante connexe infinie). Soit P une mesure de proba-
bilité stationnaire sur Q) satisfaisant la propriété de modification locale. Alors nous avons

P(NZ > 1) =0.

Démonstration. Comme une mesure de probabilité stationnaire est un mélange de mesures
de probabilité ergodiques, nous pouvons sans perdre en généralité supposer que P est
ergodique. Nous avons alors pour chaque k € NU {oco}

P(NY =k)=0oul,

et il suffit de montrer que cette valeur est nulle pour &k plus grand que 2.

e k > 2 entier.

Supposons par 'absurde que P(NZ = k) = 1. Nous avons donc P(N® = 1) = 0. Par
le théoreme de convergence monotone nous avons pour N assez grand (fixé a partir de
maintenant)

P(By) > 1/2,
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Ky

U‘\"O

FIGURE 1.8 — Pour intersecter la boite Ky, la composante connexe a besoin de la boule
noire centrée a l'intérieur de K.

ol By est 'événement des configurations telles que toutes les composantes connexes infi-
nies intersectent la boite Ky =]— N, N[?. Nous voulons utiliser la propriété de modification
locale avec cet événement By, mais malheureusement cet événement dépend de toute la
configuration et pas seulement de la restriction a l'extérieur de la boite Ky, voir Figure
[.8.
A partir de maintenant nous allons traiter le cas des rayons bornés et non bornés
séparément.
— (Cas 1 : @ a un support non borné.
Posons Uy(m) = {w € ,¥(z, R) € wgk,, R < m}. Pour m assez grand, fixé a partir
de maintenant, nous avons

Maintenant posons By (m) événement
{w € Q, YU composante connexe infinie de wxe , d(U, Ky) < m}.

Par construction nous avons By N Uy(m) C By(m) et donc

P(By(m)) = 1/4,

et By(m) a été construit pour étre un événement de Fx¢ . Nous avons ainsi défini
un événement pour lequel les composantes connexes infinies de K ne sont "pas trop
loin” de K. Nous définissons a présent

An(m) = {w € Q,3(z, R) € wk,, tel que R > 2vVdN +m},
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I’événement des configurations contenant au moins une boule "assez grande” centrée
dans K. Par construction Ay(m) € Fg,, et

79 (An(m)) =1 — exp ( — 2LYKN)Q[2VdAN + m, —I—oo[) > 0.

La propriété de modification locale nous donne donc

P(Ax(m) 0 Bx(m)) > 0.

O

FIGURE 1.9 — Lorsque Ay (m) et By(m) sont réalisés, il y a une seule composante connexe
infinie.

Mais An(m) N By(m) € {N° = 1}, voir Figure 1.9, donc P(N2°* = 1) > 0, ce qui
est absurde.

— Cas 2 : Il existe Ry tel que Q([0, Ro]) = 1.
Nous allons supposer que Vn > 0, Q([Ry — 1, Ro]) > 0. Cette hypothese est réalisée
si Ry est choisi de maniere "optimale” pour la loi ). Posons By 1’événement

{w € Q,VU composante connexe infinie de wxe , d(U, Ky) < Ro}.

Comme les rayons sont bornés par Ry, By C By et donc P(BN) > 1/2. Maintenant
posons By (€) I'événement

{w € Q,VU composante connexe infinie de wxe , d(U, Ky) < Ry — €}.
Pour € assez petit, fixé a partir de maintenant, nous avons

P(By(€)) > 1/4.
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Maintenant divisons Ky en petits cubes de c6té a < €/ 2v/d. Nous allons dans chaque
petit cube placer une boule de rayon assez grand, de maniere a connecter toutes
les composantes connexes infinies de I'extérieur. Pour cela considérons I’événement
An(€) défini de la maniere suivante :

{w € Q, dans chaque petit cube une boule est centrée avec un rayon R > Ry — €/2}.

Par construction nous avons Ay (€) € Fg,, et ngg(AN(e)) > 0.

Considérons w dans Ay(e) N By(€). Quitte a prendre un e plus petit, les boules de
deux cubes voisins s’intersectent. De plus par construction ce gros amas de boules
connecte toutes les composantes connexes infinies de wrs,, voir Figure 1.10. Nous

FIGURE [.10 — Les composantes infinies extérieures (noires) sont connectées grace a chaque
boule dans chaque petit cube.

avons donc Ay ()N By(e) € {N° = 1} et donc grace a la propriété de modification
locale

P(N2® =1) >0,

ce qui est absurde.

o fk=o00.

Dans ce cas la méthode appliquée précédemment n’est plus valide car il n’est pas
possible que toutes les composantes connexes infinies intersectent une boite. La démons-
tration qui va suivre est tirée de [12] et est une adaptation continue de la technique
introduite par BURTON et KEANE [0]. Cette technique introduit la notion de point triple
(ou trifurcation) qui permet de comparer un volume et une surface.

Pour la suite nous avons besoin d’un lemme combinatoire qui sera tres utile pour le
dénombrement des points triples.
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Lemme 1.3.8. Soient I un ensemble et J un sous ensemble fini de I, tels que

1. Pour chaque 7 € J, nous avons l’existence de (C§1),C}2),C§3)) famille de sous-
ensembles disjoints de I ne contenant pas j et de cardinal au moins K.

2. Pour tous j, 7' € J, en écrivant C; = C’J(l) U CJ(-Q) U C’;S), l'une des deux assertions
sutvantes est réalisée.

(i) {7ruC)n{itucy)=0.
(11) Il existe i et i’ tels que {3’} U C} \C’j(,i,) C CJ(-i) et {j}UC;\ C](-i) - C’](-fl).
Alors #1 > K(#J +2) + #J.

La preuve de ce lemme technique est omise ici, mais est disponible dans [12, page 71].
Comme précédemment nous allons procéder par 1’absurde et supposer que P(N =
o0) = 1. Pour chaque entier N et chaque z = (z1,..., z4) € Z%, nous définissons

K]Z\;:KN—i-Z,

ot Ky = K% =] — N,N[¢ En appliquant le méme type de technique que dans le cas
k entier, il est possible de montrer que pour N assez grand, I’événement suivant a une
probabilité positive (1 disons).

E°(N) = { 1l existe (au moins) une composante connexe infinie C’ de L(w) telle que

C' N (K$)¢ contient au moins trois composantes connexes infinies et telle que C” ait au
moins un boule centrée dans K% }.

O

FIGURE I.11 — Tllustration de ’événement E°(N).
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Nous appelons "branches” les composantes connexes infinies de C'N (K% )¢. Maintenant
prenons K entier, et considérons M assez grand (fixé a partir de maintenant) tel que
I’événement suivant a une probabilité au moins 7 :

E°(N, M) = E°(N)N{ Au moins trois de ces branches contiennent (au moins) K boules
centrées dans K9, \ K }.

Les événements E*(N) et E*(N, M) sont ensuite définis par translation des événements
E°(N) et E°(N, M). Soit L un entier et considérons I’ensemble

Jp={z €2 K3N: C BY, et E**(N, M) est réalisé},

alors pour L assez grand (fixé a partir de maintenant) nous avons
L —a

Pour chaque z € Jp, notons Cgl), C’Z(Q) et 053) I’ensemble des centres de boules appar-
tenant & trois branches contenant au moins K points dans K9, \ K#'? (Ces branches

contiennent au moins K points dans K3 \ K3V* donc aussi dans 1'ensemble plus grand).

Par construction nous avons aussi Cﬁi) N C’z(i/) = (). Maintenant nous associons a chaque
z € Jg le centre d’une boule centrée dans K3"*. Finalement 'ensemble .J; satisfait les
hypotheses du Lemme [.3.8. Nous obtenons donc

Eelo(h] 2 & (gLt +2)),

mais par stationnarité de P l'espérance du nombre de points dans une boite est propor-
tionnelle au volume de cette boite. Donc il existe une constance a > 0 tel que

K
a(2NL)* > ZnLd,

ce qui est absurde pour K assez grand (mais avec une condition qui ne dépend pas de M
ou L). O

1.3.3 Existence du CRCM

Dans cette section nous énoncons et démontrons un résultat d’existence du CRCM
pour une gamme de parametres (z, (), q) aussi grande que possible.

Théoreme 1.3.9.

— Si Q a un support compact, c’est-a-dire s’il existe Ry tel que Q([0, Ro]) = 1, alors
pour tous z > 0 et ¢ > 0 il existe au moins un CRCM(z,Q,q) stationnaire.

— S [RIQ(dR) < oo , alors pour tous z > 0 et ¢ > 1 il existe au moins un
CRCM(z,Q, q) stationnaire.

La preuve de ce théoreme suit une stratégie classique de mécanique statistique qui a
déja été utilisée pour plusieurs modeles de Gibbs [12, 14, 21].

Dans un premier temps nous allons construire un "bon candidat”. Ceci est fait grace au
Corollaire 1.1.13 de tension de I'entropie spécifique. Ce critere nous donne immédiatement
la stationnarité de ce "bon candidat”.
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Ensuite arrive la partie compliquée. Il faut montrer que ce bon candidat satisfait les
équations DLR. Dans le cas du CRCM les rayons non bornés créent une intéraction longue
portée qui est notre principal probleme. Nous allons devoir "localiser” I'interaction, a 1’aide
du Théoreme 1.3.7.

Preuve du Théoréme 1.3.9 : Construction d’un bon condidat P

A partir de maintenant les parametres z, () et ¢ sont fixés quelconque. Ce n’est qu’a
la fin de la preuve que nous aurons besoin de prendre ¢ et () comme dans I’énoncé du

Théoréme 1.3.9. Pour un entier naturel n, nous définissons A,, =] — n,n|? et nous posons
—z 1 w z
= (d) = Z32 (), [0) = g R mi 0 ), (13.2)

ou Z, = Zf\’nQ’q(@) = /4 qNEC(“)Wf\’f(dw) est la fonction de partition. Cette fonction de
partition est non dégénérée puisque 0 < N (w) ) < w) (Ay).
Nous allons maintenant définir une "version” stationnaire de =,,. Pour cela rappelons

que T, est la translation de vecteur z € R?. Posons P, = ® =, o T;n% et
i€Z4

1 o1
P, = CI(A] /An(Pn oT, )dx.

Il est facile de vérifier que P, est stationnaire. Nous allons montrer que la suite (P, ),, admet
un point d’accumulation pour la topologie de la convergence locale qui a été définie dans
la Définition I.1.5.

Lemme 1.3.10. Pour tout n nous avons
T*(P,) < z+ max(In(q),0)i(P,),

ot nous rappelons que i(P) = [, w([0,1]%)P(dw) est le nombre moyen de points par unité
de volume d’une mesure stationnaire P.

Démonstration. Premiérement, comme ’entropie spécifique est affine, voir Théoreme 1.1.12,
nous avons

1 . o,
TP = g [ T (B0 7 e = T (R

Ici il y a un abus puisque la mesure B, nest pas stationnaire, mais seulement invariante
pour les translations de vecteurs dans 2nZ?. Mais il est possible de définir I'entropie
spécifique pour de telles mesures de probabilité. Maintenant nous avons

1

750 = Zoa, e (Eelr )

chc(w)
Ty, (Bn|n*@) = / In ( ) Zn(dw)
0 Z

n

avec

= —1In(Z,) —i—ln(q)/gchc(W)En(dW)‘
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De plus nous avons Z,, > P,(w = 0) = exp(—2L%(A,,)) et
0< / N () () < / W(RYE, (dw) = LYA)i(En) = LUAL)(P).
0 Q

Finalement nous obtenons le résultat voulu. O

L’existence d’un point d’accumulation P est une conséquence du lemme précédent et
du Corollaire 1.1.13. Pour éviter I'introduction d’une sous-suite, nous supposons que P,
converge vers P, pour la topologie de la convergence locale.

Preuve du Théoréme 1.3.9 : P satisfait les équations DLR

Nous allons maintenant montrer que le bon candidat P satisfait les équations DLR.
Nous allons pour cela définir une nouvelle suite, convergeant vers P et vérifiant les équa-
tions DLR. Nous obtiendrons ensuite le résultat par approximation et passage a la limite.

A partir de maintenant nous fixons A C R? borné et nous allons montrer que P satisfait
I’équation DLR(A). Nous posons

1 — _
PT[L\ Zi0A, )/A (EnoT, 1)]1Ag7x(An)d$-

Les mesures P} ne sont pas des mesures de probabilité mais la suite est asymptoti-
quement équivalente a la suite (B,),. De plus chaque P2 satisfait 1’équation DLR(A).

Proposition 1.3.11.
— Pour toute fonction f mesurable locale bornée, nous avons

tim| [ #)RM ) = [ P <o

— Pour toute fonction f mesurable bornée, nous avons
/f(w)PfL\(dw)://f(wj\—|—wAc)Ef\’Q’q(dwj\]wAc)PfL\(dw).
Q QJo

Démonstration. Cette preuve est fortement inspirée d’un résultat similaire dans [12]. Pour
le premier point considérons une fonction f A-locale pour un ensemble A borné. Nous
supposons de plus que la fonction f est bornée par 1. Prenons n assez grand tel que A,
contienne A et A. Alors nous avons

]Lﬂ@ﬂ@@—/ﬂwpdw
(/f )Py 0 7 (dw) — Tacay n)/f —1(d )>dx

Lorsque A C 7, (A ) et A C 7,(A, ) alors les deux intégrales sont égales. Nous avons donc

| [r@iptae) - [ 1)
Ed(An)/A Tavagra

1
< 1 dz.

dx

/f P OT (dw)_]]-ACTI(An)/f 1(dw)
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Comme A UA est borné, nous avons AUA C [—Fk, k]? pour un certain k plus petit que n,
et donc nous pouvons dire que

/ ]lAuAZTZ(An)de <2k xd x (2n)d_1,
An
et donc
| [ rpiaw - [ sepida)] <5
Q Q n

qui tend vers 0.

Pour montrer que P satisfait I’équation DLR(A) il suffit de montrer que pour chaque
x € A, tel que A C 7,(A,), =, o 7, ! satisfait 'équation DLR(A). Or ceci est une consé-
quence de la consistance des noyaux gibbsiens, voir Proposition I.1.16. O

Nous avons donc que chaque P2 satisfait DLR(A) et P2 converge vers P. Nous voulons
donc faire passer cette propriété DLR a la limite. Compte tenu de la structure de la tribu
F, nous pouvons nous restreindre a démontrer 1’équation DLR(A) pour des fonctions f
mesurables locales bornées par 1.

Nous allons avoir besoin qu’il n’y ait pas de boule trop grande dans w,. Pour cela nous
introduisons I’événement

Ur, ={w € Q,¥(x,R) € wy, R < Ry}.

Quand nous serons dans le cas des rayons bornés par Ry, nous prendrons bien-stur Ry = Ry.
Dans le cas des rayons non bornés, R; sera fixé plus tard et dépendra de A, z, @ et q.
A partir de maintenant la fonction f est fixée et nous avons

/ fdpt = / fdP.

Le terme de gauche de I’équation DLR ne pose donc aucun probleme. Mais dans le terme
de droite la fonction

W /f(cuﬁx + wAc)Ef(Q’q(dewAc)

n’est pas une fonction locale puisque la fonction N2 dans le noyau Ef\’Q”(.\oJAc) n’est pas
locale. Nous allons donc devoir "localiser” I'interaction N2.
Pour cela nous avons besoin de 1'unicité de la composante connexe infinie. Le travail

de la section 1.3.2 et la prochaine proposition permettent de répondre a cette question.

Proposition 1.3.12. Sous les hypothéses (Condition), c’est-a-dire ¢ > 1 ou g < 1 et
rayons bornés nous avons

P(N® <1)=1.

Démonstration. Pour montrer le résultat il suffit de montrer que P satisfait la condition de
modification locale. En effet comme P est stationnaire, le résultat se déduira du Théoreme
[.3.7.
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Pour R; > 0, nous définissons Agr, = A N Ug, ou nous rappelons que
Ur, = {w € Q,¥(x,R) € wp, R< Ry}.

Par le théoréme de convergence monotone, pour R; assez grand nous avons 7>%(Ag, ) > 0.
Comme P(Ag, N B) < P(AN B), il est suffisant de montrer la propriété de modification
locale dans le cas spécial A = Ap, .
Par théoreme de convergence de martingale nous avons 1g = AliI%dEP[]l B|Fa] P-
—

presque siirement. De plus la fonction Ep[15|Fa], que nous noterons ¢&, est locale, donc

P(A N B) = lim ]lA(wA)gbg(wA\A)P(dw)

A—Rd 9]
AlRanS00 Jo a(wa)R (wara) Py (dw)
3 : CC(UJA-i—wAc) ZQ ) N
- Alﬂ?@dig&/ / ]lA wA ¢A A\A> ZZ ,Q, q< ) LS (dw )Pn (dw)a

ol les deux dernieres égalités sont obtenues grace a la Proposition [.3.11.
A partir de maintenant nous traitons séparément les cas ¢ > 1 et ¢ < 1.

— Casqg>1.
Grace a la Proposition 1.1.17, nous avons

et donc

_ —w(A®B(0,R1+2)\A)
P(ANB) > lim lim //]IA wh o8 wAC) Wi’Q(dw')Pfl\(dw)

A—Rdn—o00 e(‘l—l)Zﬁd(A)
gE-w(AeBORIDN) \
= lim lim /gbA Wae) P TV (A)P; (dw)

A—Rdn—00

= Lf\() —w(A®B(0,R1+2)\A)
T elg=1)zL4(A) /Q]IB(WACM P(dw),

et donc P(AN B) > 0.

— Cas ¢ < 1.
Grace a la Proposition [.1.17 et & la condition (C'ondition) qui borne les rayons dans
ce cas, nous avons

Zi’Q’q (wAc) < qK—w(A@B(O,Rl +2)\A) 7

et donc

w'(A)
_ q z
P(A N B > lim lim / / ]lA wA ¢A WAC) K w(A®B(0,R1+2)\A) WA’Q(dw/)Pé\(dW)

A—Rdn—00

g~ AeBO, R1+2)\A) A A0
= lim lim /QﬁA Wpe) S P; (dw)/]lA( g Ml (dw)
0

A—RIn—00

(ZAPBORIF2\N) o
:/1B(WAC> (1-K) P(dw)/ La(wh) ¢ My (dw),
Q q Q
et donc P(AN B) > 0.
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]

Remarque 1.3.13. II est important de remarquer que dans la Proposition 1.5.12 nous
n’avons pas besoin d’hypothése d’intégrabilité [ RY‘Q(dR) < oo des rayons dans le cas
qg > 1. Ce résultat pourra donc étre utilisé dans le cas ou les rayons ne seraient plus
intégrables.

Maintenant nous posons A; = [—i,4]¢ et nous définissons pour j > i les événements
— Ay ={w e Q, Y(z,R) € wae, B(z, R) N A; = 0}, voir Figure 112,

O O

C C

FIGURE .12 — L’événement A, ; est réalisé a gauche et ne 'est pas a droite (les boules
blanches n’interviennent pas dans la décision).

N

— W, ; 'événement des configurations w qui ont au plus une composante connexe de
L(wa,\a) intersectant A © B(0, Ry) et Af, voir Figure 1.13.

La prochaine proposition montre que la fonction N2 est locale sur ces événements.

Proposition 1.3.14. Pour tous j > i assez grands (dépendant de le A et Ry) et tous w
dans Ur, N A; j N W, ;, nous avons

Nc/é(w) - Ncﬁ(wAj»

Démonstration. Prenons i et j assez grand pour avoir A @ B(0, R;) € A;. Comme w est
une configuration de W;; N A, ;, chaque boule de L(wAg) ne peut donc pas intersecter

L(wy) et peut au plus intersecter une A-composante (voir la terminologie dans la preuve
de la Définition 1.1.14) de L(wa,). Donc

NCZZ(W) = Ncc(wAj) - Ncc(wAj\A) = Nc/é(wﬂj>'

Maintenant nous devons controler la probabilité des événements W; ; et A, ;.
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-
=

A+ B, Ry)

oo
o

N
—

C?% @/\9
o

b

FIGURE 1.13 — L’événement W, ; est réalisé a gauche et ne l'est pas & droite (les boules
blanches n’interviennent pas dans la décision).

Proposition 1.3.15. Sous les hypothéses (Condition) nous avons

1—00J —+00

=00 =00 iENj>i

Démonstration. Nous remarquons premierement que lim lim P(W; ;) = P (U N Wi,j)a

ou |J W, est I'événement des configurations w telles que L(wpe) a au plus une com-
iENj>i

posante connexe infinie intersectant A @& B(0, R;). Si nous supposons par l'absurde que

cet événement n’est pas total, alors comme P satisfait la propriété de modification locale,

nous pouvons montrer qu’avec probabilité positive, nous avons au minimum deux com-

posantes connexes infinies. Ceci est bien stur en contradiction directe avec la Proposition

1.3.12. Donc

1—00J —>00
[l

Les événements A; ; ne sont pas locaux. Nous devons donc obtenir un controle plus
fort. Ceci est ’'objet de la prochaine proposition.

Proposition 1.3.16. Sous les hypothéses du Théoréeme 1.5.9, c’est-a-dire rayons bornés
ougq>1et [,. RMQ(dR) < +o0, alors pour tout i > 1

lim maX(P(Af’j), sup qu(Afg)) = 0.

j—00
Démonstration. Le cas des rayons bornés par Ry (avec Ry = Ry) est tres simple puisque

P(AS;) =0 et PY(AS;) = 0 dés que j > i+ Ry. Dans le cas ¢ > 1 et rayons satisfaisant la
condition d’intégrabilité [ RYQ(dR) < oo, nous utilisons de la domination stochastique.
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En utilisant la Proposition 1.2.6 nous avons pour chaque événement croissant A I'in-
égalité

Py (A) < 7129(4).

Nous ne pouvons pas parler ici de domination stochastique puisque P2 n’est pas une
mesure de probabilité. Comme I'événement Af ; est croissant nous avons

PMAS) < w9 9(AS ). (1.3.4)

n

Malheureusement I'événement Af; n’est pas local. Nous allons donc introduire la modifi-
cation locale
Aijr={w € Q, V(z,R) € wacna,, Bz, R) N A; = 0}

et nous avons

P(A7;) = lim P(A ):hénhmPA( ¢ )SliinlimPA(A;j)SWQZ’Q(Al?,j). (1.3.5)

0,9,k " n 1,7,k n

Lemme 1.3.17. Le nombre moyen de boules dans le modele booléen poissonien intersec-
tant un borélien borné A est z [(LY (A @ B(0, R))Q(dR).

En utilisant ce lemme nous avons en particulier que comme fR . RIQ(dR) < +o0, le

nombre de boules intersectant A est fini presque surement. Nous en déduisons ainsi que
Jli_)r?oﬂzq’Q(Afyj) = 0 et le résultat se déduit des équations (1.3.4) et (1.3.5).
Preuve du Lemme. Une preuve plus forte, donnant la loi du nombre de boules intersectant
A, est disponible dans [3, page 72| en utilisant un "thinning”. Nous allons ici utiliser la for-
mule de Slivnyak-Mecke, Proposition 1.1.2. Nous considérons donc la fonction F((z, R),w)
égale a 1 si la boule B(z, R) intersecte A et 0 sinon. Nous avons donc en utilisant la Pro-
position [.1.2 que le nombre moyen de boules du modele booléen poissonien intersectant
A s’exprime comme

,z/Q/IR+ /RdF((x, R),w)LYdz)Q(dR)m*? (dw) = z/]R+ LYA @ B(0,R))Q(dR).

Le résultat est donc démontré. O
O]

Remarque 1.3.18. C’est seulement pour cette proposition finale que nous avons eu besoin
de Uhypothése d’intégrabilité [ R*Q(dR) < +oo sur les rayons. En effet nous avons utilisé
une domination stochastique par un processus ponctuel de Poisson m>%. Mais lorsque les
rayons ne satisfont pas la condition d’intégrabilité, ce processus ponctuel de Poisson n’a
pas les bonnes propriétés que nous avons utilisé dans la précédente preuve. C’est pour cela
que dans le chapitre III nous allons avoir besoin de la FK-représentation.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer 1’équation DLR(A). Posons

Q aJa
Nous allons montrer que ¢ est arbitrairement petit. Pour cela prenons € > 0.
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Lemme 1.3.19. Pour R; assez grand et pour tout wpe nous avons

N2 (wh +wae)
L md)| < e,

| 5+ an =0 hlons) = [ 76k +n) o, ()T
ZARl(w/\C>

Zf\’%lq(w/\c) = Jo v, (Wh)g Nee(whter) 2@ (dy') est la fonction de partition modifiée.

La constante Ry peut étre choisie assez grand pour satisfaire W/Z\’Q(UI%I) <e.

Démonstration. Premierement dans le cas ¢ < 1 et rayons bornés, nous avons égalité en
posant Ry = Ry. A partir de maintenant nous traitons le cas ¢ > 1. Nous avons

779 (Ug,) = exp ( — 2LYN)Q[Ry, oo[> — 1

Rl —00

et donc R; peut étre choisi de maniére & satisfaire 7y (U 7)<

Pour la premiere inégalité, le théoreme de convergence dommee nous donne la conver-
gence a wye fixé. Pour obtenir une convergence uniforme il va falloir trouver une borne
plus précise.

NA (UJ;\+WAC)

/f W) + wae) =3P (dw) lwae) /f wi + wae) Ly, (W )(]ZTWXQ(GW)
Z ’ (U)Ac)

F(Wh 4 wae)(1 = Up, (i) Z3 %" (dwy Jwae)
Q

fwh + wae) / 1 1 Qdu
— w 7% (dw
o ¢ NéeWitwae) URl( ») Z/Z\’Q’q(wAc) ZAQ q(WAC) (@)

Zy % W)

Z7% (wpe)
1
< 2EFUUE, Jwae) < 20 @UUE,), (1.3.6)

_|_

< Z5(Uf, Jwne) + -1

< ERP(Ug, lwas) + |Z3 % wae) = Z3% (wne)]

ou la derniere inégalité provient de la domination stochastique de la Proposition 1.2.6.
Nous obtenons le résultat voulu pour R; assez grand. O]

Nous fixons donc maintenant R; comme dans le Lemme 1.3.19. Nous avons donc

qNéAC(UJ;\-‘rwAc) ZQ ,
/fdP //f wi + wae) Loy (Wh) —rg——m2" (dw')P(dw)| + ¢

0 <
ZZ’Q q(WAc)

Grace a la Proposition 1.3.15 et la Proposition [.3.16 nous pouvons choisir ¢ < j assez
grands (fixés & partir de maintenant) tels que P(AS, UWY,) < e et P2 (Af,) < e pour tout
n. Donc

NCAC(w;\—O—wAc)

z,Q /
—0a T dw' ) P(dw)| + 2e.

5 < ] / fdP — / / Loy (W) ews, (wae) F@) + wae)
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Maintenant a 'aide de la Proposition 1.3.14 nous obtenons

Né\c(w§\+wAj\A)

s<| [ 1aP = [ [ 1o, @ La o)+ o)

ARy (WA \A)

(WA"‘WA \A)

/fdP //llyR wi) Tw, (WAC)f(WA_‘"wA)qZZ,Qq

i (wa, \A)

X’Q(dw’)P(dw)‘ 42
’Q(dw’)P(dw)‘ + 3¢,

et comme la fonction Ty, ; est locale, nous sommes maintenant en mesure d’utiliser la
convergence locale de P2 vers P. Donc pour n assez grand (fixé a partir de maintenant)
nous avons

cc (WA+WA \A)

5 < ’/fdPA //]1UR wi)Lw, ; (Wae) f(wy + wae )Zqu

ARy (WA \A)

fdap» — Ly, (W) f(wy 4+ wae)la, (w )qNCC(wAJMAC)
T

vQ(dw')Pﬁ(dw)‘ +de
ﬂA’Q(dw')Pé\(dw)‘ + Be.

Dans la derniere inégalité I’événement A; ; a été réintroduit (modulo une erreur de €) pour
pouvoir utiliser la Proposition 1.3.14 et réintroduire les fonctions globales N2 (w) + wae)
et ZX’%I‘I((/JAC). Nous obtenons donc

A q cc(“’/\"‘w/\c) ,Q N A
5 < far; — Ty, f(w)y + wae )Z =0 (dw") Py (dw)| + Te.

CUAC)
Mais par la Proposition 1.3.11, P? satisfait I’équation DLR(A) et nous avons donc

d <Te+ Pﬁ(WfJ) < 8e.

1.3.4 Unicité du CRCM : Résultat et perspective

Le Théoreme 1.3.9 répond donc positivement a la question de l'existence dans le cas
des rayons intégrables. La seconde question concerne I'unicité : existe-il une unique me-
sure de Gibbs ou y en a-t-il plusieurs ? La dynamique attendue est la suivante. Nous nous
attendons & avoir unicité de la mesure de Gibbs pour z assez petit (dépendant de @ et q)
et non unicité pour z assez grand. Nous parlons alors de transition de phase. Concernant
le CRCM il n’y a pour le moment pas de résultat montrant la non-unicité dans le cas des
rayons intégrables. Concernant 'unicité certaines techniques sur les réseaux sont adap-
tables et permettent de montrer 'unicité du CRCM. Nous allons décrire ici la technique
de disagreement percolation et énoncer le résultat dunicité.

Nous voulons montrer 'unicité du CRCM(z, @, q). L’idée est de prendre deux CRCM
Py, P et de construire un couplage de ces deux lois pour lequel les deux processus différent
sur un ensemble "de percolation”. En montrant ’absence de percolation nous montrons
donc que P, = P,. Cette idée est formalisée dans la prochaine proposition.

La méthode de disagreement percolation repose sur une domination stochastique par
un processus ponctuel de Poisson. A partir de maintenant nous prenons donc ¢ > 1.

20
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Définition 1.3.20. Soit A borné et soient wj., wi. deuz conditions extérieures. Nous
disons que I'y, 'y, IV est un disagreement coupling s’il vérifie :

1Ty ~E39 i), i =1 ou 2,
2. TV ~ n?9,
3. I, <TY,
4. I'y =Ty sur Uensemble (z,R) € I tel que B(z, R) L§(A>) L(wje + wie).
o
Proposition 1.3.21. Si pour tous A, wi., wi. il existe un disagreement coupling, alors
pour z assez petit il y a unicité du CRCM.

Démonstration. Soient Py et P, deux CRCM(z, @, q). Par le Théoreme 1.1.4 nous avons
P, < %%, Nous allons montrer que P, = P,. Pour cela il suffit de montrer que P,(A) =
P5(A) pour tous les événements A locaux et nous prenons a partir de maintenant A un
événement A-local et prenons A = [—n,n]? contenant A. Alors nous avons

W) - ) = | [ [ (S5 - SAR0) Pl Plas)

_ '//E[]IA(E) — 14(T9)] Py(dw") Py(d?)
< //E |:]1L(F’A)L<(—F>/)L(w11\c+w}\c):| Py (dw") Py(dw?)

< //WXZ’Q <L(w’A) L<(:>/) L(w)e + wk)) 7179 (dw w19 (dw?), (1.3.7)

ol la derniere majoration est obtenue grace a la croissance de la fonction intégrée.
— Méthode simple : Unicité pour z < %;9).

Par une domination stochastique brutale nous obtenons

|PL(A) — Py(A)| < m*P9(L(wa) < L{wae)),

ce qui tend vers 0 lorsque A croit, et lorsque z < LI 24(Q) est le seuil de
percolation de 7%9.

— Méthode compliquée : Unicité pour z < @. Soit € > 0. Il existe Ry tel que
I'équation (I1.3.7) devient

|PL(A)—Py(A)]
< / / 7050 <A ® B0, Ry) ¢ L(wh + w;c)) 79 ()@ (du?) + €.

L(w")

A partir de maintenant nous avons besoin d’un controle des rayons pour le modéle
booléen. Pour cela nous posons

Tn:{wGQ,V(:U,R)Ew,RS%—i-n},

et T=UT,.
n>1
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Lemme 1.3.22. Si Q satisfait la condition d’intégrabilité [ RQ(dR) < oo, alors
9(Y) = 1.

Démonstration. Notons, pour k € Z% Dy = [ky, ki + 1[x -+ X [kq, kg + 1[. Tl est
possible d’indexer les indices k£ par un entier n € N de tel sorte qu’il existe 0 < a <
b < oo tels que pour tout n nous avons

an2? < |k, |* = (k2 -+ kivd)d/z < bn2?.

Une méthode consiste a parcourir les k£ en tournant autour de l'origine dans une
spirale.
Si = est dans Dy, alors |z| < |k| + v/d. Nous allons donc considérer la somme

ky,
ZWQ({weQ il existe (z, R) € wp,, , R>| |}>

2
neN*

et montrer que cette somme est finie. Nous avons
Faly ) _ [l
{3, R) €wp,,, R> 2} =1 ¥V, R) €wp, , R< 2}
—1- ea:p( = 2(1= QU0 [k|/2)))

= [ RYQ(dR) < o

R+

Donc par le lemme de Borel-Cantelli, pour 7%@-presque tout w dans (2, il existe un
rang N (qui dépend de w) et tel que pour tout n > N, nous avons

K,
V(z, R) € wp, , R<|2’ |x]+\/—

En prenant j = max{R, (z, R) € wy,_yp,, } + Vd, nous avons w € ;. O

Alors il existe un n tel que WZ’Q(Tn) > 1 — € et il existe A, dépendant de A et n, et
qui tend vers R? quand A fait de méme, tel que

) - i< [ [ [0 (a0 B0.R) 0, 89) 79 2 + 2

w

= 7479 (A ©B0.7) & AC)) + 2.
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24(Q)
q

Lorsque z < nous avons donc pour A assez grand

|P1(A) — P2(A)] < 3e

pour € arbitrairement petit et donc

]

Le gros du travail est donc de construire un disagreement coupling. L’idée originelle
de VAN DEN BERG et MAES [50] est de construire ce couplage de maniére itérative en
commengant par les sites a la frontieres de A. Dans le cas des rayons bornés il est possible
d’adapter cette méthode en divisant A en des sous-ensembles disjoints de petites tailles
(dépendant bien sur de la borne sur les rayons). Alors en reproduisant la méthode discrete
et construisant le couplage successivement sur chacun de ces petits sous-ensemble, nous
obtenons un couplage aux bonnes propriétés. Ceci a été développé en détails dans [13].

Malheureusement cette méthode n’est pas applicable dans le cas des rayons non bor-
nés. Cette question est l'objet d’un projet en commun avec C. HOFER-TEMMEL. Nous
projetons de construire un disagreement coupling de maniere continue, c¢’est-a-dire ou les
petits-ensembles précédents seraient remplacer par des zones dépendants aléatoirement
des précédentes itérations.

I.3.5 (Perspective) Estimation des parametres

L’estimation des parametres d’un modele Gibbsien est une question naturelle qui a été
traitée dans de nombreux articles [1, 16, 17, 9, 39, 44]. Dans notre cas ou 'existence du
modele en volume infini a été démontrée, dans le Théoreme 1.3.9, nous pouvons étudier
certaines propriétés asymptotiques, telles que la consistance et la normalité, lorsque nous
faisons croitre la fenétre d’observation. Deux types d’observations sont possibles :

— Cas 1 : Observation d'un vecteur contenant les centres de boules et les rayons.
— Cas 2 : Observation de la structure germe-grain de 1'union des boules.

Pour ces deux types d’observations nous souhaitons estimer les parametres z, ¢ et éven-
tuellement la loi des rayons (). Plusieurs techniques ont été développées :

1. Le maximum de vraisemblance est sans doute I’estimateur le plus naturel pour I’esti-
mation en mécanique statistique puisque les modeles sont définis a partir d’une den-
sité non normalisée. Cette constante de normalisation n’est pas connue explicitement
et pose donc un probleme pratique pour le calcul du maximum de vraisemblance,
meéme si des techniques ont été développées dans le cas des données clairsemées,

voir [25, 16]. Ces problémes pratiques n’empéchent pas I’étude asymptotique de cet
estimateur.
DEREUDRE et LAVANCIER [10] ont démontré un résultat général de consistance

pour le maximum de vraisemblance pour l'estimation des parametres d’'un modele
de Gibbs satisfaisant des conditions de régularité, de stabilité et satisfaisant un
principe variationnel. Il est envisageable de pouvoir montrer que le CRCM satisfait
les hypotheses de [10] mais serait un travail compliqué. En effet il est par exemple
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compliqué de montrer qu'un modele de Gibbs a longue portée satisfasse un principe
variationnel.

La question de la normalité est beaucoup plus compliquée et est toujours ouverte
méme dans le cas des modeles de Gibbs a portée finie. En effet la transition de phase
du modele peut entrainer des asymptotiques non-standard.

Finalement il est important de remarquer que dans le cas 2 ou nous observons
uniquement 'union des boules, le nombre de boules et leurs rayons ne sont pas
observés et donc la vraisemblance n’est pas calculable. Cet estimateur est donc
utilisable pour estimer (z,q) et () dans le cas I mais nous pouvons uniquement
dans le cas 2 estimer ¢, les autres parametres étant supposés connus.

. Les estimateurs Takacs-Fiksel ont été introduits dans les années 1980 [18, 19], et
se basent sur les équations GNZ satisfaites par un modele de Gibbs. Contraire-
ment au maximum de vraisemblance, le calcul de ces estimateurs ne dépend pas de
le constante de normalisation et le choix infini des fonctions tests donne une infi-
nité d’estimateurs possibles. Il est possible de choisir des fonctions tests adaptées a
I’estimation et qui facilitent les calculs. De plus il est envisageable d’estimer simulta-
nément z, q et () dans le cas 2 sans observer le nombre et les rayons des boules grace
a de bonnes fonctions tests. Ceci a été fait pour I'estimation de z dans [17] pour le
modele Quermass. Des résultats de consistance et de normalité ont été démontrés
dans [9] mais ne traitent que le cas des modeles de Gibbs avec portée finie. Il faudrait
donc démontrer le méme type de résultat pour le CRCM qui a une portée infinie.
Il est intéressant de noter que l'estimateur du maximum de pseudo-vraisemblance,
développé par exemple dans [341], est un estimateur Takacs-Fiksel pour des fonctions
tests particulieres.

. L’estimateur variationnel est basé sur une équation GNZ variationnelle. Cet estima-
teur a I'avantage d’étre tres rapide a calculer. La consistance de cet estimateur est
historiquement basée sur une hypothese de différentiabilité de 'interaction qui n’est
pas satisfaite par le CRCM, mais [!] propose un résultat de consistance plus général
basé sur un lissage aux points ou il y a un probléeme de discontinuité. Il pourrait
étre intéressant d’étudier les propriétés de cet estimateur pour le CRCM.
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Chapitre 11

Modele de Widom-Rowlinson (WR)
a rayons aléatoires

Résumé du chapitre

Nous allons présenter le modele de Widom-Rowlinson, modele gibbsien de
boules colorées avec une interaction hard-core entre les boules de différentes
couleurs. Le premier résultat de ce chapitre est le suivant.

Si les rayons, potentiellement non bornés, du modele booléen sous-
jacent satisfont la condition d’intégrabilité [ R?Q(dR) < oo, alors
pour tous les parametres z et ¢ nous avons l'existence d'un WR
stationnaire.

Nous présentons deux preuves de ce résultat. La premiere est basée sur
les techniques utilisées dans le chapitre I. La seconde démonstration est
basée sur la FK-représentation qui exprime le WR comme une coloration
du CRCM.

Ensuite nous présentons la théorie de la percolation. La percolation du
CRCM est un outil tres puissant permettant de montrer la transition de
phase du WR. Nous démontrons le résultat suivant concernant la percolation

du CRCM.

Sous de bonnes hypotheses garantissant ’existence du CRCM, nous
avons absence de percolation du CRCM en faible activité et perco-
lation du CRCM en forte activité.
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CHAPITRE II. MODELE DE WIDOM-ROWLINSON (WR) A RAYONS
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Ce résultat se base sur deux techniques de domination stochastique, 1'une
de GEORGI et KUNETH [23] et autre du a LIGGETT, SCHONMANN et
STACEY [38].

Enfin nous utilisons ce résultat de percolation pour simplifier et généra-
liser le résultat de transition de phase du WR démontré dans [7] et [21].
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II.1 Définition et existence du WR

I1.1.1 Définition et historique du WR

Quand nous parlons du modele de Widom-Rowlinson, le parametre g est un entier plus
grand que 1, que nous nommons nombre de couleurs. Nous notons S = RExR* x{1,...,q}
I'ensemble des points avec une marque rayon et une marque couleur. Nous notons Q
I'ensemble des configurations colorées w, c’est-a-dire des mesures ponctuels sur €2. Cet
espace des configurations colorées est muni des tribus F et Fj, construites de la méme
maniere que F et F, au début du chapitre I. Les notions de fonction locale, de convergence
locale et d’entropie spécifique sont elles-aussi définies de maniere analogue a ce qui a été
fait dans le chapitre I, et les résultats de tension, Théoreme 1.1.12 et Corollaire 1.1.13,
sont encore vrais.

Nous munissons cet espace de la mesure de probabilité 7294 loi d’'un processus ponc-
tuel de Poisson d’intensité z£? @ Q @ U{1,...,q}, ot U{1,...,q} est la loi uniforme sur
{1,...,q}. Chaque point de ce processus a donc une marque couleur choisie uniformément
parmi les g couleurs, et indépendamment des autres points.

Nous notons A I'événement des configurations autorisées, c¢’est-a-dire

A={0eQ VY, REk),(«,RK)ed, kK = |z —2'| > R+ R'}.

Autrement dit 'ensemble A contient les configurations telles que deux boules B(x, R) et
B(z', R') de différentes couleurs ne s’intersectent pas.

Définition I1.1.1. Une mesure de pmbabz’lz’téﬁ surQ est une mesure de Widom-Rowlinson
de parametres z, Q et q (notée WR(z,Q,q)) si pour tout A borné,

1. 2299 (Gpe) = [ 1T A Dpe)TXSU(d) > 0, P presque sirement.
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2. DLR(A) : P(d&)|@pe) = %waz\@q(d@j\) , P presque sirement.

Le WR est donc un modele gibbsien ou l'interaction est une interaction hard-core
entre les boules de différentes couleurs. Ce modele a été originellement introduit pour
g = 2 et des rayons constants par WIDOM et ROWLINSON en 1970 [51]. Ce modele a
deux formulations possibles. L'une en tant que modele avec interaction entre deux gaz, la
seconde en tant que modele d'un gaz plongé dans un liquid dense. La seconde formulation
est obtenue en intégrant par rapport a une espece. Dans ce cas nous parlons aussi de area
model. L'intérét du WR réside non seulement dans son applicabilité pour la description
de systemes continus, mais aussi parce que ce fut le premier modele continu pour lequel
la transition de phase a été démontrée, par RUELLE en 1971 [1&]. La preuve de RUELLE
utilise 'argument de Peierls et fut ensuite généralisée par LEBOWITZ et LIEB pour des
interactions a portée finie [37]. Une preuve moderne de la transition de phase basée sur la
FK-représentation du WR par un CRCM a été donnée par CHAYES, CHAYES et KOTECHY
[7] et pour une classe de processus plus large par GEORGII et HAGGSTROM [21].

Dans le cas non symétrique, c¢’est-a-dire ou chaque espece aurait une fugacité z;, il a
été démontré par BRICMONT, KURODA et LEBOWITZ [!] que pour chaque r il existe des
sous-espaces des parametres 21, ..., z, ou il existe r phases pures. Ce résultat a été obtenu
grace a la théorie de Pirogov-Sinai. Dans certains cas une description précise des phases
pures a été donnée par MAZEL, SUHOV et STUHL [/1].

Nous allons finir cette section en donnant une formulation équivalente du WR ne
faisant pas intervenir de fonction de partition : les équations GNZ.

Proposition I1.1.2. Une mesure de probabilité P sur Q est une mesure de Widom-
Rowlinson WR(z,Q,q) si et seulement si elle vérifie, pour chaque fonction F:SxQ—R
mesurable positive

/ZF(}?,@ P(d®) —z// (X, D) 1a(@ + d5)Mm(dX) P(dD),

od)N(:(x,R,k) etoum=LRQU{L, ... q}.

I1.1.2 Existence avec rayons non bornés

Comme pour le CRCM, la question de I'existence du WR est une question intéressante
et non triviale. Dans le cas des rayons bornés, 'interaction du WR. est a portée finie et
donc Dexistence est déja démontrée [17]. Dans le cas des rayons non bornés l'interaction
n’est plus a portée finie mais le prochain théoreme répond positivement a la question de
I'existence.

Théoréeme I1.1.3 (Existence de WR(z, Q, q)). Si la loi des rayons Q) vérifie la condition
d’intégrabilité f RYQ(dR) < oo, alors pour tout z > 0 et tout q entier strictement positif,
nous avons l'existence d’'un WR(z,Q,q) stationnaire.

Nous allons donner deux démonstrations de ce théoreme.
Pour la premiere nous allons construire un candidat WR comme point d’accumulation
d’une bonne suite a 1’aide de ’entropie spécifique. Ensuite nous allons devoir montrer que
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ce candidat satisfait les équations DLR définissant le WR.. Pour cela nous allons localiser
I'interaction 1 4(w) + wpe) a l'aide du Lemme 1.3.22.

Dans la seconde preuve nous allons montrer que le WR en volume infini peut s’ob-
tenir en coloriant les composantes connexes d'un CRCM. C’est la FK-représentation qui
est énoncée dans le Théoreme I1.1.10. Ainsi Iexistence du WR est une conséquence de
I’éxistence du CRCM démontrée dans le Théoreme 1.3.9.

Preuve du Théoréme 11.1.3 : Construction d’un bon candidat

Nous notons A,, =] — n,n|% Nous considérons la mesure de Widom-Rowlinson sur la
boite bornée A,, a condition de bord vide définie par

~ 14(0
Poldw) = 24700z, ),

n

ol Z, = J1 A(@)%X’f’q(d@\n) est la fonction de partition associée. Nous définissons ensuite

P, = ?den ot tet P, = % ) An(]f’n o7, 1)dx. Cette construction est analogue & ce
1€2n.

qui a été fait pour la preuve du Théoreme 1.3.9. Chaque P, est stationnaire et nous avons
la proposition suivante.

Proposition I1.1.4. Pour chaque n nous avons
T*(P,) < z,

donc la suite (P,) admet une valeur d’adhérence P pour la topologie de la convergence
locale. La mesure de probabilité P est stationnaire et nous supposons par la suite que la
suite converge vers cette valeur d’adhérence P.

Démonstration. Par additivité de 'entropie spécifique, voir Théoreme 1.1.12, nous avons

1

T = Ty

/ TP, o 7~V)da = T*(P,).

Ici comme dans le chapitre précédent nous faisons un abus puisque B, nest pas station-
naire mais seulement invariante pour la famille de translations de vecteur dans 2nZc.
Mais nous pouvons définir ’entropie spécifique pour ce type d’invariance. Maintenant il
est facile de voir que

1

)

In, (Pl 7™9),

avec Iy (P, |m*Q) = JaIn ( ) P,(d@) = —In(Z,). Or

7, = / 1@ (D) > exp(—2LY(A,)).

Nous obtenons donc la borne souhaitée. L’existence d'un point d’accumulation est alors
une conséquence du Théoreme 1.1.12. O
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Nous avons maintenant notre candidat P pour étre un WR. Avant de montrer que
cette mesure de probabilité satisfait les équations DLR, nous allons montrer que cette
mesure donne presque surement des configurations autorisées.

Proposition I1.1.5. Nous avons P(A) =1, et donc
Z 2Q4(Gpe) > exp(—zLY(A)) P — presque sirement.
Démonstration. L’événement A n’est pas locale, mais il s’en approche puisque
La(@a,) = 1a@)

pour toute configuration. C’est tres facile a voir intuitivement puisque si une configuration
n’est pas autorisée, il suffit d’arréter la vérification dés que nous trouvons deux boules
“problématiques”. Nous avons donc

P(A) = /ﬁ 1A(@)P(d@) = lim [ 14(@y,)P(d&)

k—oo J&

= lim lim [ 14(@,)P,(dw)

k—oon—00 a

avec

_ 1
/QILA(wAk)P (05) = Zrors / /11,4 Sa) Py 0 7 (d)da
1

Pour n > k, nous avons 7,(A) C A,, dés que = € [k —n,n — k]¢ et donc

s e LYk —n,n — k]
1 P,(dw) > . ,
/ﬁ A(w/\k) ( w) = Ed(An)
ce qui tend vers 1 lorsque n tend vers l'infini. Le résultat est donc démontré. O

Preuve du Théoréme 11.1.3 : Le bon candidat satisfait DLR

Nous allons modifier la suite P, pour qu’elle soit compatible avec les équations DLR.

A partir de maintenant nous fixons A C R¢ borné et nous allons montrer que P satisfait
I'équation DLR(A). Posons

1 ~ _
P;} £d(A ) / Tacr, () X (ProT, 1)d3c.
An

Les P» ne sont plus des mesures de probabilité mais la proposition suivante nous assure
que cette suite satisfait de bonnes propriétés.
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Proposition II.1.6.

— Pour chaque fonction f: 2 — R locale bornée nous avons

/ﬁfdé?—/ﬁfdﬁn -0

Donc la suite (éf) converge vers P pour la topologie de la convergence locale.
— P2 satisfait DLR(A).

Démonstration. Cette preuve est en tout point similaire a la preuve de la Proposition
[.3.11. O

Soit f une fonction locale bornée par 1. Nous allons montrer que pour tout réel € > 0,
la quantité

~ -, 1 ¢) <z
5= [fdP—[ Nf(w’ﬁwm)ww Qe ) Pd)
Q aJa Z7(Wpe)
est majorée par un multiple de €. La fonction f,(w fQ (W +Whe ILZ“‘;(SATJ(::’A‘))%Z,Q U(dah)

n’est pas une fonction locale (sauf dans le cas des rayons bornés), ce qui est le principale
probleme pour cette preuve. Dans ’esprit de ce qui a été fait dans la preuve du Théoreme
[.3.9, nous posons

R — {@,V(l’,R, k) € &AaR < Rl}

Lemme I1.1.7. Pour Ry assez grand et pour tout wpe € A nous avons

11A( + Wae) 175 La(- +@ae) 20
J(+ Dpe) ol — f + pe) Ly, () =g——dry | <,
/ ’Qq(w/\c) i Zqu(wAc) A

ot le\:%lq(@/\c) = [Ty, (W))La(W) +Dpe) Ty Q9Ud)) est la fonction de partition modifice.

La constante Ry peut étre choisie assez grande de maniére a avoir %IZ\’Q’C’(U}%I) <

Démonstration. La preuve de ce lemme suit exactement la méthode de la preuve du
Lemme 1.3.19.
m

Donc en utilisant ce lemme nous obtenons

1 <)~ NS~
s<et| [ faP— [ [ 1@+ o), @) A EON) ce@a gy Biam)|
Ry Zz ,Q, q( )
A Rl (A)Ac
Maintenant pour "localiser” les fonctions 1 4 et Z A’Q “(Wae) nous allons utiliser les événe-

ments Y et T} définis comme dans la section 1.3.4 :
Te={0e€QV(x,R k) €D,R< @ + kY,

E>1
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Proposition 11.1.8. [ existe k assez grand tel que
1. P(T§) <e
2. PM(T) < € pour tout entier n,
8. T2@UTE) <€

Démonstration. Le troisieme point est une conséquence du Lemme I.3.22. Le second point
est une conséquence de la domination stochastique P} < 7%9 qui se prouve en utilisant
le Théoreme 1.1.4. Pour le premier point nous avons

P(T$) = lim P(@y, € TS)

J—00

= lim lim PX(@,, € %)

j—oon—oo

< lim lim 7 ’Q’q((,NuAi €Yy = %Z’Q’q(T@ <€

J—oon—00

Avec la proposition précédente nous obtenons donc

0 <2+

D ~1 ~ ~/ 1AW ~C~z ~I\D( I
[ B [ [ 1@+ oo, mm<w>%m%wp<dw> .

Proposition I1.1.9. Il existe A, dépendant de Ry et k, tel que pour @\ € Ug, et w €
Tr N A, nous avons

2,Q,9

VR @ac) = Z7¥ @an)-

]lA(fu;\ + L~uAc) = ]lA(cT)g + (:VUA\A) et ZA
Démonstration. Comme w € A, il suffit de vérifier que pour une boule (z, R, k) € @
centrée assez loin, cette boule ne peut pas intersecter L(w/ ). Comme wy € Ug,, nous avons
L(wy) € A® B(0, Ry). Enfin comme w € T, nous avons pour un A assez grand, que nous
n’expliciterons pas, les boules (x, R, k) € wae ne peuvent pas intersecter A @ B(0, Ry).
Nous avons donc le résultat voulu. O

Avec cette proposition nous obtenons

D ~/ ~ ~/ 1 (wA—i_wA\A)’V%Qq ~
0 — c
<vet|[ 7P [ [ @+ 50, @1r,6) Sy T EHIPE)

€ o o ~7 ]lA(wA_‘_WA\A),vZ,Qq "
< 3e + /fP //f Wiy + Wae Moy, (W) Z’Qq(wA\A) (dd'y )P(dw)

1
< 4e+ /fdPA //f WA+LUAC ]IUR (~/) A(WA+WA\A)~Z,QQ(de)PA(dw)
1 VA ,Qq(wA )
\A

ou l'avant derniere inégalité est obtenue grace a la Proposition I1.1.8 et ou la derniere
inégalité est obtenue grace a la convergence locale de la Proposition I1.1.6 pour un n assez
grand fixé a partir de maintenant.
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A laide de la Proposition I1.1.8 et du Lemme II.1.7 nous avons

~ ~ ~1 ~ 1 ¢ 72
[ 1aB2 = [ [ 0, @05+ o >% (4 P (d)

0 < 6e +

= 6e +

[ 1aB2 = [ 10, @0 1@ PN
Q Q
< 6e + E?(Uﬁzl) < Te,

ou l'avant derniere inégalité provient de la Proposition I1.1.6.

I1.1.3 FK-représentation et existence via le CRCM

Le CRCM et le WR sont des modeles tres liés. En effet lorsque nous considérons un WR
et que nous oublions les couleurs, alors le modele géométrique obtenu est un CRCM. C’est
intuitivement tres facile & voir en volume fini puisque parmi les gromPre de boules colorations
possibles, il y en a grombre declusters oyj sont autorisées et nous voyons donc apparaitre
la densité du CRCM. C’est la FK-représentation. Elle fut introduite par FORTUIN et
KASTELEYN dans les années 1960 pour représenter le modele d’Ising a ’aide du Random
Cluster Model.

Avant de donner le résultat nous avons besoin d’introduire quelques notations. Nous
allons considérer ici F en temps que la sous-tribu de F des événements qui ne dépendent
pas de la coloration. Nous parlons d’événement et de fonction color blind. Pour une mesure
de probabilité P sur €2, nous notons P la mesure color blind associée, que I'on peut définir
comme la trace de P sur F. Enfin pour une configuration non colorée w € €2, nous notons
C3(dw|w) le noyau de coloration défini comme

[ 1@ = Bl @)7)
Le prochain théoreme énonce la FK-représentation entre le CRCM et le WR.

Théoreme I1.1.10. Une mesure de probabilité P sur ﬁ, ayant au plus une composante
conneze infinie, est un WR(z,Q,q) si et seulement si

1. Py est un CRCM(z/q,Q,q),

2. le noyau de coloration Cp(dw|w) colorie chaque composante connexe finie de ma-
niere indépendante et uniformément parmi les q couleurs. La lot de coloration de
[’éventuelle composante connexe infinie n’a pas besoin d’étre uniforme, mais elle doit
étre indépendante des autres composantes connexes.

Remarque 11.1.11. Concernant l’hypothése d’unicité de la composante connexe infinie
d’un WR, il est important de remarquer que les arqguments classiques développés dans la
section 1.3.2 ne sont pas valable pour le WR qui ne satisfait pas la propriété de modification
locale. Pour ce modéle nous ne pouvons pas connecter deuxr composantes infinies, ['une
rouge et l’autre bleue, qui intersectent une grande boite. Néanmoins il semble que les
techniques classiques spécifiques a la dimension d = 2 permettent de montrer l'unicité de
la composante connexe infinie dans ce cas. Néanmoins il semble possible qu’en dimension
supérieure il puisse y avoir existence simultanée de plusieurs composantes infinies de
couleurs différentes qui s’entrelacent. Donc il semble que I’hypothese soit nécessaire. Cette
intuition est confortée par [3] qui énonce un résultat avec le méme type de condition.
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Démonstration. Commengons par montrer le sens réciproque, c’est-a-dire que si P est un
CRCM(z/q, @, q) et si C(dw|w) est un noyau de coloration qui colorie chaque composante
connexe finie de maniére uniforme parmi les ¢ couleurs, et indépendamment de la colora-
tion des autres composantes connexes (finies et infinie), alors la mesure de probabilité

P(d) = C(do|w)P(dw)
est un WR(z, @, q). Pour cela nous allons utiliser le formalisme des équations GNZ.
// (R, B LA + 62)(dX) P(d)
///Q (X, E),0)1 4(@W + 0(x.k))C(dw|w)m(dX) P(dw)

ke{l..q}

== / / G(X,w)ym(dX)P(dw), (I1.1.1)
q9Jals
olt (X, k) := X est un point coloré et ou
GX,w)= | Y F((X,k),3)14@ + 6(x,))C(d|w).

Nous avons donc en utilisant les équations GNZ

// Xw]lAw—l—5) (dX)P(d&)

/ D G(X,w = 6x)g" )7 P(dw)
Q

Xew

/ / (X, k), 0 — oy) (w_5X+6(Xk)C(dw—éx\w—dx)P(dw).

Xewke{l..q}

J/

-

Dans la quantité sous 'accolade, nous assignons une couleur k£ a la boule X puis nous
colorions le reste de la configuration w — dx. Enfin 'indicatrice regarde si la configuration
construite est autorisée. Parmi les ¢*(X*=9x) colorations des composantes connexes qui
intersectent la boule X, il y en a qu’'une qui est autorisée : celle ot toutes les composantes
connexes ont la couleur k. En sommant sur k et en incluant le terme ¢"*+—9x)=1 pous
obtenons donc

z/éﬁ(f,a)nA(a+5) (dX)P(d) / )C(d@|w) P(dw)

QXEUJ

:[ZF(X,@ 8¢ )P(d&),

prouvant donc que P est un WR(z,Q, q), grace a la Proposition I1.1.2.
Maintenant considérons P un WR(z, @, q) ayant au plus une composante connexe
infinie et montrons que sa loi color blind est un CRCM(z/q, Q, q) et que sa loi de coloration
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correspond a celle du théoreme. Pour la loi de coloration, il est tres simple de voir en
utilisant les équations DLR que pour tout A borné, la loi de coloration des composantes
connexes totalement incluses dans A est un produit de loi uniforme (et ne dépend donc
pas des autres composantes connexes). Comme la boite A peut étre arbitrairement grande,

nous obtenons le résultat. Maintenant étudions la loi color blind f’cb. Pour cela considérons
une fonction F' color blind, c¢’est-a-dire qu’il existe F' telle que

F(X,0) = F(X,w).

Alors en appliquant GNZ nous avons

/ZFXw—(SX )Poy(dw) = /ZFXW—5X P(dw)
Q 9

= Z/ﬁ/gF(XaW)]lA(cT)+5g)ﬁz(dX)P(dCu)
:g/g/s 3 /ﬁF(X,w)]lA(&+(X,k))cﬁ(dmw)m(d)()ﬁcb(dw). (I1.1.2)

J/

-~

Pour la quantité sur ’accolade, il y a deux cas :

— Toutes les composantes connexes de w intersectées par (X, k) sont finies. Donc parmi
toutes les colorations de ces composantes, une seule est autorisée, et nous avons

Z/Mw (X, B)Cp(dlw) = 3 g KX = giokixe),

k=1.q k=1.q

— La boule (X, k) intersecte la composante connexe infinie. La coloration de cette
composante n’est pas uniforme mais comme nous sommons sur k, nous obtenons le
meéme résultat, c’est-a-dire

> [ 14+ () Ca(ale) = g5
k=1..q
En remplacant dans I’équation (II.1.2) nous obtenons

/QZFXW—(SX // (X, w)g" F ) m(d X)) Py (dw),

Xew

et donc Py, est un CRCM(z/q, @, q).
L]

Des simulations du WR a condition de bord vide sont présentés en Figure II.1. Ces si-

mulations sont obtenues en coloriant des simulations de CRCM présentées dans le chapitre
L.

Corollaire 11.1.12. Si Q satisfait la condition d’intégrabilité [ R*Q(dR) < +oo alors
pour chaque z > 0 et chaque q entier il existe un WR(z,Q,q) qui est stationnaire.
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FIGURE II.1 — Simulation du WR & bord vide dans la fenétre [0,15]%, ¢ = 2. Rayons
constants a gauche, rayons exponentielles a droite.

Démonstration. Le Théoreme 1.3.9 nous donne l'existence d'un CRCM(z/q, @, q) pour
q > 1 entier et ) satisfaisant la condition d’intégrabilité [ RIQ(dR) < +o0. Maintenant si
nous colorons toutes les composantes connexes (finies et infinie) de maniere indépendante
et uniformément parmi les ¢ couleurs, alors le Théoreme II1.1.10 nous assure que la mesure
construire P est un WR(z, @, q). ]

Ce corollaire montre l'intérét d’étudier la percolation en vue d'un résultat de non-

unicité du WR.

I11.2 Percolation du CRCM

La percolation est l'existence d’au moins une composante connexe non bornée (nous
disons aussi infinie) dans la structure aléatoire L(w). Cette propriété macroscopique peut
s'interpréter comme la conductivité ou la perméabilité des matériaux.

La théorie de la percolation fit introduite en 1957 lorsque BROADBENT et HAM-
MERSLEY [5] ont présenté un modele de matériaux poreux qu’ils ont appelé modéle de
percolation. 1ls ont démontré [5, 32, 33] 'existence d'un seuil critique de percolation pour
ce modele et ont développé des techniques pour I'étude des deux régimes. Pendant plus
de 20 années la conjecture du seuil de percolation par arétes dans Z? a été étudiée avant
d’avoir été prouvée étre égale a 1/2 dans un célebre article de KESTEN [35].

Pour le modéle booléen poissonien la percolation est bien comprise, voir par exemple
le livre de MEESTER et ROY [12], et nous avons la proposition suivante.
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Proposition I1.2.1 ( [27] ). Si Q satisfait la condition d’intégrabilité [ R'Q(dR) < oo,
il existe 0 < z.(d, Q) < oo tel qu’il y a absence de percolation (respectivement percolation)
Q@ -presque sirement lorsque z < z.(d, Q) (respectivement z > 2.(d, Q) ).

Le but de cette section est de fournir des résultats de percolation pour le CRCM avec
des parametres aussi généraux que possibles. Les deux cas considérés sont les suivants :

— (cas 1) ¢ > 1, [ RYQ(dR) < oo,
— (cas 2) ¢ < 1, Q([0, Ro]) = 1 pour un certains Rj.
Pour ces deux cas l'existence du CRCM est démontrée dans le Théoreme 1.3.9.

La prochaine proposition répond a la question du nombre de composantes connexes
infinies et est une conséquence directe du travail de la section 1.3.2.

Proposition I1.2.2. Dans les deux cas, chaque CRCM(z,(Q),q) stationnaire P vérifie
P(N>® > 1) = 0.

La question principale est donc de savoir s’il y a percolation pour le CRCM. Le cas
particulier ou ) = 9y est trivial et il n’y a jamais percolation. Dans ce cas le CRCM
est juste un processus ponctuel de Poisson. A partir de maintenant nous omettons ce cas
particulier. Pour chacun des deux cas nous allons énoncer un théoreme qui donne I'absence
de percolation pour z petit et la percolation pour z grand. Ce phénomene est observable
sur les Figures 11.2 et I1.3.

Théoreme I1.2.3. Dans le cas 1, si Q vérifie Q({0}) = 0 alors nous avons 'existence de
deuz constantes 0 < 29(q, @, q) < z1(d,Q,q) < < telles que pour chaque CRCM(z,Q,q)
P nous avons

P(Perco) =0 si z < 20(d,Q,q), P(Perco) =1 siz> z(d,Q,q).

Théoreme I1.2.4. Dans le cas 2, nous avons l’existence de deux constantes 0 < zy(q, @, q) <
21(d, Q, q) < oo telles que pour chaque CRCM(z,Q,q) P nous avons

P(Perco) =0 si z < 20(d,Q,q), P(Perco) =1 siz> z(d,Q,q).

Remarque 11.2.5.

— (e résultat est déja connu dans le cas des rayons constants, puisque le kissing number
nous donne par exemple en dimension 2

0 <k(X,w) <6,

ce qui permet de montrer le résultat grace au Théoreme 1.1.4.

— Nous pensons que U'hypothése Q({0}) = 0 dans le Théoréme I1.2.3 est purement
artificielle, et que le résultat reste vrai si Q({0}) < 1. La prewve du théoréme que
nous présentons dans la prochaine section est directement adaptable pour certaine
loi Q ayant un petit atome en 0.

— Contrairement au modeéle booléen ou au Random Cluster Model discret, le CRCM
n’est pas stochastiquement croissant en z. Nous ne pouvons donc rien dire sur l’éga-
lité 20(q,Q,q) = z1(d,Q,q)”". C’est une conjecture ouverte pour de nombreuz mo-
deles gibbsiens.
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FIGURE I1.2 — Simulation dans la fenétre A = [0, 15]?, ¢ = 2 et rayons exponentielle de
parametre 2. Pour z = 2 (a gauche) l'origine n’est pas connectée au bord alors que pour
z = 3 elle l'est.

SO
L 9

L

L) °

FIGURE I1.3 — Simulation dans la fenétre A = [0,15]%, ¢ = 0.5 et rayons uniformes sur
[0.3,0.5]. Pour z = 1 (& gauche) l'origine n’est pas connectée au bord alors que pour z = 2
(a droite) elle 'est.
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Pour montrer ces deux théoremes, 'idée est de comparer le modele avec interaction
étudié a un modele plus simple et mieux compris, tel que le modéle booléen poissonien ou
le modeéle de percolation de Bernoulli. Nous utiliserons des techniques de domination sto-
chastique. La terminologie a été introduite en section [.3.2. Puisque Perco = N2° > 1 est
un événement croissant, le Théoreme 1.1.4 permet de montrer immédiatement 'existence
de I'une des constantes de percolation.

Dans le cas général le Théoreme 1.1.4 ne peut pas étre appliqué pour montrer 1'exis-
tence de la seconde constante de percolation. Cette seconde constante de percolation est
beaucoup plus compliquée a obtenir. Pour cela nous utilisons un résultat de domination
stochastique discret di & LIGGETT, SCHONMANN et STACEY [35].

Proposition I1.2.6. Soit (§,),eze une famille de variables a valeurs dans {0,1} et de loi
jointe v. Soit p € [0,1] et supposons que pour tout x € Z¢

v(& = 1|y, doo(z,y) > k) > p presque strement,

ol do, est la distance de la norme infinie et ou k est un parametre quelconque. Alors v
domine stochastiquement II7P) oq f est une fonction déterministe dépendant de k telle
que lin%f(p) =1, et ou II? est la loi de Bernoulli produit sur Z¢ de paramétre p.

p—

11/ ® <.

Ce résultat a déja été utilisé pour montrer la percolation de modeles gibbsiens, voir
par exemple [10].

I1.2.1 Preuve de la percolation dans le cas ¢ > 1

Dans cette section nous nous plagons dans le cas 1, ¢’est-a-dire
q>1et /RdQ(dR) < +o0.

Nous considérons P un CRCM(z, @, q). Comme k(X,w) > 0, le Théoréme 1.1.4 nous
donne la domination stochastique P < 7%%9 et puisque I’événement Perco est croissant
nous avons P(Perco) = 0 dés que z < z.(d, Q) /q. Nous pouvons donc prendre zo(d, @, q) =
z(d, Q)/q.

A partir de maintenant nous supposons de plus que Q({0}) = 0. Nous allons montrer
I'existence de 29(q, @, q) en utilisant la Proposition 11.2.6. L’idée est de construire une
famille (&) liée a la percolation du modele. Dans ce but nous allons étudier la probabilité
de recouvrir un petit cube. Intuitivement si assez de petits cubes sont recouverts alors la
configuration va percoler.

Posons R; > 0 tel que Qg, := Q([0, R1]) < 1/q et A = [—R,/2V/d, Ry/2V/d]*. Pour
étudier la probabilité de recouvrir le cube A, nous utilisons I’événement Uj des configura-
tions w tel que ¥(z, R) € wy, R < R. Cet événement a déja été utilisé dans les chapitres
I et II.

Nous définissons la variable aléatoire & := £(w) égale & 1 si A C L(wy) et 0 sinon. Pour
utiliser la Proposition I1.2.6 nous avons besoin de montrer que
inf P(€ = 1|wae) - 1, (I1.2.1)

WAC
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ou A est un ensemble borné contenant A et qui sera explicité par la suite. Par construction
nous avons

P(f = 1|wAc) Z P(U}%JWAc).

Le but est donc maintenant de trouver une bonne borne pour la probabilité P(Ug,|wac).
Pour controler la quantité N2, nous avons besoin d’introduire une “zone de protection”,

cec)

d’ott I'introduction de A, et un bon événement B, dépendant de la configuration sur A\ A.
Cet événement sera explicité par la suite. Nous avons

P(URl|wAc) = (UvR1 N B, ]wAc) + P(UR1 M BC|wAc)
(@ ®)

Commengons par étudier (b). Grace a I’équation DLR(A), nous avons

P(IJR1 N BC|LL)AC>

cc(WA+WA\A+WAC) 0
-2 " /
/ / L, ()1 (W) 75 Q(dw}) P(doss woae)
Z (wA\A+wAC

wi (A)

q zQ " /
1 w M ge(w = (dwy YP(dwa |wae
// U, (Wi) 15 A\A)Z ’QQ(WA\AerAc Ty (dwi ) P(dw)|wae)

7 P ]lBi ((’UA A)
= [t @A) [ g T Pl o)
A A\A Ac

/
Sezﬁd(A)(quRl)/ ZQ]IBﬁ(wA\A) P(dwy|wae), (I1.2.3)
zZy ’q(w’A\A+WAc)

ot la premiere inégalité provient de I'inégalité N (w) < w(A) prouvée dans la Proposition
[.1.17. Nous pouvons comprendre a partir de I’équation (I1.2.3) la condition Qr, < 1/q.

Maintenant nous devons donner une définition précise de A et B,. Pour cela nous
introduisons Ry > 0 tel que Qg, := Q([0, R2]) > ¢Qr,, ce qui est possible par le choix de
R;. Nous posons A := [—-1 — Ry — R1/2\/3, 1+ Ry + R1/2\/E] et nous prenons ¢ tel que
0 <e<LYN)(Qr, — qQr,)/Ing.

Finalement nous prenons r > 0 tel que @, := Q([0,7]) < m. Maintenant nous
pouvons définir I’événement B, comme 1’événement des configurations qui ont beaucoup
de petites boules centrées dans A\ A, c’est-a-dire

B, = {w € Q|#{(x, R) € wan, R <1} > Jez]},

ou [.] est la partie entiere supérieure. Le prochain Lemme I1.2.7 est une modification de
la Proposition 1.1.17 adaptée a I’événement B, .

Lemme 11.2.7. Pour w € Ug, N B nous avons pour une certaine constante K
NA(w) > K — Tez].
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Pour obtenir une majoration dans ’équation (I1.2.3) nous considérons la probabilité
conditionnelle

P(Ug, N Blwae)

cc(wA+wA\A+WAC) 0
1y, (wi)1pe (W) T2 (dw) ) P(dwy |wae

K—[ez]

q zQ " /
2//]1U (W)L e (Wara) = " (dwy ) P(dwy |wae)
Ry \WA A\A ZA,Q Q(w A + CL)AC) N A A

lex 2 Lpe (Wi )
= [t ) [ S T Pl

!
_ qu[ez]eszd(A)(lfQRQ) ]lBg(wA\A> P(dw/ ‘WAC). (1124)
Z&Qﬂ( / + c) A
A WAy T WA

A partir des inégalités (I1.2.3) et (I1.2.4) nous obtenons
< quJrleszd(A)(QR2 7qQRl)eez lnq. (1125)

Cette majoration ne dépend plus de la condition extérieure wpe et par choix de Ry, R, et
€ NOoUuS avons

‘Cd(A)<QR2 - qQR1) - Eh’lq > 07

et donc la partie droite de I’équation (I1.2.5) décroit vers 0 quand z tend vers U'infini.

Nous devons maintenant contrdler la quantité (a) dans I’équation (I1.2.2). Par la Pro-
position [.2.6 la mesure de probabilité ﬂ_qu,Q domine stochastiquement P(.|wac), et comme
I’événement B, est croissant nous avons

P(B.|wac) < 789(B,)
a(
— 2L A\NQr Z (2qL A\A)Qr)
k>[ez]

o (aLiANNQYIE P ((cz} In (@#))

- [e2]! z—00 27 [ez]

, (I1.2.6)

ou la derniere ligne provient de I'inégalité de Lagrange et de la formule de Stirling. Par le
choix des parametres nous avons

AA\AQre _ 2qlA\ AJQue
[ez] - €z

<1,

donc la partie droite de 1'équation (I1.2.6) converge vers 0 quand z tend vers l'infini.
Comme les majorations (I1.2.5) et (I1.2.6) ne dépendent pas de la configuration extérieure
wae, la convergence (I1.2.1) est prouvée.

Remarque I1.2.8. [] est important de remarquer que les bornes obtenues ne dépendent
de A et A que par leurs volumes. Donc les méme bornes seront vérifiées pour les variables
& qui seront définies par translation de la variable &.
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11.2. PERCOLATION DU CRCM

Nous sommes maintenant en mesure de construire notre famille (£,). Pour chaque
z € Z% nous associons le petit cube A, = %x @ A et le grand cube A, = %$ @ A. Nous
définissons &, comme nous avons défini £ := &, c’est-a-dire £, (w) égale a 1si A, C L(wy,),
et 0 sinon. Nous considérons k tel que si doo(z,y) > k, alors A, N A, = 0. 11 suffit de

prendre par exemple k = 2 + 2‘@# + %E. Pour chaque x nous avons
P(gl‘ = 1|€y7 doo(x,y) > k) = EP[P(SHU = 1|‘FA§)|€3}7 doo(x,y) > k]

> inf P(&, = 1wae). (11.2.7)

Mais en utilisant la convergence (I1.2.1) qui est uniforme en z, nous avons pour chaque
p €]0, 1] lexistence de z1(p) tel que pour tout z > z1(p) et tout x

P&, = 1|&,, dso(z,y) > k) > p, P-presque surement.

En utilisant la Proposition 11.2.6, La loi des (&) domine stochastiquement II/®). Donc
pour p plus grand qu’'un certain py nous avons f(p) plus grand que le seuil de percolation
par site dans Z%. Or il est clair que que deux sommets voisins pour lesquels & = 1 vont
correspondre a deux boites voisines totalement recouvertes et donc connectées. Donc fi-
nalement en prenant z;(d, ), q) = z1(po), nous avons percolation dés que z est plus grand

que z1 (da Q7 Q)

11.2.2 Preuve de la percolation dans le cas ¢ < 1

L’idée de cette preuve est la méme que pour le théoreme précédent, mais les techniques
utilisées vont étre différentes.

Dans cette section nous sommes dans le cas 2, c’est-a-dire ¢ < 1 et rayons bornés par
une constante Ry. Soit P un CRCM(z, @, q). Sans perdre en généralité nous faisons la
preuve dans le cas Ry = 1. Le cas général s’obtient alors par changement d’échelle.

Premierement comme k(X,w) > 0 nous avons la domination stochastique 79*? < P,
et puisque I’événement Perco est croissant nous avons

P(Perco) =1

Zc (va) .
q
Pour trouver l'autre constante de percolation nous allons construire une famille ()

pour appliquer la Proposition I1.2.6. Nous allons montrer que pour z petit il y a beaucoup
de cases qui sont vides, et donc la percolation ne pourra pas étre possible.

Soit A = [—0.5,0.5]¢ et A =[-8, 8]%. Nous posons £ = £(w) égal & 1 lorsque L(w)NA =
() et 0 sinon. La variable ¢ ne dépend que de la configuration wa.

Nous voulons montrer que

pour z > @. Nous pouvons donc choisir z;(d, @, q) =

inf P*(¢ = 1|wae) — 1. (I1.2.8)

wac z—0

Pour une configuration w, nous posons N¢(w) le nombre de composantes connexes de
L(wa) qui intersectent A. Les variables aléatoires £ et N¢ sont fortement liées puisque
§ = 1 si et seulement si N = 0.
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CHAPITRE II. MODELE DE WIDOM-ROWLINSON (WR) A RAYONS
ALEATOIRES

Lemme I1.2.9. [] existe a > 0 tel que

/ Ne(w)P(dwalwae) < 2LYA)g ™™ P-presque sirement.
0

Démonstration. Nous allons utiliser les équations GNZ satisfaites par la mesure de proba-
bilité P*(.|wac), voir Proposition 1.2.7. Dans ce but nous définissons une fonction F' telle
que F((z, R),w) est égale a 1 si les conditions suivantes sont satisfaites, et 0 dans le cas
contraire.

1. z € A.
2. La composante connexe de B(x, R) dans L(wa + d(z,r)) intersecte A.

3. B(x, R) est I'une des boules de sa composante connexe dans L(wa + d(z,r)) qui
minimise la quantité k((x, R),w).
Par I’équation GNZ nous avons

/ > F((x,R),w — 8(a,))q" 7 0@m) " Pdwafwac)

(z,R)Ewa
/ / (2, B), w)m(dz, dR) P(dwalwar) < 2L4A),  (I1.2.9)
AxRt

ot nous rappelons que m(dx,dR) = L%(dz) @ Q(dR).

Nous cherchons maintenant une borne supérieure pour la quantité k((x, R),w — d(z,r))
lorsque F'((x, R),w — 6(z,r)) = 1. Pour cela considérons une boule B(x, R) et comptons
le nombre maximum de boules disjointes de rayon plus grand que R/2 et intersectant
B(x, R). Par un argument de volume, cette quantité est plus petite que o := 4%. Cette
borne n’est pas optimale mais elle a la bonne propriété de ne pas dépendre de R. Montrons
par I'absurde que dans le membre de gauche de 1’équation (I1.2.9), lorsque F' est égale a
1 nous avons

E((z,R),w — dz,r) < a.

Commengons donc par supposer que dans L(wa) il y a une composante connexe
L(C) (avec cette notation C est une sous configuration de wa) intersectant A et telle

que (ml)n k((z,R),w — d(z,r)) = .
SO,lt (z1, Ry) € C tel que B(xy, Ry) intersecte A. Une telle boule existe par hypothese

sur C et nous avons R; < 1. La distance entre x; et A est inférieure a 1.

Comme k((z1, R1),w — 8z, ,r)) = «, la boule B(xy, R;) est connectée a au moins
une boule avec un rayon plus petit que R;/2 < 1/2. Notons B(xs, R2) cette boule. La
distance entre z5 et A est plus petite que 5/2, ce qui signifie que (x5, Ry) € C. Par le
méme argument nous pouvons construire une suite (z,,, R, ), avec R, < 27"+ et telle que
la distance entre x,, et A est majorée par 4. Cela signifie que chaque (x,, R,,) est dans C.
Or cela est impossible car C est une configuration finie.

Donc dans le membre de gauche de I’équation (I1.2.9), chaque (z, R) tel que F' est
égale a 1 satisfait k((z, R),w — d,r) < a. Avec cette nouvelle information et comme
q < 1, I'équation (I11.2.9) devient

/ > F — 8(a,r)) P (dwalwac) < 2LYA)g" .

(z,R)Ewa
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11.2. PERCOLATION DU CRCM

Mais Y F((x,R),w — 6(,r)) majore N¢(w). En effet dans une méme composante

(z,R)Ewa
connexe il peut y avoir plusieurs boules qui minimisent la quantité k. Nous obtenons ainsi
le résultat voulu. O

En utilisant la Proposition I1.2.9 nous avons
P(f = O|wAc) = P(Ng > 0|wAc) = P(Nf > O.5|wAc)
< 2zL%A)q' ™, (I11.2.10)

ou la derniere inégalité provient de I'inégalité de Markov conditionnelle. Cette majoration
ne dépend pas de la configuration extérieure wac et donc la convergence uniforme (11.2.8)
est démontrée.

Remarque I1.2.10. Comme dans la section précédente, La borne obtenue dépend de A
seulement par son volume. Donc quand nous allons définir les &, par translation, la borne
sera uniforme en x.

Pour chaque z € Z%, nous définissons A, := @ A et A, = 2D A. Nous définissons &,
par translation de la variable & = &, c’est-a-dire que &, = 1 si L(w) N A, et 0 sinon. Nous
prenons k = 17. Nous avons

P(é:ﬂ = 1|§y7doo($7y) > k) = EP[P<§$ = 1|‘FA§;>|§y7doo(x7y) > k]
> inf P(§ = 1wae), (I1.2.11)

et donc en utilisant la convergence (I1.2.8), nous avons pour chaque p €]0, 1] I'existence
de zo(p) tel que pour chaque z < zo(p) et chaque z,

P&, = 1|¢,,doo(z,y) > k) > p, P-presque strement.

En utilisant la Proposition 11.2.6, II' =) domine stochastiquement la loi de (1 — &,),cz4.
Et il existe pg tel que pour p supérieur a po, 1 — f(p) est inférieur au seuil de percolation
par site dans Z<.

&, est égal a 0 si la case A, n’est pas vide. Lorsque z est petit le "graphe” des cases
non vides ne percole pas et donc la configuration elle aussi ne percole pas.

Donc pour zy(d, @, q) = 20(po), nous avons que P-presque surement il y a absence de
percolation pour z < z(d, @, q).

11.2.3 Transition de phase pour le WR

Le WR est le premier modele continu pour lequel la transition de phase a été démon-
trée. Ce résultat a été démontré en 1971 dans [13] puis redémontré dans les années 1990
dans [7, 21]. Ces articles traitent le cas des rayons constants. Dans les deux dernieres réfé-
rences, la transition de phase est démontrée en montrant une propriiété de percolation en
volume fini satisfaite pour le CRCM et en passant a la limite. De plus ces articles utilisent
un argument de discrétisation basé sur la bornitude des rayons. Ce type d’argument ne
peut pas étre généralisé aux rayons non bornés.

Le prochain théoreme simplifie la preuve de ces articles en coloriant directement le
CRCM en volume infini. En utilisant le résultat de percolation, Théoreme 11.2.3, valable
pour des rayons non bornés, il permet aussi de généraliser le résultat pour les rayons non
bornés.
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Théoreme I1.2.11. Soient g un entier plus grand que 2 et () satisfaisant la condition
d’intégrabilité [ RQ(dR) < +oo et tel que Q({0}) = 0. Alors pour z assez grand, il existe
qg WR(z,Q,q) distincts.

Démonstration. Soit P un CRCM(z/q, @, q). Pour z assez grand (plus grand que ¢ X
21(d, @, q)), P percole presque stirement. Maintenant nous colorions chaque composante
connexe finie indépendamment et uniformément parmi les ¢ couleurs, et nous assignons la
couleur 1 a la composante connexe infinie. Alors la mesure construite P; est un WR(z, @, q),
voir le Théoreme I1.1.10. Nous pouvons de méme construire ﬁg, cee ﬁq en coloriant la com-
posante connexe infinie de la couleur 2, ..., q. Ces mesures sont toutes distinctes puisque
la composante connexe infinie n’a pas la méme couleur. Nous avons ainsi construit ¢ WR
distincts. O]
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Chapitre 111

Le cas extréme des rayons non
intégrables

Résumé du chapitre

Nous allons dans ce chapitre nous intéresser au cas extréme des rayons
non intégrables, c’est-a-dire [ RYQ(dR) = +oo. Dans ce cas l'existence du
CRCM est trivialement vérifiée puisque le processus ponctuel de Poisson
de loi 7% est solution des équations DLR. Cette solution recouvre I’espace
avec une composante connexe géante. Le premier résultat de ce chapitre est
le résultat de non-unicité suivant.

Pour ¢ entier strictement plus grand que 1, nous avons 'existence en
petite activité d’'un CRCM stationnaire différent du modéle booléen.

Pour prouver ce résultat nous utilisons la FK-représentation qui permet
de se ramener a l'interaction plus simple du WR. L’objectif est donc de
construire un WR polychromatique. Notre outil principal est une discrimi-
nation utilisant I’entropie spécifique.

Nous conjecturons que I'unicité est retrouvée pour de grandes activités.
Nous donnons une preuve heuristique de cette conjecture et ensuite prouvons
en dimension 1 le résultat plus faible suivant.

En dimension 1 et pour des activités assez grandes, le CRCM a
volume fini et a condition de bord vide converge vers le modele
booléen poissonien.

Comme la limite de cette suite est différente du modeéle booléen en petite
activité, les deux résultats de ce chapitre prouve une transition de phase en
dimension 1.
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CHAPITRE III. LE CAS EXTREME DES RAYONS NON INTEGRABLES
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III.1 Présentation du probleme

Dans le chapitre I nous avons énoncé et démontré le Théoreme 1.3.9 qui prouve 'exis-
tence d'un CRCM(z, @, q) stationnaire. Dans ce théoreme la principale hypothese est
Iintégrabilité des rayons [ R'Q(dR) < oo, qui permet de localiser I'interaction en mon-
trant que les boules centrées trop loin ne peuvent pas changer la "connectivité” de la
configuration. Pour cela nous avons utilisé une propriété similaire pour le modéle booléen
%@ ainsi qu'une domination stochastique.

Quand les rayons ne satisfont pas cette condition d’intégrabilité, c¢’est-a-dire quand
f RIQ(dR) = oo, nous disons que nous sommes dans le cas extréme. Dans ce cas les
propriétés du modele booléen changent drastiquement. En particulier il recouvre tout
I’espace.

Lemme II1.1.1. Dans le cas extréme, pour tout z > 0 et tout A borné nous avons
A C L(wpe) 79-preque sirement.

Démonstration. Nous allons faire la preuve dans le cas spécial A = B(0,1). Le cas général
s’obtient alors par changement d’échelle et stationnarité. Pour que L(wyc) recouvre A,
il suffit que la configuration contienne un point (z, R) tel que R > |z| 4+ 1. Nous allons
faire un thinning du processus ponctuel de Poisson 799 pour ne garder que ces bons
points. Nous effagons les marques de ce processus. Nous obtenons un processus ponctuel
de Poisson sur R?, de mesure d’intensité

p(dr) = 2Q(]|x[ 4 1, oo[)d,

et nous avons
WY = C [ oo,
2

ou C est une constante positive qui dépend de z et d. Comme nous sommes dans le
cas extréme, le membre de droite de I'inégalité vaut +o0o. Donc 7%@-presque siirement,
la configuration wye contient une infinité de points qui recouvre A. Le résultat est donc
démontré.

]
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Ainsi dans le cas extréme la question de 'existence du CRCM est tres rapidement
traitée puisque comme le montre la prochaine proposition, le modéle booléen 7@ satisfait
les équations DLR définissant le CRCM.

Proposition II1.1.2. Pour z > 0 et Q satisfaisant [ RIQ(dR) = oo nous avons que 79
est un CRCM(z,Q,q) pour tout g > 0.

Démonstration. Dans le cas extréme grace au Lemme I11.1.1 nous avons N2 (w) +wae) = 0
et Z79(wae) = 1 m%-presque stirement. Ainsi

cc(wA+wAc) 7Q , Z,Q , Z,Q , Z,Q
//fOJA+OJAC ZZ’Qq(wAc) (dwy)m (dw):/g/ﬂf(w,\#—w/\c)wA (dw) )% (dw)
:/f(w)ﬂ'z’Q(dW),
Q

et les équations DLR sont ainsi vérifiées. O

La question est donc de savoir si cette solution est unique ou s’il en existe d’autres.
A partir de maintenant nous nous placons dans le cas ¢ > 1. Il y a ainsi une compétition
entre deux quantités. D'un co6té la densité du type qN(?c qui favorise a avoir plusieurs
composantes connexes et donc du vide entre ces composantes. De I'autre coté nous avons
le processus ponctuel de Poisson 7% qui veut créer une unique composante connexe qui
recouvre tout. Ceci peut étre interprété comme une compétition énergie-entropie.

Le prochain théoreme montre que dans le cas de ¢ entier et z assez petit, cette com-
pétition est remportée par I’énergie et nous avons existence d’'une autre phase.

Théoreme II1.1.3. Soit q un entier strictement plus grand que 1. Soit () satisfaisant
[ RQ(dR) = oo. Alors il existe z := z(d,Q,q) tel que pour tout z < Zz, il existe un
CRCM(z,Q, q) stationnaire différent de la solution triviale m%.

Ce résultat devrait aussi étre vrai pour ¢ non entier, mais notre preuve utilise fortement
la FK-représentation qui n’est vraie que pour ¢ entier.

La seconde question concerne le comportement lorsque z est grand. Est-ce que nous
obtenons 'unicité du CRCM ou alors existe-il toujours plusieurs phases? La preuve du
Théoreme II1.1.3 ne permet pas de répondre puisque dans cette preuve la constante z est
construite de maniere artificielle. Néanmoins en nous appuyant sur les simulations de la
Figure III.1, nous pensons que pour z grand la compétition énergie-entropie est remportée
par I'entropie du modéle booléen %€ et qu’il existe une unique phase stationnaire. Cette
intuition est formalisée dans la prochaine conjecture.

Conjecture. Soit ¢ > 1. Si [ R‘Q(dR) = +o0, alors il existe z' < oo tel que pour tout
z > 7 il existe un unique CRCM(z,Q, q) stationnaire, qui est 79,

III.2 Non unicité du CRCM en petite activité

Nous démontrons dans cette section le Théoreme II1.1.3 de non unicité du CRCM
en petite activité dans le cas extréme. Dans la preuve du Théoreme 1.3.9, I'hypothese
d’intégrabilité des rayons [ RYQ(dR) < oo a été utilisée & la fin de la preuve pour controler
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FIGURE II1.1 — Simulation sur une fenétre [0,50]> d'un CRCM pour ¢ = 2. La loi des
rayons () est I'inverse d’une uniforme sur [0, 1]. De gauche a droite et de haut en bas nous
avons z = 0.05, z = 0.06, z = 0.065 et z = 0.066.

uniformément la probabilité des événements A;; qui assurait que les boules "trop” loin
ne pouvaient pas intersecter les boules "proche” de A. Cette partie était cruciale dans la
preuve pour localiser la fonction NA. Nous n’avons pas été en mesure d’appliquer le méme
type d’argument dans le cas extréme. En effet lorsque [ RIQ(dR) = +o0, I'interaction est
beaucoup trop forte pour appliquer ce type de technique. Nous avons donc décidé d’utiliser
la FK-représentation avec le WR. C’est pour cette raison que ¢ a besoin d’étre entier. En
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effet I'interaction de ce modele est beaucoup plus facile a étudier. Par exemple dans le
cas des rayons bornés l'interaction hard-core du WR est locale alors que I'interaction du
CRCM ne lest pas.

Dans un premier temps nous allons énoncer et démontrer la Proposition I11.2.1 qui
permet de démontrer le Théoreme II1.1.3 sous réserve d’avoir 1'existence d’'un WR "poly-
chromatique” ayant au plus une composante connexe infinie. La terminologie monochro-
matique et polychromatique est introduite au début de la prochaine section. Ce résultat
est basé sur la FK-représentation, voir Théoreme I1.1.10. I1 faut ensuite montrer I'existence
de ce bon WR. Pour cela nous allons construire une phase qui n’est pas monochroma-
tique. Nous pourrons ainsi conditionner pour avoir une mesure polychromatique et nous
montrerons que cette mesure conditionnée est un WR.

I111.2.1 Théoréme de non-unicité via le WR

Nous disons dans la suite qu'une configuration colorée w est monochromatique s’il
existe une couleur £ telle que toutes les boules de la configuration ont cette méme couleur.
Au contraire une configuration est dite polychromatique si au moins deux couleurs sont
présentes dans la configuration. Nous notons Mono et Poly ces événements. Dans le
méme esprit une mesure de probabilité P sur 2 est dite monochromatique (respectivement
polychromatique) si P(Mono) = 1 (respectivement P(Poly) = 1). Une mesure peut donc
étre ni monochromatique ni polychromatique.

La prochaine proposition permet de transférer le probleme étudié vers la problématique
plus simple d’existence d'un WR satisfaisant de bonnes propriétés.

Proposition III.2.1. Soient q et Q) satisfaisant les hypotheses du Théoreme II1.1.5. Soit
P un WR(z,Q,q) polychromatique ayant au plus une composante conneze infinie. Alors

la mesure color-blind Py, associée est un CRCM(z/q,Q,q) différent de la solution triviale
z/q,Q
s :

Démonstration. Comme ﬁ(Ngf < 1) = 1, le Théoreme II.1.10 nous assure que P, est
un CRCM(z/q, @, q). De plus comme P est polychromatique, il y a presque surement
au moins deux composantes connexes dans chaque configuration, et donc P, # 7%/99

puisque la mesure 7%/9€ produit presque slirement une composante connexe qui recouvre
tout. O

11 faut donc maintenant prouver I'existence d'un WR(z, @, ¢) stationnaire et polychro-
matique. C’est pour cette derniere condition que nous aurons besoin de z assez petit.

Proposition II1.2.2. [ existe 2 > 0 tel que pour z < Z, nous avons l’existence d’un
WR(z,Q,q) stationnaire, polychromatique et ayant au plus une composante conneze infi-
nie.

La preuve de cette proposition est décomposée dans les prochaines sections.

I11.2.2 Construction d’une phase non monochromatique

Nous reprenons dans un premier temps les étapes de la preuve du Théoreme II.1.3.
Nous notons A,, =] — n,n]? et considérons la mesure de Widom-Rowlinson sur la boite
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bornée A,, avec condition de bord vide définie comme dans le chapitre II par

~ _ 1 4(w0) _ .
P, (dw) = *LZ,(“’%;;?’Q(dw),

n

ou Z, = f]lA(@)%f\’f’q(d@). Nous définissons ensuite P, = 'G?Zdﬁn ot let P, =
(2 n

W fAn(]f’n o 7. D)dx. 1l a été montré dans la Proposition I1.1.4 que la suite (P,) ad-

met une valeur d’adhérence P pour la topologie de la convergence locale. Cette mesure
de probabilité est stationnaire. Elle vérifie aussi P(.A) = 1, voir Proposition I11.1.5.

Il est de plus facile de voir avec le travail qui a été fait dans le chapitre I que f’(N o<
1) = 1. En effet par la FK-représentation en volume fini, la mesure color-blind associée a

=~ —_ cc(w) . . , N
P, est la mesure =,, = qNZ—WZ’f(dw) introduite dans la preuve du Théoreme 1.3.9. Donc

en considérant la limite le long d’une bonne sous-suite, nous avons que ﬁcb est la mesure
P construite dans la preuve du Théoreme 1.3.9. Nous ne savons pas si P est un CRCM
puisque les hypotheses du Théoreme 1.3.9 ne sont pas toutes vérifiées, mais nous pouvons
tout de méme dire grace a la Proposition 1.3.12, que P, (N < 1) = 1. En effet cette
proposition n’utilise pas I’hypothese sur les rayons Q).

Il suffit donc, pour prouver la Proposition III1.2.2 et donc le Théoreme III.1.3, de mon-
trer que P est un WR(z, @, ¢) polychromatique. Malheureusement nous ne sommes pas en
mesure de montrer ce résultat. Nous allons montrer dans le prochain lemme que P nest
pas monochromatique et ensuite conditionner pour obtenir une mesure polychromatique.
C’est a ce moment la que nous montrerons que cette mesure conditionnée est un WR.

Lemme I11.2.3. [l existe Z > 0 tel que pour z < Z nous avons

P(Mono) < 1.

Démonstration. Nous allons montrer que la mesure P est différente de toutes les mesures
de probabilité monochromatiques et stationnaires sur €. Nous allons pour cela comparer
I’entropie spécifique de P a l'entropie spécifique de toutes les mesures monochromatiques.
La partie facile est de trouver une borne inférieure uniforme pour toutes les mesures mo-
nochromatiques. Il faut ensuite trouver une borne supérieure pas trop grande de ’entropie
spécifique de P.

La borne inférieure uniforme

Soit P™ une mesure de probabilité stationnaire et monochromatique sur Q. Nous allons
dans un premier temps supposer que la couleur est déterministe et égale a 1. Nous allons
chercher pour chaque n une minoration de la quantité Z,, (P™|7#@4),

Supposons dans un premier temps que ﬁ/@ est absolument continue par rapport a
%’i’f’q. Alors nous avons

Q

Dm|~z dﬁm ~ Dm (3~
IAn(Pm"/T »qu) — / ln( ~f\’/2;’q (w)) PAn(dw).
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Nous décomposons chaque configuration @ en séparant les boules de couleur 1, noté w=!,
et les boules de couleur différente de 1, noté w”'. Nous avons alors

APy e
6@ = HEERE,
~ z, 1 .
ot fi(.|w=1) est la densité conditionnelle, par rapport & 7rA s , de la configuration

/qQ7

w7! sachant @=' et f, est la densité de la configuration w=" par rapport aTy . Comme

P est monochromatique nous avons

AEE) = e (TLo(0)) 107

et nous trouvons
IAn(ﬁmﬁz’Q’q :/ln(fr( o= ))ﬁAn(d@)+/~ln(f2(@:1))ﬁ/\n(d@)
Q Q
q

—1
2L4A,).
. (An)

)
>

7Qq

Maintenant si PA n’est pas absolument continue par rapport a 7, alors nous avons

IAn(Pm]WZQq) = oo et la minoration précédente est donc encore vraie. En divisant par

L4(A,,) et en prenant la limite nous obtenons

qg—1
q

7*(P™) > z. (I11.2.1)

Maintenant si la couleur de la mesure monochromatique P™ est aléatoire, alors cette
mesure est un mélange de mesures de probabilité monochromatiques avec couleur déter-
ministe. Comme l'entropie spécifique est une fonctionnelle affine, voir le Théoreme I1.1.12,
la minoration (II1.2.1) est toujours vraie pour P™.

Remarque I11.2.4. La borne trouvée est optimale puisqu’un calcul élémentaire permet

de trouver que IZ(%Z/q,Q,l) _ q%,lz-

Borne supérieure de ’entropie spécifique de P

Nous avons montrer dans la Proposition I1.1.4 que Iz(f’) < z. Cette borne n’est pas
suffisante puisqu’elle est plus grande que q 1. Pour améliorer cette borne rappelons que
Nnous avons .0

1 ~ —In(77*%(A

I(Pn|ﬂ_z,Q,q) _ ( An ( ))
LAA,) L4A,)
Soit y > 0. Nous posons A le cube ]0, y]? et nous divisons A en k, copies disjointes de A,

avec parfois une frontiere suivant les valeurs de y et n. Un tel découpage est observable
en Figure I11.2. Nous notons ¢, le volume de cette frontiere. Alors ¢, = o(n?) et donc

IZ(PTL) =

LYA,) = (2n)* = k, LYA) + ¢, = vk, + o(n?).
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Nous notons ¢, = yid i) A fR + 1p(z,r)ca@(dR)dz la probabilité qu'une boule centrée dans
A soit completement incluse dans A. Une configuration w € A peut étre construite en
forcant que les boules centrées dans chaque petit cube de type A aient la méme couleur
et soient completement incluses dans A. Pour la frontiere nous pouvons par exemple
demandé qu’elle ne contienne pas de boule. Un exemple d'une telle configuration est
visible en Figure I11.2. Nous avons donc I'inégalité suivante

O

O
&
é

o2
O |0
e ©
101 ®
- @

@ °0D e

é
O
5
&

‘e

FiGure II1.2 — Chaque petite boite contient des boules d’une seule couleur et qui restent
totalement incluses dans cette petite boite.

%f\’f’q(fl) > [exp(—zyd) (1 + qz ! (zy%y)i)] exp(—2z((2n)? — koy®))

ilgt
1€N* q

> exp(—2(2n)?) x <1+Z d (zydgby)i) : (I11.2.2)

ilgt
1EN* q

et donc

d
TH(P) <z — (2]{;;)61 In (1 — g+ qexp (%fy))

1 [ ¢ ‘o
<zt (<26n)d —1) In (1—q+qexp (%)) (I11.2.3)
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Cn . . Cn _Z
Comme ) n_}—o>O 0, il existe un ng tel que pour tout n > ny nous avons @nyd 1< —5.

Donc pour montrer que la majoration (II1.2.3) est plus petite que la minoration dans
(III.2.1), il suffit de montrer que la fonction ¥ est négative, ou

7 d
\I/:zr—>z——dln<1—q—|—qexp (zy qby))‘
q 38y q

Sa dérivée est

W(s) = 17, exp(zydy,/q)
g 871 —q+qexp(zyle,/q)
et s’annule en un seul point z, = ﬁ In (%1 m> Cette racine est positive dés que

Oy > %, ce qui est vrai quand y est assez grand puisque ¢, — 1. De plus nous avons
y-)OO

T(0) < 0 et T(0) = 0.

Donc la fontion ¥ est strictement négative pour z plus petit que z,. Il existe donc
zZ > 0 tel que pour 0 < z < 2, il existe € > 0 tel que pour n > ng

peay <121, (I11.2.4)
q

Comme 'entropie spécifique est semi-continue inférieurement, I'inégalité (I11.2.4) reste
vraie pour P. Le Lemme II1.2.3 est donc démontré. [

I11.2.3 Construction d’une phase polychromatique satisfaisant
DLR

Pour z < Z, nous pouvons donc conditionner la mesure P par 1’événement Poly
des configurations polychromatiques. Nous notons ﬁpoly cette mesure de probabilité. Par
construction cette mesure est stationnaire, satisfait ﬁpoly(fl) =1let ﬁpoly(Ngg <1)=11
suffit donc de montrer que ﬁpoly satisfait les équations DLR d’un Widom-Rowlinson pour
conclure la preuve de la Proposition I11.2.2.

A partir de maintenant nous fixons A borné et nous allons montrer que ]Bpoly satisfait
I'équation DLR(A).
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Evénement bouclier

Pour montrer que ﬁpoly satisfait I’équation DLR(A), il faut introduire une suite d’évé-
nements qui localisent l'interaction 1 4. Pour cela nous allons construire un événement
ou la boite A est encerclée de boules de différentes couleurs. Ces boules empécheront A
d’interagir avec les boules centrées trop loin.

Proposition I11.2.5. I eziste une suite (Ag)g>1 de sous-ensembles compacts de R et

une suite d’événements (Wy)i>1, satisfaisant Wy, € Fa, (en particulier ces événements
sont locaux), tels que

1. Ppoly(Wk) k—>—o>o 1.
2. Pour chaque configuration w dans AN Wy et W' dans Q, nous avons
]lA((,Nd;X + (:)Ac) = ]lA(CDj\ + LNUAk\A).

Démonstration. Commencons par construire les ensembles Ay et les événements W.
L’idée est tres simple. Si des boules de différentes couleurs sont intelligemment placées
autour de A, alors la condition hard-core empéche les boules centrées trop loin de pouvoir
intersecter les boules centrées dans A. Nous allons détailler cette idée.

Comme A est borné, il est inclus dans un cube A = [—a,a]? pour un « positif.

Maintenant pour k > «, nous placons & chaque coin de A un cube B]’-“, 7 € {0,1}¢, de coté
k-

B;“ = H (=1 [a, k + a],

i=1..d

ot (—1)Vi[a,k + a] = [a,k+ ] si j; = 0 et [~a — k,—a] si j; = 1. Nous notons W}
I’événement des configurations w qui ont au moins deux boules de deux couleurs différentes
centrées dans chaque B;-“. Par un argument géométrique simple, il existe un réel positif
D, tel que chaque boule centrée dans A et intersectant 'ensemble G := [—a—k— Dy, a+
k+ D;]" doit nécessairement recouvrir un cube BY. Donc I'événement, TW)! force les boules
centrées dans A a rester a l'intérieur de G.

Maintenant nous devons empécher les boules centrées trop loin d’intersecter G. Nous
considérons les 2¢ cubes suivants :

Cf = T[ (-1 [a+k+ Dy +1,a+2k+ Dy +1]
i=1..d

pour j € {0,1}%. Ces cubes ne sont pas placés aux coins de G mais un peu plus loin. Nous
notons W7 I'événement des configurations @ qui ont au moins deux boules de différentes
couleurs centrées dans chaque cube C’]’-“ . Il existe un réel positif Dy tel que chaque boule
centrée a 'extérieur de

Ak:[—01—2]{?—D1—1—D2,Oj+2k’+D1+1+D2]d

et qui intersecte G doit nécessairement recouvrir un cube C’J’?. En conclusion ’événement
Wy, := Wl N W2 assure que dans une configuration autorisée @ € A les boules centrées
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Ay

FIGURE I11.3 — Evénement bouclier W,

dans A n’intersectent pas les boules centrées a l'extérieur de Ay. La propriété 2) de la
Proposition I11.2.5 est donc démontrée. 1l reste & démontrer la propriété 1).

Pooy(Wi) = By | {@s & Poly} U {&ey & Poly}
je{o,1}4
< Y Boo({@ps & Poly}) + Bpony({Tcs & Poly}).
je{o,1}4

Comme ﬁpgly est une mesure de probabilité stationnaire les probabilités ﬁpoly({&B’? ¢
o J
Poly}) et Py ({Wer ¢ Poly}) sont égales et ne dépendent pas de j. Enfin comme
J

Pooy(Poly) = 1, cette valeur tend vers 0 quand k tend vers l'infini. La propriété 1)
est démontrée. ]

Equation DLR(A)

Comme dans la preuve du Théoreme 1.3.9 et du Théoreme I1.1.3, nous devons in-
troduire une nouvelle suite de mesures. Nous considérons comme dans le chapitre I les
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mesures
~\ 1

_ D -1
Pn = W//;n lACTz(An)PROTx dl‘,

et la Proposition I1.1.6 reste vraie. Soit f une fonction mesurable locale et bornée par 1.
Nous définissons o comme

Soit € > 0. Grace a la Proposition II1.2.5 il existe k assez grand tel que .ﬁpoly(W,f) < €/2
et donc

]lA(wA + wAc>~z ,Q.q

ZZ Qa3 (do’ )Ppoly(dw)‘ €.

3| [ tw Py~ [ 1w @ae) S+ T
Q 02

Nous avons Wj, C Poly et nous avons que 1 4 et 7 A sont Ag-locales sur Wp.. Donc

1 ¢) 1
| [ pome b [ (e 5t I S ) P+
Poly 02 P(Poly) Z: 299D, \A)

Toutes les quantités intégrées sont locales, donc la Proposition I1.1.6 nous assure que pour
n assez grand

c ]:|.
‘/ P W, (@) LA 0) LAV T O) e @) B ) + 2
Poly 02 P(Poly)  Zy™%(Wana)

]1 — c ]1 ¢)~z,
= ‘/ AwS P! /~ ﬂwk(wAc)f<wA+wA ) A(ZCZA—FMA ) Y@ )PA(dw)‘ + 2¢
Poly 02 P(Poly)  Zy*% (@)

= 2e,

ou la derniere égalité est une conséquence de I’équation DLR(A) satisfaite par les mesures
P2 voir Proposition 11.1.6.

III.3 Conjecture d’unicité en grande activité

Commencons par rappeler la conjecture d’unicité du CRCM dans le cas extréme en
grande activité.

Conjecture. Si [ R‘Q(dR) = +oo, alors il existe 2 < oo tel que pour tout z > Z' il
eziste un unique CRCM(z,Q, q) stationnaire, qui est 79,

Nous allons dans un premier temps donner une preuve heuristique de cette conjecture,
basée sur les équations GNZ et une domination stochastique. Nous allons ensuite énoncer
et démontrer une version faible de cette conjecture en dimension 1.
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II1.3.1 Preuve heuristique de la conjecture

Nous allons dans cette partie donner une preuve heuristique de la conjecture. Cette
preuve n’est pas exacte et nous dirons explicitement le moment non-exact. Par simplicité
nous supposons que les rayons sont minorés : Il existe Ry > 0 tel que Q([Ro; +o0o[) =
1. Commengons par donner des résultats rigoureux vérifiés par tous les CRCM(z, @, q).
Nous ne faisons pour le moment aucune hypothese sur 'intégrabilité des rayons. Comme
les rayons sont minorés, nous avons pour chaque configuration w et pour chaque point

X = (z,R)

d
1—k(X,w) > — ) > —CyRY, (I11.3.1)

ot Cy est la constante (3/Ry)?. Nous déduisons du Théoreéme 1.1.4 que P domine stochas-
tiquement le processus ponctuel de Poisson 7% ot

Q(dR) = ¢~ Q(dR).

Il est important de remarquer que la mesure Q n’est pas une mesure de probabilité (ce
qui n’a pas d'importance) mais admet un moment d’ordre d : [ RdQ(dR) < 4o00. Cette
domination stochastique donne le comportent général des composantes connexes de P.
En effet il est connu, voir par exemple [12] ou [27], que la structure germe-grain L(w) =
U(z,r)ewB (2, R), sous la loi 7% percole pour z assez grand. De plus pour z assez grand
L(w) forme un océan de boules connectées avec quelques trous répartis dans I’espace, qui
peuvent contenir des petites composantes connexes finies. Comme P domines 779, P a le
méme comportent, ou alors P produit un océan de boules connectées sans trous. Dans le
second cas P a une seule composante connexe. La conjecture affirme que dans le cas ou
f RIQ(dR) = oo, pour z assez grand le second cas se produit.

Considérons la quantité Np représentant le nombre moyen de composantes connexes
par unité de volume produites par P. Soit X € w et notons C'x(w) sa composante connexe.
Ici nous considérons Cx(w) comme sous-configuration de w plutét que comme sous-
ensemble de L(w). Nous disons que X = (z, R) est le point le plus a gauche dans Cx(w)
si la premiere coordonnée de z dans R? est plus petite que celle des autres Y € Cx(w).
Toutes les composantes connexes finies ont un point le plus a gauche qui est unique presque
stirement. Donc une définition possible de Np est

NP = / Z H[O,I]d(x)]l{(m,R) est le point le plus & gauche de C(, gy (w)}P(dUJ)
Q
(z,R)Ew

La quantité Np tend vers 0 lorsque z tend vers l'infini et nous pouvons montrer une
décroissance exponentielle.

Lemme I11.3.1. Supposons que les rayons sont minorés par un Ry > 0. Alors il existe
C > 0 tel que pour z assez grand nous avons

Np S 6_02.
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Démonstration. Grace aux équations GNZ, voir Proposition 1.3.2, et a la stationnarité de
P nous avons

//01 /+°° k((zR)w) 5

(z,R) est le point le plus & gauche de Cle,R) (w+5 (z, R }Q(dR)dZEP(dW)

“+oo
< zq/ P<(0, R) est le point le plus & gauche de Cg gy(w + (5(0,3))>Q(dR).
0
Comme P domine stochastiquement 7@ nous avons

+oo _
Np < zq/ 9 <(0, R) est le point le plus a gauche de Cg gy(w + 5(0,3))>Q(dR)
0

+o0 -
< Zq/ 7TZ’Q (0 ¢ L(wgauche)>Q(dR)
0
L getha R (I11.3.2)

Ol Weauche €St la configuration de points (x, R) € w tels que la premiere coordonnée de
x est négative. La derniére inégalité de (I11.3.2) est un calcul standard pour le modéle
booléen, voir [8]. Le lemme est démontré en choisissant judicieusement la constante C. [

Supposons que P est ergodique. Grace au théoreme ergodique nous avons le lemme
suivant.

Lemme II1.3.2. Pour chaque x € R? et pour P-presque toute configuration w :

lim 1 —k((z,R),w) _

R—o0 Vd Rd

—Np.

Démonstration. Rappelons que k((z, R),w) compte le nombre de composantes connexes
de L(w) qui intersectent la boule B(z, R). Le théoreme ergodique nous donne la conver-
gence P-presque str

#{Y € wp(,r), Y est le point le plus a gauche de Cy (w)}
: — NPa
Ude R—o0

mais cette quantité n’est pas exactement k((z, R),w). En effet nous avons oublié les com-
posantes connexes dont le point le plus a gauche n’est pas dans B(z, R). Nous allons
controler le nombre de ces "mauvaises” composantes connexes. Nous allons utiliser la
borne inférieure Ry des rayons. Chacune de ces "mauvaises” composantes connexes doit
sortir de B(z, R). Considérons l'anneau

B(z, R+ 2Ry) \ B(z, R — 2Ry).

Cette anneau a un volume équivalent & C R~ ou C est une constante positive. Ainsi par
un argument de volume le nombre de "mauvaises” composantes connexes a un majorant
qui est équivalent & CR*!. En normalisant par vzR* ce terme tend vers 0. Nous avons
ainsi la convergence P-presque sur

K((x,R)w) — Np,

r—00

et le résultat est démontré. O
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Focalisons-nous maintenant sur la preuve non rigoureuse de la conjecture pour la loi
particuliere Q(dR) = %=1} 1o(R)dR. Nous allons montrer que Np = 0 pour z assez
grand, ce qui prouve I'égalité P = 7%9.

Grace au Lemme I11.3.2, il existe K, ., > 0 tel que pour chaque R > 0

1 —k((z,R),w) > —204NpR* — K, ,.

Supposons que cette constante K peut étre choisi uniformément en x et w. C’est bien-str
faux mais quitte a prendre K assez grand ceci peut étre vrai avec grande probabilité.
C’est la seule partie non rigoureuse de la preuve.

En faisant le méme type de calculs que dans le Lemme II1.3.1 nous obtenons

d
Lovg 0+°° Riq=20aNpR —KQ(dR)

Np < zge 2
L ge- b e
< zqe*CZNfgl/d

ol ¢ est une constante positive. Pour z assez grand, la seule solution est Np = 0.

I11.3.2 Conjecture : un premier pas vers une preuve rigoureuse
dans le cas d =1

Nous nous plagons dans cette section dans le cas d = 1. Soit A,, =] — n,n|. Comme
dans le chapitre I, pour z, @) et ¢ fixés nous notons

Ncc(w;\n)

— —z q
En(dw') = E59(dw), |0) = +——

~ WZ? (dwly ).

Posons P, = ® Z, 07, et
iezd

— 1 5 -1
Pn_ﬁd(An) /An(Pno7'z )dz.

Nous avons déja démontré avec le Lemme 1.3.10 et le Corollaire 1.1.13 que la suite (P,)
admet une valeur d’adhérence P. Nous allons montrer que cette valeur d’adhérence est
unique et égale & 79,

Théoreme I11.3.3. Pourd =1, ¢ > 1, Q satisfaisant les conditions
1. [Zexp (— [ Q(R, 0[)dR) du < oo,
2. Q({0}) =0,

et pour z assez grand, la suite (P,) converge vers 7% pour la topologie de la convergence
locale.

Nous démontrons completement un phénomene de transition de phase. En effet nous
avons montré dans la preuve de du Théoreme I11.1.3 que cette méme suite (P,) convergeait
vers une limite différente de 7%¢.

Pour montrer ce résultat nous allons prouver que le nombre moyen de composantes
connexes, relativement a =,,, est uniformément borné. Intuitivement il en sera de méme
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pour la limite que nous notons P. Or comme P est stationnaire la seule possibilité d’avoir
un nombre moyen fini de composantes connexes est 1, ce qui implique que P = 7%9.
Nous formalisons bien-sur cette idée, en utilisant I’entropie spécifique qui permet tres
simplement de montrer la convergence voulue.

Proposition I11.3.4. Pourd =1, q > 1, Q) satisfaisant les conditions
1. floo exp( fl dR) du < 00,
2. Q{0}) =0,

et pour z assez grand nous avons l’existence d’une constante o < oo telle que, pour tout

/Q Neo(@)En(dw) < a

Supposons dans un premier temps que cette proposition soit vraie. En reprenant les
calculs d’entropie qui ont été faits dans la preuve du Lemme 1.3.10, nous avons

Nee(w)
In(q) aln( )
— LA Ja L4UA)

Nee(W) =, (dw) < (I11.3.3)
ou la derniere inégalité est une conséquence de la Proposition I11.3.4. Or ’entropie spé-
cifique est semi-continue inférieurement, voir Théoreme 1.1.12, et nous avons donc que
chaque valeur d’adhérence P de la suite satisfait Z?(P) = 0. Or la Proposition 1.1.11
affirme alors que P = 7*%. Nous avons donc unicité de la valeur d’adhérence et ainsi la
convergence de la suite (P,) vers cette unique valeur d’adhérence 7.

Remarque II1.3.5. Nous avons utilisé la Proposition II1.3.4 pour montrer que la suite
des entropies spécifiques I?(P,) converge vers 0. Pour que cette convergence soit vraie il
suffit d’avoir

/ Nee(w)Zn(dw) = o(n).
Q

Pour prouver la Proposition II1.3.4, nous allons introduire la notion de composante
connexe a droite. Grace a un comportement de renouvellement, ce nombre de composantes
connexes a droite sera de loi géométrique. Nous utiliserons enfin les propriétés de la loi
géométrique pour montrer que ce nombre de composantes connexes a droite admet des
moments exponentiels pour z assez grand.

Preuve de la Proposition II1.3.4 : phénomene de renouvellement

L’idée est de se ramener a un processus de renouvellement sur [0, co[. Commengons
par remarquer que comme Z, > 1, nous avons

/ N ()2, (dw) / Noo ()™= @39 (duo) < / e 72 Q ), (I11.3.4)
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ol nous pouvons prendre par exemple ¢ = 2¢. Ensuite par indépendance et stationnarité
de 7% nous avons

2
[ 2m) < [ gitongtanolzQdy) - ( / @N““[O»"%Zv@(dw) ~
Q " Q Q
(111.3.5)

Malheureusement nous n’avons toujours pas de comportement de renouvellement. En effet
lorsque n grandit un segment peut apparaitre est recouvrir tous les précédents segments.
Pour palier a ce probleme nous allons considérer des demi-segments du type [z,z + R] a
la place des segments du type [z — R, x + R]. Pour cela nous considérons donc la quantité

N (w) = Nombre de composantes connexes de U [z, + R].
(z,R)Ew

— cc

Nous avons N.(wjo,n]) < N&(wjo.n)) et puisque g > 1

/Q'Ncc(w[o,n])ﬂ-zyQ(dw) S/gNéic(w[o,n])Wz,Q(dw) S/qNgc(w[O,oo[)ﬂ-QO(dw)’ (111.3.6)
Q Q Q

ou la derniere inégalité est une conséquence de la croissance de Nfc(w[om]) par rapport a
n. Pour montrer la Proposition II1.3.4 il suffit donc de montrer que le membre de droite
de l'inégalité (I11.3.6), qui ne dépend plus de n, est fini.

Pour cela la premitre chose & montrer est que la quantité N (wi () est finie 72
presque-stirement. Ensuite nous pourrons montrer que cette quantité admet des moments
exponentiels finis pour z assez grand.

Pour montrer que N Cdc(w[opo[) est fini 7%9 presque-siirement, nous invoquons un résultat
issu de [19] que nous énongons dans le prochain lemme avec les spécificités de notre
probleme.

Lemme II1.3.6. Pour tout z > 1, la quantité NZ(wp () est finie 79 presque-sirement

si et seulement si
/ exp (—/ Q(]R,oo[)dR) du < 00.
1 1

La preuve de ce lemme, disponible dans [19] utilise la notion de subordinateur. Néan-
moins une version plus faible peut se démontrer en utilisant le lemme de Borel-Cantelli.
Dans ce cas la condition obtenue est

3 exp (- /f@(]R, oo[)dR> du < oo.

neN

\

A partir de maintenant nous nous plagons sous les hypotheses du Lemme II1.3.6. La

quantité N2 (wjpe[) est donc finie 7%%-presque strement et il faut maintenant montrer

que pour z assez grand nous avons

/qNéic(w[o,oo[)wZ’Q(dw) < 00.
Q
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Preuve de la Proposition II1.3.4 : convergence de lois géométriques

Nous avons maintenant le comportement de renouvellement voulu. En effet lorsque
nous parcourons la demi-droite réelle [0, co[, chaque composante connexe rencontrée a
une probabilité positive, que nous notons p(z), d’étre infinie, et cela indépendamment
des précédentes composantes connexes qui ont été rencontrées. Ainsi la variable aléatoire

N& (wio,00f) €st une variable aléatoire géométrique de parametre p(z), et nous avons

p@lfA%MmWWW&

Ainsi nous avons un calcul explicite du membre de droite de (I11.3.6) :
/q (,(,(w[O oo[) z,Q dw Zq p )) _1’
@ keN*

et cette intégrale est finie si et seulement si (1 — p(z)) < 1. Ceci est vrai pour z assez
grand grace au prochain lemme.

Lemme I11.3.7. Pour Q) et q satisfaisant les hypotheses de la Proposition I11.5.}, nous
avons

/N (Woeo)) ™9 (dw) — 1.

Z—00

Ainsi avec ce lemme nous avons que pour z assez grand la quantité ¢(1 — p(z)) est
strictement plus petite que 1 et donc

Va = / Ve 7@ (dw) < oo
Q

Finalement avec les inégalités (I11.3.4), (II1.3.5) et (II1.3.6) nous obtenons

LNA@&WMSa

Il ne reste donc plus qu’a démontrer le Lemme I11.3.7.

Démonstration du lemme. Nous savons que N (wjp o), relativement & 7%, suit une loi
géométrique de parametre p(z). Nous notons X, cette variable aléatoire. Nous allons
montrer que X, converge en loi vers 1. Nous avons

’Q(N (Wo,0) = 1) 2 WZ’Q(Nc‘ic(w[o,oo[) =1, [z + y, 00[ est recouvert dans wi o),

ou = et y sont des réels strictement positifs et ot nous disons que [z, 00| est recouvert
dans w si

[z, 00 C U la,a+ R].

(a,R)Ew

Pour que le nombre de composantes connexes a droite soit égal a 1, il suffit donc que
[z + y, 00[ soit recouvert dans wi, o[ €t que dans [0, x|, le premier point ait un rayon plus
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grand que z + y. Ceci implique implicitement qu’il y ait au moins un point dans [0, z]|.
Nous obtenons donc

WZ’Q(NfC(w[Om[) = 1) > 7*9(le premier point de Wio,e] & UN Tayon supérieur a x + y,

[ 4y, 00[ est recouvert dans wjg oof)-

Les deux événements considérés ont été construits de maniere a étre indépendants relati-
vement a 7>%. De plus comme 7%€ est stationnaire nous avons

(N (Wpeop) = 1) > (1 — e ™)Q([x + 1y, 00[)m*?([y, 0o[ est recouvert dans wig f))-
Lemme I11.3.8. A y > 0 fixé, la probabilité
79[y, oo[ est recouvert dans wip o))

tend vers 1 lorsque z tend vers l’infini.

Démonstration. Considérons la réalisation d'un processus de Poisson d’intensité £¢ ® Q.
Nous savons grace au Lemme I11.3.6 que le modele des segments a droite percole, et donc
il existe un point aléatoire T' qui est le point le plus a gauche de la composante connexe
infinie. Si y est dans cette composante connexe infinie alors nous avons gagné. Sinon nous
superposons les points d'un nouveau processus ponctuel de Poisson indépendant du pre-
mier et d’intensité 2£? ® Q. Pour z assez grand (mais aléatoire), le segment [y, T est
entierement recouvert par ce nouveau processus. Il suffit par exemple d’attendre qu'un
point apparaisse dans [0, y] avec un rayon assez grand. Ainsi le segment [y, oo est entie-
rement recouvert par la concaténation des deux processus ponctuels, qui est un processus
ponctuel de Poisson d’intensité (2 +1)£%® Q. Nous avons bien la convergence voulue. [

Maintenant considérons € > 0. Pour x,y assez petit, grace a I'hypothese Q({0}) = 0,
nous avons Q([z + y, 00[) > /1 — €. Maintenant que z et y sont fixés, pour z assez grand
nous avons

79[y, oo est recouvert dans wig wof)) > V1 —€cet (1 —e ™) > V1 —¢,
et donc finalement pour z assez grand
T (N (@) = 1) > 1 — €.

Ainsi nous avons la convergence en loi de X, vers 1 lorsque z tend vers l'infini. Ceci
implique la convergence ponctuelle de la fonction caractéristique et ainsi pour chaque réel
t nous avons

p(z)e it
— —
T= (L= p(2)et =0

ce qui montre en prenant par exemple ¢t = m que p(z) converge vers 1. Le lemme est donc
démontré. n
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Remarque 111.3.9.

— Concernant [’hypotheése floo exp (— flu Q(|R, oo[)dR) du < o0, il est facile de remar-
quer que celle-ci implique la non-intégrabilité des rayons [ RQ(dR) = oo. Néan-
moins il n’y a pas équivalence entre ces deux relations puisque lorsque nous consi-
dérons des rayons ayant pour loi () 'inverse d’une uniforme, alors un calcul simple

montre que
/ exp (—/ Q(|R, oo[)dR) du = .
1 1

La question est donc de savoir si le théoréme est toujours vrai dans le cas plus
général f RQ(dR) = oo. Nous n’avons pas de réponse a cette question.

— L’hypothése Q({0}) = 0 a été utile a la fin de la prewve de la proposition II1.3.4
pour montrer la convergence en loi vers 1 des variables géométriques. Cette hypothése
semble nécessaire pour cette convergence. Néanmoins cela dépend de la variable aléa-
toire T point le plus a droite de la composante conneze infinie. St celui-ci converge
vers 0 assez vite alors cela pourrait compenser 'apparition de points a rayons nuls.

II1.3.3 Perspectives

Le Théoreme I11.3.3 résout une version faible de la conjecture dans le cas particulier
de la dimension d = 1. Nous allons présenter dans cette section les pistes possibles pour
contribuer a la preuve de la conjecture, les idées et les problemes rencontrés.

Généralisation du Théoreme I11.3.3 pour toutes les dimensions

Il serait en effet tres intéressant de pouvoir généraliser le Théoreme I11.3.3 pour les
dimensions d > 2. Comme dans le cas d = 1 il suffit de montrer la Proposition I11.3.4
qui borne le nombre moyen de composantes connexes. Néanmoins la technique du type
renouvellement utilisée est uniquement utilisable en dimension 1. Méme s’il est possible de
se ramener a la dimension 1 en projetant d’'une bonne maniere les boules sur une droite,
le processus projeté obtenu n’est pas stationnaire. Nous n’avons donc plus I'identification
du nombre de composantes connexes comme une loi géométrique.

Généralisation du Théoreme III.3.3 pour toutes les conditions de bord en
dimension d =1

Dans le Théoreme I11.3.3 nous considérons la suite (P,) construite a partir des mesures
a bord vide

Nee(w )
—z,Q, q n 2,
:qu(dwj\nW)) == WA?(dwj\n).

Il serait intéressant de considérer des mesures avec des conditions de bord différentes
comme

Nee™ (W, T90nn)

q

Z,Q(d / )
Z33 (wag)

ﬂ-An WA" .

E39(dw), wa,) =
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Nous pouvons ainsi construire une suite de mesures que nous noterons P dont il est
possible de montrer 'existence d’un point d’accumulation en utilisant le Corollaire 1.1.13.
Pour montrer la convergence de P, vers 7% il suffit de montrer un résultat du type

/ Ny + wne )E529(duty wn,) <
Q

pour « fini. Mais plusieurs des techniques utilisées pour le cas du bord vide ne sont plus
utilisables. En effet la fonction de partition Zf\’nQ’q(wA% ) n’est pas dans ce cas plus grande
que 1. De plus la quantité N2 est beaucoup moins agréable & utiliser, et il n’est pas clair
que nous puissions faire apparaitre un phénomene de renouvellement comme dans le cas

du bord vide.

Rendre rigoureuse la preuve heuristique ?

Dans la preuve heuristique nous avons utilisé le théoreme ergodique pour montrer
I'existence d'une bonne constante K, .. Nous avons alors supposé que cette constante
pouvait étre prise uniforme en x et w, permettant de démontrer une domination stochas-
tique.

Il est tres certainement impossible de pouvoir choisir cette constante uniformément.
Néanmoins l'utilisation des équations GNZ et de la théorie ergodique pour étudier la
quantité Np pourrait étre intéressante, en particulier parce que ces outils ne dépendent
pas de la dimension.
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