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Exercice 1

Soit (E,T) un espace mesurable.
1. Soit m une application o-additive de T" dans IR.

(a) Montrer que m(f}) = 0.

(b) On définit 'intégrale par rapport a m d’une fonction caractéristique 14 d’un élément A
de T par [1adm = m(A). On définit ensuite I'intégrale d’une fonction étagée positive
f =2 i—1nila, par J fdm = > i=1,n @im(4;). Cette définition a-t-elle un sens (justifier
brievement)? Peut-on alors définir I'intégrale des fonctions mesurables positives par passage a
la limite?

2. On suppose maintenant que m est une mesure positive sur 7'. Pour chacune des hypotheses suivantes
sur f :

(a)
(b)
(c) fEM,
(d) f€LR(E,T,m),
(e) fe€Lp(E T,m),

examiner la véracité de chacune des assertions suivantes (justifier brievement les réponses) :

/fdm = 0 si et seulement si f = 0. (1)
/fdm =0 si et seulement si f =0 p.p. (2)
/|f\dm =0 si et seulement si f = 0. (3)
/|f|dm = 0 si et seulement si f = 0 p.p. (4)

Exercice 2

Soit m une mesure sur la tribu des boréliens B(IR). Pour tout intervalle I de IR et tout z € IR, on note
I+z={y€eR;3z € l;y=z2+x}.. On suppose que la mesure m est telle que :

Pour tout intervalle I de IR et tout x € R, m(I) = m(I + x) (5)

et
m([0,1]) =1 (6)

1. Montrer que m({z}) = m({y}), pour tout (z,y) € R



2. En déduire que m({z}) = 0, pour tout = € IR.
3. Soit n € IN*. Montrer que m([0, £]) = L.
4. En déduire que m est la mesure de Lebesgue.

Exercice 3
Soit (E,T,m) un espace mesuré. Pour f € M, on pose Ay = {C € R, |f| < C p.p.}. Si Ay # ), on pose
|| flloo = inf Af. Si Ay =0, on pose || f|lo = oc.
1. Soit f € M t.q. Ay # 0. Montrer que |f| < || f|ls p-p- et donc que || f]|o € Af.
2. Soient (fp)new C M et f € M.
(a) On suppose, dans cette question, que ||fn — fllcc — 0 quand n — co. Montrer que f,, — f
presque uniformément.

(b) En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E,T,m), (fn)new €t f),
montrer qu’on peut avoir f, — f presque uniformément, quand n — oo, et ||fr — fllco 7 O.

Exercice 4

Soient (F,T,m) un espace mesuré fini, f une fonction mesurable de E dans IR. Pour n € IN, on pose
Ap={z € E,|f(z)]>n}et By={z€ E,n<|f(z)] <n+1}.
Montrer que :

“+oo +o0o
/|f|dm <400 Y nm(B,) < 400 & Y m(A,) < +oo. (7)
n=0 n=0



