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Introduction

Ce livre décrit quelques outils pour I’étude mathématique des équations aux dérivées partielles (EDP). Une équa-
tion aux dérivées partielles est une équation mathématique dont I’inconnue est une fonction de plusieurs variables
qui fait intervenir les dérivées partielles de cette fonction par rapport a ces variables. On peut par exemple vouloir
calculer la température en un point de I’espace et au cours du temps. La fonction inconnue est alors la température,
et ’EDP fait intervenir les dérivées partielles de celle-ci par rapport au temps et aux variables d’espace.

Les équations aux dérivées partielles interviennent de fait dans de nombreux modeles de physique, d’ingénierie
ou de biologie, comme la propagation de la chaleur ou du son, I’écoulement des fluides, 1’électrodynamique, la
propagation des épidémies. Elles sont utilisées également pour les modeles de prévision météorologique et pour
les modeles de climat. Les EDP ont vu le jour apres les travaux de Leibniz et Newton sur les infinitésimaux au
début du 18eme siecle; c’est Euler qui formula en 1757 le premier systeme d’EDP (dites équations d’Euler) pour
décrire le mouvement d’un fluide incompressible. Les EDP peuvent étre linéaires, c’est le cas de 1’équation de
la chaleur classique par exemple, ou non linéaires, comme les équations d’Euler ou Navier-Stokes qui décrivent
le mouvement d’un fluide. Plusieurs exemples de problémes non linéaires sont étudiés, avec des outils récents
permettant de montrer 1’existence et éventuellement I’unicité de la solution.

Au cours des chapitres seront évoquées les EDP elliptiques, paraboliques ou hyperboliques. Cette dénomination
“historique” fait référence a une classification des EDP linéaires du second ordre a coefficients constants, qui s’ écrit
sous la forme a02, u+2b02,u+c02,u+do2,u+edyu+f = 0,0l u : R* — IR est une fonction a valeurs réelles
de deux variables réelles x et y représentant habituellement les variables d’espace (bi-dimensionnel) ou d’espace
(uni-dimensionnel) et de temps, et les symboles 9, et 92 s désignent les dérivées partielles d’ordre 1 par rapport
a o et d’ordre 2 par rapport a « et 3, pour et = x ou y.

Cette EDP est qualifiée d’elliptique, (resp. parabolique, hyperbolique) si les coefficients a, b, c,d, e, f satisfont
la condition %2 — ac > 0, (resp. b> — ac = 0, b> — ac < 0,), en référence aux courbes planaires du méme
nom, car I’hypothese sur les coefficients est la méme que la condition pour I’équation de géométrie analytique
ax?® + 2bxy + cy? + dx + ey + f = 0 pour ces courbes.

L’exemple type d’EDP elliptique est 1’équation de conduction de la chaleur en régime stationnaire, tandis que
I’exemple type d’EDP parabolique est 1’équation de conduction de la chaleur en régime transitoire. L’équation de
propagation des ondes est par contre une EDP hyperbolique.

Chaque type d’EDP possede certaines caractéristiques, en particulier concernant la régularité des solutions, de
la vitesse de propagation de I’information et de 1’effet des conditions initiales et des conditions aux limites. En
général, les solutions des EDP elliptiques ou paraboliques sont plus régulieres que les conditions initiales et les
conditions aux limites. En outre, les conditions aux limites affectent la solution en tout point du domaine.

En ce qui concerne les EDP hyperboliques linéaires, la régularité de la solution dépend de la régularité des condi-
tions initiales et limites ; par exemple, s’il y a un saut dans les données initiales, ce saut se propagera comme une
discontinuité dans la solution. Si ’EDP hyperbolique est non linéaire, des solutions discontinues peuvent appa-
raitre méme si les conditions initiales et les conditions aux limites sont régulieres. Pour un systeéme modélisé par
une EDP hyperbolique, I’'information se déplace a une vitesse finie, appelée vitesse d’onde.
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Les outils que nous développons dans ce livre ont comme objectif d’obtenir des résultats d’existence (et souvent
d’unicité) pour quelques exemples de problemes d’EDP de nature diverse. Il n’est pas en général possible d’obtenir
des solutions explicites d’une EDP; les EDP et modeles précédemment cités sont résolus par des méthodes numé-
riques qui permettent d’obtenir des solutions approchées. Le développement de ces méthodes et 1’augmentation
de la puissance des ordinateurs ont permis une amélioration constante de la précision des solutions approchées
ces dernieres décennies. De fait, certains des outils présentés seront également utiles pour le développement et
I’analyse des méthodes numériques de résolution approchée.

Le contenu de ce livre est issu de plusieurs cours de 2eéme année de DEA et master 2 que les auteurs ont enseignés
a I'université d’Aix-Marseille, a ’ENS Lyon et a ’université de Savoie; nous tenons a remercier nos étudiants
et nos collegues pour leur intérét et leurs remarques, et plus particulierement Marc Durand, Robert Eymard et
Arax Leroy pour leur relecture soigneuse. Nous remercions également les rapporteurs pour leurs remarques qui
ont grandement amélioré la rédaction.

Nous n’avons pas ici la prétention de couvrir la totalité du champ des EDP; notre but est plutot de transmettre une
certaine culture des EDP que nous avons eu la chance d’acquérir de par nos années d’étude et de recherche, et
qui est certainement tres influencée par notre connaissance des méthodes numériques pour leur résolution. Méme
si nous rappelons la plupart des notions avancées que nous utilisons, il va de soi qu’une lecture profitable de
ce livre nécessite de bonnes connaissances d’analyse réelle, de théorie d’intégration de Lebesgue et d’analyse
fonctionnelle. Nous conseillons a ce sujet les ouvrages [26] et [13] (ou [12] pour une version frangaise, ou [25]]
aussi en frangais).

L’ouvrage comporte de trés nombreux exercices et problemes résolus. Certains de ces problémes ont pour objet
des résultats dans la continuité du cours ou la démonstration de résultats relativement récents. Les exercices sont
“étoilés”, le nombre d’étoiles (de 1 a 4), donnant une indication de leur difficulté.

Nous donnons au chapitre 1 la définition des espaces fonctionnels de Sobolev utiles pour écrire les formulations
faibles des équations considérées, a partir des notions de dérivée faible, introduite par Jean Leray en 1934 [35]]
et de la généralisation que nous avons appelée dérivée par transposition. Cette derniere permet d’introduire tous
les outils nécessaires en se passant de la notion de distribution qui est communément employée dans la plupart
des ouvrages et qui nous parait plus compliquée et non nécessaire dans le cadre de notre étude. Quelques résul-
tats d’analyse fonctionnelle sont ensuite énoncés, ainsi que des théoremes classiques de densité, de trace et de
compacité, et les fameuses injections de Sobolev.

Le chapitre 2 est consacré aux équations elliptiques linéaires, dont un exemple est I’équation de la chaleur en
régime stationnaire, qui fait intervenir les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction inconnue (la température) par
rapport aux variables d’espace. On étudie leur formulation faible ou variationnelle, ainsi que la régularité de leurs
solutions. Les exercices de ce chapitre permettent d’approfondir des résultats d’analyse spectrale, d’introduire les
espaces de Sobolev a poids, ou encore de prouver I’existence des solutions au probleme de Stokes ou aux équations
de Schrodinger.

Les équations elliptiques non linéaires sont étudiés au chapitre 3. On distingue trois types de méthodes pour
montrer 1’existence des solutions : les méthodes de compacité, soit par point fixe, soit par degré topologique, les
méthodes de monotonie et les méthodes par minimisation de fonctionnelles. On donne des exemples d’application
de ces méthodes sur plusieurs problémes non linéaires, dans le texte de cours et dans les exercices : en particulier
par point fixe de Schauder pour un probléme de diffusion semi-linéaire, par degré topologique pour un probleme
de diffusion convection réaction non linéaire, et par monotonie pour des équations de type Leray-Lions.

Le chapitre 4 est consacré aux équations de type parabolique, dont un exemple type est I’équation de la chaleur
en régime transitoire, qui fait intervenir la dérivée partielle d’ordre 1 de la fonction inconnue par rapport au temps
et les dérivées partielles d’ordre 2 par rapport aux variables d’espace. On commence par un apergu de quelques
méthodes utilisées pour leur étude théorique. La résolution des formulations faibles de ces équations nécessite
I’intégration a valeurs dans un espace de Banach, dont les principes sont rappelés au second paragraphe, ainsi que
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I’extension des notions de dérivée faible et par transposition dans ces espaces. L’existence, unicité et régularité des
solutions de 1’équation de la chaleur est ensuite abordée. On donne également la démonstration de 1’équivalence
de deux formulations faibles classiquement utilisées en analyse et analyse numérique. Les méthodes de point fixe,
de degré topologique et de monotonie sont appliquées a plusieurs exemples d’équations paraboliques non linéaires
dans le texte du cours (diffusion, convection-diffusion—réaction, équations de Leray—Lions) et dans les exercices
(probleme de Stefan). Les résultats de compacité de type Aubin-Simon sont généralisés a des suites d’espaces,
pour permettre leur utilisation dans le cadre de I’étude de convergence de schémas numériques.

Enfin, le dernier chapitre s’intéresse aux lois de conservation hyperboliques (équations et systemes), qui font
intervenir les dérivées d’ordre 1 de la fonction inconnue. Les solutions de ces équations ont un comportement tres
différent de celui des solutions des équations paraboliques, car, méme en partant de données initiales régulieres,
les solutions peuvent devenir discontinues et donc ne pas avoir de sens classique. On étudie d’abord le cas scalaire,
avec un probléme de Cauchy unidimensionnel, c’est-a-dire d’une équation hyperbolique faisant intervenir une
fonction inconnue d’une variable d’espace et de la variable temps, avec une condition initiale et posée sur tout
IR (donc sans condition aux limites). On introduit la notion de solution entropique, qui permet de déterminer
une solution unique. Le cas des conditions aux limites est exposé succinctement et repris plus en détails dans le
cadre multidimensionnel. On étudie ensuite le cas des systemes hyperboliques dans le cas unidimensionnel avec
la variable spatiale dans IR tout entier. Le cas des systemes hyperboliques avec conditions aux limites et le cas
multidimensionnel ne sont pas abordés dans ce cours, la théorie mathématique des systémes hyperboliques étant
d’ailleurs encore tres incomplete. Les systeémes hyperboliques interviennent souvent en mécanique des fluides,
et leur résolution numérique fait intervenir le probleme de Riemann (probleme de Cauchy avec donnée initiale
constante de part et d’autre de 1’origine). Nous donnons une étude approfondie du probleme de Riemann, avec, en
particulier en exercice, la solution complete du probléme de Riemann pour les équations de Barré de Saint-Venant.

Nous donnons en fin de ce livre une bibliographie des articles phares relatifs aux résultats exposés, ainsi que de
quelques ouvrages de référence. Il va de soi que cette bibliographie est loin d’étre exhaustive.



Chapitre 1

Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev[ﬂ sont des espaces fonctionnels, c’est-a-dire des espaces dont les éléments sont des fonc-
tions, plus précisément des “classes de fonctions”, d’un ouvert de RY (N > 1) a valeurs dans IR (ou € mais,
sauf indication contraire, nous considérerons que I’espace d’arrivée est IR), et ces fonctions sont telles que leurs
puissances et les puissances de leurs dérivées (au sens de la transposition, ou au sens faible, que nous allons pré-
ciser) sont intégrables au sens de Lebesgueﬂ Tout comme les espaces de Lebesgue, ces espaces sont des espaces
de Banachm Le fait que les espaces de Sobolev sont complets est trés important pour démontrer 1’existence de
solutions a de nombreuses équations aux dérivées partielles et c’est pour avoir cette complétude que I’on considere
des classes de fonctions et non des fonctions d’un ouvert de IRY dans IR.

Les résultats concernant les espaces de Sobolev ainsi que les rappels d’analyse fonctionnelle et de théorie de 1’ inté-
gration ne sont, pour la plupart, qu’énoncés dans ce chapitre. On pourra trouver les démonstrations et approfondir
le sujet dans les ouvrages [1],[13] et [26] par exemple.

1.1 Dérivée faible, dérivée par transposition

La notion de dérivée faible apparait déja dans un article célebre de Jean LerayE] paru en 1934, sur les équations
de NavierE}Stokes; dans cet article, elle apparait sous le nom de “quasi-dérivée” ([35] page 205). Cette notion
est fondamentale pour 1’étude de 1’existence des solutions d’équations aux dérivées partielles. Dans cet ouvrage,
nous utilisons la notion de dérivée par transposition, formalisée par Laurent Schwartz[ﬂ, voir par exemple [46], qui
généralise la notion de dérivée faible.

Dans toute la suite, {2 désigne un ouvert de RY , N > 1, et on note D(£2) I’ensemble des fonctions de {2 & valeurs
dans IR, de classe C'* et a support compact dans €2 c’est-a-dire

D(Q) ={u e C>*(Q); 3K C Q, K compact ;u = 0 sur K°}. (1.1)

1. Serguei Lvovitch Sobolev (1908—1989), mathématicien et physicien russe.

2. Henri-Léon Lebesgue (1875-1941), mathématicien frangais, reconnu pour sa théorie d’intégration.

3. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet (c’est-a-dire que toute suite de Cauchy pour la norme de I’e.v.n. converge
pour cette norme.)

4. Stefan Banach (1892-1945), mathématicien polonais, fondateur de 1’analyse fonctionnelle moderne.

5. Jean Leray (1906-1998), mathématicien francais; il a travaillé sur les équations aux dérivées partielles et sur la topologie algébrique.

6. Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836), ingénieur, mathématicien et économiste francais du XIXe siecle, qui établit les équations
décrivant le mouvement des fluides.

7. George Gabriel Stokes (1819-1903) physicien et mathématicien irlandais, professeur a I’ Université de Cambridge.

8. Laurent Schwartz (1915-2002), mathématicien francais; il a obtenu la médaille Fields, en 1950, pour ses travaux sur la théorie des
distributions.
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De plus, I’ouvert €2 sera toujours muni de la tribu de Borel (ou tribu borélienne), notée B(€2), et de la mesure de
Lebesgue, notée A si N = 1let Ay si N > 1 (An(Q) est donc I'aire de Q2 si N = 2 et son volume si N = 3).
Les intégrales seront toujours par rapport a cette mesure de Lebesgue, sauf indication contraire. Les espaces de
Lebesgue obtenus avec 1’espace mesurable (£2, B(2), Ax) (ou A si N = 1) seront notés LP(f2) (p € [1, +o0)).
Pour ce cours, on suppose connue la théorie de 1’intégrale de Lebesgue (en particulier on rappelle la confusion
systématique qui est faite entre un élément de LP(2) et I’'un de ses représentants).

Définition 1.1 (Espace LY ) Soient Q un ouvert de RN etp e [1,4+o00[; une fonction f de Q dans R appartient
a LY () si, pour tout sous—ensemble compact K de Q, la restriction de f a K prolongée par 0 appartient a

LP(9)).

Le lemme [1.2] est absolument fondamental, car il permet de confondre une fonction localement intégrable f &
L. (€) avec I'application linéaire T’ : D(Q2) — IR définie pour ¢ € D(Q2), T¢(¢) = [, f(x)p(z) da.

On rappelle que deux fonctions sont égales presque partout (ou p.p. en abrégé) pour la mesure de Lebesgue si elles
sont égales sauf sur un ensemble de mesure nulle.

On note D*(2) ’ensemble des formes linéaires sur D(£2) : on dit que D*(12) est le dual algébrique de D(£2). Si
T € D*(Q) et ¢ € D(Q), on appelle action de T" sur ¢ le réel T'(p) (c’est donc ’image par T" de ¢, qu’on note
(T, (p>D*(£2)"D(S])). Soit f € Llloc, alors I’application T’y définie par

<Tf?(p>D*(Q)7D(Q) = /Qf ¥ dz

est une forme linéaire sur D((2).

Lemme 1.2 (Lemme fondamental : égalité p.p. et égalité dans D*) Soit  un ouvert de IR, N > 1, et soient
fetge Ll (Q). Alors :

loc

o e D), [ @)ete) do = [ glodela) da] <= 17 =g po.].

Démonstration : La démonstration de ce lemme utilise la régularisation d’une fonction intégrable par la convolu-
tion avec une suite de noyaux régularisants : voir [26, Exercice 8.7 page 480]. |

Si fetg e Li ., alors, grice au lemme f = g p.p. si et seulement si Ty = T;. Ceci nous permet d’identifier
toute fonction f € L{,_ avec la forme linéaire associée T, ce que nous ferons systématiquement par la suite.

Il s’ensuit qu’on peut définir la dérivée par transposition d’une fonction L{. de la maniere suivante :

Définition 1.3 (Dérivée par transposition, dérivée faible) Soir Q un ouvert de R™, N > 1; soient D(Q) I’en-
semble des fonctions définies par et D*(Q) son dual algébrique, c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires
sur D(Q);

e Soit f € Llloc(Q), on appelle dérivée par transposition de f par rapport a sa i-éme variable la forme

linéaire D; f sur D(Q)) définie par :

on 0;p désigne la dérivée partielle classique de p par rapport a sa i-éme variable. Donc D;f est un
élément de D* (). Noter que si f € C* (), alors D, f n’est autre que O; f car on confond 0; f et Ty, 5 (qui
est I’élément de D*(QQ) induit par 0; f). Il s’agit donc bien d’une généralisation de la notion de dérivée.
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Si la forme linéaire D; f peut étre confondue avec une fonction localement intégrable, alors grdice au lemme
[I2] cette fonction est unique a un ensemble de mesure nulle pres, et on dit que cette fonction est la dérivée
faible de f dans la direction i. Si D;f peut étre confondue avec une fonction de LP(2), on dira que f
admet une dérivée faible dans L ({2).
Dans le cas N = 1, Dy f sera noté D f.

o Soit T € D*(Q); on définit la dérivée par transposition D;T de T par :

(DiT, ©)p+(0),p) = —(T, 0i0) D+ (), D(02)> Voo € D(Q).
Ici aussi, dans le cas N = 1, DT sera noté DT.

La notion de dérivée par transposition est proche de celle de dérivée au sens des distributions, mais cette derniere
demande de plus la définition d’une topologie sur D(€) ; I’espace dual topologique de D(€2) est le sous-espace de
D*(Q) constitué des formes linéaires continues pour cette topologie, on le note D’(2). Ici et dans toute la suite de
ce cours, nous n’utiliserons pas les distributions, et donc nous ne munissons pas D(£2) d’une topologie.

Notons toutefois que lorsque D({2) est muni de cette topologie, les deux définitions de dérivée coincident.

Voici un exemple de dérivée par transposition. La fonction de Heavisideﬂ définie par

H(z) 1siz >0,
xTr) =
Osiz <0,

est localement intégrable. Elle admet donc une dérivée par transposition. Pour calculer cette dérivée, notée DH,
on remarque que pour ¢ € D(IR),ona:

+oo
- / H(x)! () dz = — / o/ (2) dz = (0),
R 0

et donc DH est la forme linéaire qui a ¢ associe sa valeur en 0, qu’on appelle aussi “mesure de Dirac en 0” :
DH = ). Par contre, cette dérivée n’est pas une dérivée faible, car dy ne peut pas étre assimilée a une fonction de
L. au sens ol il n’existe pas de fonction g € L{, .(IR) telle que dy(¢) = [z 9 dx pour tout ¢ € D(IR) (voir
[26, Exercice 5.1] et exercice@] de ce chapitre).

La déﬁnitionpermet de définir des dérivées par transposition d’une fonction L] . (ou d’un élément de D*(12))
a tous les ordres. Par I'identification d’une fonction L{, _ avec I’élément de D*({2) qu’elle représente, on peut aussi

définir la notion de dérivée faible a tous les ordres.

Définition 1.4 (Dérivée d’ordre supérieur) Pour o = (avy,...ay) € NV, eru € LL _(RY), on note || =

loc
a1 + ...+ ay et on définit la dérivée faible D*u = D" ... D%V u € Ll _(RN) (d’ordre |a), si elle existe, par

loc

Du(z) p(x) dz = [ DS ... DN u(z) o(z) de = (—1)° /u(m) I . O p(x) dz, Ve € D(RY),
RY RY R

N
on 05" p désigne la dérivée partielle (classique) d’ordre «; par rapport a la i-éme variable.

Définition 1.5 (Convergence dans D* (£2), positivité d’un élément de D* (£2))
Soit © un ouvert de RY (N > 1).

1. Soient (T, )nen une suite d’éléments de D*(2) et T' € D*(Q2). On dit que T,, — T dans D*(2), quand
n — 400, si

<Tn, §0>D*(Q),'D(Q) — <T, 90>D*(Q),D(Q) pour tout [%2) S D(Q) (12)
9. Oliver Heaviside (1850-1925), physicien britannique autodidacte.
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2. Soit T' € D*(Q), on dit que T > 0 si pour tout p € D(Q) ¢ > 0 (c’est-a-dire () > 0 pour tout z € )
implique (T, ©) p+(0),p(0) > 0.
(Biensar, ' < 0si =1 > 0.)

Remarque 1.6 (Et les distributions ?) On vient de voir que la convergence dans D*({2) est la convergence simple
dans I’ensemble des applications de D(£2) dans IR.

Lorsque I’on s’intéresse aux distributions, on ajoute une structure topologique a I’espace D(£2) (non décrite dans ce
livre) et, au lieu de travailler avec D*(2), on travaille avec I’espace strictement plus petit des applications linéaires
continues de D(2) dans IR, espace qu’on note D’ (). Toutefois, méme lorsque 1’on travaille avec 1’espace D’ (),
la notion de convergence est toujours donnée par (1.2)).

Par ailleurs, tous les éléments de D*(€2) que nous aurons a considérer dans ce livre sont en fait des éléments de
D’(£2), mais cela n’apporte rien de plus de le savoir.

Remarque 1.7 (Produit D* (2) avec D(£2)) Soit Q un ouvert de RY (N > 1).
Soient T' € D*(2) et ¢ € D(2), il est naturel de définir /T comme élément de D*(§2) par

WT, )pry,p) = (T, Ye)p (), D(2), pour tout p € D(Q).

Cette définition est bien compatible avec le produit de fonctions, c’est-a-dire que si T (élément de D*(2)) est
donné par la fonction f de Li (), ¥T est bien donné par la fonction 1) f.

loc

D’autre part on notera que D;(¢T) = ¢ D;T + (9;4)T pour touti = {1,...,N}.

1.2 Définition et propriétés

Nous donnons ci-apres la définition précise et les propriétés des espaces de Sobolev. Nous référons aux ouvrages
[1L51]] pour les démonstrations qui ne sont pas explicitées ici.

Schématiquement, un espace de Sobolev est un espace vectoriel de (classes de) fonctions muni d’une norme qui
est une combinaison des normes L” des fonctions et de leurs dérivées (au sens faible ou sens de la transposition
que nous venons d’introduire) jusqu’a un ordre donné. Les espaces de Sobolev sont complets, ce sont donc des
espaces de Banach.

Leur intérét vient du fait que des solutions au sens faible (que nous introduirons dans les chapitres ultérieurs) de
certaines EDP existent dans des espaces de Sobolev appropriés, alors méme qu’il peut ne pas exister de solutions
dans les espaces de fonctions continues avec les dérivées au sens classique. Plus 1’ordre de I’espace de Sobolev est
élevé, et plus les solutions des EDP recherchées dans cet espace seront régulieres.

Définition 1.8 (Espaces de Sobolev) Soit ) un ouvert de RY, N > 1.
1. L’espace H'(SY) est défini par :

HYQ)={uec L*Q); Diuc L*(Q), ¥i=1,...,N}.
Dans cette définition, lorsqu’on écrit Dyu € L?(S2), on sous-entend (voir définition que

B9 € 9 (D 9) e ooy = | 99 . Vi € DIE)

2. L’espace H™ () est défini pour m € IN par :

H™(Q) = {u € L*(Q); D € L*(), Yo € NY; |a| < m}.
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3. L’espace W™P(Q) est défini pour 1 < p < oo (noter que p n’est pas forcément un entier) et m € IN, par
W™P(Q) = {u € LP(Q); D%u € LP(Q), YVa € NV ; |a| < m.}
4. Noter que pour m = 0, I’espace W™ P (Q) est I'espace de Lebesgue LP ().

On note (+|-) 72 le produit scalaire dans L?(£2), i.e.

(u|v) 2 :/uv dz,
Q

1
fullr = [ P as)”.
Q

Nous considérons ici (comme dans 1’essentiel de ce livre) des fonctions a valeurs dans IR. La généralisation a
des fonctions a valeurs dans € demande peu de modifications. L'une de ces modifications consiste a remplacer
Jo uv dz par [, uv da dans la définition du produit scalaire dans L?(2).

et - ||z» la norme dans L?(€2), i.e.

Proposition 1.9 (Normes et produits scalaires sur les espaces de Sobolev)
Les espaces H™ () sont des espaces de Hilbertm lorsqu’on les munit du produit scalaire

(up)gm = Y (D*ulDv) .

o] <m
Noter que W™2(Q) = H™(Q).
Une norme naturelle sur WP (Q) est définie par :
p
> IDul}, |, sil <p < oo
0<al<
lullwnr = 3 ST (13)
max ||D%ul| g, sip = —o0.
0<|al<m
Muni de cette norme W™P(Q) est un espace de Banach. On peut montrer que la norme :
> ID%*ullre,  sil < p < +oo;
0<[al<m
U = . 1.4
lellm. S |D%ul|pe, sip= +o0.
0<al<m

est une norme équivalente a la norme définie par (1.3) : ceci est une conséquence de I’équivalence entre les normes
dans R? oit ¢ = card({a € N |a| < m}). Les deux normes sont notées indifféremment || - || . out || - |[yym.».
L’intérét principal de la norme (I3) est que dans le cas p = 2 elle confére a H™ une structure hilbertienne, ce
qui n’est pas le cas avec la norme définie par (1.4)

10. David Hilbert (1862—-1943), mathématicien allemand, connu pour ses travaux dans de nombreuses branches des mathématiques. Il énonca
en 1900 23 problemes, pour lesquels il avait ’intuition de I’importance, dont certains ne sont toujours pas résolus.
11. On rappelle qu’un espace de Hilbert est un espace vectoriel normé (e.v.n.) complet dont la norme est induite par un produit scalaire.
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Remarque 1.10 (Espaces de Sobolev et continuité) En une dimension d’espace (N = 1), avec a,b € R, a < b,
1 < p < 400, tout élément de Wl’p(]a, b[) (qui est donc une classe de fonctions) peut &tre assimilé a une fonction
continue, au sens ou il existe un représentant de la classe qui est continu (ce représentant continu est unique, voir
a ce propos I’exercice . Ceci tient au fait qu’en dimension 1, toute (classe de) fonction(s) de W'?(Ja, b]) peut
s’écrire p.p. comme I’intégrale de sa dérivée.

u € WhP(Ja, b)) <= {Elﬂ € C([a,b]) etv € LP(Ja,b));u =0 p.p.eta(z) = a(a) + /L v(s) ds} .

En dimension strictement supérieure a 1, ceci est faux. En particulier H!(2) ¢ C(£2), comme le prouve I’exemple
suivant : soit @ = {z = (z1,22)" € R?, |z < 3.1 = 1,2}, et u la fonction définie sur Q par u(z) =
(—1In(|z]))7, avec v €]0, [ Alors u € H'() mais u ¢ L>(€2) (voir exercice , et donc en particulier,
udg C(Q).

Proposition 1.11 (Séparabilité) Soit Q un ouvert de R (N > 1), m € N et 1 < p < +00; I'espace W™P (1)
est un espace séparable (c’est-a-dire un espace vectoriel normé qui contient une partie dénombrable dense).

La preuve de cette proposition fait I’objet de I’exercice [[.T1] ot I’on montre aussi par un contre-exemple que le
résultat de séparabilité n’est pas vrai pour p = 4o0.

La notion de séparabilité est importante, car elle permet d’approcher aussi prés que 1’on veut n’importe quel
élément de I’espace par un élément d’une famille dénombrable : dans le cadre d’un espace de Hilbert, on peut
montrer que cette propriété est équivalente a 1’existence d’une base hilbertienne dénombrable (voir par exemple
[26,, Proposition 6.62]).

Une notion également importante est la réflexivité d’un espace.

Définition 1.12 (Espace réflexif) Soit E un espace vectoriel normé réel. On note E' son dual topologique, c’est-
a-dire I’ensemble des formes linéaires continues de E dans IR muni de sa norme naturelle (E’ est un espace de
Banach). Pour tout x € F, on définit I’application J,, de E' dans R, par J,(T) = T(x) pour tout T € E'. On a

[ J2(T)| = [T ()] < |Tl[e|lzlle

et donc J, est une forme linéaire continue sur E', ce qu’on note J, € E" o E" est le bidual de E, c’est-a-dire le
dual topologique de E'. On peut montrer par le théoréme de HahnE»Banach qu’on rappelle dans le paragraphe
suivant, que || J; || gr = ||z| g. (voir Uitem 3 de I'exercice[1.8])

L’application J, définie de E dans E" par J(x) = J, pour tout x € E, est donc une isométrie linéaire de E sur
son image, notée Im(.J), et on a évidemment Im(J) C E".

On dit que E est un espace réflexif si Im(J) = E”, ce qui revient a dire que J est surjective.

Notons que tout espace réflexif E est forcément complet puisque le dual d’un espace vectoriel normé quelconque
est toujours complet.

Proposition 1.13 (Réflexivité) Soit Q un ouvert de RY, N > 1, et m € IN. Pour tout p tel que 1 < p < o0,
I’espace W™P(Q) est un espace de Banach réflexif.

On pourra consulter par exemple [26] Proposition 6.73] pour la preuve de ce résultat.

12. Hans Hahn (1879-1934), mathématicien et philosophe autrichien, connu pour ses contributions en analyse fonctionnelle, topologie,
théorie des ensembles et analyse réelle.
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1.3 Rappels d’analyse fonctionnelle

Nous rappelons ici quelque résultats d’analyse fonctionnelle qui seront particulierement importants dans la suite
de notre étude des EDP. Commencons par un théoreme fondamental (voir par exemple [13]]) :
Théoreme 1.14 (Hahn-Banach) Soit E un espace vectoriel sur R et p une application de E dans IR telle que
L. p(u+v) < pu) + pv), pour tout u, v € E,
2. p(Au) = A\p(uw), pour tout u € E et A > 0.

Soit F un sous-espace vectoriel de E, et T une forme linéaire sur F' qui vérifie T (x) < p(z) pour tout v € F.
1l existe alors une forme linéaire de I dans R, encore notée T, qui est égale a T sur F' et qui vérifie encore la
condition : T(z) < p(x) pour tout x € E.

Le corollaire suivant est essentiel :

Corollaire 1.15 (Prolongement d’une application linéaire) Soit E un espace vectoriel normé sur IR, F un sous-
espace vectoriel de E non réduit a {0} et T une forme linéaire continue sur F. On peut alors prolonger T en une
forme linéaire continue définie sur E, de méme norme que T

Un résultat bien connu sur les espaces de dimension finie est donné dans le théoréme suivant :

Théoreme 1.16 (CNS sur la dimension) Un espace de Banach E est de dimension finie si et seulement si sa
boule unité fermée est compacte.

Les notions de convergence faible et faible-x seront fondamentales pour la suite.

Définition 1.17 (Convergences faible et faible-x) Soit F un espace de Banach.

1. Convergence faible Soient (u,)new C E et w € E. On dit que w,, — u faiblement dans E lorsque
n — +o0 si T(u,) = T'(u) pour tout T € E'.

2. Convergence faible-x Soient (T,,),cn C E' et T € E'. On dit que T,, — T x-faiblement dans E’ lorsque
n — +o0 si T,,(u) — T(u) pour tout u € E.

Remarque 1.18 (Sur la convergence dans un espace vectoriel normé) Dans toute la suite de ce livre, si E est
un espace vectoriel normé, (u,)neN une suite d’éléments de E et u € E, on dira que la suite (u,)ncn converge
vers u dans E lorsque n — +00 si ||u, — u||p — 0 lorsque n — +o00. Cette notion classique de convergence est
parfois appelée “convergence forte” dans la littérature, par opposition a la notion de convergence faible.

Exemple 1.19 (Convergence faible dans L' et faible-x dans L>°) La convergence faible-x est intéressante pour
le cas des espaces non réflexifs. Par exemple, les espaces L' (IR) des (classes de) fonctions intégrables sur IR pour
la mesure de Lebesgue et I’espace L™ (IR) des (classes de) fonctions essentiellement bornées sur IR pour la me-
sure de Lebesgue ne sont pas réflexifs. Il est classique d’identifier le dual de L' (IR) avec L°°(IR)) mais le dual de
L (IR) n’est pas identifiable a L*(IR), voir par exemple [26, Remarque 6.71].

Compte tenu de cette identification de (L*(IR))" avec L>°(IR), une suite (u,)new C L'(IR) converge faiblement
vers u € L'(IR) si pour tout v € L (IR),

/un(x)v(x) dz — /u(w)v(x) dx lorsque n — +oc.
Une suite (v,)new C L(IR) converge x-faiblement vers v € L (IR) si pour tout u € L*(IR),

/ vn(@)u(z) dz — / o(z)u(z) dz lorsque n — +oo.

12
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Remarque 1.20 (Convergence faible et limite inf) Soir E' un espace de Banach; il est intéressant de remarquer
que si une suite (Uy )neN C E converge faiblement dans E vers u € E, alors

lullz < liminf ||u,|| g.
n—-+oo
La preuve de ce résultat est I’objet de la question[db|de I’exercice[I.8]

Le théoréme suivant est une version séquentielle, suffisante dans le cadre de ce cours, du théoreme de Banach-
Alaoglu[| (voir [13]).

Ici et dans toute la suite de ce livre IR désigne I’ensemble des réels positifs et IR’ désigne I’ensemble des réels
strictement positifs.

Théoreme 1.21 (Compacité faible-x des bornés du dual d’un espace séparable, Banach-Alaoglu séquentiel)
Soit E un espace de Banach séparable, et soit (T,,)ncn une suite bornée de E', ¢’est-a-dire telle qu’il existe
C € R tel que | T, || g < C pour tout n € IN. Alors il existe une sous-suite, encore notée (T, )nen, et T € E’
telle que Ty, — T dans E' x-faiblement (au sens de la définition .

Nous référons au polycopié de cours d’analyse fonctionnelle [25] pour la démonstration de ce théoréeme et pour
ses corollaires importants, tels que le résultat de compacité faible séquentielle des bornés d’un espace de Banach
réflexif (théoreme|1.22)). .

Une application remarquable du théoreme est la suivante : si Q est un ouvert de R” et (un)nenN est une suite
bornée de L> (), alors il existe une sous-suite encore notée (u,)new et u € L®(Q) tels que [, upe dz —
Jo, ugp da pour tout p € L (). Ceci découle du fait qu’il existe une isométrie naturelle entre L>(2) et le dual de
L1 (Q) et que L' () est séparable.

Théoreme 1.22 (Compacité faible des bornés d’un espace réflexif) Soit F un espace de Banach réflexif, et soit
(Un)neN une suite bornée de E, c’est-a-dire telle qu’il existe C € Ry tel que ||u,||g < C pour tout n € IN.
Alors il existe une sous-suite, encore notée (U )nc, et u € E telle que u,, — u dans E faiblement.

Noter qu’un espace de Hilbert est toujours un espace de Banach réflexif.

1.4 Théoremes de densité

Il est souvent utile de savoir approcher une fonction par une fonction plus réguliere. C’est I’objet des théorémes
des densité d’espaces fonctionnels que nous exposons ici. Ces théorémes nécessitent une certaine régularité de la
frontiere du domaine, qu’on appelle lipschitzienne[]ﬂ

Définition 1.23 (Frontiére lipschitzienne) Un ouvert borné Q de RY est dit a frontiere lipschitzienne s’il existe
n € IN et des ouverts (Qo, 1, ..., Q) de RY ainsi que des applications (¢o, b1, . .., by) telles que :
1. QC Uiy et Qy C Q.
2. ¢o: Q0 — Bin = {x € RN ; ||z|| < 1} est bijective et ¢ et ¢y * sont lipschitziennes,
3. Pourtouti > 1,¢; : €y — By n est bijective et ¢; et gb:l sont lipschitziennes, et $;(;NY) = By n ﬂIR]_Y_
et ;(QNAN) = By yN{(0,y),y € RV} (0a R = {(2,y) e RV;z € R,z > 0ety € RV 1},

De plus, si les applications ¢q, ¢1, - . ., O, sont de classe C*°, I’ouvert ) est dit de classe C°.

13. Leonidas Alaoglu (1914-1981), mathématicien canadien, célebre pour son résultat d’analyse fonctionnelle appelé théoreme d’ Alaoglu
(aussi appelé théoreme de Banach-Alaoglu).
14. Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) est un mathématicien allemand.
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Remarque 1.24 (Frontiére fortement lipschitzienne) Un ouvert borné ) de RY est dit 2 frontidre fortement
lipschitzienne si le bord de €2 est localement le graphe d’une fonction lipschitzienne et que €2 est (localement) d’un
seul coté de ce graphe. Un ouvert (borné) a frontiere fortement lipschitzienne est un ouvert a frontiere lipschitzienne
mais la réciproque est fausse comme le montre I’exercice [I.16] voir aussi [20] qui donne beaucoup de précisions
sur cette section et les suivantes.

Théoreme 1.25 (Densité et prolongement) Soient N > 1, Q) = RY ou ) = IRJX ou ) ouvert borné (de RY) a
frontiére lipschitzienne et 1 < p < +o00. On note C2°()) I’ensemble des restrictions a ) des fonctions appartenant
aD(RY).
Alors :

1. Sip < +oo, C°(Q) est dense dans WP (Q).

2. Il existe une application linéaire continue P : W'P(Q) — W1P(IRY) telle que

Yu € WHP(Q), P(u) = u p.p. dans Q.

Des résultats analogues sont vrais avec W™ () (m > 1) au lieu de W17 (Q2) mais demandent plus de régularité
sur € (voir [1]).

Démonstration succincte du théoréme

« La premiere propriété se démontre d’abord avec = IR™ en deux étapes :

Etape 1, troncature - On montre la densité dans W?(IRY) des éléments de W7 (IR™) a support compact (I’é1é-
ment v de Wl*p(]RN) est a support compact s’il existe K compact tel que u = 0 p.p. sur K°).

Pour cela, on choisit ¢ € D(IRY) telle que 0 < t(2) < 1 pour tout , 1(z) = 1si |z| < 1, ¢(x) = 0si|z| > 2
(|| désigne toujours la norme euclidienne de = € IR™). On définit u,, pour n € IN* par u,, () = u(x)y(x/n) et
on montre que u,, — u dans lep(]RN) quand n — +o0.

Etape 2, régularisation - On choisit une fonction p € D(IRY) telle que p(x) = 0si || > 1 et Sy p(x) = 1. Pour
n € IN*, on définit p,, par p,(z) = n p(nz).

Soit u € WP (IR™), u a support compact. On pose t,, = u * p,,. On démontre alors que u,, € D(IRY) et u,, — u
dans W?(IR") quand n — +oo.

On a bien ainsi prouvé C°(Q) est dense dans WP (). (Noter que ce résultat est faux si p = +00.)

Dans le cas 2 = IR]L la premiére étape est identique a celle du cas Q = IR" mais il faut légérement modifier la
seconde étape. On commence par prolonger u par 0 hors de ]R]X. Puis, on choisit encore une fonction p € D(]RN )
telle que p(z) = O'si [z] > 1et [pn p(x) = 1 mais on ajoute que p(z1,y) = 0siz; > 0 (ety € RN,
On pose u,, = u % p, (toujours avec p,, = n'¥p(n-)). On démontre alors que u,, € D(IRN ) et u, — u dans
wiep (]le_) quand n — +oo (plus précisément il s’agit de la restriction a ]R]X de u,,). Pour montrer que u,, — u
dans Wl’p(IR]i) il est important de remarquer que O;u,, = D;u * p,, sur ]R[i ou = D,u est égale a D;u prolongée
par 0 hors de IRIX et donc O;u,, — D;u dans Lp(]RJX) quand n — +oo.

Enfin, dans le cas ou €2 est un ouvert borné (de RY ) a frontiere lipschitzienne, on se raméne au cas ) = IRIX en
utilisant les fonctions ¢; de la définition[I.23]et une partition de 1’unité (exercice [I.25).

* On indique maintenant comment on démontre la seconde propriété du théoreme[I.25]dans le cas p < +o0, grice
a la premiere propriété. La preuve dans le cas p = oo differe de celle-ci, car la premiere propriété du théoreme|1.2
est alors fausse; on peut cependant dans ce cas construire directement le prolongement demandé en remarquant
que W12 () est I’espace des fonctions lipschitziennes sur €, voir exercice

Plagons-nous donc dans le cas p < 400, et commengons par le cas 2 = ]Rji. Siu € CSO(IRZX) (c’est-a-dire
u restriction 2 IR"} d’un élément de D(IRY) encore noté w), on définit @ par @(z) = u(z) si x = (21,y)! avec
x1 > 0eta(z) = u(—z1,y) siz = (x1,y)" si 1 < 0. La fonction @ n’est pas de classe C°°, ni méme de classe
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C' mais elle est continue et on montre (en utilisant des intégrations par parties classiques) que les dérivées par
transposition de @ sont représentées par les dérivées classiques de . On en déduit que & € WP (]RN ) et que

el e vy = V2 Hu||W1,p(IRIX). L opérateur u +— i est donc linéaire continu de C2°(IRY) ¢ W'»?(IRY) dans

WHP(RY) et de norme égale a /2. Par densité de C2°(IRY) dans W'?(IRY), il se prolonge donc (de maniére
unique) en un opérateur P linéaire continu de W7 (IR} ) dans W?(IR") et de norme égale a /2. On a, bien sir,
P(u) = u p.p. dans R}

Enfin, comme dans la démonstration de la premiére propriété, dans le cas ou €2 est un ouvert borné (de RY) a
frontiere lipschitzienne, on se raméne au cas ) = IRJX. [

On peut montrer aussi que C2°(Q) est dense dans WP (Q)si N > 1,m € Net1 < p < 400, avec @ = RY
ouf) = IRJX ou Q2 ouvert borné (de IR™) a frontiere “suffisamment réguliere” (par exemple si les fonctions ¢; de
la définition [T.23]sont de classe C'*°, voir, par exemple, [1]]).

Remarque 1.26 (Application et opérateur) Dans la preuve du théoreme précédent et dans toute la suite de [’ou-
vrage, on utilise indifféremment le terme application ou opérateur dans le cas d’une application d’un e.v.n. dans
un e.v.n.

On peut aussi construire des opérateurs de prolongement comme dans la seconde propriété du théoréme[I.25] Un
cas particulier fait I’objet de I’exercice [[.21]

Enfin, il est important de noter que si, par exemple, {2 est un ouvert borné, I’espace D({2) n’est pas dense dans
H'(Q). Son adhérence est un sous espace strict de H'(), qu’on note Hg (€2).

Définition 1.27 (Les espaces Wy P (2) et leurs duaux) Soit Q un ouvert de R™, N > 1.
1. On appelle H}(Q) I’adhérence de D(SY) dans H'(Q) :

mi@) =@ .

2. Pourm > 0etl < p < 400, on définit le sous espace Wy"'? (1) de W™ P(Q) comme I’adhérence de
D(Q) dans W™P(Q) :

m.p(Q

Wit @ =p@

3. Pour1 <p<+oo,etq= 1% sip>1,q=o00sip=1;ledual de Wol’p(Q) est noté W=14(Q).
4. pour q = 2, I'espace W—12() est aussi noté H=1(12).

Comme cela a été dit précédemment, si @ = IR on a H(Q) = H'() alors que I'inclusion est stricte si € est
un ouvert borné.

La notion de dérivabilité n’est définie que sur des ouverts. Pour contourner cette difficulté, on introduit la notion
suivante sur 1’adhérence d’un ouvert de RY , dont nous aurons besoin par la suite.

Définition 1.28 (Espace C*(Q)) Soir Q un ouvert de RN, N > 1, soit k € IN* U {+00} et soit @ une fonction
de Q) dans R.; on dit que € C* () s’il existe une fonction 1 de RY dans R, de classe C* telle que Y = ¢ dans
Q. Si Q est borné, il est bien siir possible de demander que la fonction 1) soit a support compact dans RY, comme
cela a été fait dans le théoréme(et donc C*(Q) = C*(Q), oi C*(Q) est défini comme C*(Q) avec D(IRN)
au lieu de C*(IRY)).

1l est intéressant de noter qu’il est possible de prendre la méme définition pour k = 0, car elle est compatible avec
la notion habituelle de continuité sur §) : en effet, si @ est continue de Q) dans R, il existe alors 1) continue de RY
dans R telle que 1) = ¢ dans Q, voir I’ exerczce
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1.5 Théoremes de trace

Nous énongons ici quelques résultats fondamentaux sur I’opérateur trace, d’abord dans le demi-espace puis pour
un ouvert {2 borné a frontiere (faiblement) lipschitzienne. Nous renvoyons aux ouvrages de référence [[13] et [22]]
pour ainsi qu’au polycopié en francais [20} chapitre 4] pour un exposé clair et précis sur ces questions, avec
démonstrations.

Définition 1.29 (Demi-espace) On appelle demi-espace de RN, N > 1, I'ensemble {(z,y) € RV;z € R,z >
0ety € RN}, qu’on note ]R[i.

Théoreme 1.30 (Trace, demi-espace) Soit Q) = IRQV_ ; pour tout p tel que 1 < p < 4-00, il existe une unique ap-
plication linéaire continue ~ de WP (Q) dans LP (R 1) telle que yu = (0, -) p.p sur RN~ siu € C° (]RI_Y_)
Noter que I’égalité yu = u(0, -) p.p sur RV~ est a prendre au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimension-
nelle,

Remarque 1.31 (Lien avec la trace classique) On suppose que {2 = ]Rﬂvr. Alors :

1. Siu e HY(Q)NC(Q), on aalors yu = u p.p sur I (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimension-
nelle).

2. Kery = Wy P(RY).
Voir a ce propos 1’exercice [1.20}

Théoreme 1.32 (Trace, ouvert borné) Soit Q) un ouvert borné a frontiere lipschitzienne et 1 < p < +o0. Alors,
il existe une unique application y (linéaire continue) définie de W1P(Q) dans LP(09)) et telle que

yu = u p.p. sur O siu € WHP(Q) N C(Q).

Ici encore, p.p. est a prendre au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur OS).
De plus Ker v = W, P(Q).

Remarquons que si p > N, on peut montrer (voir théoreme | que W1P(Q) C C(Q) et yu est alors la valeur
de u au bord au sens classique.

Le théoreme suivant généralise la propri€té d’intégration par parties des fonctions régulieres. Le résultat s’obtient
(dans les deux cas du théoreme |1.33) par densité de C2°(Q2) dans H'(Q). On rappelle que C2°(Q) désigne des
restrictions 2 © des éléments de D(IRY).

Théoreme 1.33 (Intégration par parties)
e SiQ)= IRJI, alors

SlQ<2<N/uDvdx— /Duvdx Y(u,v) € (H(Q))?,
ii= uDyvdr = — 1o de u v , V(u,v L(Q))?,
si 1K;Dd [ Prevas+ [ quts) o) ayo). Vo) € (@)

o si Q) est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne, alors, pour touti =1,..., N,

/quwz—/Dmmm+/wmmwwm@Mﬂwvmwe@Mmﬂ
Q Q o0
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1.6. THEOREMES DE COMPACITE CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

ou yu désigne la trace de u sur la frontiére O et dv(y) désigne l'intégration par rapport & la mesure adéquate
sur O (qu’on peut voir comme une mesure de Lebesgue (N — 1) dimensionnelle, voir remarque suivante), et
n=(ny,...,ny)t estla normale & O extérieure i ).

Remarque 1.34 (Mesure sur Q) La mesure utilisée sur OS) est définie de maniére trés précise et technique dans
le polycopié de Jérome Droniou [20, paragraphe 2.2.1]. On pourra aussi y trouver la démonstration du théoreme
de trace précédent, voir [ibid., théoréeme 4.2.1].

1.6 Théoremes de compacité

Les preuves d’existence de solutions des EDP se font parfois par des arguments de compacité : on obtient, par
exemple, des estimations sur les solutions de problemes approchés (par exemple en se ramenant a des problémes
en dimension finie), qui nous permettent, grace aux théorémes de compacité que nous allons présenter, d’extraire
des sous-suites convergentes. Il restera alors a montrer que la limite d’une telle sous-suite est bien solution du
probléme étudié.

Le théoreme de compacité de RellichE] et ses généralisations sont une conséquence du théoreme de compacité
de Kolmogorovm On pourra consulter [26, chapitre 8] pour le théoréme de Kolmogorov général (appelé aussi
parfois Fréchet Kolmogorov). Le théoreme de Kolmogorov est adapté dans le cas espace-temps au chapitre 4 (voir
théorémes et[d44).

Le théoreme de Kolmogorov est lui méme une conséquence du théoréeme d’Ascoli qui sera utilisé plusieurs fois
dans la suite de I’ouvrage.

Théoreme 1.35 (Ascoli (ou Arzela-Ascoli)) Soient (K, d) un espace métrique compact et (E,d') un espace mé-
trique complet. L’espace C(K, E) des fonctions continues de K dans E, muni de la distance de la convergence
uniforme, est un espace métrique complet. On rappelle que la distance de la convergence uniforme est définie par

d(f,9) = sup d'(f(z), g(x)).
zeK
Une partie A de C(K, E) est relativement compacte (c’est-a-dire incluse dans un compact) si et seulement si,
pour tout point x de K :
— A est équicontinue en x, ¢’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe § tel que pour tout f € A et pour tout y

tel que d(,y) <6, d'(f(z), f(y)) <e&
— Pensemble { f(x)|f € A} est relativement compact.

Théoreme 1.36 (Rellich) Soir Q un ouvert borné de RN (N > 1) er 1 < p < —+oo. Toute partie bornée de
WP () est relativement compacte dans LP(SY). Ceci revient & dire que de toute suite bornée de W' (2), on
peut extraire une sous-suite qui converge dans LP ().

Le théoreme précédent reste vrai avec W1(Q) a condition de supposer la frontiere lipschitzienne.

Théoréme 1.37 (Compacité des bornés de WP (Q) dans LP(Q2)) Soit Q un ouvert borné de RY (N > 1), a
frontiére lipschitzienne, et 1 < p < +oo. Toute partie bornée de WP () est relativement compacte dans LP(

Ceci revient a dire que de toute suite bornée de WP (), on peut extraire une sous-suite qui converge dans LP ().

15. Franz Rellich (1906-1955), mathématicien autrichien-allemand, spécialiste de physique mathématique et d’équations aux dérivées par-
tielles.

16. Andrei Nikolaievitch Kolmogorov (1903-1987), mathématicien soviétique connu pour ses contributions en probabilités, topologie, lo-
gique, turbulence, mécanique, théorie de I’information et complexité.

17. Giulio Ascoli (1843-1896), mathématicien italien du 19e siecle.
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Nous aurons aussi besoin d’une version du theoreme- dans les espaces duaux de L? et W . On rappelle que
pour p < 400, le dual de LP est identifié a I’espace L? avec ¢ = , et que le dual de W0 P est noté W14,

Théoreme 1.38 (Compacité des bornés de L9(£2) dans W‘l’q(ﬂ)) Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1)
et 1 < q < +oc. Toute partie bornée de LI() est relativement compacte dans W ~19(Q).

En particulier, pour q = 2, U'espace W ~12(Q) est aussi noté H=1(Q). Toute partie bornée de L?(Q) est donc
relativement compacte dans H=1(Q).

Démonstration Ce résultat est une conséquence du théoréme de Rellich[1.36] voir I’exercice [

Remarque 1.39 (Sur la compatibilité des identifications) Soit © un ouvert de R", N > 1.Si f € L\, (?2), on
confond f avec I’élément de D*(£2) qu’elle représente. Soit 1 < p < +o0. Si f € LP(Q) (etdonc f € Li (Q))
il est habituel de confondre f avec I’élément de (L9(R2))’, avec g = 1% € [1, 4+o0], qu’elle représente. Ces deux
identifications sont compatibles dans le sens que si f € LP(Q2) et ¢ € D(Q) (et donc ¢ € L1(Q)),

(f, 50>D*(Q),D(Q) =(f, 90>Lq(Q)I,Lq(Q) = /Qf(m)ga(x) dz,

ou dx représente I'intégration par rapport a | mesure de Lebesgue.

Considérons maintenant f € H*(Q)(C L{,.(2)); comme il existe un isomorphisme naturel entre un espace de
Hilbert et son dual, on peut étre tenté d’identifier f avec I'élément de H*'(£2)" donné par cet isomorphisme. Mais
cette identification est incompatible avec I’identification de f avec 1’élément de D*(2) qu’elle représente. En effet,
ces deux identifications sont basées sur les égalités

(fs @)D () D) = /f x)dxzet (f, H’H—/Vf ) Vo(z d:c—l—/f dzx,

etdonc, (f, v)p+ (), D) # (f,¥)n 1 (sauf dans des cas trés particuliers).
De méme, si {2 est un ouvert borné de le et f € HY(Q) C L?*(), et qu’on identifie f avec

Ty € (L(Q)) v o> (f]v) 2y = / fa

on ne peut plus identifier f avec
Ty € (@) -0 (P)ngeor = [ V(@) Vola) do

On a pris ici dans H} () le produit scalaire (u | v) Hi ) = Jo Vu(@) - Vo(z) dz qui est équivalent, dans HL(Q),
au produit scalaire de H!((2).

1.7 Injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont des outils tres utiles pour 1’analyse de EDP; ces injections établissent le fait
qu’une fonction dont une certaine puissance d’elle-méme et de sa dérivée sont intégrables (c’est-a-dire u € W1P)
est en fait dans un “meilleur” espace (en termes d’intégration ou de régularité).

On distingue trois cas différents, selon que la puissance est inférieure strictement, égale, ou supérieure strictement
a la dimension de I’espace . Le troisieme cas fait intervenir les fonctions holdériennes, dont la définition est la
suivante.

18. On rappelle qu’on appelle injection une application injective d’un ensemble dans un autre.
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Définition 1.40 (Fonctions holdériennes) Pour o > 0 et K C RN , 'ensemble des fonctions de K dans IR
holdériennes d’exposant o, noté C%(K), est défini par

CY(K) = {u € C(K,R) | 3k € R; |u(z) — u(y)| < kllz - y||*,V(z,y) € K*}.

Théoréme 1.41 (Injections de Sobolev) Soir Q un ouvert de RY, N > 1 qui est soit borné & frontiere lipschit-
zienne, soit égal a RY.

1. Sil1 <p< N, alors W"?(Q) C LP"(Q), avec p* = NN—_”p. On appelle injection canonique de WP (Q)

dans LP" () Uapplication u € W'P(Q) +— u € LP" (Q). Cette injection est continue, c’est-a-dire qu’il
existe C' € IR (ne dépendant que de p, N et Q) tel que I’inégalité (dite de Sobolev) suivante soit vérifiée :

Yu e WH(Q), lull o < Cllullwrs.
On dit aussi que WP (Q) s’injecte continiiment dans LP" (). En particulier, W' (Q) s’injecte continii-
ment dans L~ (Q).
2. Dansle cas N = 1, le choix p = N est autorisé et on a donc injection continue de W11 (Q) dans L>(Q)

3. Sip > N, alors on écrit, avec un certain abus de notation,
N  —
whP(Q) c 0% (Q)

au sens oil pour toute classe de fonctions u € WLP(Q), il existe une fonction v € co % (Q) appartenant
a la classe u. En pratique la classe u est alors confondue avec la fonction v qui est ['unique fonction
continue appartenant a la classe u. On peut en fait montrer que Iinjection de WP (Q) dans co-% Q)
est continue, pour une norme a définir, voir exercice

4. Dans le cas o ) est borné a frontiére lipschitzienne, I’espace WV (Q) s’injecte continfiment dans I’es-
pace L1(QY), pour tout q tel que 1 < q < 400 (et le cas ¢ = oo est autorisé si N = 1). Ce résultat est faux
dans le cas ot Q@ = RY, voir un contre exemple | ’exercice

Si Q est un ouvert borné sans hypothese de régularité sur la frontiére, les quatre assertions précédentes restent
vraies si I’on remplace I’espace WP (Q) par I’espace Wol’p(Q).

Remarque 1.42 (Injection de Sobolev pour les espaces duaux) Soient ', F' deux espaces de Banach (réels) ; on
désigne par L(E, F) I’ensemble des applications linéaires continues de E dans F.etT € L(E,F). Pour g € F’
on définit T'g € E' par (T g, u) g g = (g, Tu) pr 1l est clair que T g est bien un élément de E’ pour tout g € F”
et on montre que 7% € L(F', E') (exercice[1.26). Une conséquence de ce résultat est que F” s’injecte continiiment
dans E’ si F s’injecte continiment dans F'. On en déduit par exemple que si € est un ouvert borné de RY a
frontiere lipschitzienne et 1 < p < N, LP" (Q)’ s’injecte continiment dans W7 (Q)’ et donc, comme L" (Q)" est
en général identifié 2 L®")'(Q) ((p*)’ exposant conjugué de p*), I'espace L")’ () s’injecte continiment dans
Whr(Q).

Remarque 1.43 (Compacité de I’injection de WP (€2) dans L9(£2)) Soit € un ouvert borné de IR” .

Une conséquence du théoréme d’injection de Sobolev (théoréme [T.41) et du théoréme de compacité de Rellich
(théoreme D est que I'injection est compacte de W, *(€2) dans L4(Q) si1 < p < Netq < p* = A]?—ivp.
c’est-a-dire que d’une suite bornée de VVO1 "P(Q) on peut extraire une sous-suite convergente dans L4(£2).

Pour démontrer cette propriété, on peut se limiter au cas p < N (grice a I'injection W (Q) dans W17 (2) pour

tout p < N) et il suffit alors de remarquer que la convergence dans L donne la convergence dans L' (car §2 est

19. Plus généralement si deux ensembles £ et I sont tels que £ C F), I'injection ¢ € E' +— = € F est dite canonique.
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borné) puis d’utiliser I'inégalité de Hélderqui donne (pour 1 < ¢ < p*etu € LP" () |Jul o < [Jull%: ull}?
(avec § = (p* —q)/(p* —1)) d’ou I’on déduit que u,, — u dans L' et (uy, ),en bornée dans LP" implique u, — u
dans L? quand n — +o0.

Sip > N, une conséquence du théoreme d’injection de Sobolev (théorém et du théoreme d’ Ascoli (théoréeme
1.35) est que ’application u + u est compacte de W1P(Q) dans C(Q) c’est-a-dire que d’une suite bornée de
WP (£2) on peut extraire une sous-suite uniformément convergente dans Q. Bien sfr, il est clair ici que chaque
élément de W17 () est confondu avec son représentant continu.

1.8 Exercices

Exercice 1.1 (Exemple de dérivée (xxx)) Corrigé en page[31]
Soient N > 1,Q = {z = (z1,...,zx) € R, || < 1,i=1,...,N}etu : RY — IR définie par u(z) = 1
siz € Qetu(x) =0 siz &N

1. Pouri = {1,...,N} et ¢ € D(RY), montrer que Sy w(z)950(x) da ne dépend que des valeurs prises
par ¢ sur le bord de (2.

2. Montrer que u & W1 (IRY).

Exercice 1.2 (Une fonction a dérivée nulle est constante p.p. (xx)) Corrigé en page
Soitu € Li. .(]0, 1]) telle que Du = 0. Montrer que

Ja € R;u = ap.p.

Exercice 1.3 (Espace de Sobolev en une dimension (x%%)) Corrigé en page[32}
Soit1 < p < oo.

1. Soit u € Whr(]0,1]).

(a) Montrer qu’il existe C' € R tel que u(x fox u(t) dt, pour presque tout z €]0, 1[. En déduire
que u € C([0,1],1R) (au sens ot il ex1ste v e C([ 1, R ) telle que u = v p.p. sur |0, 1[; en identifiant
u et v, on peut donc dire que W1?(]0, 1) C C([0,1],TR)).

(b) Montrer que [|ull ., < [[ully1.00,1)-
1
(c) Sip > 1, Montrer que v est une fonction holdérienne d’exposant 1 — —.
p

2. Soit u € C([0,1],IR). On suppose qu’il existe une fonction w € LP(]0,1[) telle que u(z) = u(0) +
Jy w(t) dt, pour tout x €]0, 1[. Montrer que v € W*(]0, 1[) et Du = w.

Exercice 1.4 (Une fonction a gradient nul est constante p.p. (xxxx)) Corrigé en page
Soient N > 1, B = {x € RY, || < 1}, || désignant la norme euclidienne de z, et u € L\ (B).
1. On suppose que D;u = 0 pour tout ¢ € {1,..., N}. Montrer qu’il existe a € IR tel que u = a p.p.. (u est
donc la fonction constante égale a a.) [On pourra, par exemple, raisonner ainsi :
Soit e €]0, 2[ et (pn)nen+ une suite de noyaux régularisants, ¢’est-a-dire :

peDIRY), [ pds=1,p=0,p(a) =0sifa] > 1
IRN
et, pourn € IN*, 2 € RY, p,(z) = n"V p(nx).

20. Otto Ludwig Holder (1859-1937) mathématicien allemand
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On pose us(x) = usi |z| < 1 — € et ue = 0 sinon. Puis, on pose u. ,, = Uz * Py

Montrer que U, € D(]RN) et que, si % < €, Ue,y, €st constante sur la boule de centre 0 et de rayon 1 — 2¢.
Puis, conclure. . ..]

2. On suppose que D;u est une fonction continue, pour touti € {1,..., N}. Montrer que u € C*(B,IR) (au
sens “il existe v € C*(B, R) telle que u = v p.p.”). [On pourra, par exemple, reprendre I’indication de la
lere question et raisonner ainsi : Montrer que pour tout z,y € IR™ on a

oY) — e (@) = / Vute n(ty + (1 - t)z) - (y — ) dt,

et que pour z dans la boule de centre 0 et de rayon 1 — 2eeti € {1,...,N}ona

Oie n(2) = /BDiu(E)pn(z —Z)dz.

On rappelle que 0;u désigne la dérivée partielle de w par rapport a la i-€éme variable. En déduire que pour
presque tout z,y € B, on a, avec Du = {Dqu, ..., Dyu}t,

u(y) —u(z) = /0 Du(ty + (1 —t)x) - (y — z) dt.

Montrer alors que u est continue et que la formule précédente est vraie pour tout z,y € B. Conclure enfin
que u € CY(B,R).]

3. On reprend ici la 1eére question en remplacant B par un ouvert quelconque de RRY. Montrer que u est
constante sur chaque composante connexe de B. (Comme d’habitude, dire que u est constante signifie
qu’il existe ¢ € IR tel que v = a p.p..)

Exercice 1.5 (Une fonction H* n’est pas forcément continue si N > 1 (x%)) Corrigé en page Soit 2 =
{x = (z1,22)! € R?, |2] < 3,4 = 1,2}, v €]0, 5[, et soit u : @ — IR définie par u(z) = (- In(|z|))7, |7|
désignant la norme euclidienne de . Montrer que u € H'({2). En déduire que H'(Q2) ¢ C(Q).

Exercice 1.6 (Laplacien d’un élément de H} (2) (%)) Corrigé en page
Soit  un ouvert borné de RY (N > 1) etu € H}(Q). Pour u € H'(Q2), on définit Au = Zf\il D?u, ot D?u est
la dérivée par transposition d’ordre 2 de w par rapport a la variable x; (voir Définition [T.4).

1. Montrer que, pour tout ¢ € D(2), on a
(B )p-@00) = [ u(2)Ap(e) do =~ [ Vula) - Vels) da.
Q Q

2. On rappelle que H}(2) est un s.e.v. fermé de H' (). Muni de la norme de H*(2), 'espace H} () est
donc un espace de Hilbert. On note H () le dual (topologique) de H} (). Déduire de la question
précédente que Au € H () (c’est-a-dire que 1’élément de D*(12), noté Au, se prolonge de maniére
unique en un élément de H~*(2), encore notée Au) et que

[Aull -1y < HVulll2(q) -

Exercice 1.7 (Singularité ponctuelle (xx %)) Corrigé en page Pour z € R?\ {0}, on pose G(z) = In(|z|).
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1. Montrer que G € C=(IR?\ {0}) et AG = 0 (au sens classique) dans IR \ {0}. En déduire que AG = 0
dans D*(IR? \ {0}). Que vaut AG dans D*(IR?)?

2. Montrer que G € LP (IR?) pourtout 1 < p < +ooet VG € L (IR?) pour 1 < p < 2.

loc loc

3. On prend dans cette question €2 =0, 1[2. Montrer que u € L?(Q2), Au =0 # u € H(Q).
vy (71, T2)
v2(71, 72))
v et son rotationnel sont des fonctions de IR? dans IR définies respectivement par div v = 01v1 + Oavg et
rotv = 91vy — Oavy.
Montrer que v € (H'(2)")?, divv = 0 dans D*(2) et rot v = 0 dans D*(Q) % v € (L*(Q))>.
4. (Singularité éliminable) Soit © un ouvert de IR? contenant 0. On suppose que u € H L(Q) et que Au =0
dans D*(Q2\ {0}). Montrer que Au = 0 dans D*(Q).

On rappelle que pour toute fonction vectorielle v : {il} € R*— { } € R?, la divergence de
2

Exercice 1.8 (Quelques conséquences du théoreme de Hahn-Banach (xx)) Corrigé en page
Soit E un espace de Banach réel.

1. Soitz € E, x # 0. Montrer qu’il existe T’ € E’ t.q. T(z) = |||z et || T|| z; = 1. En déduire que
lz]l z = max{S(z), S € E'; ||S|| g = 1}.

2. Soient F' un s.e.vde F et x € E. Montrer que = ¢ F si et seulement s’il existe T' € E’ t.q. T(z) # 0 et
T(y) = 0 pour touty € F.

3. Pourx € F, on définit J(x) de E’ dans IR par J(x)(T) = T'(x) pour tout T € E’. Montrer que J(z) € E”
pour tout x € E et que ’application J : z — J(x) est une isométrie de E sur Im(J) C E”.

4. Soit F un espace de Banach.

(a) Soient (T},)new une suite de E' et T € E’ tels que T,, — T x-faiblement dans E’ quand n — +o0.
Montrer que ||T'|| 5, < liminf,, 4 o0 || T0]] 5/

(b) Soient (z,,)neN une suite de E' et x € E tels que x,, — « faiblement dans E quand n — +o0. Montrer
que ||z|| p < liminf,, 4o ||| 5. Ceci démontre le résultat énoncé a la remarque [1.20]

Exercice 1.9 (Comparaison €7 (IN)-£9(IN) (x)) Corrigé en page[40}
Pour 1 < p < 400, on définit I’espace

P =(P(IN) = {z = (n)neN; Tn € R pour tout n € IN, Z |z, |P < oo}

n=0

qu’on munit d’une norme définie par ||z||, = ( :i% |xn\p)% pour & = (Zp)neN € LP.

On définit aussi, pour p = oo, I’espace
0 =4*°(IN) = {z = (Tn)nenN; Tn € IR pour tout n € IN, sup{|z,|, n € N} < o},

qu’on munit de la norme définie par ||z||, = sup, e |Zn| pour = (2 )new € £°.
Avec cette norme, ¢P est un espace de Banach pour tout 1 < p < 400 (voir par exemple [26, Exercice 6.27]).

1. Soit1 < p < g < 4o00. Montrer que ¢P C ¢4 et que, pour tout x € (P,

lelly < llll, -
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2. Soit 1 < p < g < 4o00. Montrer que ¢P est dense dans 9.
3. Soit 1 < p < +0oo. Montrer que 1’adhérence de /P dans £*° est I’ensemble A défini par

A={z = (p)nen; nll)r_{loo x, =0}

En déduire que ¢P n’est pas dense dans £°°.
NB : Lorsque (X, 7, m) est une espace de mesure finie, on a toujours I’inclusion inverse de celle de la question
c’est-a-dire que 'on a LP(X,T,m) C LY(X,T,m)sil < q<p < +oo.
Exercice 1.10 (Caractérisation de la densité d’un s.e.v. d’un espace de Banach (x)) Corrigé en page[#0|
Soient E un espace de Banach réel et G un s.e.v. de FE.

1. Montrer que G = E si et seulement si
(f € E,{f,u)p.g =0pourtoutu € G) = f =0. (1.5)

[Utiliser I’exercice [1.8]]
2. On suppose maintenant que £ = F’ (ou F est un espace de Banach réel).

(a) On suppose F réflexif, montrer que G' = F” si et seulement si
(v e F, {(g,v)p r =0pourtoutg € G) = v = 0. (1.6)

(b) On ne suppose plus que F est réflexif. Donner un exemple pour lequel G' # F” et pourtant (T.6) est
vérifié, c’est-a-dire
(v e F,{(g,v)p r=0pourtoutg € G) = v =0.

[On pourra prendre F' = ! et, en identifiant (¢!)’ avec />, G = (1]’

Exercice 1.11 (Séparabilité de L? (xxx)) Corrigé en page 4]
On désigne par LP I’espace LP (IR, B(IR), A).

1. Soit 1 < p < 4o00. Montrer que LP est séparable.
2. Montrer que L*°(IR) n’est pas séparable.

Exercice 1.12 (Séparabilité d’une partie d’un espace séparable (x)) Corrigé en page Soient E un espace
vectoriel normé séparable, A une partie de £ dénombrable dense dans E et F' une partie E. Soit n € IN*, Pour
tout z € A, s’il existe au moins un point y de F tel que ||z — y||; < £, on choisit un tel point et on le note a,,
(onadonc a,, € Fet||z—azn|, < %).

On note B,, I’ensemble des points obtenus ainsi (noter que B,, C F).

1. Soit n € IN*. Construire une injection de B,, dans A (ce qui prouve que B,, est dénombrable).

2. A l'aide des ensembles B,, (n € IN*), construire une partie de F' dénombrable et dense dans F' (ce qui
prouve que F’ est séparable).

Exercice 1.13 (Sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach réflexif (xx)) Corrigé en page

Soit F est un espace de Banach (réel) réflexif et F' un sous espace vectoriel fermé de E. L’espace F' (muni de la
norme de F) est donc aussi un espace de Banach.

Pour G = F ou G = F On note Jg 'injection de G dans G (voir exercice .

Soitu € F".
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1. Si f € E’, on désigne par f, larestriction de f a F (et donc f|, € F").
Montrer que I’application f + (u, f|,)r~ r est linéaire continue de £’ dans IR. C’est donc un élément
de E” que I’on note v dans la suite (de sorte que (v, f) g g = (u, fi,.)Fr F).
Montrer que ||v]| g < [Ju|| por-

2. (Question inutile pour la suite de I’exercice) A-t-on ||v|| g, = ||| fr ?

3. Montrer qu’il existe z € E tel que (v, f) g g = (f,2)r g pour tout f € E’. [Utiliser le fait que E est
réflexif.]

4. On considere I’élément x de E trouvé a la question 3]
(a) Montrer que z € F'. [Utiliser une conséquence du théoréme de Hahn-Banach, exercice[1.8]]
(b) Montrer que Jp(z) = u.

5. Déduire des questions précédentes que F' est réflexif.

Exercice 1.14 (Continuité d’une application de L? dans L? (xx%)) Corrigé en page[43|
Soit (E, T, m) un espace mesuré fini, p, ¢ € [1, oo et g une application continue de IR dans IR telle que :

3C e R”; [g(s)] < Cls|7 + C, Vs € R. (1.7)

1. Soitu € Li; (E, T, m). Montrer que g o u € L (E, T, m).

On pose L" = Ly (E,T,m), pour r = petr = g, et pour u € LP, on pose G(u) = {h € LL(E,T, m);
h = gowvpp.}, avec v € u, c’est-a-dire que v € LI (E, T, m) et v est I'une des fonctions appartenant a la classe
d’équivalence u. Dans cet exercice, nous faisons bien la distinction entre L et £P, distinction qui, en général, n’est
pas faite, y compris dans ce livre. Noter que G(u) € L9. En pratique, et c’est ce qui sera fait dans la suite de ce
livre, cet élément G(u) de L7 est noté, de maniére incorrecte, g(u).

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c¢’est-a-dire que G(u) ne dépend pas du choix de v
dans u.

3. Soit (un)new C LP. On suppose que u, — u p.p., quand n — +oo, et qu’il existe F' € LP telle que
|un| < F p.p., pour tout n € IN. Montrer que G(u,,) — G(u) dans L.

4. Montrer que G est continue de LP dans L9.

5. On considere ici (E, T, m) = ([0, 1], B([0,1]), A) et on prend p = ¢ = 1. On suppose que g ne vérifie pas
(T-7). On va construire u € L' telle que G(u) ¢ L.

(a) Soitn € IN*, montrer qu’il existe a,, € IR tel que : [g(av,)| > nlay,| et |ay| > n.
(b) On choisit une suite (o, )enN+ vérifiant les conditions données a la question précédente. Montrer qu’il
existe o > 0 t.q.

(c) Soit (ay,)nen+ une suite définie par: a1 = let apy1 = ay, (ol av,, et o sont définies dans les

 om|n?
2 questions précédentes). On pose u = Z:ﬁ @nl{a, 1,a,]> OU 14 désigne la fonction caractéristique
d’un ensemble A, c’est-a-dire 14(z) = 1si z € A, 0 sinon. Montrer que u € L' et G(u) & L.

Exercice 1.15 (Fonctions lipschitziennes (xxx)) Corrigé en page
Soit € un ouvert de RY.
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1. Soit u : 2 — IR une fonction bornée lipschitzienne. Montrer que u € W1>°(Q).

(Noter que si 2 est borné et u lipschitzienne de {2 — IR, alors u est continue sur {2 et méme se prolonge
en une fonction continue sur €2, la fonction u est donc bornée.)
2. Soitu € W17°°(IRN ). Montrer que w est lipschitzienne (au sens : il existe v : RY - R lipschitzienne telle

que u = v p.p.).
Le résultat démontré dans la question [2] permet de montrer que si 2 est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne
et u est une fonction de © dans IR, alors u € W°°(€) si et seulement si u est lipschitzienne (au sens : il existe v :
2 — IR lipschitzienne telle que u = v p.p.. On peut d’ailleurs remarquer que v se prolonge alors en une fonction
lipschitzienne sur €2.)

Exercice 1.16 (Exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien (xxx)) Corrigé en page[46]

On appelle ouvert lipschitzien un ouvert a frontiere lipschitzienne (définition[T.23) et ouvert fortement lipschitzien
un ouvert a frontiere fortement lipschitzienne (remarque|l1.24).

Pour construire un exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien, I’idée est de construire un ouvert qui
ne vérifie pas la propriété du segment.

Définition 1.44 (Propriété du segment) On dit qu’un ouvert Q de RY satisfait la propriété du segment si pour
tout z € 0K, il existe un voisinage V de z, d € RN, d # 0 et t € RY, tels que, pour tout Z € V N Q et s €]0,1],
Z+sd e Q.

Un ouvert fortement lipschitzien de RY vérifie la propriété du segment : il suffit pour s’en convaincre de considérer
(sans restriction de généralité) que la frontiere est localement alignée avec 1’axe 1 en coordonnées cartésiennes et
de choisir d = (0, ..., 0, 1). Pour construire un ouvert qui ne vérifie pas la propriété du segment, I’idée utilisée ici
(due, semble-t-il a Zerner, voir [30]) est de prendre pour ouvert une sorte de “route” allant vers le point (0, 0) avec
une infinité de virages, sans changer le rayon de courbure des virages (ce qui donne que 1’ouvert est lipschitzien)
mais (bien sfir) en faisant en sorte que la largeur des virages tende vers 0 quand on se rapproche de (0, 0). A cause
des virages, I’ouvert ne vérifie pas la propriété du segment et donc n’est pas fortement lipschitzien.

/ \

-/ \

/ \
/N / \
N \/ Vi /\ \\\ \

\
\

./ \

FIGURE 1.1 — L’ouvert 2

Construction de ’ouvert {2 - Soit @ une fonction continue de [0, 1] dans IR, nulle en 0 et 1. On suppose que

o(5) > 1. (1.8)
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La fonction ¢ peut étre, par exemple, une fonction “chapeau” ou une fonction de classe C'*° a support compact
dans ]0, 1[. On pose a,, = 5 pour n € IN et on définit ¢ de [0, 1] dans IR en posant

_, L — anp
(p(x) = anfl@(

) six €]an, an—1]etn > 1.
Ap—1

La fonction ¢ est donc lipschitzienne de [0, 1] dans IR (en ajoutant ¢ (0) = 0). On remarque aussi que, pour tout
n € IN, p(a,) = 0. On pose alors Q = {(x,y)* € R*; z €]0,1[, p(x) —z <y < p(z)}.

1. L’ouvert {2 n’est pas fortement lipschitzien - Montrer que la propriété du segment n’est pas vérifiée pour
Q et z = 0 et en déduire que €2 n’est pas fortement lipschitzien.

2. L’ouvert () est faiblement lipschitzien - On pose T' = {(z,v)", z €]0,1[, —x < y < x}. On définit une
bijection v de €) dans le triangle 7" en posant

(@) = (z,2+2(y — ¢(2)))-
Montrer que v est lipschitzienne ainsi que son inverse et en déduire que 2 est un ouvert lipschitzien.

Exercice 1.17 (Prolongement d’une fonction continue (x)) Corrigé en page

Soient 2 un ouvert de RY , N > 1, et f une fonction continue de Q) dans IR. Le but de I’exercice est de montrer
qu’il existe g continue de RY dans IR telle que g = f dans Q (voir la définition .

Siz € Q, on pose g(z) = f(z).

Siz ¢ Q, on pose d, = inf{|z — y|, y € Q} (onadonc d, > 0), B, = {z € RY, |z — 2| < 2d,} et

o(z) = fQﬂBz f(z) dz
anBw E

Montrer que g est bien définie et est continue de IR™ dans IR.

Exercice 1.18 (Inégalités de Sobolev pour p > N (x%x*x)) Corrigé en page
L’objet de cet exercice est de démontrer I’injection de Sobolev pour p > N.

Siz € RN (N > 1),onnote x = (x1,%),avecz; € RetZ € RY ' Onnote H = {(t, (1 — [t|)a), t €] — 1, 1],
a € By_1},00 By_1 = {z € RV, 2| < 1}. (On rappelle que | - | désigne toujours la norme euclidienne.)
Soit N < p < 0.

1. Soitu € C'(IRY,IR) : montrer qu’il existe C; € IR, ne dépendant que de N et p, tel que

(1,0 = u(~1,0) < Cy (Va0 1, (1.9)
[On pourra commencer par écrire u(1,0) — «(0,a) comme une intégrale utilisant Vu(t, (1 — ¢)a) pour

t €]0, 1], et intégrer pour a € By _1 pour comparer u(1,0) et sa moyenne sur By _;. On pourra se limiter
au cas [N = 2, pour éviter des complications inutiles.]

2. Soit u € CH(IRY,IR). Montrer qu’il existe C € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

Ju(x) — u(y)| < Co (VD) oy [2 — '~ (1.10)

[On pourra remarquer qu’une rotation, une translation et une homothétie permet de se ramener a (I.9).]
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Pour a €]0, 1] et K sous ensemble fermé de IR, on note

C%*(K) = {u e C(K,R), [ull oo () < o0€t  sup M < 00},
z,yeK, x#y ‘x *y|

et, siu € CO%(K),
[u(z) —u(y)|
U = ||U|| ;0 + sup —_—.
|| H(),a || ||L (K) 2 yEK, oty |x7y|a
Noter que o« (K), muni de cette norme, est un espace de Banach.

3. Soitwu € CCI(IRN7 IR). Montrer qu’il existe Cs € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[l oo vy < 3 llullyyan vy - (1.11)

[Cette question est plus délicate. . Il faut utiliser (.10} et le fait que u € LP(IR™).]

4. (Injection de Sobolev dans IR .) Montrer que lep(lRN) C CO"X(IRN), aveca =1 — %, et qu’il existe
Cy € IR, ne dépendant que de N et p, tel que

HUHCO*O‘(IRN) <Cy HU”Wlm(]RN) . (1.12)

5. (Injection de Sobolev dans €2.) Soient €2 un ouvert borné de RY (N > 1), a frontiere lipschitzienne.

Montrer que W1P(Q) C C%*(Q), avec a = 1 — %, et qu’il existe Cs € IR, ne dépendant que de €2, IV et
p, tel que

HU”Co,a(Q) S C5 HU||W1,p(Q) .
Exercice 1.19 (Injections de Sobolev pour p < NN (x%x%x)) Corrigé en page H9
L’objet de cet exercice est de démontrer I’injection de Sobolev pour 1 < p < N.

La démonstration proposée ici est due a L. Nirenberg@ Elle consiste a faire d’abord le cas p = 1, puis a en déduire
lecas 1 < p < N. Historiquement, lacas 1 < p < N a été démontré avant le cas p = 1 (etle cas p = 1 est
longtemps resté un probleme ouvert).

1. Soitu € CL(RM).
(a) On suppose ici N = 1. Montrer que ||u|| , < ||u'[;.
On rappelle que u’ désigne la dérivée classique de u.
(b) Par récurrence sur N, montrer que Hu||% < Halquﬁ ||[“)Nu|\1%
(c) Montrer que ||u|\% < [[|Vul |-
(d) Soit 1 < p < N; montrer qu’il existe C'y , ne dépendant que N et p tel que [|ul[,,. < Cn,p |l [Vul|,,
avec p* = (Np) /(N — p).

2. Soit1 < p < N. Montrer que [|ul[,,. <Cnp | [Vull],,pourtoutu € WP (RY) (Cy,p et p* sont donnés
a la question précédente). En déduire que I'injection de W17 (IR") dans L9(IR") est continue pour tout
q € [p,p’]-

3. Soit p = N. Montrer que I'injection de W (IR") dans L?(IR™) est continue pour tout ¢ € [N, oo[ (Pour
N =1, le cas ¢ = oo est autorisé).

21. Louis Nirenberg (1925-2020), mathématicien canadien, spécialiste de I’analyse des équations aux dérivées partielles
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4. On suppose maintenant que {2 est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne. Pour 1 < p < N, montrer que
Iinjection de W1?(Q) dans L4(f2) est continue pour tout ¢ € [p, p*] (p* = (Np)/(N — p)). Montrer que
I'injection de W1V () dans L4(2) est continue pour tout ¢ € [N, o0[ (Pour N = 1, le cas ¢ = oo est
autorisé).

Exercice 1.20 (Noyau de I’opérateur trace (xxxx))  Corrigé en pageSoient Q= IR]X, N>1L1<p<o
ety : WHP(Q) — LP(ON) I’opérateur trace défini au théoreme

1. Montrer que ker y = W, "*(1).

2. Soitu € WHP(Q) N C(Q). Montrer que yu = u p.p. (pour la mesure de Lebesgue N — 1-dimensionnelle
sur ON).

Exercice 1.21 (Prolongement d’une fonction appartenant 3 H? (xx)) Corrigé en page |53|Soient N > 1,
Q=RYetpe [l

1. Montrer que C°(€2) est dense dans W2P(Q). [On pourra s’inspirer de la démonstration de la densité de

C°(9) dans WP (1), théoreme 1.25]).

2. Montrer qu’il existe un opérateur P linéaire continu de W27 () dans_WQ’p(IRN ) tel que Pu = u p.p.
dans €, pour tout u € W?2P(2). [On pourra chercher, pour u € C°(Q2), P sous la forme Pu(z1,y) =
oau(—x1,y) + Pu(—2x1,y), pourz; E R_ety € IRV L, avec a et 3 bien choisis dans IR.]

3. On prend maintenant p = co. A-t-on la densité de C2°(Q) dans W2°°(Q) ? Existe-t-il un opérateur P
linéaire continu de W2>°(£2) dans W2 (IR") tel que Pu = u p.p. dans Q, pour tout u € W2(Q)?

Exercice 1.22 (Convergence faible et opérateur continu (x)) Corrigé en page
Soient E et F' deux espaces de Banach.

1. SoitT € L(E, F), c’est-a-dire que T est une application linéaire continue de F dans F'. Soit (uy, )peN une
suite d’éléments de E et u dans E. On suppose que u,, — u faiblement dans E quand n — +oc0. Montrer
que T'(u,) — T(u) faiblement dans F.

2. On suppose que £ s’injecte continliment dans F', c’est-a-dire que & C F' et que I’application u — w est

continue de E dans F. Soit (u,)neN une suite d’éléments de E et v dans E. On suppose que u,, — u
faiblement dans E' quand n — +o00. Montrer que u,, — u faiblement dans F.

3. Soit Q est un ouvert borné de R, N > 1, (up )nenw une suite d’éléments de H{ (Q) et u dans H{ (). On
suppose que u,, — u faiblement dans H} () quand n — +o0. Soiti € {1,..., N}.
Montrer que D;u,, — D;u faiblement dans L?(2) quand n — +oo.

Exercice 1.23 (Fonction non continue appartenant 3 H*(IR?) N L (IR?)(xx*)) Corrigé en page|54| Dans
cet exercice, on construit v telle que v € H'(IR*) N L>(IR?) et v ¢ C(IR? IR) (c’est-a-dire qu’il n’existe pas
weC (]RQ7 R) telle que v = w p.p.). On reprend dans ce but la fonction de l’exercice

Soit v €]0, 3 et u définie par

u(z) = {(—ln<|x|>>v S0 <[z <1,

Osi|z| > 1,

et, par exemple, u(x) = 0.

Pour chaque n € IN*, on définit la fonction w,, par u,(z) = 1 — (1 — 4,(x))"} avec u,(z) = (up(z) — n
(ce qui peut aussi s’écrire u, () = u(z) —nsin < ulx) < n+ 1, u,(z) = 0siu(z) < netuy,(z) =1
u(z) < n+1).
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1. Montrer que u,, € H'(IR?) pour tout n. € IN* et que

o0
2
S Va2 ey < oo

n=1

[Utiliser I’exercice[I.5] et la généralisation donnée dans la remarque du lemme [2.26]]

2. Soit n € IN*. Montrer que u,, prend ses valeurs entre 0 et 1 et que le support de u,, est une boule de centre
0 et dont le rayon tend vers 0 quand n — +o0.
1

Pour n € IN*, on pose z,, = (5., 0)t e IR? et on choisit m,, tel que le support de U, SOit une boule de centre 0

et de rayon, noté r,, plus petit que (3)(5; — 77) et tel que la suite (11, ) nen+ Soit strictement croissante. Puis on

pose, pour € R?, v, () = Uy, (¥ — ).
3. Montrer que toutes les fonctions v,, ont des supports disjoints.

4. Montrer que que la série ) . v, est convergente dans [ 1(IR?). On note v la somme de cette série.
Montrer que v appartient 3 H'(IR?) N L>(IR?) mais que v ¢ C(IR?,TR), c’est-a-dire qu’il existe pas
w € C(IR?, R) telle que v = w p.p..

Exercice 1.24 (Sur P’injection de W ! dans L'" (x%)) Corrigé en page |56 Soit Q un ouvert borné connexe de
RN (N > 1) a frontiere lipschitzienne et soit w une partie borélienne de {2 de mesure de Lebesgue strictement
positive, ¢’est-a-dire Ay (w) > 0 en désignant par Ay la mesure de Lebesgue sur les boréliens de RV,

On définit ’ensemble W, par

W, = {u € W"(Q) tel que u = 0 p.p. dans w}.

Le but de cet exercice est de montrer, par deux méthodes différentes, qu’il existe C', dépendant seulement de 2 et
w, tel que

Hu||L,,(Q) < C||Vu| ||L1(Q) pour tout u € W, etpour tout 1 < p < N (1.13)

—-1
I- Premiére méthode (méthode directe)

1. On suppose qu’il existe une suite (u,)nen+ d’éléments de W, telle que ||un |1 gy = 1 pour tout n € IN*
et
[unllpi@y > 7l [Vtn| 1) pour toutn € IN*.

En utilisant un théoreme de compacité du cours (chapitre 1), montrer qu’on peut supposer, apres extrac-
tion d’une sous-suite, que u,, — u dans L!(€2) quand n — +o0. Montrer alors que v = 0 p.p. et que
l[ull £1(qy = 1 (ce qui est impossible. ...

2. Déduire de la question précédente qu’il existe C, dépendant seulement de 2 et w, tel que
ull 1) < C1 [ [Vul [ (o) pour toutu € W,,.

3. On rappelle (théoreme ) qu’il existe C5, dépendant seulement de €2, tel que, en posant 1* = %, ona
[ull 1+ () < C2 |l ) pour tout u € WLL(Q). Avec la question précédente, en déduire qu’il existe

C, dépendant seulement de € et w, vérifiant (I.13).

II- Deuxiéme méthode (en passant par la moyenne de u)
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1. Soit H = {u € Wh(Q) ; [,u(z) dz = 0}. Montrer qu’il existe Cs ne dépendant que de § t.q.
[ull 1) < Cs [ Vul HLI(Q pour toutu €H.
En utilisant le rappel de la question 3 de la premiere partie, en déduire qu’il existe Cy ne dépendant que de

Qtq.
lu—=m| g1 q) < Call[Vul[|11(q) pour toutu € whi(Q), (1.14)
avec mAn ( fQ x) dz. [On pourra remarquer que u — m € H.]
2. Soitu € Ww et m tel que mAn (92 fQ ) dz. Montrer que
Cy
m| < Vu
ml < = 1194 ey

et en déduire que

An () =
ey < Ca(1+ (Sry) ) 1190 sy

Exercice 1.25 (Partition de I’unité (xx)) Corrigé en page[57]
Soit K un compact de RY (N > Detfy,...,Q,,n € IN*, une famille finie d’ouverts tels que K C Ur,€;. On
va montrer ici qu’il existe des fonctions ¢, .. ., ¢, telles que

(pl) Pourtouti € {1,...,n}, p; € CX(RY,R,), S; € Q; avec S; = {z € RY, p;(z) # 0},
(P2) > pi=1lsur K.
Poure > 0eti € {1,...,n},onpose ;. = {x € Q, d(z, Q) > e} ot d(x, Q) = inf{|z — y|, v & U}
1. Montrer qu’il existe e > 0 tel que K C Uj;2; ..

Soit maintenant € donné par la question [I]

2. Montrer qu’il existe n fonctions f1, ..., f, telles que, pour tout 7, f; = 0 sur §2f _ et Srfi = lsur
Ugllzlﬂi’e.
3. Par une méthode de régularisation, montrer I’existence de n fonctions ¢4, . . ., ¢, satisfaisant (p1) et (p2).

Exercice 1.26 (Opérateur transposé, continuité et compacité (xxxx)) Corrigé en page
Soient E, F deux espaces de Banach (réels); on désigne par L(E, F') I’ensemble des applications linéaires conti-
nues de E dans F. Soit T' € L(E, F),et soit T 1’opérateur transposé de T" défini par (voir Définition [2.13)

geEF — Tlge E avec (T'g,u)pr g = (g, Tu)p .
1. Vérifier que T"'g est bien un élément de E’ pour tout g € F’ et que T € L(F', E’).
2. Montrer que \|Tt||L(F,’E,) =Tl zee.r)-

On suppose maintenant que 7' est un opérateur compact, c¢’est-a-dire que de toute suite bornée de I on peut extraire
une sous-suite dont I’image par T" converge dans F'. Soit By = {u € E, ||u||; < 1} la boule unité.

3. Montrer que ’ensemble T'(Bg) = {T'(v), u € Bg} est précompact, c.a.d. que pour tout &£ > 0, il existe
I C Bg tel que card(]) < 400 et

T(BE) C UuGIBF(Tua E)a

ot Bp(Tu,e) ={v e F,|v—Tul|p <e}.
Pour p € IN*, on choisit I, conformément a la question [3|avec ¢ = % eton pose I = Upen+I, (de sorte que I est
dénombrable). Soit (g, )N une suite bornée de F”.
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5.
6.
7.
8.

Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (gn)new telle que pour cette sous-suite, encore notée
(gn)nen, la suite ((T*g,, u) g g)nen converge pour tout w € I. [Utiliser le procédé diagonal, voir par
exemple [26| Etape 2 de la proposition 8.19].]

Pour les deux questions suivantes on considere cette sous-suite.

Montrer que la suite ((1" gy, u) 5,5 )nen converge pour tout u € E.

Montrer qu’il existe f € E’ tel que T'g,, — f dans E.

Déduire des questions précédentes que T est un opérateur compact.

Démontrer le résultat de compacité des bornés de L9(2) dans W ~19(Q) énoncé dans le théoreme

Exercice 1.27 (Transposée d’une injection continue (x)) Corrigé en page[59
Soient E et F' deux espaces de Banach, tels que E s’injecte continiiment dans F', c’est-a-dire que £ C F' et que
I’application u — u est continue de F dans F'. Montrer que F’ s’injecte continiment dans E’.

1.9

Corrigés des exercices

Exercice[1.1] (Exemple de dérivée)

1.

On prend, par exemple, ¢ = 1 (les autres valeurs de i se traitent de maniére similaire). Pour tout ¢ € D(IRN )

ona
1
/ u(z)o1p(x) do :/ Op(z) dz :/ (/ orp(z1,y) dml) dy
RN ]-1,1[~¥ 11—t NJq

et donc
/ u(r)o1p(x) dx:/ e(1,y) dy*/ o(—1,y) dy.
RY ]-1,1[N-1 ]-1,1[N-1

Ceci montre bien que [;v u(x)d1¢(x) do ne dépend que des valeurs prises par ¢ sur le bord de €.

On raisonne par ’absurde : on suppose que u € W' (IRY). Il existe alors (en particulier) g € L*(IRY)
t.q.

/ u(z)orp(x) de = / g(x)p(z) dz pour tout ¢ € D(RY).
RN RN

Pour n € IN*, on pose A, =]1 — 2,1+ L[x] — 1, 1[N 71

On choisit une fonction ¢ € D(RY) telle que 0 < @(x) < 1 pour tout z € RY, p(z) = 0siz ¢ A; et

o(x) = 1sixz = (1,y) avecy €] — &, L[V=1 (une telle fonction ¢ existe). Pour n € IN*, on définit alors

22
©n par on(1+21,9) = ©(1 +nxy,y) pour tout 1 € R ety € IR ! (de sorte que ,, = 0 hors de A,,).

Pour n € IN*, on a bien ¢,, € D(]RN ) et le choix de ,, donne

/ u(x)O1pp () do = / on(l,y) dy —/ on(—=1,y)dy >1
RN e ]—1,1[N-1

et

[ o@renta) el < [ gt a

Onadonc [, |g(x)| dz > 1 pour tout n € IN*, ce qui est impossible car la mesure de Lebesgue (IN-di-

mensionnelle) de A,, tend vers 0 quand n — +oo, et donc [, [g(x)| dz — 0 lorsque n — +o0 (voir par
exemple [26, proposition 4.50]). '
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Exercice[1.2(Une fonction a dérivée nulle est constante p.p.)
On se donne ¢, € D(]0,1]) t.q. fol wo(z) dz = 1.
Pour ¢ € D(]0, 1]), on définit la fonction ¢ par

T 1 T
o(z) = / W(t) dt — (/ W(t) dt) / o(t) dt pour z €]0, 1].
0 0 0
Avec ce choix de p on a ¢ € D(]0, 1[) et donc, comme Du = 0,

1
0= (Dug)pep == [ ulw)e! (o) da.

Comme ¢’ =) — (fol (t) dt)epg, on a donc

/o1 u(y(z) do - (/01 () dt) (/01 u(x)po(x) dx) =0.

On pose a = fol u(z)o(x) dz, on a ainsi

1 1
/ u(z)y(x) dz = / at)(x) dz pour tout ¢» € D(]0, 1]).
0 0

Le lemme[I.2]donne alors u = a p.p..

Une autre méthode consiste a considérer d’abord le cas u € L'(]0,1[) et procéder, par exemple, par densité.
La fonction u peut étre approchée par convolution par des noyaux régularisants p,, qu’on prend a support dans
]— 1, L[ En prolongeant u par 0 en dehors de [0, 1], on pose w,, = w* p,,. On a alors u), = uxp!,. On montre alors
que u}, () = —(Du, pp(x—-))p+ p pour tout z €]+, 1— L[ et on conclut que u/, (z) = 0 pour tout z €)%, 1— 1.
On termine le raisonnement en utilisant le fait que unl]%71_%[ tend vers v dans L' (14 désigne la fonction
caractéristique d’un ensemble A, c’est-a-dire 1 4(x) = 1 si x € A, 0 sinon).

Dans le cas u € L}, .(]0, 1]) on considere d’abord la fonction u. = ulpe 1 avece > 0.

L’intérét de cette deuxieme méthode est qu’elle se généralise au cas multidimensionnel (voir I’exercice[T.4).

Exercice[I.3(Espace de Sobolev en une dimension)

1. (a) Pour z € [0,1], on pose F(z) = [ Du(t) dt. Comme Du € L'(]0,1]), ona F € C([0,1],IR). On
peut aussi montrer que F' est dérivable p.p. et que F’ = Du p.p. mais cela est inutile ici. On s’intéresse
plutot a la dérivée par transposition de F', c’est-a-dire a D F’ et on va montrer que DF' = Du.

Soit ¢ € D(]0,1[), on a

(DF,¢)p+p = — /01 F(z)¢'(z) do = — /O1 (/01 L)0,2((t)Du(t) dt) ¢'(z) da.

En remarquant que 1jo ,((t) = 1), 1((«) pour tout ¢, z €]0, 1] et en utilisant le théoréme de Fubini, on a
donc

0F 0= [ ([ e ) vty ai= [ copunar,

ce qui prouve que DF' = Du.
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Onadonc D(u— F) =0et l’exercicedonne alors I’existence de C' € IR tel que v — F' = C p.p.
c’est-a-dire .
u(z) =C+ / Du(t) dt pour presque tout z €]0, 1].
0

(b) On choisit maintenant pour v (qui est une classe de fonctions) son représentant continu ; on a alors pour
tout z € [0, 1]

u(z) = u(0) + /Of Du(t) dt.

On a alors aussi pour tout z,y € [0, 1], u(z) = u(y) + f: Du(t) dt, et on en déduit que

1
)| < )|+ [ 1Du)] ar
En intégrant cette inégalité sur [0, 1] (par rapport a y/), on obtient pour tout = € [0, 1]
()] < flull gy + [1Dull = lullyrs
et donc, en prenant le max sur x et en utilisant I’inégalité de Holder,
ull poe < llullps + 1Dullpy < llull o + [ Dull o = lJullyss -

(c) On choisit toujours pour u son représentant continu. Soient 2,y € [0,1],y > x,on a

u(y) —u(z) = /y Du(t) dt

et donc, en utilisant ’inégalité de Holder,
Y % 1—1 1—1
uly) ~ u(@) < ([ 1Dute)Pdt) ly = a5 < gy~ of 3
xr

2. Tl est clair que u € LP(]0, 1[). Pour montrer que v € WP (]0, 1[) il suffit donc de montrer que Du = w
c’est-a-dire que (Du, p)p+ p = fol w(t)e(t) dt pour tout ¢ € D(]0, 1[). Soit donc ¢ € D(]0,1[), on a

Dt = [ w0 at=- [ ([ we ar)oa

= - /01 (/01 Lj0,¢(z)w(x) d:r)cp’(t) dt.

En utilisant une nouvelle fois le théoréme de Fubini et le fait que 1j9 ;(z) = 1}, 1((t) (pour tout z,t €
10, 1]), on obtient

(Du, @)pe o = _/01 (/Oll]m,l[(t)cp’(t) () dz = —/01 (/1 @' (1) diJu(z) da
=[fmmmwda

ce qui donne bien Du = w.
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Exercice[1.4(Une fonction a gradient nul est constante p.p.)

1. Onawu, € L* (IRN). Pour tout n € IN*, la fonction u, ,, est donc bien définie sur tout RY. Le fait que . p
soit de classe C'*° est classique et les dérivées de u. ,, sont égales a la convolution de u. avec les dérivées
de p,. On remarque aussi que u. , est une fonction a support compact car u. et p,, sont des fonctions a
support compact.

On note B, la boule de centre 0 et de rayon r. On montre maintenant que pour tout %, la fonction 0;u. ,, est
nulle sur By _o. si = < e.

Soiti € {1,...,N}etz € RV, ona
Oten(w) = (100 ) (@) = [ we)Oupla ~ )y
R
Sil <eeta € By, lafonction p,(x — -) appartient 2 D(B) et est nulle hors de B _..
On note 7 la fonction définie par 7(y) = p,(z — y) (la variable z est ici fixé), de sorte que

dipn(x —y) = —9i7(y) pour tout y € RY,

(on rappelle que 0; désigne la dérivée par rapport au i-ieme argument) et donc

Ojtte n () = / u(y)Oipn(x —y)dy = */ w(y)di(y)dy = (Dit, T) D+ (3),D(B)
B B
= <Diua p”(l‘ - ')>D*(B):D(B) =0.

On a ainsi montré que pour % < ¢, la fonction O;u, ,, est, pour tout 4, nulle sur B;_5.. On en déduit que la
fonction ., est constante sur B;_o.. En effet, il suffit de remarquer que pour tout z € By_5. on a

1
Ue n (T) — Uen(0) = / Ve n(tz) -z dt = 0.
0

Comme u. € L'(RY), la suite (u. ,)nen converge dans L' (IR™) vers u.. En considérant les restrictions
de ces fonctions a la boule By _o. (sur la laquelle u. = u), la suite (uc ,)nen converge dans L*(Bj_a.)
vers u. Comme u, ,, est une fonction constante sur By _o. (pour % < ¢€) sa limite (dans L) est donc aussi
une fonction constante. Ceci montre que la fonction u est constante sur By _o., c’est-a-dire qu’il existe
a. € R tel que u = a. p.p. sur By_o.. Comme ¢ > 0 est arbitraire, on en déduit que a. ne dépend pas de
€ et que u est constante sur B.

2. Soit e > 0. La fonction u. ,, est de classe C'™°. On a donc bien, pour tout x,y € RY,

1
Uen(Y) — Us p(T) = /0 Ve n(ty + (1 —t)x) - (y — ) dt. (1.15)

Dans cette formule Vu, ,, désigne la fonction vectorielle définie par les dérivées classiques de ue .
Pourz € RN eti € {1,...,N}ona

Oitie n(2) = /IRN e (Z)0ipn(z — Z)dZ.

Siz € Bi_o et % < ¢, la fonction p,,(z — ) appartient & D(B) et est nulle hors de B;_. (et sur B;_. on
a u. = u). On en déduit

Bitiem(2) = (Dit pulz — Vo (8. D() = / Diu(Z)palz — 2)dz.
B
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Comme D;u est uniformément continue sur B;_., on déduit de la formule précédente que 9;u. ,, converge
vers D;u uniformément sur B1_s.. On a donc, pour tout z,y € B1_o.

lim Vuen(ty+ (1 —t)z) - (y — ) dt. = /0 Du(ty + (1 —t)z) - (y — z) dt.

n—-+oo 0

La suite (ue 5 )nen+ converge dans L' (]RN ) vers u.. Apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut
donc supposer que cette suite converge p.p. vers u. et donc p.p. vers u sur la boule B;_.. En passant a la
limite quand n — +oo dans 1’égalité (T.13)), on obtient pour presque tout x, y dans B _o.

u(y) —u(z) = /0 Du(ty + (1 —t)z) - (y — ) dt. (1.16)

Comme ¢ > 0 est arbitraire, la formule (I.I6) est valable pour presque tout z,y € B.

Pour conclure, on fixe un point 2z € B pour lequel (I.16) est vraie pour presque tout y € B et on pose
1
v(y) = u(x) + / Du(ty + (1 —t)x) - (y — x) dt pour tout y € B.
0

La fonction v est de classe C'! (car Du est une fonction continue et donc v est dérivable sur tout B et
Vv = Du). Comme u = v p.p., ceci termine la question.

3. On note 2 I’ouvert remplacant B. Le raisonnement précédent montre que sur toute boule incluse dans €2,
u est p.p. égale a une constante. Pour que I’égalité soit vraie sur toute la boule (et non seulement p.p.), il
suffit de définir v sur Q2 par

1

v(z) = hﬁlgr}go B /B(w’h) u(y)dy pour tout x € €2,

ol B(x, h) désigne la boule de centre x et de rayon h et A (B(x, h)) la mesure de Lebesgue d-dimension-
nelle de cette boule. On a alors w = v p.p. (v est donc un représentant de la classe ) et sur toute boule
incluse dans €2, v est égale a une constante.

La fonction v est donc localement constante. On en déduit que v est constante sur chaque composante
connexe de (2. En effet, soit x € Q et U la composante connexe de 2 contenant z. On pose a = v(z). On
vient de montrer que I’ensemble {y € U; v(y) = a} est un ouvert non vide de U et I’ensemble {y € U;
v(y) # a} est aussi un ouvert de U disjoint du précédent. Par connexité de U ce dernier ensemble est donc
vide, ce qui prouve que v = a sur tout U.

Exercice (Une fonction H' n’est pas forcément continue si N > 1) La fonction u est de classe C>°
sur Q0 \ {0} (en remarquant que |z| < v/2/2 < 1 pour tout z € ). Les dérivées classiques de u sont pour
x = (71,22)! #0

—1 Li .
8111‘(‘1:) = 7/7(7111("r|))’y ! \$|2’ = 172

On note que u € L?(Q) (et méme u € LP(£2) pour tout 1 < p < +00). Comme v < %, on peut aussi montrer que
les dérivées classiques de u sont dans L?(€2). Il suffit pour cela de remarquer que, pour a > 0,

dr < +o00.

@ 1
/o r|In(r)[P0=7)
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Pour montrer que u € H'(2), il suffit donc de montrer que les dérivées par transposition de u sont représentées
par les dérivées classiques, ¢’est-a-dire que pour tout ¢ € D(2) et pouri = 1,2, 0n a

/ u(z)0;p(x) de = 7/ Oiu(x)p(x) dz. (1.17)
Q Q
On montre maintenant (I.I7) pour ¢ = 1 (bien sir, i = 2 se traite de maniére semblable). Soit ¢ € D(2) et
0 <e < 3.0npose L. = [—¢,¢] x [~3, 1]. En intégrant par parties, on a
%
/ u(z)orp(x) de = — Ou(z)p(x) doe — / u(e, x2)(p(e, x2) — p(—€,x2)) das. (1.18)
Q\LE Q\LE 7%

(On a utilisé ici le fait que u(e, x2) = u(—¢, x2).) Par convergence dominée, on a
lim u(x)op(x) de = / u(x)0p(x) de et lim u(z)p(x) de = | dru(z)e(x) dx
=0 Jo\L, Q =0 Jo\L, Q

Il reste a montrer que le deuxieme terme du membre de droite de (I.18) tend vers 0. Ceci se fait en remarquant que
la fonction ¢ est réguliere, il existe donc C' € IR ; ne dépendant que de ¢ tel que

|/j u(e, x2)(p(e, v2) — p(—¢€,22)) dag| < |In(e)|?Ce.

1
2

On en déduit bien que

N

lim u(e, x2)(p(e, x2) — p(—€,22)) dze = 0,

e—0 J_1

2

ce qui termine la démonstration de pour ¢ = 1. Finalement, on a bien ainsi montré que les dérivées par
transposition de u sont représentées par les dérivées classiques et que u € H! ().

Il n’y a pas de fonction continue dans la classe u. Le plus rapide pour le voir est de remarquer que u & L () car
pour tout C', Ao ({u > C}) > 0.

Exercice |1.6|(laplacien d’un élément de H}(Q2))

1. Par définition de la dérivée par transposition, on a

N N
<Au790>D*(Q),’D(Q) = Z<D1D1U, 90>D*(Q),D(Q) = Z/Qu(:y)afga(x) dx.
1 i=1

Puis, comme u € H}(€2), la forme linéaire (sur D(Q2)) D;u est représentée par un élément de L?(€2) encore
noté D;u et on a, pour tout ¢ € {1,..., N},
/ u(z)0fp(x) dv = —(Dju, 0io)p (), p() = 7/ Diu(z)0;p(x) dx.
Q Q

Comme Vu est I’élément de L%(©2)" dont les composantes sont les D;u, on obtient bien

(Au, )+ (), p(Q) = —/ Vu(z) - Vo(z) da.
Q
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2. Pour tout ¢ € D(Q) on a, en utilisant Iinégalité de CauchyEZ]-Schwarz@

[{(Au, )p-(0),p@)] < /Q IVu(@)[[ V()| dz < [[IVulll () Vel L2y < N1l 19101 @) -

Ceci montre que I’application ¢ +— (Au, p)p+ (), () est linéaire continue de D(£2), muni de la norme
H'(Q), dans IR. Comme D() est dense dans H} () cette application se prolonge donc, par densité,
de manigre unique en une application linéaire continue de H}(2) dans R (c’est-a-dire en un élément de
H~1(Q)). Cet élément de H1(£2) est encore noté Au et le prolongement par densité donne, pour tout
v e HH(Q),

(Au,v) g1 (), m1(Q) = / Vu(z) - Vo(z) do
On a donc, pour tout v € H& (),

[(Aw, 0) fr-1(0), 12 ()| < /Q [Vu()[[Vo(z)] dz < [Jul| g1 ) V] g1q) - (1.19)

En munissant H} () de la norme H'(£2), on obtient

JAVTR )T
Bty = sup NSO

(1.20)
vEHL(Q), v#£0 ||U||H1(sz)

on déduit alors de (T.19) que

[Aull 10y < llull grr oy -
NB. En fait, on montrera au chapitre 2 que dans H} () la norme H*(2) est équivalente a la norme notée
||'||H3(Q) définie par ||“||H3(Q) = [[IVul || 12(q)- Le choix de la norme H'”Hé(Q) dans H}(Q) modifie
aussi la norme dans H*I(Q), définie alors par (I.20) avec ”'”Hé(ﬂ) au lieu de [|-|| ;1) et on obtient

1A 1) = llull g o)

Exercice[1.7] (Singularité ponctuelle)
1. On rappelle que, pour * = (21, x2)!, |x| est défini par |#|*> = 2% + x3. L’application x — |z| est de
classe C>° sur IR? \ {0} et & valeurs strictement positives. Par composition avec la fonction In, on obtient
G € C=(IR*\ {0}). On calcule maintenant AG(z) pour z € R? \ {0}.

o=
9:G(x) = FE

0,G(z) = e O 7 pouri = 1,2,

\ |
et donc AG(x) = 8?G(x) + 03G(x) = 0 pour tout z € IR?\ {0}.

Comme G € C=(IR?\ {0}), les dérivées par transposition de G’ dans IR* \ {0} sont données (2 tous
ordres) par les dérivées classiques et donc AG = 0 dans D*(IR? \ {0}).

Pour ¢ > 0, onnote C. = {z € R?, |z| = e} et A. = {x € R?, |z| > €}. Soit ¢ € D(IR?); comme
G e Lf (R?),

(AG, @)+ (r2), D(R?) :/ G(z)Ap(z) dz = lim G(z)Ap(z) dz

R2 e—0 A.

22. Augustin Louis, baron Cauchy (1789-1857), mathématicien frangais a qui I’on doit en particulier de nombreux résultats en analyse.
23. Hermann Schwarz (1843-1921), mathématicien allemand, connu pour ses travaux en analyse complexe. (A ne pas confondre avec
Laurent Schwartz, mathématicien francais du 20éme siécle).
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Pour ¢ > 0, les formules d’intégration par parties (théoréme [I.33] mais ici dans un cas simple car les
fonctions G et ¢ sont de classe C*° sur IR? \ {0}) donnent, en notant n(z) le vecteur normal 4 C. au point
x, extérieur a A,

L/<%mAwmdm=/‘Aemmmwdm+/(vam'mmauo—VGu»nuwawdwm
A, A

€

:/'vmm~mma@wh@yf/ VG(2) - n(z)p(z)) dy(z).
C.

Ce

La mesure -y sur C; est de masse totale 27e et donc

| / Vo(x) - n(x)G(x) dy(z)| < sup |[Ve(z)|ln(e)2re — 0 quand e — 0.
Ce z€IR2

Pour z € C., VG(z) - n(z) = —1, car VG(z) = % et n(z) = —Z et donc

e2

1

/ VG(z) - n(z)p(x) dy(z) = —g/ o(x) dy(z) = —2mp(0) quand € — 0.
C. C.

On en déduit que (AG, @) p«(r2) pr2) = 27¢(0) et donc AG = 2m.

p
loc

2. Soit 1 < p < 400 : pour montrer que G € L (IRQ), il suffit de remarquer que 1’application x —
|z|(— In(]z|)? est bornée sur {z € IR?, |z| < 1}.
Soit 1 < p < 2. Pour z € R?, |[VG(z)]? = rarz- Ceci donne [VG(2)[P = 5. On en déduit que

IR
VG e LP _(R?).

loc

Par contre VG ¢ LIQOC(IRQ). En effet, en notant que le jacobien du passage en coordonnés polaire est |z

voir par exemple [26l paragraphe 7.6];

27 1 1
/ IVG(z)|* dz = / / r— dr = +o0.
|z|<1 0 o T

3. 11 suffit de prendre u = G, on a bien u € L*(2), Au = Oetu & H'(Q) (car [, |Vu(z)]* dv =
/2 1

o ! Jo 3 dr =+00).
On prend maintenant v = VG. La question [2| donne v € (LP(2))? pour tout p < 2,7 = 1, 2. Or, le
théoreme sur les injections de Sobolev (théoreme [1.41)) donne que pour 1 < g < +o0, H1(2) = W12(Q)
s’injecte continiment dans L4(2); par dualité (voir la remarque|1.42), pour r > 1, L" () s’injecte conti-
niiment dans H'(Q)’. On en déduit que v € (H'()’)2. On remarque ensuite que divv = AG = 0 dans
D*(£2) (et méme au sens classique) et rot v = 0 dans 2 au sens des dérivées classiques (car v est le gra-
dient d’une fonction de classe C?) et donc rot v = 0 dans D*({2). Enfin, on a montré  la question 2| que
v g (L2(Q)2.

4. On choisit une fonction 1)y € D(IR?) telle que o(x) = 1si |z| < 1eteho(z) = 0si |z| > 2. Pourn € IN*

et z € IR?, on pose 9, () = Yo(nx). Comme 0 € Q et que  est ouvert, il existe ng tel que {z € R?,

Soit p € D(£2) ; I’objectif est de montrer que (Au, p)p+(0),p() = 0. On utilise pour cela 1), avec n > ng
et le fait que (1 — ¢,)p € D(Q\ {0}),

s

on a donc

(Au, ©)pr (), p() = (AU, 0¥n) D (). D) + (AU, (1 = ¥n)) D (), D)
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= (Au, <P¢n>D*(Q),D(Q) + (Au, (1 - ¢n)>D*(S2\{0}),D(Q\{0}) = (Au, <P¢n>D*(Q),D(Q)~

On utilise maintenant le fait que u € H'(Q),
(D, o) () D(52) = /Q Vu() - V(i) (z) da
— [ (Vu(w) Vel@)bn(e) do+ [ (Vulo) - Vin(a)e(o) da.
Q Q

Le fait que limy,, 4o [ (Vu(z)-Vo(x))hy () dz = 0 est donné par le théoreme de convergence dominée
car |Vu| € L*({z, |z| < 2/no}). Pour le dernier terme, on remarque que V,,(x) = nVo(nz) et donc
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il existe C' € IR ; ne dépendant que de 1)y et de ¢ tel que

Vu(z) - Vo, (x z)dz| < Cn Vu(z)| dz
|/( (x) on(x))p(x) dr| < /{I7$|<2/n}| ()]
< C’n(/\z({x, |x| < 2/72}))%(/{ y }|Vu(r)|2 dx)%,

oll \; désigne la mesure de Lebesgue dans IR2. Comme n(\2({z, |z| < 2/n}))2 est indépendant de n et
|Vu| € L?(Q), on en déduit que

lim (Vu(z) - Vo (z))p(x)de =0

n—-+o0o Q

et donc finalement que (Au, ¢)p+(q),p(0) = 0. On a bien montré que Au = 0 dans D*(2).

Exercice (Quelques conséquences du théoreme de Hahn-Banach)
1. On pose F' = Vect{z} et on définit I’application 7} linéaire continue de F' dans IR par

Ty (ax) = a||z|| 5 pour tout o € IR.

L application T} appartient 2 F” (F' étant muni de la norme de E) et || T} || », = 1. Par le corollaire[1.15] T}
se prolonge en T' € E’ avec ||T|| 5 = || T4 || 7

L application 7" vérifie les conditions demandées.

Puis, comme |S(x)| < ||z|| ; pour tout S € E’ tel que ||.S|| » = 1, on en déduit bien

||| p = max{S(z), S € E'; ||S||5 = 1}

2.Siz € F,T(y) = 0 pour tout y € F implique T'(x) = 0 (il suffit de considérer une suite (z,)neN
d’éléments de T telle que lim,,—, o ,, = ).
Siz ¢ F, il existe ¢ > 0 tel que ||z — y||; > € pour tout y € F.
On considere alors G = F' @ Vect{z} et on définit I’application S linéaire de G dans IR par
S(y + ax) = « pour tout «« € IR et pour tout y € F.

L application .S appartient & G’ car pour tout o € IR* et pour touty € F,

ly + az|| gz = |a e— 2| > |aje car LEF,
— —

E
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et donc )
1S(y +az)| = o < ~ |y + ozl

Ceci donne ||S]|,, < L.
Par le corollaire|1.15] S se prolonge en 7' € E’ et on a bien T'(y) = 0 pour tout y € F et T'(z) # 0.

. Soit z € E; I’application J(x) est bien linéaire de £’ dans IR. Elle est aussi continue car |J(x)(T)| <

1Tl g [l]l et done J(z) € E" et [|J ()] g < [|2]| -

D’autre part, la question |I| montre qu’il existe une forme linéaire ' € E’ telle que T'(z) = |jz||; et
|T|| 5 = 1. On en déduit que ||.J(x)|| 5 = ||z||; et donc que I’application J (qui est, bien sir, linéaire)
est une isométrie de F sur son image.

. (a) Soitz € E; pour tout n € IN*, T,,(z) < ||T,| 5 ||| - On en déduit

_ 5 T < Tim — (e -

T(e) = lim T,()=lminfT,(2) < liminf [T, 2] p = (minf [T ) l|l2] 5
Ceci donne bien ||T'|| < liminf, o0 [|T0 z-

(b) En prenant les notations de la question |3| z,, — « faiblement dans E signifie J(z,) — J(z) *-
faiblement dans E". La question[da]donne donc ||.J (z)|| 5, < liminf,, o [|.J(2)]| g Comme .J est
une isométrie de E sur son image, ceci donne ||z|| ; < liminf, | ||| 5.

Exercice[1.9] (Comparaison /7 (IN)-/7(IN))

1.

On considere d’abord le cas ¢ < +o00.

Soit z = (z,)new € ¢P. On suppose |z, = 1, on a alors, pour tout n € IN, [2,,| < 1 et donc |z,|? <
|2, |P. En sommant sur n, on en déduit

Z |xn|q < Z |xn‘p =1,

nelN nelN

etdoncz € £9et ||zf|, < 1.

Soit maintenant x € /P, x # 0; comme ’

|

On consideére maintenant le cas ¢ = +oc.

Soit & = (¢n)new € 7. Pour tout m € I, [z, < (X, [2alP)? = [l2]|, et donc & € £ et
2]l < llll,,

ﬁ = 1, on déduit du résultat précédent que ﬁ € (et
P llp P

< 1. Cecidonne z € 9 et ||z, < [|z]],.
a

_T
T,

On note B I’ensemble des suites réelles ayant seulement un nombre fini de termes non nuls. II suffit alors de
remarquer que B C ¢” et que B est dense dans £7 (car si z = (Zn)new € €9, limy 400 Y ;o ,, |24 = 0).

. L’ensemble A est une partie fermée de ¢*° et c’est I’adhérence dans ¢°° de la partie B introduite dans la

question[2l Comme B C /P C A, I’ensemble A est aussi I’adhérence de ¢? dans £°°.

Comme A # (°°, (P n’est pas dense dans £>°.

Exercice (Caractérisation de la densité d’un s.e.v. d’un espace de Banach)
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1. La condition (T.3)) peut s’écrire “G C ker(f) = ker(f) = E”.

On suppose que G = FE. Soit f € E' telle que G C ker(f); comme ker(f) est fermé, on en déduit
ker(f) = E.

Réciproquement, on suppose que, pour tout f € E', “G C ker(f) = ker(f) = E”.

On raisonne par I’absurde. Si G # FE, il existe u ¢ G. L’exercice (deuxieme point) montre alors qu’il
existe f € E' tel que (f,u) g/ g # 0 et G C ker(f), en contradiction avec I’hypothese (car u & ker(f)).

(a) La question précédente donne G = F” si et seulement si
(f € F",{f,u)pr g = 0 pourtoutu € G) = f = 0. (1.21)

On note J I’application de F' dans F’ donnée par la déﬁnition
Pour tout z € Fettoutu € F', (J(x),w)pr pr = (u,2) 5 F.
Comme F est supposé réflexif, J est une isométrie entre F' et F’. La condition (T.ZI)) est donc équiva-
lente a
(x € F,(u,z)pr.p =0 pourtoutu € G) = = = 0.

Ceci donne le résultat désiré.

(b) On prend F = (*(IN) (voir sa définition a I’exercice et on identifie F’ avec ¢*°(IN) (voir par
exemple [26} Exercice 6.61]). On choisit G = ¢*(IN)) (on rappelle que ¢ (IN) C ¢°°(IN)).
Soit v € £'(IN) tel que (g,v) (), () = O pour tout g € £'(IN). En prenant g = v on en déduit
que v = 0 de sorte que la condition est donc vérifiée. Pourtant G # ¢>°(IN); par exemple, la
suite ¥ = (Yn )neN, avec y, = 1 pour tout n, appartient a £>°(IN) mais n’appartient pas a G (pour tout
2 €G, |z =yl = D-

Exercice (Séparabilité de LP)
1. On décompose la preuve en deux étapes.

Etape 1. Densité de C..(IR,IR) dans LP.

Le point clé de cette étape consiste a approcher d’aussi pres que 1’on veut (en norme L) la fonction
f=14,avec A € B(IR) et \(A) < +00, par une fonction continue  support compact. Pour montrer cette
propriété, on commence par remarquer qu’il suffit de considérer le cas ou A est borné. Pour A borné, on
utilise alors la régularité de la mesure de Lebesgue qui donne pour tout € > 0 ’existence d’un ouvert O et
d’un compact K telsque K C A C O et A(O \ K) < ¢ (pour approcher la fonction caractéristique de A,
notée 1 4, on construit alors un élément ¢ € C.(IR, [0,1]) tel que ¢ = 1 sur K et o = 0 sur O° = R\ O).
On considere ensuite le cas ou f est une fonction étagée positive et dans LP (c’est alors une combinaison
linéaire finie de fonctions du type 1 4), puis le cas f mesurable positive et dans LP (c’est une suite croissante
de fonctions étagées positives) et enfin le cas f € LP en décomposant f = f+ — f~.

Etape 2. Pour N € IN et n € IN, on note A ~,n I’ensemble des fonctions f qui ne prennent que des valeurs
rationnelles, sont nulles hors de | — N, N| et constantes sur chaque intervalle |i/n, (i + 1)n[, i € Z, eton
pose By = UnGINAN,n et A=UnenBn.

Pour tout N € IN et n € IN, ’ensemble Ay ,, est dénombrable (car en bijection avec (QZ”N ). L’ensemble
A est donc aussi dénombrable. Le fait que I’on puisse approcher f € C.(IR,IR) en norme L? d’aussi pres

que I’on veut par un élément de A découle alors de la continuité uniforme de f et de la densité de @) dans
R.
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2. On note B I’ensemble des fonctions qui ne prennent (presque partout) que les valeurs 1 ou 0 et qui sont
(presque partout) constantes sur chaque intervalle |n,n + 1[, n € IN. L’ensemble B est une partie de L°°.
On décompose encore la preuve en deux étapes.

Etape 1 On montre dans cette étape que B est non dénombrable.

Soit f € B; on définit ¢(f) = {n € IN; f = 1 p.p. dans Jn,n + 1[}. L’application ¢ est une bijection
entre B et P(IN). Comme card(P(IN)) > card(IN), ’ensemble B est non dénombrable.

Etape 2 On montre maintenant que L> est non séparable.

Soit A C L*°, A dense dans L>°. Pour montrer que A est non dénombrable (on en déduit que L est non
séparable) on va construire une injection ) de B dans A (cela donnera card(A4) > card(B) et donc A non
dénombrable).

Comme A est dense dans L, on peut choisir, pour tout f € B, un élément oy de Atel que || f — ¢, <
%. On définit alors ¢ en posant ¢(f) = ¢y.

L’application ¢ est une application de B dans A. On va montrer qu’elle est injective.

Soit f, g € Btelque v = ¢(f) = ¢(g9) = @4. On en déduit

1

1
1 =gl < 1S = 0sllpm +llps = @llm +lipy = glle < (+ () =1 (122)

Or, pourtout f, g € B, f # g (dans L>°) implique || f — g[| ;- = 1 (caril existen € N tel que |f —g| =1
p.p. dans Jn,n + 1[). L’inégalité (I.22)) donne donc f = g. L’application ¢ est injective.

Finalement card(A) > card(B) > card(NN) et donc tout ensemble A dense dans L™ est non dénombrable.
L’espace L°° est non séparable.

Exercice (Séparabilité d’une partie d’un espace séparable)

1. Pour tout y € B,,, on choisit un point z, € A tel que y = a,, », (un tel z, existe mais n’est pas nécessai-
rement unique). On a ainsi construit une application y — x, de B,, dans A. Cette application est injective,
carsizy =z, (avecy, z € By)onay =ag, n = Az, n = 2.

2. 11 suffit de prendre B = U,cw+B,. On abien B C F et B dénombrable (comme union dénombrable
d’ensembles dénombrables). On montre maintenant que B est dense dans F.

Soity € F etn € IN*. Comme A est dense dans F, il existe z € A tel que ||z — y|| 5 < % On remarque

alors que
2
ly —aznlly <lly—2lg+ |7 —aznllg < n
Comme a,, , € B, ceci prouve la densité de B dans F'.
Exercice (Sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach réflexif)
1. L’application v est bien linéaire. Elle est continue car, pour tout f € E, || fi,.| o < fll g etdonc

le’

(s fi) e < el o e S el 11l g

Ceci montre que v € E” et ||v|| g < [Jul| zrr-

2. Laréponse est “oui”. En effet, soit ¢ > 0, il existe g € F' tel que ||g||z = 1 et (u,g)pr 7 > |Ju|| g — €.
Le théoréme de Hahn-Banach donne I’existence de f € E’ tel que f|,, = get|/fllz = ||gl/z.Onen
déduit que

lollgr = (v, e e = (u, g) e = ]| pr — €.

Comme ¢ est arbitraire, ceci donne ||v|| g, > ||u|| ., et donc finalement ||[v|| 5, = ||| g
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3. Comme FE est réflexif, Im(Jg) = E” et donc il existe « € E tel que v = Jg(x) et donc
(v, fYprn m = (Je(@), f)Br B0 = (f,2) B & PoUr tout f € E'.

4. On considere I’élément x de E trouvé a la question 3]

(a) Siz ¢ F. Le théoreme de Hahn-Banach donne qu’il existe f € E’' t.q. f|,, = Oet (f,z)p g # 0, ce
qui est impossible car

0# (f,x)r g = (v, f)en B = (U fip)FrrF = 0.

(b) Soit g € F’. Par Hahn-Banach, il existe f € £’ tel que f|,, = g. On a donc, comme x € F,

(Jr(x), g)Fr rr = (g, 2)pr F = (f, 2)pr .2 = (JE(T), flere = (v, e B

= (u, fip)rr pr = (U, g)prr pr.

On a bien montré que Jp(z) = u.

5. Les questions précédentes montrent que Im(Jp) = F” et donc que F est réflexif.

Exercice|1.14|(Continuité d’une application de L” dans L]

1. La fonction u est mesurable de E (muni de la tribu 7") dans IR, (muni de la tribu B(IR)) et g est borélienne
(c’est-a-dire mesurable de IR dans IR, muni de la tribu B(IR)). On en déduit, par composition, que g o u
est mesurable (de £ dans IR).

Pour s € [—1,1], on a |g(s)| < 2C et donc |g(s)]? < 27C?. Pour s € IR \ [-1,1], on a |g(s)| < 2C|s|4
et donc |g(s)|? < 22C7s|P. On a donc, pour tout s € IR, |g(s)|? < 29C7 + 29CY9|s|P. On en déduit que,
pour tout x € E, |g o u(z)|? = |g(u(x))|? < 27CT + 29C|u(z)|", et donc :

/ g 0ul? dm < 290 [ul[? + 29Cm(E),

ce qui donne g o u € LE (E, T, m).

2. Soient v, w € u. Il existe A € T tel que m(A) = 0etv = w sur A°. On a donc aussi gov = g ow sur A°
etdonc g ov = g ow p.p.. On en déduit que {h € L] (E,T,m); h = govp.p.} ={h € LL(E,T,m);
h=gowp.p.}.

G(u) ne dépend donc pas du choix de v dans wu.
3. Pour tout n € IN, on choisit un représentant de u,,, encore notée w,,. On choisit aussi des représentants de u

et F', notés toujours v et F'. Comme u,, — u p.p. quand n — 400 et que g est continue, ona gou,, — gou
p.p-- On a donc G(u,) = G(u) p.p..

On remarque aussi que |g o u,| < Clun| + C < C|F| 4 C p.p. et donc |G(un)| < C|F| + C p.p.,
pour tout n € IN.

Comme F € LP, ona |F|7 € LY. Les fonctions constantes sont aussi dans L? (car m(E) < cc). On a

donc C|F |§ + C € L4. On peut alors appliquer le théoréeme de convergence dominée dans L9, il donne
que G(u,) — G(u) dans L? quand n — +oo0.
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4. On raisonne par 1’absurde : on suppose que G n’est pas continue de L” dans L?. Il existe donc v € LP et
(Un)new C LP t.q. u, — u dans LP et G(uy,) 4 G(u) dans L2 quand n — +o00.

Comme G(u,) 4 G(u),ilexistee > 0etyp : IN = IN t.q. ¢(n) — oo quand n — oo et :

|G (up(ny) — G(u)Hq > ¢ pour tout n € IN. (1.23)

(La suite (G(uyp(n)))neN est une sous-suite de la suite (G(un))nenN-)

Comme u,,(,) — u dans LP, il existe une fonction ¢ : IN — IN et ' € L telles que t(n) — oo quand
N = 00, Upoy(n) — U P-P. €t |Upoy(n)| < F p.p., pour tout n € IN (voir [26, Théoreme 6.11]). La suite
(Upoy(n) )nelN est une sous-suite de la suite (g (n))neN-

On peut maintenant appliquer la question 2 a la suite (%04 (n))neN- Elle donne que G(ugoy(n)) —+ G (u)
dans L? quand n — 400, ce qui est en contradiction avec (1.23).

5. (a) On raisonne par ’absurde : on suppose que |g(s)| < n|s| pour tout s tel que |s| > n. On pose M =

max{|g(s)|, s € [-n,n]}. Ona M < oo car g est continue sur le compact [—n, n] (noter que n est
fixé). en posant C' = max{n, M }, on a donc :

lg(s)| < Cls| + C, pourtout s € R,

en contradiction avec I’hypothese que ¢ ne vérifie pas (1.7).

Il existe donc s, tel que |s| > n et |g(s)| > n|s|. Ceci prouve ’existence de «,.

1

(b) Comme «,, > n,ona ——
lan |n

< n—lg et donc :

1
0<pB= Z W<OO.
nelN*

On choisit alors o = %

4«
(c) Pourn >2,onaa,=1->" !

P= aplp?”
Gréce au choix de «, on a donc a,, > 0 pour tout n € IN*, et a,, | 0 quand n — +oo.

La fonction u est bien mesurable et, par le théoreme de convergence monotone, on obtient :
«
uldh = " oml(an = ang1) = Y — <o
nelN* nelN*

Donc, u € L' et aussi u € L' en confondant, comme d’habitude, u avec sa classe.

On remarque ensuite que g o u = Z:g 9(an)lia, 1,0, Onadonc :

/|gou|d)\= Z lg(an)|(an — ans1) > Z %:Oo-

nelN* nelN*

Ceci montre que g o u ¢ L' et donc G(u) ¢ L.

44



1.9. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

Exercice (Fonctions lipschitziennes)  Soit £ un ouvert de RY.

1. La fonction est bornée et donc u € L>°(£2). Soit L une constante de Lipschitz de u, c’est-a-dire telle que
|u(z) — u(y)| < Lz — y) pour tout x, y € Q.
On va montrer que Dyu € L*() et || Dyul| ;00 () < L. (Un raisonnement analogue donne D;u € L>(£2)
et [[Dsul| oo () < L pouri > 1)
Soit ¢ € D(Q) (que I’on prolonge par 0 hors de Q). Pour n € IN*, on définit la fonction ¢,, par p,(z) =
o(z) + %, y)oux = (x1,y), r1 € R,y € R"'. Comme ¢ est a support compact dans €, il existe ng
tel que @, € D(€2) si n > ng. Pour n > ng, un changement de variable dans [, u(z)¢y () dz donne

/Q u(@)(on(z) — o(2) da

/Qu(m)gon(x) dz — /Qu(a:)go(w) dz
[0 = )~ utarg))ota) do
Q

< Lol
=5 Wl -

Comme n (¢, — ¢) — 014 uniformément quand n — +oc et que u € L{ (£2) on en déduit

[(D1u, o)+ 0y, 0| = ’/ w(@)orp(x) dz| < Lol 11 (q) - (1.24)
Q

Par densité de D(Q2) dans L'(£2), 'application u — (D;u, p)p+(a), () e prolonge donc en un élément
de L1(2)'. Il existe donc v € L>(2) tel que

<m%@9®0®=—/M@%ﬂM,

c’est-a-dire que D;u est représentée par la fonction v, ce que I’on écrit D;u = v. On a bien montré que
u € W (). Linégalité (T.24) donne aussi ||v]| ;. < L.

2. Pour tout ouvert Q borné et 1 < p < o0, la fonction u (ou plutdt sa restriction a 2) appartient a WP (Q).
En prenant p > N, le théoréme d’injection de Sobolev [1.41] _ donne alors u € C(2,R). Comme €2 est
arbitraire, on en déduit que u € C(R™,R).

On va montrer maintenant u est lipschitzienne avec la constante de Lipschitz L = 3| || Dyul|, (RN)-
On choisit une fonction o € D(RY) telle que wo(x) > 0 pour tout z, wo(z) = 0 si |z > 1 et
S~ @o(z) dz = 1. Pourn € N* etz € RY, on pose ¢, (z) = nNyo(nz) de sorte que @, (z) = 0
si |z] > Let [pv on(z) dz = 1.

Pourn € N* etz € RY, on pose u, (z) = Jrw u(@ + 2)on(2) dz.

Comme u est continue lim,,, ;o un(z) = u(z) (pour tout z € R™). Soient z, y € RY ; un changement
de variable simple donne

U (7) — un(y /]RNux—Fzgon()dz—/]RNu(y—Fz)gon(z)dz

ez =ayas= [ ulen—p) =
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1
Comme p,(z — ) — op(z —y) = / Von(z —y +t(y —x)) - (y — x) dt, on a, grice au théoréme de
0

Fubini,

un<x>—un<y>=/ u(z)(/o Ven(z —y+ty —2)) - (y — 2) dt) dz

RN
1
= / (/ uw(z2)Vo,(z —y+tly —x)) - (y — ) dz) dt. (1.25)

0o JRN
Mais, en notant (y — x); les composantes de y — x, comme la fonction z +— ¢,,(z —y+¢(y — x)) appartient
aD(RY),

N
/ u(z)Veop(z —y+tly—x)) - (y—x)dz = Z(/ w(2)0ipn(z —y +t(y — ) dz)(y — x);
RN — JRY

N
= _ Z_Zl(/IRN Diu(2)pn(z —y + t(y — x))(y — );.

Comme [|¢p|[ 71 (rry = 1, on en déduit

N

< IDsull e vy |y = .
i=1

’/]RN (Vo — gty — ) - (y — ) da

Ceci donne, en revenant a (I.23)), |u,(z) — un(y)| < sz\; [ Diull e gy [y — 2. Quand n — +o00, on
obtient |u(z) — u(y)| < L|ly — z|, avec L = Zi\; [ Diull oo (movy-

Exercice [I.16| (Exemple d’ouvert lipschitzien non fortement lipschitzien)

1. Soitd = (dy,d2)! € R? d #0,t € R} et S = {sd, s €]0,#]}. On va montrer que S N Q¢ # (. Comme
Q2 C R% x IR, on a, bien siir, S C Q°si d; < 0. On suppose donc d; > 0 et (comme ¢ est arbitraire) il
suffit de considérer le cas d; = 1.

Sids > 0, 0naa,d € S pour n tel que a,, < teta,d¢& Q carapds > p(a,) = 0.Donc, S N QE (.
Sidy < 0,0na(a, + % )d € S pour n tel que a,, + % < t. Mais en utilisant (L8], on a

( + —) = ’(71) > > -
plan Ap—-19 Ay an + .
2 ! 4 ! 2

On a donc p(a, + %) — (an + %) > 0 et, comme (a,, + %*)d2 < 0, ceci montre que (a,, + %)d & Q.
On a ainsi montré que S N Q° # ().
Finalement, on a bien montré que {2 n’est pas fortement lipschitzien.

2. La fonction 1) est lipschitzienne (car ¢ I’est) et son inverse aussi car son inverse est 1’application v définie

par

_ 1

bz, y) = (2,0(2) + 5y — @(2))).
Comme le triangle T est fortement lipschitzien, on en déduit (ce point est laissé au lecteur) que 2 est
lipschitzien.
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Exercice (Prolongement d’une fonction continue) La fonction g est bien définie car si z ¢ €, comme Q
est ouvert, B, contient un ouvert inclus dans € et donc me p. dz > 0. D’autre part, f est intégrable sur 2 N B,

etdonc [, f(z) dz € IR. Ceci donne bien g(z) € IR.

Bien siir, g est continue en tout point de {2 car {2 est ouvert (et f = g dans (). Il s’agit de montrer que g est
continue si & ¢ ). On va distinguer les cas x € Q \ Qetx & Q.

Premier cas On suppose que = € 2\ Q. Soit (z,,),en une suite de IR telle que z,, — 2 quand n — -+oo. Soit
n € IN,siz, ¢, commed,, <|r—z,|(carz € Q),z € B,, implique |z — x| < 2d,,, +|x — z,| < 3|z — 2,
et donc

1F(@) — glea)| < max £ () — £(2)] avee Co = Q1 {23 |2 — 2] < 3l — 2},

Cette inégalité est aussi vraie si z,, € € (car alors g(x,) = f(x,)). Comme f est continue au point z et que
g(x) = f(x) (car x € ), on en déduit que lim,,_, y o g(z) = f(x) = g(x). On a bien montré la continuité de g
au point x.

Second cas On suppose que = & (2. Soit (x,,)nen une suite de IR telle que x,, — 2 quand n — +00; comme
x & Q\ Q, on peut supposer (quitte 2 enlever quelques premiers termes) que z,, ¢ € pour tout n € IN. Tl suffit
maintenant de remarquer que 1, — 1p, p.p. quand n — +oo (en effet 15, (2) — 1p,(2) quand z € B,
et z ¢ B, et la mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de B, \ B, est nulle). Comme f est intégrable sur tout
compact de €, on en déduit par le théoreme de convergence dominée que

/ f(2)1p,, (2)dz — [ f(2)1p,(2)dzet / 1p, (2)dz — [ 1p, (2)dzlorsque n — +oo.
Q o Q Q

Ceci nous donne bien lim,,_, 1 o, g(z,) = g(z) et donc la continuité de ¢ au point x.

Exercice (Inégalités de Sobolev pour p > N)
1. On donne ici la démonstration dans le cas N > 2 (le cas N = 1 est plus simple, voir I’exercice[I.3).

Soit a € By _1. On définit ¢ € C1(IR,IR) par p(t) = u(t, (1 — t)a) de sorte que

1 1
u(1,0) —u(0,a) = p(1) — p(0) = /0 o'(t)dt = /0 Vu(t, (1 —t)a) - (1,—a)" dt.

On integre cette égalité sur la boule By ;. On obtient, en notant m la mesure (/N — 1-dimensionnelle)
de Bx_1 et m la moyenne de u sur By_1,

mpy(u(1,0) —m) = /B (/0 Vu(t, (1 —t)a) - (1, —a)" dt) da.

Un calcul similaire avec ¢(t) = u(t, (1 + t)a) donne

0
mpy(u(—1,0) —m) = /B (/ (Vu(t, (1 +t)a) - (1,a)" dt) da.

-1

En majorant la valeur absolue de la différence de ces deux équations, on obtient, avec le théoréme de
Fubini-Tonelli (pour la derniere égalité)

mpy|u(1,0) —u(—1,0)] < 2/3 (/_1 [Vu(t, (1 —1t)a)| dt) da
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- 2/ (/Bm \Vu(t, (1 — [t))a)| da) dt.

-1

Dans 1’intégrale par rapport a a (¢ est fixé), on fait le changement de variables (1 — |¢|)a = Z et on note
Ay = {(1 — |t|)a, a € By_1}. Ce changement de variables donne

1 1

(/At \VW,@)M;@)W dt

I )
:2/H|vu(t7x)|md(t7x).

malu(1,0) — u(—1,0)] < 2/

-1

On utilise maintenant ’inégalité de Holder p et p%l.

p(1—

malu(1.0) = u(-1.0) < ([ |Varapaea)(f (-1 ).

Enfin, en remarquant que la mesure (N — 1)— dimensionnelle de A; est (1 — )N ~tmy,

— 1 — 1 1—
/(1_ ) 25 (e, 7) :2/ (1— )51 = )Ny dt:2/ (1—t) 7 T my dt.
H 0 0

Cette derniere intégrale est finie si et seulement si % < 1, c’est-a-dire N < p.

Pour p > N, on obtient bien I’inégalité demandée avec C qui ne dépend que de N et p par I’intermédiaire
1 1-N

de my et [; (1 —t)»=1 dt.

2. Comme la mesure de Lebesgue est invariante par translation et par rotation ainsi que la norme euclidienne
du gradient d’une fonction, il suffit de considérer le cas z = (b,0) et y = (—b,0) avec b > 0.

On définit alors la fonction v par v(z) = u(bx). L'inégalité (1.9) donne
|u(b,0) = u(=b,0) < Cy [V o (g -

Puis comme Vo(x) = bVu(bz),

/ |Vo(x)[P dz = bp/ |Vu(bx)|P dz = b”/ |Vau(z)[Pb~N du,
RN RN RN

ce qui donne
N
|u(b,0) = u(=b,0) < C1b' % [Vl o)

On conclut en remarquant que, pour |(b,0)* — (=b,0)*| = 1/2b. On peut donc choisit Cy = C.

3. Soit u € W'P(IRM) tel que |jul/y1., (IRY) = 1. Soit z € IRY On va montrer que |u(z)] < C3 =
NCy + ﬁN’ ou M 1’\’[ est la mesure de la boule unité de RY.
En effet, supposons que |u(x)| > Cs. On a alors,grace a (I.10), |u(y| > C3 — NC4 pour tout y € B(x, 1)
ol B(z, 1) désigne la boule de centre x et rayon 1 (car ||(|Vul)|| o mry < N [[ullypm (RY) = N avec la
norme W'? de la proposition[1.9). On en déduit

ol sy = [ P dy> [ ) dy > (© - NewPag,
RN B(z,1)
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et donc [|ullp,ryy = (C3 — NC2)Mn. Or [ullpomyy < llullys (RY) = 1. On a donc (C3 —
NCy)My < 1, c’est-a-dire C3 < NCo + ﬁ’ en contradiction avec le choix de Cs.
On a donc montré (L.TT) si [Jul[ 1.5 gy = 1.

Si maintenant v € W?(IR"), u non nulle, on obtient en se ramenant au cas précédent avec v =
U/HU“WLP(RN)'

4. (Injection de Sobolev dans RY)
Grace aux deux questions précédentes, on obtient (I.12) avec Cy = C5 + NC2.

5. (Injection de Sobolev dans €2.)

11 suffit d’appliquer le théoréme de prolongement [I.25] On appelle C'p la norme de I’opérateur linéaire
continu (de W?(2) dans W1»(IRY)) P donné dans le théoréme de prolongement On obtient

[ullgo.eqy < IPullco.amyy < CallPullyrpmyy < CaCp llullyyrn -

11 suffit donc de prendre Cs = C4Cp.

Exercice [I.19) (Injections de Sobolev pour p < N)
1.
(a) Comme v € C}(IR) ona, pour z € IR, u(z) = [*__ «'(t) dt et donc

xr
u@l < [ o)< o],
—0o0
On en déduit bien ||u|| . < [|u']|;.
(b) La question précédente permet d’initialiser la récurrence, on a pour tout toute fonction v appartenant a
Ce(R), [lull < [/l

Soit maintenant N' > 1; on suppose que pour toute fonction u appartenant a C'* (IRN ),ona

[

1 1
L gy < 10T oy - Ol 3 e,

On a ici noté d; la dérivée par rapport 2 la i—eme variable et précisé que les normes L' sont dans IR .

Soit u € CHIRNTY). Pour 2 € RN on note = (21, y)! avec z; € Rety € RY. Pour z; € R,
I’inégalité de Holder donne

N1 1
el dy = [ a0 dy

: R ’
< (/]RN |u(a?1,y)|%dy) v (/]RN |U(9L‘1,y)|dy)N,

On applique I"hypothese de récurrence 2 la fonction y — u(z1,y) (qui est bien dans C'}(IR™)), on
obtient

(1.26)

HU(.’EL ')HLNIXI (RY)

S i
< [|Oau(z1, ')Hfl(]RN) o ONru(z, ')”]]J\Il(]RN) .

D’autre part, en appliquant le cas N = 1 (démontré a la question (a)) a la fonction z — u(z, y) (qui est
bien dans C'} (IR)), on a pour tout y € R™ et tout z; € R

lu(z1,y)] < |\5’1U('ay)||L1(m)'
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Et donc, en intégrant par rapport a v,

[ uter )l < 0wl

En reportant ces majorations dans (T.26) on obtient pour tout z; € IR

N+1
/NIU(zl,y)l v dy
R

L L L
< Hagu(l‘l, ')Hgl(]RN) - [Onyru(z, ')Hfl(]RN) ||81u||£vl(IRN+1) :

En intégrant cette inégalité par rapport a z; et en utilisant une nouvelle fois I’'inégalité de Holder (avec
le produit de N fonctions dans LN ), on obtient bien I’inégalité désirée, c’est-a-dire

N L L
HUHZJJ(J;A (RN < “alullgl(RN+l) S ||8N+1u||£]1(1RN+1) >

ou encore (les normes ci dessous étant dans IRV 1)

1 1
lull s < Oyull T ||
ce qui conclut la preuve par induction.

(c) La moyenne géométrique de N nombres positifs est plus petite que la moyenne arithmétique de ces
mémes nombres. (Ceci peut se démontrer en utilisant, par exemple, la convexité de la fonction expo-
nentielle.) On en déduit que

1 ou
N
lull s < llovullf ... Ham

o
] < L5 10,
1 i=1

Comme ||Q;ul|; < || |Vul||; pour tout 7, on a bien

el e < 111Vl -

(d) Pour p =1, onavuque Cy, = 1 convient. On suppose maintenant 1 < p < V.
p(N —1)
N—p
Comme o > letu € CH(IRY), on a aussi v € C(IR"). On peut donc appliquer le résultat de la

question (c) a la fonction v. On obtient

N

= ‘0471

On pose o = (de sorte que « =p etv=|u U.

([ @)™ = ([ @) <l

Comme |Vo| = a|u|*1|Vul|, I'inégalité de Holder (avec p et ¢ = 57) donne

Vol lly = o [lul*= [Vl ||, < of[lul*=H], TVl ], -

Comme (o — 1)g = (o — 1);27 = p*, onadonc

N—-1

p*(N—-1) N\ N M
el ™ = ( /m @) T <alul, T 11Vl
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p(N —1)

ce qui donne, avec O, = a = s
N-p

[ull,s <Cnp

[Vl ll,,-

2. Soit u € WHP(IRY), il existe une suite (u,)nen de fonctions appartenant & C1(IRY) t.q. u,, — u dans

wtp (]RN ) quand n — +oc0. Par la question précédente, cette suite est de Cauchy dans LP" . Par unicité de
la limite (par exemple dans LIIOC(IRN )) cette limite est nécessairement égale & u. On peut alors passer a la
limite quand n — +oo dans I'inégalité [|u,|[,. < Cnp|[[Vun| |, et on obtient ainsi

[ull,» < Cnpll[Vul|l, pourtoutu € WP (RM).

Ceci donne I’injection continue de W (IRY) dans L?" (RY).

L injection continue de W'*(IRY) dans L?(IR") est immédiate car l[ull, < [lully1., pour tout u € WP
(RY).

Soit maintenant ¢ €|p, p*[; pour montrer que Wl’p(]RN ) s’injecte continfiment dans L?(IR") il suffit
d’utiliser I’inégalité classique suivante (qui se démontre avec 1’inégalité de Holder) avec p < g < r = p*.

0 1-6
lully < Nully lell, (1.27)

_ p(r=9)
avec 0 = [ =5 €]0,1[.

3. Commengons pas le cas N = 1. La question 2 donne I’injection continue de W11(IR) dans L>°(IR).
Comme W1 1(IR) s’injecte aussi continiment dans L!(IR), on obtient aussi une injection continue de
WHH(IR) dans L?(IR) pour tout ¢ €]1, +oc[ (en utilisant (T.27) avec r = +o00,p = l et = %).

On suppose maintenant N > 1. On a bien une injection continue de W (IR) dans L (IR). Le seul
cas a considérer est donc N < ¢ < 4o00. On donne ci-dessous une démonstration qui utilise de maniere
intéressante le caractére homogeéne de la norme. On choisit sur W5~ (IRY) la norme ||ul|yy1n = [Jull 5 +
|| [Vul ||y (qui est équivalente a la norme définie dans la proposition|[1.9).

Soit N < ¢ < 4o0. Il existe alors p €]1, N| tel que p* = Np/(N — p) = ¢. On va utiliser la question 1
avec cette valeur de p.

On définit ¢ de IR dans IR, de classe C L par :

o(s) =0sils| <1,
o(s) = %(IS —1)?sil < |s| <2,
ols) =[5 52 < s

On a |p(s)| < |s| et |¢'(s)| < 1 pour tout s € R. Soit u € CL(RY) telle que |juljyy1.v = 1.On a
o(u) € CHIRM) (on note, de maniére quelque peu incorrecte, ¢ (u) la fonction ¢ o w). Par la question 1
(et la définition de ) on obtient

le()lly < Cnp V() 1,

<Cyy( [ 1ula)r do
{lul>1}

S|

ch,p(/ Vu(e) N dz) ¥ Ax({Jul = 1) %,
n‘{N
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Onaly({|lu] > 1} < / lu(z)|N dz < 1et Sy [Vu(2)|V dz < 1 et on en déduit que o), <
N

R
Cn,p- Comme |u|? < 2%p(u)? + 49, on a donc

/|u(x>|de= / ju(@)|? d + / ()| dz
RN {|u|<1} {lu|>1}

< [ @ do2 [ fotu@)]? de+ 47w ({ful > 1)

< 1+2‘1(J§{,’p+4q. (1.28)

On pose Dy 4 = (1+21C% , + 4‘1)%. Le nombre Dy 4 ne dépend que de N et de g et on a bien [|uf[, <
Dy siu € CHIRY) et |ulyy.n = 1. Grice au caractére homogene de la norme, on a en déduit que
[ull, < Dng [ullyr.v rvy pour tout u € CL(IRM). Enfin, par densité de C}(R") dans W'~ (IR"Y) on
obtient que WLV (IRY) ¢ L9(RY) et

ully, < Dvg l[ullys.~ gy pour toutu € WHN(RY),

ce qui montre bien qu’il y a une injection continue de W1~ (IRY) dans L9 (IRY).
4. Cette question consiste seulement 2 utiliser I’existence d’un opérateur P linéaire continu de W?(Q) dans
lep(IRN ) tel que Pu = u p.p. dans Q (opérateur dit de “prolongement” dont 1’existence est donnée

par le théoreme [1.25). En effet, grice a cette opérateur, la question 4 est une conséquence des questions
précédentes (et de I'inégalité (1.27)).

Exercice (Noyau de I’opérateur trace)
1. On montre tout d’abord que Wy (Q) C ker .

Soit u € Wy P (Q); par la définition de Wy P(Q), il existe une suite (u,)neny C D(Q) telle que
u, — u dans W1P(Q) quand n — +o0. On a donc (théoreme [1.30) v (u,,) — ~(u) dans LP(9€2) quand
n — —+oo (les fonctions u,, sont, bien siir, prolongées par 0 hors de €2). Comme, pour tout n € IN, y(u,,) =
0 p.p. sur 92, on en déduit y(u) = 0 p.p. sur 9 (pour la mesure (N — 1)—dimensionnelle), ¢’est-a-dire
u € Kery.

On montre maintenant que kery C W, (Q).

Soit u € ker~y; pour montrer que u € WO1 "P(Q) on va raisonner en deux étapes. En notant @ la fonction
u prolongée par 0 hors de €2, on montre u € Wl’p(IRN ) dans une premiére étape, et on en déduit u €
W, P (€2) dans une deuxizme étape.

Etape 1 On a bien sir & € LP(RY) et lall oy = llullps(q)- 11 s’agit maintenant de montrer la méme
égalité avec D;u et D;u (au lieu de u et u).

1l existe une suite (u,) € D(IRY) telle que u,, — u dans W'?(Q) quand n — +oo (il s’agit plutdt de la
restriction de w,, 2 Q). Soit p € D(RY) eti € {1,..., N},

(Dith, ©)pr (RN DRN) = */ u(x)0ip(x)dr = */Szu(f)aw(ﬂ?)dx-

RN

Mais, puisque u,, et ¢ appartiennent a D(IRN ),

— /Q Un(2)0;p(x) do = /Q Ot (x)p(z)dr + /IR un(0,9)e(0, y)n; dy,

N-—1
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avec np = letn; = 0 pour ¢ > 1. En passant a la limite dans cette égalité quand 7 — +0o0, comme
Uy, — u dans WHP(Q), u,, — yu dans LP(IR™ 1), ¢ a support compact et yu = 0 p.p. sur R ! (car
u € kery) on obtient

(Difl, @) pr (RN ), D(RN) :/QDl-u(x)go(x)dx, (1.29)

c’est-a-dire que D;u est la fonction égale a D;u sur 2 et 0 hors de 2. On bien montré finalement que
~ 1 N ~ _
ue WHP(IRY) et ||l yr.pray = llullypnq)-

Etape 2 On choisit une fonction ¢y € D(RY) telle que ¢o(z) > 0 pour tout z, @o(z) = 0 si |z > 2,
wo(r1,y) =0sizy <1ty e RN et S~ (@) dz = 1. Pour n € IN*, on définit ¢,, par @, (z) =
n™Npo(nz).

On pose u,, = u * ¢, de sorte que u,, € D(IRN ) et la restriction de u,, a 2, encore notée u,,, appartient a
D(Q) (car u, (21,y) = 0sizy < 2).

Enfin, comme cela a été vu dans le preuve du théoréme U, — 4 dans WP (IRN ) lorsque n — o0,
et donc, en prenant les restrictions 2 €2, u,, — @ dans WP (£2), ce qui prouve que u € W, (Q).

2. On reprend la méthode utilisée pour démontrer la premiére propriété du théoreme[I.25] Avec les notations
de la preuve de la premiere propriété du théoréme|[[.23] u,, = u*¢ (la fonction v a été prolongée par 0 hors
de Q et on a vu que u,, — u dans W1?(2) et donc aussi u,, — y(u) dans L?(92) quand n — +oc. Mais,
comme u € C(Q), on remarque que u,, — u uniformément sur 2 (cela est dii au fait que ¢o(z1,y) = 0
pour 21 > 0). On a donc y(u) = u p.p. sur 9.

Exercice (Prolongement d’une fonction appartenant a H?)
1. On reprend la preuve de la premiere propriété du théoreme [T.25]
Dans une premigre étape, on montre la densité dans W2?(IRY) des éléments de WP (IR"}) a support
compact. Pour cela, on choisit ¢» € D(IRY) telle que 0 < v(x) < 1 pour tout z, ¢(z) = 1si |z| < 1,
P(x) =0si|z| > 2.
On définit u,, pour n € IN* par uy, () = u(x)y(x/n) et on montre que u, — u dans WP (IR +) quand
n — 4-o00. Cette étape ne pose pas de difficultés.
Dans la deuxieme étape, on considere u € WQ”’(IRJX) a support compact. On commence par prolonger v
par 0 hors de ]RIX. Puis, on choisit (comme dans le théoréeme pour le cas ]le_) une fonction p € D(]RN )
telle que p(x) = Osi |z| > 1, [rv p(z) = Letp(ay,y) = 0siz; > 0(ety € RN, On pose u,, = uxpy,.
On démontre alors que u,, € D(IRY) et, grace au fait que p(x1,y) = 0siz; > 0, comme dans le théoréme
pour le cas ]RJX, Un — u dans W2’p(]RJJ\£) quand n — 400 (plus précisément il s’agit de la restriction
alRy de uy).
2. Onprend aet Stelsque o + 8 = let —a — 28 =1, c’est-a-dire 5 = —2 et a = 3.
Siu € C(Q) (c’est-a-dire u restriction 2 © d’un élément de D(IRY) encore noté u), on définit Pu par
Pu(z) = u(x) siz = (v1,y)" avec 1 > 0,
Pu(z) = au(—x1,y) + Bu(—2z1,y) siz = (z1,y)" avec 1 < 0.
La fonction Pu est de classe C! et les dérivées premiéres et secondes de Pu sont représentées par les
dérivées classiques. On en déduit que Pu € W2P(IRY) et que lallw2p@myy = Cllullyinq) avec un
nombre C' qui peut se calculer explicitement avec «v et 5 (mais ce calcul est inutile ici). L’ opérateur P
est donc linéaire continu de C>°(Q) c W?2P(Q) dans W2P?(IRY) (et de norme égale a C). Par densité

de C°(€2) dans W?2?(€), il se prolonge donc (de maniére unique) en un opérateur P linéaire continu de
W2P(Q) dans W2P(IRY) et de norme égale 2 C. On a, bien sir, P(u) = u p.p. dans €.
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3. L'ensemble C'>°(Q) n’est pas dense dans W2:°°(€2). Une limite dans L>°(2) de fonctions continues sur
() est nécessairement continue. Pour montrer que C2°(Q2) n’est pas dense dans W?2>°((), il suffit donc
de trouver un élément de W2:°°(Q) dont (au moins) une dérivée seconde n’est pas continue. Un exemple
possible consiste 2 prendre, par exemple, u(z) = (x1)(z) pour z = (z1,y),, 21 > Oety € R
avec p(z1) = (1 —21)t)2 etyp € D(RY), (x) = 1si |z| < 1. On a bien u € W2>(Q) mais la

fonction D D;u est discontinue, ce qui suffit pour affirmer que w n’est pas dans I’adhérence de CZ°(€)
dans W2 (Q).

Par contre, il existe bien un opérateur P linéaire continu de T2°°(Q) dans W2 (IR") tel que Pu = u p.p.
dans € pour tout u € W?2>°()). Cela est dii au fait qu’une fonction de WW2°°(Q) appartient 2 C*(£2, IR)
(voir I’exercice . Un choix possible de Pu (pour u € W2>°()), est alors celui de la question avec
les mémes valeurs de v et 3 :

Pu(z) = u(z) siz = (z1,y)" avec 21 > 0,
Pu(x) = au(—x1,y) + pu(—211,y) siz = (z1,y)" avec 71 < 0.
Exercice (Convergence faible et opérateur continu)
1. On utilise ici I"opérateur 7", transposé de I’opérateur 7' donné par la définition [2.13) : (T"g,u)pr g =

(g, Tu) p+,p. On remarque alors que I € L(F', E') (voir par exemple I’exercice|1.26).

Pour tout f € F' ettoutn € IN, (f,T(un))rr r = (T" f,un) g p. Comme T f € E’ et u,, — u faible-

ment dans F quand n — o0,

lim <f7 T(u’ﬂ)>F’,F = lim <th7 un>E’,E = <th> u>E’,E = <f7 Tu>F"F-

n——+oo n—-+oo

Ceci prouve que T (u,,) — Tu faiblement dans F'.
2. C’est une application immédiate de la questionappliquée aT € L(E, F) défini par Tu = u.

3. C’est encore une application immédiate de la question[l|en prenant E = H (), F = L?(Q) et T défini
par T'(u) = D;u.

Exercice (Fonction non continue appartenant 2 H'(IR?) N L= (IR?))

1. On note B la boule de centre 0 et rayon 1 (pour le norme euclidienne). L’exercice [I.5] donne que la res-
triction de u 2 B appartient & H'(B). Puis comme u est continue au voisinage du bord de B et u = 0
sur le bord de B, u € H}(B) (il suffit pour le montrer de reprendre la démonstration de la question [2|de
I’exercice [T.20). Enfin la fonction u consiste a prolonger par 0 sa restriction a B, la démonstration de la
questionli de l’exercice donne alors u € H'(IR?).

La remarque du lemme donne maintenant que la restriction de u,, & B appartient 2 H}(B) (et
donc que u,, € H'(IR?)) et que

| [Vt ||2LQ(IR2) = / |Vu(z)]? da.

{n<Ju(z)|<n+1}
On en déduit que Yo, || [V, ||%2(]R2) < Hu||ip(B) < +o0.

2. Pour z € R?, u,(z) = 0oulouwu(z) —nsin < ulx) < n+ 1. Ceci montre bien que u,, prend ses
valeurs entre O et 1.
Puis, toujours pour 2 € IR?, u,,(2) # 0 si et seulement si u(x) > n ¢’est-a-dire (—In|z|)” > n et donc
|z| < exp(—n'/7). le support de u,, est donc la boule (fermée) de centre 0 et rayon exp(—n'/7). Le rayon
de cette boule tend bien vers 0 quand n — +o0.
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3. Pour tout n. € IN*, le support de v,, est inclus dans la boule B, = {z € R?, |z — z,,| < rp,}.

Soit p > n > 1. Supposons qu’il existe z € R? tel que xz € B, etz € B,. Comme |z — z,| < 1y et
|z —zp| <1,

1 1 < <t 1 1 1 +1 1 1 <1 1
— — Ty — T T (== —(-—— -,
n n+17 P p < 2\n n+1 2\p p+1 n n+1

ce qui est impossible. Les fonctions v,, ont donc des supports disjoints.

4. Pour tout n € IN*, la restriction de v,, appartient a H&(Bn) (avec B,, définie a la question précédente).
On en déduit que v,, (qui consiste 2 prolonger par 0 sa restriction & B,,) appartient & H'! (IRQ) et que, pour
i € {1,2}, D;v,, est égal a D, de la restriction de v,, & B,, prolongée par 0 hors de B,, (voir 1’égalité

(T:29)). On a donc
(Divn, ©)p+ (R2) D(R2) = /B divy () p(x)dw.

Comme les supports des fonctions v,, sont disjoints, on en déduit que pour p > n > 1,

qu7 D*(]RN) D ]RN) / 6 Uq
q=n

etdonc D;(>-F_, vy) € L*(IR?) et

p
V(@) do < / V()2 da.
{mn<|u(z)[}

P 2
g

L2(R2) 9=n

‘/{mq< lu(z)|<mq+1}
On a aussi (en notant Ao la mesure de Lebesgue dans ]RQ)

p
Z”q

q=n

p

< Z)Q(Bq)'

L2(R2) 47"

Comme u € H'(IR?) et que toutes les boules B,, sont disjointes et incluses dans la boule B de centre 0 et
rayon 2, on déduit de ces deux dernieres inégalité que la série ) |« v, est convergente dans H ! (]Rz).
On note v la somme de cette série (et donc v € H'(IR?)).

On remarque maintenant que pour tout € IR? la série > ne+ Un () est convergente dans IR (il y au
plus un terme non nul dans cette série), on note () sa limite. Comme une suite convergente dans L2 (]RQ)

admet toujours une sous-suite convergente p.p., on a v = ¥ p.p.. Comme 0 < ¥(x) < 1 pour tout z, on a
donc v € L=(IR?).

On suppose maintenant qu’il existe w € C’(IRQ, R) telle que w = v p.p. On a donc aussi w =  p.p., on en
déduit que w(x) = v(z) pour tout & # 0 (on rappelle en effet que deux fonctions continues sur un ouvert
et égale p.p. sont égales partout sur cet ouvert). Mais ceci contredit la continuité de w en 0 car cela donne

en notant y,, = x,, + (ry, 0)%,

w(0) = lim o(z,) =1 etw(0)= lim o(y,)=0.

n—-+4oo n—r-+oo
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Exercice (Sur P’injection de W' dans L!")
I- Premiere méthode (méthode directe)

1. Comme |t [| 11y = Let || [Vun| || 11y < 7+, lasuite (uy)nen+ est bornée dans W1 (). Le théoreme

donne alors qu’on peut supposer, apres extraction d’une sous-suite, que u,, — u dans L'(£2) quand
n — +00. Onadonc ||ul| ;1 () = limy— o0 [unll 11 gy = 1.
Puis || [Vun| |11y — 0 quand n — 4o, et donc D;u, — 0 dans L'(Q) et donc aussi dans D*((2).

Comme D;u,, — D;u dans D*(2) (car u,, — u dans L'(Q) et donc dans D*(f2)), on a donc D;u = 0
(dans D*(Q2)). La questionde l’exercicedonne qu’il existe a € IR tel que uv = a p.p..

On remarque maintenant que, quitte a extraire encore une sous-suite, u,, — u p.p. quand n — +o0 et donc
u = 0 p.p. sur w. Comme Ay (w) > 0 etu = a p.p. sur w, on a donc a = 0, ce qui est en contradiction avec

”uHLl(Q) =1
2. En raisonnant par ’absurde, on se raméne a la question précédente. Si C n’existe pas, il existe alors une
suite (uy, )nen+ d’éléments de W, telle que, pour tout n € IN*,

[unll i@y > 7l [Vun| 1) pour toutn € IN*.

Par un argument d’homogénéité on peut supposer que ||t || 1 () = 1 mais la question précédente a montré
qu’une telle suite n’existait pas.

3. On considere d’abord le cas p = 1* = % (et donc p = oo si N = 1). Soit u € W,,. Avec la question
précédente,

N
lall 1+ (@ < Co Nulliwragay = Colllull gy + D 1Dl 1 )
i=1

< CoCr[[IVul [l Ly + NVl ll 1) = C2(Cr+ N) [HVul [l 1 g -

On obtient donc (T.13)) pour p = 1 et pour p = 1* en prenant C' = max{C1, C3(Cy + N)}. En utilisant
I'inégalité de Holder, I'inégalité (T.13)) est alors vraie pour 1 < p < 1*.

II- Deuxieéme méthode (en passant par la moyenne de u)

1. On raisonne encore une fois par 1’absurde. Si C's n’existe pas, il existe alors une suite (u,, )+ d’éléments
de H telle que, pour tout n € IN*,

[unllpi@y > 7l [Vtn| 1) pour toutn € IN*.

Par un argument d’homogénéité on peut supposer que ||uwy,|| L@ = 1. La preuve est alors trés voisine

de celle de la question [I|de la premiére méthode. La suite (%, ),emn+ est bornée dans W11(€2) et on peut
donc supposer, aprés extraction d’une sous-suite, que u,, — u dans L*(£2) quand n — +o0. On a donc

lull 1 (@) = limn—qoo [[tn 1) = 1.

Puis || [Vug| || 11 () — 0 quand n — +o0, et donc D;u, — 0 dans D*(£2) (pour tout i). On en déduit que
D;u = 0 (dans D*(Q)) et la questionde l’exercicedonne qu’il existe ¢ € IR tel que u = a p.p..

On remarque maintenant que [, u(z) dez = lim, 4o [, un(z) dz = 0 (car u,, — u dans L*(Q2) et
un € H). Ceci montre que a = 0, ce qui est en contradiction avec [|ul| ;1 o) = 1.

On utilise maintenant le rappel de la question 3 de la premiére partie et le fait que u—m € H (et V(u—m) =
Vu p.p.).
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lu = m| e gy < Callu = mll iy = Calllu = mll gy + D I1Dstull 1)
i=1

< Co(Cs [ IVul [l gy + NVl ll 1) = Co(Cs + N) [HVul [l 11 g -

On obtient donc (I.14) en prenant Cy = C2(C3 + N)}.

2. On utilise v = 0 p.p. sur w et la question précédente,

ml ()1 / fu(z) — w1 de < flu—mll e gy < Call V4] ey
et donc .
ml < — Vel e
AN (w) T
Puis,

An () =
o) )Vl

lull sy < Il =l oo gy + AN ()Y < Ca(1+ (

Exercice (Partition de I’unité)

1. Pouri € {1,...,n},ona € = U.50Q; - et donc K C Uy Uesg ©; .. Comme K est compact et ; .
est ouvert (pour tout 7 ete), il existe €1,...,¢&, tels que ; > 0 pour tout ¢ et K C U} ;€; ... En prenant
e =min{er,...,e,},ona K C UL Q..

2. Pourtouti € {1,...,n}, on pose

filz) =1siz € (i \Uj<ij ),
fil) =0siz & (Qic\Uj<ifje)-
Avec cette définition, on obtient f; = 0 on Qf,s. De plus, six € U 1§ .. eti = min{j;x € ., ona
filz) =1et fj(z) =0sij #i Donc > | fi(z) =1.
3. Comme K est compact et (UJ_;€2; )¢ est fermé, on a d(K, (U]—1;.)°) =6 > 0.
On prend ntel que 0 < n < min{d,e}. Soit p € C(IR™,IR4) tel que p(xz) = 0si || > 7 et tel que

Jin p(x) dz = 1. Pouri € {1,...,n} onprend ; = f; * p. Onag; € C°(R",R) et comme f; =0
sur QC, et 1 < &, la fonction ¢; satlsfait (pD).

Comme Y " | p; = (3.1, fi) x petn < 4, les fonctions ¢; satisfont (p2).

Exercice (Opérateur transposé, continuité et compacité)
1. Soit g € F', I’application u — (g, T'u) g+ est linéaire et

(g Tw) pr el < Tl 2,y 91l llull s -

Ceci prouve que T"g est un élément de E' et que [|T*gl|l < Tl 2, ) 9]l - On a donc aussi T* €
L(F" E") et | T pr gy < TN 2,y

2. Soit u € E. Une conséquence du théoréme de Hahn-Banach (voir exercice [I.8] question 1) donne I’exis-
tence de g € F' tel que ||g||» = 1 et ||Tu||p = (g9,Tu)p p. En effet, en posant v = Tu € F et en
supposant v # 0 (le cas v = 0 est trivial), on choisit g : Rv — IR linéaire et telle que g(v) = ||v]|. On
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a donc ||g|| = 1. Par le théoréme de Hahn-Banach, on peut prolonger g en g € F’ avec ||g|| = 1 et
(9, v)p,r = ||v] F, ouencore ||Tull . = (g, Tu)p F-

On a donc ||Tu||Ft <7 z(pr gy llull - Ceci prouve que ||| 2 oy < 17|l £, jov) €t donc finalement
||T||5(E,F) =T Hﬁ(F’,E’)'

3. Par hypothése, I’ensemble T'(Bg) est relativement compact donc précompact. En effet, soit £ > 0, suppo-
sons par 1’absurde qu’il n’existe pas de recouvrement fini de 7'(Bg) par des boules de la forme Bp(T'u, €).
Soit ug € Bg, onadonc T(Bg) ¢ Br(Tug,€) Puis, par récurrence, on suppose uo, . . . , U, choisis dans
Bp.Comme T'(Bg) ¢ U Br(Tu,,€), on choisit u,41 € Bg tel que T'(up11) € Uy Br(Tu;,€). On
construit ainsi une suite (u, )neN de B telle que la suite (T'(uy, ) )new n’admet aucune sous-suite conver-

gente (car ||T'(un) — T'(um)||p > € si n # m), ce qui est en contradiction avec I’hypothése de compacité
deT.

4. Pour tout u € I, la suite ((T" gy, u) g, g)nen est bornée dans IR. Elle admet donc une sous-suite conver-
gente. Comme [ est dénombrable, le procédé diagonal, décrit par exemple dans la preuve de la proposition
8.19 de [26], permet d’extraire une sous-suite telle que la suite ((Tt gn, U) B’ E)nelN €St convergente pour
tout u € I. Dans la suite on note f,, cette limite.

Noter que, pour cette question, il suffit que I,, soit fini ou dénombrable.

5. Soit u € Bg. On remarque alors que la suite ((7"g,,, u) g/ g)nen est de Cauchy. En effet, Soit £ > 0. On
choisit p € IN* tel que ]l) < e. Ilexiste v € I, tel que || Tv — Tu|| < €. On a alors, pour tout n, m € IN,
avec C' = sup,, ||gn ||z

(T gnsw) g B — (T gy w) e | < T gn, ) e 8 — (T Gy ) 57 |
+ {gn, Tv = Tu)pr p| + [(gm, Tv — Tu) pr F|
S |<Ttgnav>E/,E - <Ttgma U>E/,E| + 2Ce.

Puis, comme v € I, C I, il existe ng tel que |[(T"gn,v) g/, 5 — (T gm,v) ' 5| < € pour n, m > ng. On a
donc, pour n, m > ny,

|<Ttgn, U>E’,E — <Ttgm, U>E’,E| < (20 + ].)8. (1.30)
Ceci montre bien que la suite ((T" ¢y, u) 5 g)nen est de Cauchy.

Siu € E, u # 0, on se raméne au cas précédent en divisant u par sa norme. On obtient bien ainsi la
convergence de la suite ((1" gy, u) 5/, p)new pour tout u € E et nous notons encore f,, cette limite.

L’application u — f,, est trivialement linéaire (de E dans IR) car limite d’applications linéraires. Mais elle
est aussi continue car |fy| < O[Tz py lullp- Il existe donc f € E' tel que f, = (f,u) g, pour tout
ue kb

Cette question montre que 1T%g,, — f %-faiblement dans E’ quand n — ~+oo.

6. C’est pour cette question que 1’on va utiliser que I, est fini. On reprend la méthode de la question précé-
dente.

Soit £ > 0. On choisit p € IN* tel que % <e.
Soit u € Bg. Il existe v € I, tel que ||Tv — T'u|| p < e. L’inégalité (1.30) donne alors

T gnyu) B 5 — (T gm, w) e B| < (2C + 1)e, (1.31)

pour n, m > ng. Mais, comme I, est fini, ng peut étre choisit indépendamment de v (et donc de ). On
obtient ainsi, quand m — +oo dans (1.31]), pour tout n > ng et tout u € B,

|<Ttgnau>E',E - <fv u>E’,E| < (20 + 1)€a
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et donc, pour tout n > ng, [|Tg, — fl g < (2C + 1)e.
On a bien montré que T'g,, — f dans E.

7. On a montré que de toute suite bornée de F’ on peut extraire une sous-suite dont ’image par 7" converge
dans E’. Ceci montre bien que 7 est un opérateur compact.

8. Soit  un ouvert borné de RY (N > 1)et1 < ¢ < 4o0. Le théoréme montre que 1’application
T : u +— ude Wy P(Q2) dans LP(Q) est compacte. L’opérateur T* de LP(Q) dans W, ()" est donc
compact. L'espace LP(€2)" est identifi¢ a L9((2) avec ¢ = L5 et Wy (Q) est noté W—149(Q).

Pour u € (LP)' () etv € W, P(£2), comme LP(Q)’ est identifié a LI(2),

<Ttu,v)W_1,q7W01,p = (u, T) (Lry,r = / u(z)v(z) dz,
Q

c’est-a-dire que T"u est identifié a u. L’ application u +— u est donc compacte de L4(Q2) dans W ~14(Q).

Exercice (Transposée d’une injection continue) On note T I’opérateur de E dans F défini par T'(u) = u.
L opérateur transposé 1" (défini dans I’exercice|1.26)) appartient a £(F’, E’). Pour tout f € F’, T* f est défini par

<th, u>E/,E = <f, TU>F/,F = <f, u>F/7F pour toutu € E.
L’élément T f de E’ est donc simplement la restriction de f a4 E. L opérateur T est donc I’opérateur qui a f

(élément de F) associe sa restriction & E (élément de E’). On note encore f la restriction de f a E.
L application f ~— f est donc continue de F’ dans E’ ¢’est-a-dire que F” s’injecte continiment dans F’.
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Chapitre 2

Problemes elliptiques linéaires

Les EDP elliptiques sont utilisées pour décrire une grande variété de phénomenes, en particulier des régimes
stationnaires de problémes physiques tels que la conduction de la chaleur.

L’exemple de base d’une EDP elliptique est I’équation de la chaleur stationnaire en deux dimensions d’espace,
—Au = =02, u(x,y) — 07,u(z,y) = f(z,y), ot u(x,y) est la température a la position (x,y) du domaine
bidimensionnel considéré et f un terme source (on a choisi ici la diffusivité thermique égale a 1). L’ opérateur A
est appelé laplacien.

La théorie des équations elliptiques est maintenant bien développée. En particulier, la question de la régularité de
leurs solutions a été un enjeu majeur de la recherche sur les EDP elliptiques depuis le milieu du 20e siecle, et nous
référons a [22]] pour une étude approfondie de cette question.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons essentiellement aux résultats concernant les solutions faibles des EDP
elliptiques linéaires. Un des avantages de considérer les solutions faibles plutdt que les solutions classiques (c’est-a-
dire solutions de ’EDP en considérant des dérivées au sens classique) est que la preuve d’existence est grandement
facilitée par le fait qu’on affaiblit la notion de solution et la notion de dérivée.

Nous commencerons par donner la formulation faible d’une équation elliptique linéaire, ainsi que le résultat d’exis-
tence et d’unicité de la solution faible dans le cas de conditions de Dirichlet homogenes. Nous aborderons ensuite
I’analyse spectrale d’équations elliptiques. Des résultats de régularité des solutions faibles seront ensuite présentés
au paragraphe 2.3. Un point important est la positivité des solutions du probleme de Dirichlet qui fait 1’objet du
paragraphe 2.4. Nous terminerons ce chapitre par I’étude des équations elliptiques linéaires avec conditions de
Dirichlet non homogenes.

2.1 Conditions aux limites de Dirichlet homogenes

A premiere vue, les solutions de ’équation de la chaleur stationnaire posée en une dimension d’espace —u” = f
avec f continue devraient étre au minimum deux fois continfiment différentiables. C’est ce qu’on appelle solution
forte ou classique de 1’équation, qui est elle-mé&me souvent qualifiée de formulation forte. Malheureusement, les
EDP n’ont pas toujours de solution forte. La bonne nouvelle est qu’elles ont souvent des solutions qualifiées de
faibles. En effet, on peut affaiblir la formulation forte en multipliant I’équation par une fonction, souvent appelée
fonction test, et en effectuant des intégrations par parties. Considérons par exemple 1’équation de la chaleur —u" =
f, posée sur |0, 1] et imposons u(0) = u(1) = 0. On peut effectuer le raisonnement suivant, pour I’instant formel
(au sens ot les justifications mathématiques seront exposées par la suite). On multiplie I’équation par une fonction
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v suffisamment réguliere, et on integre entre 0 et 1. Une intégration par parties donne alors

/O (e (@) de = /O ' F@)o(e) dr. @1

L’ équation 2.1)) est I’équation associée a une formulation faible ; elle ne fait apparaitre que la dérivée premiére de
u, et, de plus, sous une forme intégrale. Elle aura donc un sens pour des fonctions u nettement moins régulieres
que la solution forte, qui requiert une régularité C2. Dans la suite, nous allons définir rigoureusement la notion de
solution faible. Dans I’exemple considéré ici, une fonction u sera solution faible si elle appartient a 1’espace de
Sobolev H} (]0, 1) et qu’elle vérifie pour toute fonction test v € HJ (]0, 1[).

Donnons maintenant le cadre complet des problemes elliptiques linéaires étudiés dans ce chapitre, dont I’équation
de la chaleur est un exemple.

Soit 2 un ouvert borné de RY (N > 1) de frontiere 9Q = Q \ Q. Soient a; ; € L>(Q2), pouri,j =1,...,N.On
suppose que les fonctions a; ; vérifient I’hypothese d’ellipticité uniforme, c’est-a-dire :

N
Ja > 0; VE = (&1,....&n) € RN, D 0 ;6¢ > al¢[* p.p. dans Q. (2.2)

i,j=1
On se donne f € L?(Q) et g : 9Q — IR, et on cherche une solution au probleme :

N N

=D e (@)u)(@) = f(a), 2 €D, (2.32)

i=1 j=1
u(z) = g(x), x € 09, (2.3b)

ol O;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a sa i-eme variable. La condition aux limites (2.3b) est
dénommée condition aux limites de Dirichlet[ﬂ elle est dite homogene si g = 0 et non homogene sinon.

Exemple 2.1 (Le laplacien) Si on prend a; j = 0 ; (c’est-a-dire 1 si i = j, 0 si i # j), alors le probleme (2.3)
devient

—Au = f surQ,
u = g sur 0L2,

o A est 'opérateur de LaplaceE] aussi nommé laplacien, défini par
N
Au=>"0}u, (2.4)
i=1

ot O2u désigne la dérivée partielle seconde de u par rapport & la i-eme variable d’espace ;.

Définition 2.2 (Solution classique) On suppose que a;; € C YQ) pour tout i,j = 1,.. .y N. On suppose que
f €C(Q) et g € C(ON). On appelle alors solution classique de 2.3)) une fonction u € C*(Q) vérifiant 23).

1. Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), mathématicien prussien spécialiste en particulier de théorie des nombres et d’ana-
lyse mathématique

2. Pierre-Simon de Laplace (1749-1827), mathématicien, astronome, physicien et homme politique francais, trés influent en sciences et
politique a I’époque napoléonienne.
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On rappelle que pour tout & € INU{+o00}, C*(Q) désigne I’ensemble des restrictions a (2 des fonctions appartenant
a C*(IRY) (voir définition|[1.28).

Il n’existe pas forcément de solution classique a (2.3). Mais il existe des solutions en un sens plus faible que I’on
va définir ci-apres.

Pour comprendre la nature des solutions faibles, considérons d’abord le cas g = 0, avec a; ; € C1(Q) et f € C (1),
et supposons qu’il existe une solution classique u € C2(). Elle vérifie :

N N
3% duas (@)d5u) (@) = f(x), Vo € Q.

i=1 j=1

Soit ¢ € D(Q) ; multiplions 1’équation précédente par ¢(x) et intégrons sur {2 :

/ ZZ& a; j(x)0;u)(x) ) dz = / f(x)p(z) dz, Ve € D(Q).

i=1 j=1

Une intégration par parties donne alors :

/ Zza” 2)dip(z) | da = / f(@)p(z) dz, Yo € D(Q). (2.5)
Q

i=1 j=1

Comme u € C?(2), onadju € C1(Q) C C(Q) C L*(Q), et Dju = dju p.p (comme cela a été vu au Chapitre
[1). De plus u € C(Q) € L*(Q) et donc u € H' (). Enfin, comme u = 0 sur J<2, on a finalement u € H{ (), au
moins si €2 est assez régulier (voir I’exercice [1.20).

Soit v € HE(Q), par densité de D(Q) dans Hg (€2), il existe une suite (¢y,)nen C D(Q) telle que ¢, — v dans
H(Q), ¢’est-a-dire ,, — v dans L*(Q) et d;p, — D;v dans L?*(Q) pour i = 1,..., N. En écrivant (2.3) avec
© = @y, Oon obtient :

/Q ZZa” ) (x dxf/f 2)pn(2) d,

1=1 j=1

et en passant a la limite, on obtient que w satisfait le probléme suivant, qu’on appelle formulation faible du probleme
(2.3) (on rappelle que I’on considere ici le cas g = 0)

uEH&(Q)
/ ZZ@U x)D;v(x dx—/f ) da, Yo € Hi(Q). (2.6)
=1 j=1

On vient ainsi de montrer que toute solution classique du probléme R.3) (lorsque g = 0) est solution faible,
c’est-a-dire vérifie (2.6).
L’existence et I'unicité de la solution au probleme découle du théoreme de LaxE]-MilgramEl, théoréme

Théoreme 2.3 (Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (-|-), de norme

associée notée || - ||, et a(-, -) une application bilinéaire de H x H dans R qui est

3. Peter Lax, mathématicien contemporain américain d’origine hongroise
4. Arthur Norton Milgram (1912-1961), mathématicien américain, qui a travaillé en analyse fonctionnelle, en combinatoire, en géométrie
différentielle, en topologie générale, en théorie des équations aux dérivées partielles et en théorie de Galois.
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— continue, ce qui équivaut a dire qu’il existe ¢ > 0 t.q., pour tout (u,v) € H?, on a |a(u,v)| < cl|ull||v]|,
— coercive sur H (certains auteurs disent plutot H-elliptique), c’est-a-dire qu’il existe o > 0, t.q., pour tout
u € H, a(u,u) > al|lul?,
et soit T' une forme linéaire continue sur H.
Alors il existe un unique u de H tel que I’équation a(u,v) = T'(v) soit vérifiée pour tout v de H :

Nuwe H YweH, a(uv)=T(). 2.7)

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l'unique élément de H qui minimise la fonctionnelle
J : H — R définie par J(v) = 2a(v,v) — T(v) pour tout v de H, c’est-a-dire :

J(u) =min J(v) et J(u) < J(v) siu#v.

veH
Voir, par exemple, [26, Exercise 6.35] pour la preuve de I’existence et unicité de u dans le théoréme [2.3]

Remarque 2.4 (Cas symétrique) Sous les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram, si la forme bilinéaire a est
symétrique, elle définit un produit scalaire sur I équivalent au produit scalaire initial (c’est une conséquence
immédiate de la continuité et de la coercivité de a). Dans ce cas, le théoréme de Lax-Milgram est une conséquence
directe du théoreme de représentationE] de Riesz[ﬂdans un espace de Hilbert.

Pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram au probleme (2.6)), nous aurons besoin de I'inégalité de Poincaré[] :

Lemme 2.5 (Inégalité de Poincaré) Soit Q) un ouvert borné de RN, N > 1. Alors il existe Co, ne dépendant
que de $) tel que
lull 220y < Call VUl | L2(9), Yu € Hg(Q). (2.8)

Cette inégalité entraine que ’application
w e lull gz o) = 11Vl p2q)
est une norme sur Hg (2), équivalente & la norme ||- || #11 (qo)- Attention, ceci peut étre faux si ) est non borné.

N.B. On désigne toujours par | - | la norme euclidienne dans IRY. On a donc

N
190 2 = /Q V(@) de = [ Diu(a)? do.

=179

Démonstration Par hypothese sur 2, il existe a > 0 tel que Q C] — a, a[xIR™ . Soit u € D(£2), on prolonge u
par 0 en dehors de €2, on a donc :
u € D(RN), u = 0 sur Q°.

Soit z = (x1,...,zx)" = (z1,y)! € U avecz; €] —a,a[ety = (za,...,2y) € RV . Ona:

Z1

u(xlvy) = alu(t,y) dt»

—a

5. Théoreme de représentation de Riesz : Soient H un espace de Hilbert muni de son produit scalaire noté (-|-) et ' € H’ une forme
linéaire continue sur H. Alors il existe un unique y € H tel que pour tout z € H on ait (T, x) g/ g = (x]y).

6. Frigyes Riesz (1880—1956), mathématicien hongrois. Il est I’un des fondateurs de 1’analyse fonctionnelle.

7. Henri Poincaré (1854-1912), mathématicien, physicien théoricien et philosophe des sciences francais, auteur de résultats importants en
optique et en calcul infinitésimal, et précurseur de la théorie des systemes dynamiques.

8. Comme on le voit dans la preuve, il suffit qu’il existe @ > 0 tel que Q C] — a, a[XIRN —1, ¢’est-a-dire que © soit borné dans une
direction
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et donc, par I’inégalité de Cauchy—Schwarz,

uler, ) < ( | ot dt)2 <2 [ @ty a

En intégrant entre —a et a, on obtient :

/ (1, )P dey < 4a? / (Orult,y))? dt,

—a —a

et donc, en intégrant par rapport a y,
/ lu(z)|? do < 4a® / (01u(x))? dz, Yu € D(Q). (2.9)
Q Q

On procede ensuite par densité; pour v € HE (1), il existe une suite (u,)nenw C D(Q) telle que u,, — u dans
H}(©). On a donc u,, — u dans L?(Q) et 9;u — D;u dans L?(€2). On écrit alors (2.9) pour u,, et en passant 2 la
limite lorsque n — 400, on obtient :

N
[ull720y < 4a®|[DrulF2iq) < 46D | Dsullfzq) = 4a°|| [Vul [|72(0)-
i=1

Théoréme 2.6 (Existence et unicité de la solution de ([2.6)) Soir Q un ouvert borné de R, f € L?(Q), et soient
(@i ;)i j=1,.,~ C L>®(Q) et o > 0 tels que 2.2) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de ([2.6).

Démonstration Le probleme peut s’écrire :

u€ H,
a(u,v) =T (v) pour toutv € H,

avec H = H{(€2) (qui est bien un espace de Hilbert, muni de la norme définie par ||ul| 1) = (||u|\%2(9) +

| [Vul H2L2(Q))% ), et avec a et T' définies par
N N
a(u,v) = / ZZai’j(:v)Dju(x)Div(x) dz et T(v) = / f(@)v(z) dz.
Q \i=1j=1 Q
On remarque tout d’abord que la forme linéaire 7" est bien continue. En effet,

T ()| < [[oll2@ 1 fllL2@) < vl @ fll2@)-

La forme a est évidemment bilinéaire et elle vérifie :

N
la(u,0)] < D Nl ()| Div] 20y | Djvll 2@y < Cllullm @) lvll ),
i,j=1

avec C' = Zf\szl lai ;|| o= (©2). Elle est donc continue.

64



2.1. CONDITIONS AUX LIMITES DE DIRICHLET HOMOGENESCHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Voyons si a est coercive : il faut montrer qu’il existe 8 € IR tel que a(u,u) > BHUH?{I(Q)’ pour tout u € H}(9).
Par hypothese sur a, on a :

N

o, 1) = / ZZ&U 2)Diu(x) dxza/Q <Z|Diu(:c)2> dx:a/Q|Vu(x)|2da:.

=1 j=1 =1

On applique alors I’inégalité de Poincaré (2.8)) :

N N
HUH%I(Q) = ||U||%2(Q) + Z ||Diu\|%2(9) <(C&+1) Z HDiUH%Z(Q)’

i=1 i=1

d’ou on obtient que :
N

1
Z | Di U”Lz @ = AT ”u”Hl Q)
P Cs+1

et donc
al o
2 2
a(u,u) > az 1 Dsull72(0) 2 7o lullE @)
P Cs+1
ce qui démontre la coercivité de a. Par le théoreme [2.3|de Lax-Milgram, on a donc bien existence et unicité de la
solution du probleme (2.6). L]

Dans le théoréme sia;; = aj; p.p. pouri # j,le théoréme de Lax Milgram donne (puisque la forme bilinéaire
a est symétrique) que u est solution de si et seulement si u est solution de la formulation variationnelle
suivante :

u € Hg(Q),
J(u) < J(v),Yv € H} (Q), (2.10)
ot la fonctionnelle .J est définie par : J(v / Z Z a; jDwDjv | do — / flz
i=1 j=1

Remarque 2.7 Le lemme [2.3] est encore vrai avec 1 < p < +o0 au lieu de p = 2. Si  est un ouvert borné de
RY, N>1,etl1< p < 400, il existe C) o ne dépendant que de p et €2 tel que

lull o) < Coall [Vul Loy, Yu € Wy(9).

Ceci permet de définir une norme sur W, () équivalente 2 la norme W1 (Q), voir la déﬁnition (Pourp = 2,
cette équivalence de norme est en fait démontrée dans la démonstration du théoreme [2.6])

Définition 2.8 (Norme sur Wol’p(ﬂ)) Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < p < +oo. Pour u €
WyP(R), on pose

||UHW01’P(Q) = (/Q |Vu(z)P dz) .

Selon la remarque. c est donc, sur W, P (2), une norme équivalente a la norme de W' (S2).
Pour p = 2, 'espace Wy>(2) est aussi noté HE () et la norme ||'HW01,2(Q) est la norme H~||H3(Q).
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Par le théoréeme de Lax-Milgram, on démontre de maniere similaire 1’existence et I’unicité dans le cas ou le second
membre de (2.6) est donné par un élément de H ~1(Q) (dual de H} (2), ¢’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires
continues sur Hg (2)).

Théoreme 2.9 (Existence et unicité, T € H ') Soient Q un ouvert borné de R”, (a; ;)i j=1...n C L=(Q) et
a > 0 tels que 2:2)) soit vérifiée. Soit T € H (), il existe alors une unique solution u de :

u € H} (),
N N

/Q ZZai7j(m)Dju(:c)Div(x) dr = T(v),Vv € H} (). (2.11)
i=1 j=1

On peut aussi s’intéresser a des second membre dans LP. Soit Q un ouvert borné de RY et f € LP(Q). Si
Iapplication ¢ — [, f(x)¢(x) dz (définie, par exemple, pour ¢ € D(£2)) se prolonge en un élément de H ' (12)
(et dans ce cas, le prolongement sera unique par densité de D(£2) dans H{ (€2)), alors on peut obtenir 1’existence
et I’unicité de la solution du problémepar le théoréme Si N = 1, ’hypothése f € L'() est suffisante. Si
N > 3, I'hypothese f € LP(Q), avec p = ]\2,—52 est suffisante. Si N = 2, ’hypothese f € LP(Q2), avec p > 1 est
suffisante. Un résultat plus précis (pour N = 2) est donné dans I’exercice[2.14]

Nous n’avons traité ici que le cas des conditions aux limites de Dirichlet homogenes (c’est-a-dire g = 0 dans
le probleme [2.3). Le cas des conditions aux limites de Dirichlet non homogenes est traité dans la section [2.5]
L’existence et 1'unicité de solutions faibles est possible avec d’autres conditions aux limites. L’exercice traite
le cas des conditions de Neumannﬂ et I’exercice les conditions dites de Foun'er[]E] (ou de Robin%] selon
les auteurs). La résolution du probleme de Neumann permet d’ailleurs de montrer une décomposition utile d’un
élément de L2(Q)", appelée décomposition de Hodge voir I’exercice L’exercice s’intéresse a des
conditions aux limites apparaissant en mécanique du solide. Il est possible aussi de coupler un probleme elliptique
sur un ouvert 2 de IR? avec un probleéme elliptique unidimensionnel sur le frontiere de €, ceci est I’objet de
I’exercice .16

Les exercices [2.18] [2.17] et [2.13] montrent I’existence (et 1’unicité ou une “unicité partielle”) pour des systémes
elliptiques (probléeme de Stokes et équation de Schrédinger.

Enfin, il est possible de traiter des problemes elliptiques avec des coefficients a; ; non bornés. On introduit alors
des espaces de Sobolev dits “a poids”, voir I’exercice 2.6

2.2 Théorie spectrale

La théorie spectrale est une généralisation de la théorie des valeurs propres et vecteurs propres (réduction des
endomorphismes) aux équations linéaires en dimension infinie. Elle permet la résolution de certaines EDP linéaires
issues de la physique. Nous nous attacherons ici a I’étude des équations auto-adjoints d’un espace de Hilbert réel,
qui sont le pendant en dimension infinie des endomorphismes symétriques sur IR"™ (représentés par des matrices
n x n réelles symétriques) en dimension finie. Une application de cette théorie nous permettra en particulier
d’identifier une base hilbertienne de L*(2) constituée des fonctions propres du laplacien.

9. Carl Gottfried Neumann (1832-1925), mathématicien allemand qui a notamment travaillé sur le principe de Dirichlet et sur la théorie

des équations intégrales.

10. Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), mathématicien et physicien francais, connu en particulier pour avoir déterminé, par le calcul,
la diffusion de la chaleur en utilisant la décomposition d’une fonction quelconque en une série trigonométrique convergente (série de Fourier).

11. Victor Gustave Robin (1855-1897), mathématicien francais, spécialiste en thermodynamique et en théorie du potentiel

12. William Vallance Douglas Hodge (1903 —1975), mathématicien britannique spécialisé en géométrie.

13. Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887-1961), physicien austro-irlandais a qui I’on doit de nombreux résultats de mécanique
quantique.
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Définition 2.10 (Valeurs régulieres, valeurs spectrales, valeurs propres) Soit E un espace de Banach réel, et
T une application linéaire continue de E dans E. On définit les ensembles suivants :
— L’ensemble p(T) = {\ € R;T — A1d est bijective} est ’ensemble des valeurs régulieres de T.
— L’ensemble o(T) = {\ € R;T — A1d est non bijective} = IR \ o(T) est I’ensemble des valeurs non
régulieres (ou valeurs spectrales) de T'. Cet ensemble est aussi appelé spectre de ['opérateur.
— VP(T) = {X € R; T — A\1d est non injective} est I’ensemble des valeurs propres de T.

Ici et dans toute la suite de cet ouvrage, Id désigne 1’application identité d’un ensemble dans lui-méme.

Remarque 2.11 (Dimension finie) Noter que si E est de dimension finie, une conséquence du théoreme du rang
est que les notions de valeur non réguliére et de valeur propre coincident. On a donc dans ce cas o(T) = VP(T).

Noter que si A € p(T), I’application 7' — X Id est continue ; ceci découle du théoréme de Banach, que I’on rappelle.

Théoreme 2.12 (Banach) Soient E et F' des espaces de Banach et T une application linéaire continue de E dans
F'. SiT est bijective et continue, alors T~ est continue.

11 est souvent important de généraliser les définitions de p(T'), o(T) et VP(T) en prenant A € € au lieude ) € R.
Cela est inutile dans cette section car nous allons nous limiter dans la suite a des opérateurs autoadjoints dans des
espaces de Hilbert réels.

Définition 2.13 (Opérateur transposé, adjoint et autoadjoint, opérateur compact) Soient E et F' des espaces
de Banach et T une application linéaire continue de E dans F. L’opérateur T", transposé de I’opérateur T, défini
par (Ttg,u) g g = (g9, Tuw) pr F est une application linéaire continue de F' dans E' (voir exercice .

On dit que l'opérateur 'T" est compact si de toute suite bornée de E on peut extraire une sous-suite dont l'image
par T converge dans F'.

Dans le cas ou E = F est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire (-|-) g, on peut identifier E' avec E (par
le théoréme de représentation de Riesz, voir note de bas de page 5| page[63). L’opérateur transposé est alors une
opérateur de E dans FE, il est appelé adjoint de T et est noté T* ; il est donc défini par (T*z|y)g = (z|Ty)E
(voir, par exemple, [25|] définition 5.2). Dans le cas d’un espace de Hilbert E réel, on dit aussi que I’ opérateur est
symétrique.

Si E est un espace de Hilbert de dimension finie et 7' un opérateur linéaire autoadjoint de E dans F, alors on
a VP(T) = o(T). On a un résultat similaire en dimension infinie, a condition que I’opérateur 7" soit linéaire
compact et autoadjoint. Plus précisément, dans ce cas ona: VP(T) \ {0} = o(T) \ {0}. Une conséquence de ce
résultat est la proposition [2.14] Elle donne une propriété de décomposition spectrale pour les espaces de Hilbert
séparables et pour un opérateur autoadjoint.

Proposition 2.14 (Opérateur linéaire continu compact autoadjoint)
Soit E un espace de Hilbert séparable muni du produit scalaire (-,-)g, et soit T un opérateur linéaire continu
compact autoadjoint. Alors

1. VP(T)\ {0} = o(T) \ {0}.
2. SiVP(T)\ {0} est de cardinal infini, VP(T) \ {0} = {\n, n € IN*} avec A\,, — 0 lorsque n — +o0.

3. Il existe une base hilbertienne de E formée de vecteurs propres de T, c’est-a-dire d’éléments de E, notés
en, n € IN, vérifiant T'(e,,) colinéaire a ey, (e | em)E = On,m et tels que si u € E, alors u peut s’écrire
u=7) nulen) e, (cette série étant convergente dans E).
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Dans la proposition précédente, les sous-espace propres associés aux valeurs propres non nulles sont tous de
dimension finie. Dans le cas d’un espace de Hilbert non séparable et d’un opérateur 7" linéaire continu compact
autoadjoint, le noyau de 7' est de dimension infinie et non séparable.

On va maintenant considérer, pour simplifier, le cas du laplacien. Soit €2 un ouvert borné de RY ; On rappelle que
pour une fonction u suffisamment réguliere, son laplacien est définie par Au = Zivzl O2u. Pour étendre cette
définition aux fonctions seulement localement intégrables, on pose, si u € Li. (), Au = Zf\il D?u. On définit
maintenant un opérateur .4 d’une partie de L?(Q2) dans L?({2) en définissant d’abord son domaine D(A) :

D(A) = {uc H}(Q) ; Au € L*(Q)}, (2.12a)
Pour u € D(A), on pose Au = —Au (2.12b)

On a ainsi définit un opérateur linéaire A : D(A) C L?(Q2) — L%*(Q).

On a vu dans les paragraphes précédents que si f € L?((2), il existe une unique solution au probléme qui

s’écrit, pour le laplacien, c’est-a-dire avec les valeurs a; j = d; j, 4,5 = 1,..., N :
u € Hy(9),
/ Vu(z)Vo(z) de = / f(x)v(z) dz, Yo € HY(Q). (2.13)
Q Q

Gréce 2 la densité de D(Q2) dans H{ (), la fonction u est solution de (Z:13) si et seulement si u € D(A) et
—Au = f p.p. (C’est-da-dire —Au = f dans L?(Q)). L'opérateur A est donc inversible. On note 7 = A~! son
inverse, qui est défini de L?(2) dans L?(Q) par T'f = u ou u est solution de (2.13). Cet opérateur est injectif mais
non surjectif. Les deux opérateurs sont linéaires.

Pour montrer qu’il existe une base hilbertienne formée des vecteurs propres de 7' = A~
théoreme suivant :

L on va démontrer le

Théoréme 2.15 (Inverse de I’opérateur laplacien) Soir Q un ouvert borné de RY. Soit A I’opérateur lapla-
cien[ﬂ (avec condition de Dirichlet) défini par Z12) L’opérateur T = A~% est linéaire continu compact et
autoadjoint de L?(Q) dans L?(Q). De plus ker(T) = {f € L*(Q), Tf = 0p.p.} = {0}.

Démonstration Il est immédiat de voir que 7" est linéaire. On remarque tout d’abord que ker(T) = {f € E,
Tf =0p.p.} = {0}. En effet, soit f € L?() telle que T'f = 0 p.p.. On a donc, d’apres (2Z.13),

/ fvdz = 0 pour tout v € H} ().
Q

Comme H} () est dense dans L%(£2) (on a méme D(2) dense dans L?(£2)), on en déduit f = 0 p.p..
On montre maintenant la continuité de 7. Soit f € L?(2) et u = T'f. En prenant v = u dans (2:13), on obtient

||“H§{g(m :/QVU'VU dx:/qu dz < || fllzzllullL2)-

Par I'inégalité de Poincaré, il existe Cq € IR ne dépendant que de €2 tel que |[ul|r2(0) < Callul| g1 (), et donc:

N
H“Hi]ol(sz) = Z HDi“||2L2(Q) < fllzz@llullzz@) < CQ”f”LZ(Q)”uHH(}(Q)-

i=1

14. Noter ici I’abus de langage, car A est en fait I’opérateur “moins laplacien”
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On en déduit que [[u| g1 () < Call fllL2(q) et donc:

1T fll2) = llullz2@) < Callullui@) < Callfllzz ),
ce qui démontre la continuité de T'.

Montrons maintenant que I’opérateur 1" est compact, c’est-a-dire que I’image par 1" d’un ensemble B borné de
L?(9) est relativement compacte dans L?(£2). On peut écrire T sous la forme T = I o Ty ou [ est I'injection
canonique de H} () dans L?(Q2), définiepar I : v € H}(Q) — v € L?(Q), et Ty est 'application quia f € L*(Q)
associe u = T'f € HZ (). Lapplication T} est continue de L?(Q2) dans H} () (car ||TfHH3(Q) < Ca [l fllz2a))
et 'injection I est compacte par le théoreme de Rellich (théoreme[I.36|page[I7), et donc I’opérateur 1" est compact.

Montrons maintenant que 1’opérateur 7" est auto-adjoint, c’est-a-dire que

(Tfl9)r2) = (F1T9) 1200, Vf, 9 € L*(Q). (2.14)

Soient donc f et g € L?(Q2), u I'unique solution de (2.13), et v I’'unique solution de (Z.13)) ot on a remplacé f par
g dans le second membre. On a, comme v est solution de (2.13) ol on a remplacé f par g :

(Tf|g)L2(Q)Z/ngdatz/ugdx: Vu - Vo dz.
Q Q Q
On montre de méme que (f | Tg)2(0) = Jo, Vu - Vo dz, ce qui démontre (Z.14). [

Voici maintenant la conséquence du théoréme [2.15] et de la proposition pour I’opérateur de Laplace avec
condition de Dirichlet homogene.

Théoréme 2.16 (Base hilbertienne de L2(2) formée de fonctions propres de —A)  Soit Q un ouvert borné
de RY, et soit A I’opérateur laplacien (avec condition de Dirichlet homogéne) défini par (2.12). Il existe alors
une base hilbertienne (dénombrable) de L? (), notée (e, )new+, formée de fonctions propres de A, associées aux
valeurs propres (jin)neiN+. On peut ordonner les ., dans ’ordre croissant (c’est-a-dire p, < pn+1 pour tout
neIN*)etl'onap; > 0etlim, o fin = +00.

Démonstration Pour f € L?((2), on note T'f I’'unique solution de (2.13)). D’apres le théoréme et la proposi-
tion [2.14] il existe donc une base hilbertienne (e,,),en+de L?(2) formée de fonctions propres de 7'. Les valeurs
propres associées sont toutes strictement positives. En effet, si f € L?(Q) et f # 0,alorsu = T'f # 0 et

Si A\, est une valeur propre de T est associée au vecteur propre e, # 0, on a T'e,, = \,e,, et donc, comme e,, # 0,

)\n(en | en)LZ(Q) = ()\nen ‘ en)Lz(Q) = (Ten | en)LZ(Q) > 0.

La suite (\,,),en est donc formée de nombres strictement positifs. La propositiondonne que lim, 400 Ay =
0. Quitte a changer I’ordre des \,,, on peut supposer que cette suite est décroissante.

Remarquons que les valeurs propres de A sont donc les valeurs f,, = /\% pour tout n € IN*, avec p,, > 0 pour
tout n € IN* et 1, — +o0o lorsque 1 — +o00. [

En reprenant les notations du théoréme [2.16] si A désigne I’opérateur laplacien (au sens —A) avec conditions de
Dirichlet homogenes défini par (Z.12), on peut alors caractériser son domaine D(A) de la fagcon suivante :

Soit u € L*(£), alors u € D(A) si et seulement si Z 12 (ul en)sz(Q) < +o0.
n€lN

De plus si u € D(A), alors Au = Z:g pin(w] €n) 12 (0)€n- On peut ainsi définir les puissances de I’opérateur A :

69



2.3. REGULARITE DES SOLUTIONS CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

Définition 2.17 (Puissance de ’opérateur laplacien) Soir Q un ouvert borné de RY, et A I’opérateur laplacien
défini par 2.12). On note (e,,)ne+ une base hilbertienne de L?(SY) formée de fonctions propres de A, associés
aux valeurs propres (i )new=. Soit s > 0, on définit

+oo
D(A%) = {u e L*(Q): Zuff(“ len)72(q) < +oo}.
n=1

Pour uw € D(A®), on peut alors définir A%u par :

—+oo

Ay = Z/,Lfl(u |en)L2()€ns

n=1
en remarquant que la série du second membre de cette égalité est convergente dans L*((2).

Pour s = 0, on a D(A°) = L*(Q) et A%u = u : A est I’opérateur identité.

Pour s = 1, on retrouve 1’opérateur A.

Pours =1, ona D(A?) = {u € L*(Q); 20 i (u | en)zLQ(Q) < +00}. On peut montrer que D(A2) = HZ (1),
etona A>u = SO S (u] €n)L2(2)en-

Pour le cas N = 1, 2 =]0, 1], Le théoréme de décomposition spectrale est détaillé dans I’exercice

2.3 Régularité des solutions faibles

Soit € un ouvert borné de RY et f € L2 (). Sous les hypotheses (2.2), on sait par les résultats précédents qu’il
existe une unique solution au probleme (2.6); on se demande alors quelle est la régularité de cette solution en
fonction des données du probleme. Le probleme est assez simple en dimension N = 1, voir I’exercice 2.2] mais
beaucoup plus difficile en dimension N > 1. La réponse dépend de la régularité des coefficients de I’opérateur et
de la régularité de la frontiere de I’ouvert (on dit que la frontiere de €2 est de classe C* si elle est localement le
graphe d’une fonction de classe C*).

On considere d’abord le cas 2 = IRf ={(z1,y),y € IRNfl, x1 > 0}, qui est un ouvert de IR™ mais non borné.
Le theoreme [2.18] présente I’idée principale de ce résultat de régularité dans le cas du probleme de Dirichlet. Voir
par exemple [22| chapter 6] pour des cas plus généraux.

Théoréme 2.18 (Nirenberg [41]]) Soir @ = RY = {(z1,y),y € R "2y > 0}, N > 1, et f € L*(Q), et soit
u € Hi(Q) solution du probleme suivant :

u € Hy(9),

Vu-Vodr = [ fvdz,Vo € Hi(Q). (2.15)
Q Q

Alors u € H*(RY).

Démonstration On va effectuer la démonstration dans le cas N = 2. La généralisation au cas N > 2 n’apporte
pas de difficultés supplémentaires.
Soit u € H{ () solution de (Z.13), u vérifie donc :

/Vu-VvdJ;—i—/uvdxz/gvdx,VvEH&(Q), oilg=u-+fecL*N).
Q Q Q
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Comme d’habitude, la (classe de) fonction(s) g est identifiée avec I'application T, qui a v € H{ () associe
[ gv dz, qui est un élément de H~*(12).
Puisque, par définition, ||g|| -1 (q) = sup{ [ g v dz, v € H5(Q), ||v||z1 (o) < 1}, on obtient

+

(Wl = [ 90de < lgla-ollolmo) 216
R+
On prend v = u dans (2.16). On obtient ||u| g1 () < 9lla-1(0)-
Pour montrer la régularité sur Dou, on introduit, pour h > 0, la fonction ¥,u = %(uh —u) ot uy, € HE(Q) est
définie par up(x) = u(x1, x2 + h).
Comme u vérifie 2.13)), uy, vérifie

/Vuh-Vvdm:/fhvdx
Q Q

avec fi,(z) = f(z1, 32 + h), etdonc Uj,u = +(uy, — u) appartient & H} (Q) et vérifie

/ V(Ppu) - Vode = / (U}, f)v da pour tout v € H&(Q)
Q Q

On en déduit que (¥, | v) 1) = [,(¥rg)v dz, etdone que ||¥pul| g1 (o) < [|rgllg-1 (). Parle lemme
comme g € L*(Q), on a donc
Ihull ) < llgllz -

Prenons maintenant h = % et faisons tendre n vers +oco. Par ce qui précede, la suite (¥ 1u),en+ est bornée
dans H{ (), il existe donc une sous-suite, encore notée (V1 u) e+, et w € HE(Q) telle aue Uiy — w dans
H}(Q) faible (c’est-a-dire S(¥1u) — S(w) pour tout S GHH’l(Q)). Donc ¥1u — w dans D*TL(Q). Mais par
le lemme 2.22| ¥1u — Dou dans D*(Q). Donc Dau = w € HE(Q), et par CT(L)nséquent, D1Dyu € L*() et
DyDou € L#(Q).

Pour conclure, il ne reste plus qu’a montrer que Dy Dyu € L?()). Pour cela, on utilise 1’équation satisfaite par .

En effet, comme u est solution faible de (2.6), on a —Awu = f dans D*(2), et donc D1D1u = —f — Dy Dou ce
qui prouve que D Dyu € L?(§). Ceci termine la preuve. [

La regularité des solutions du probleme (Z.6) pour un ouvert borné € avec une frontiere de classe C* est donnée
dans le théoreme [2.19]; il se montre avec la technique des cartes locales qui consiste en une paramétrisation de
la frontiere 012, voir e.g. [11, Appendix C1]) ou [20, Paragraph 2.1.1], qui permet de se ramener au cas {2 =
IRf = {(z1,y),y € RN 21 > 0} et u solution d’un probléme elliptique pour lequel la régularité se montre
de maniére semblable a celle du théoreme [2.18] see [22, chapter 6].

Théoreme 2.19 (Régularité de la solution du probleme de Dirichlet) Soir 2 un ouvert borné de RY, N >1,
et f € L*(Q). Sous les hypotheses [2.2), soit u € H} () la solution de ([2.6).
1. Sia; ; € CYQ)pouri,j=1,...,N et Qestafrontiere C% alors u € H*(2).
2. Sia;; € C°(Q) pouri,j = 1,...,N, si Q est a frontiere C> et si f € H™(Q) avec m > 0, alors
u € H™2(Q).
En conséquence, si [ € C™(Q), alors u € C>(Q) et donc u est solution classique. De méme, si f €
H™(Q) avec m > &, alors u € C?(Q) et donc u est encore solution classique.

Remarque 2.20 (Optimalité des hypotheses) Notons que la partie 1. du théoréme précédent est fausse sans les
hypotheses a; ; € C*(Q2) et Q est a frontiere C2.
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Par contre dans le cas du laplacien, c’est-a-dire a;,; = d; ;, si 2 est convexelﬂ alors u € H?(2) des que f €
L3 (Q).

La démonstration du théoréme 2.18] nécessite les lemmes techniques suivants, que nous énongons pour N = 2,
dans un souci de simplicité :

Lemme 2.21 Soit Q@ = R, x R = {(z1,y), z1 > 0,y € R}. Soit g € L*(Q) et, pour h > 0, Vg défini
par Vg = +(gn — g). oit g, € L*(Q) est définie par gn(z) = g(z1, 2 + h). Alors | Vhgll -1y < |9ll22(0)-

Démonstration Soit g € L?(2), par définition,
”\IlthH*l(Q) = sup{/ \I/hg v d.’l?, v E H&(Q), ||U||H1(Q) < 1},
Q
et donc, par densité de D(£2) dans H (),
H\I/thH—l(Q) = sup{/ \I/hg v dJ), NS D(Q), ”UHHI(Q) < 1}.
Q
Soit v € D(Q) tel que ||v|| g1 (o) < 1.
1
/ Vypgvde = E/ / (g(w1, 22 + h) — g(w1,22)) v(71, 22) d1 d2
Q R;: /R

1 ~ 5 - 1
= 7/ / g(x1, Z2)v(x1, g — h) dag Ay — f/ / g(x1, x2)v(21, 22) dog dag
h R, JRR h Ry /R

v(xy,x9 — h) —v(z1, 2
_/ / g($17x2) ( D2 )h ( ! 2) dx1 d(EQ.
R, /R -

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient que

v v’o —’l} -7- —_ h
[ g0 ol < gl 1705

En écrivant que
T2

v(xy,29) —v(x1,29 — h) = / Oov(x1,8) ds
Iz*h

v, ) —v(-, - —h 1 2
P o = [ [ (] tnan 0206019 ) don o
R, /R \/R

Et en appliquant une fois de plus I’'inégalité de Cauchy-Schwarz puis le théoreme de Fubini-Tonelli, on obtient, en
notant que 1p,, _p 2.1(8) = s s (72),

D) —v(—h 1
||/U( ) Z( ) ||%2(Q) < E/ / (/ 1[r2—h712](8)62v($17 5)2 dS) dzg ;.
R
%/ / (/ 1[5 s+h] (:L'Q) d:L'g) an(xl’ )2 ds dz;.
R+

15. On rappelle qu’un ensemble E est convexe si pour tout (x,y) € E2, I'ensemble {tx + (1 — t)y,t € [0, 1]} est inclus dans E.

on a
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<2020y < 0l (02)-

On a donc bien

,I-)'j. —v .7
| [ g vde] < llglleey 1222070 o < glls ol < lglzeo-
Q h

Finalement, on a donc bien ||W,g| 1) < ||lgllz2(0)- L]

Lemme 2.22 Sous les hypothéses du lemme soit u € Ll _(Q), alors Vyu — Dou dans D*(Q) lorsque
h — 0.

Démonstration Soit ¢ € D(£2); on veut montrer que

/ Vyu @ de — —/ u0ap dx = (Dau, ©)p+ (), () lorsque h — 0.
Q Q

/ Vyup de = / / w22+ h) - u(xl’u)@(ajl,xg) dz; dzs
Q R, JR h

B —
= —/ / u(aL‘l,:cg)sD(%l’gc2 ) — ¢l1,22) dz; dzs.
R, JR

—h

Mais “"(ml"rr}i)}; e(@1:22) _y 9, 0(21, 22) uniformément lorsque b — 0, et le support de cette fonction est inclus
dans un compact K de €, indépendant de / si || < 1. Donc limy ¢ [, Vpu ¢ dz = — [, udayp dz. n

Remarque 2.23 (Régularité si @ = IRY) Soient @ = RY (N > 1), f € L*(Q) et u € H}(Q) solution de
[2-13) (noter que 2.13) est équivalent a dire w € Hj(Q2) et —Au = f dans D*()).

La démonstration du théorémedonne directement u € H? (IRN ) (elle est méme plus facile car il n’y a pas la
difficulté pour montrer que D1 D1u € L?(Q)).

Remarque 2.24 (Plus de régularité...)
Soient © un ouvert borné de RY, N > 1, et f € L?(Q2). Sous les hypotheses ([2.2), soit u € H{ () la solution de
2.9).
1. Supposons que a; ; € C(£2) et que 2 est a frontiere C2. On a déja vu que si f € L?(2) alors u € H?().
On peut montrer que si f € LP(2) alors u € W2P(Q) (2 < p < +00).
2. Supposons maintenant qu’on ait seulement a; ; € L (£2). On peut montrer [40] qu’il existe p* > 2 tel que
si f € LP(Q) avec 2 < p < p*, alors u € Wy P(Q).
3. Toujours dans le cas a; ; € L°°(£2), on peut montrer (ce résultat est di & Stampacchia quesi f € LP(Q),
avec p > &, alors u € L=(Q).
4. Tl est possible aussi de démontrer des résultat de régularité pour d’autres conditions aux limites. L’exercice
[2.8] donne un exemple avec les conditions de Neumann, I’exercice [2.12] un exemple avec conditions de

Fourier et I’exercice traite I’exemple du systeme elliptique induit par I’équation de Schrédinger (qui
est d’habitude présenté comme une équation dont I’inconnue prend ses valeurs dans C).

16. Guido Stampacchia, mathématicien italien (1922-1978), spécialiste de calcul des variations et des équations aux dérivées partielles,
entre autres.
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2.4 Positivité de la solution faible

L’objet de ce paragraphe est de démontrer que si le second membre est positif alors la solution faible est positive.
Plus précisément, on suppose que £ un ouvert borné de RN, N > 1, a;; € L>®(Q),pouri,j =1,...,N.On
suppose que les fonctions a; ; vérifient 2.2), et que f € L*(12) est telle que f > 0 p.p.. La question est de montrer
que sous ces conditions, la solution u de (2.6) vérifie u > 0 p.p..

2.4.1 Le cas des solutions classiques

Soit Q un ouvert borné de IR, N > 1. On suppose que u € C?(Q), —Au = f dans Q et u = 0 sur le bord de
(2 (la fonction u est donc une solution classique avec a; ;j = 0si¢ # jeta;; = 1si4 = j). On suppose aussi
que f > 0 dans €2, et on va montrer que v > 0 dans €. Pour cela, on raisonne par 1’absurde : on suppose qu’il
existe a € € tel que u(a) < 0. On choisit alors T €  tel que u(Z) = min{u(z), * € Q} (un tel T existe car () est
compact, u est continue, u(a) < 0 et u = 0 sur le bord de €2). On a alors

0:u(T) = 0 et O?u(T) > 0 pour tout i € {1,..., N}.

Ceci donne Au(Z) > 0, ce qui est en contradiction avec Au(Z) = —f(Z) < 0. On obtient donc finalement que
u(x) > 0 pour tout = € €.

Un argument supplémentaire permet de remplacer 1’hypothese f > 0 par f > 0. En effet, supposons seulement
que f > 0. Pour € > 0, on pose u.(r) = u(x) — ex? de sorte que —Au. = f + 2¢ > 0 dans Q. Soit 7. €
tel que u(T.) = min{u.(x), z € Q}. Si Z. € €, le raisonnement précédent montre que Au.(Z.) > 0 ce qui
contredit le fait que —Au.(Z.) = f(T.) + 2¢ > 0. On a donc T, € I et on en déduit que

ue(y) > ue(Te) > —¢ max z} pour tout y € €.

En faisant tendre € vers 0, on obtient le résultat désiré, ¢’est-a-dire u > 0 dans Q.

Il s’agit maintenant d’étendre cette propriété de positivité aux solutions faibles.

2.4.2 Le cas des solutions faibles
La démonstration de cette propriété repose sur les deux lemmes suivants, diis a G. Stampacchia.

Lemme 2.25 Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et p € CY(IR,R). On suppose que ¢’ est bornée et
©(0) = 0. Soit u € HE(Q), alors p(u) € H(Q) et Dip(u) = ¢ (u)Dsu p.p. (pour touti € {1,...,N}). La
notation p(u) désigne la fonction pou. (Cette notation p(u) au lieu de pou est habituelle et sera systématiquement
utilisée dans la suite de ce livre.)

Démonstration Il existe une suite (u,),en de fonctions appartenant a D(2) telle que u,, — u dans H}(Q)
(quand n — +00), c’est-a-dire

u, — udans L%(Q),
Dju,, — D;u dans L*(Q), pour touti € {1,...,N}.

Apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut méme supposer qu’il existe F' € L?(2) et, pour tout i €
{1,...,N}, F; € L*(Q) tq.

Up, — U P.p. et |uy| < F p.p. et pour tout n € IN,
D;u, = Djup.p.et|D;u,| < F; p.p.etpourtoutn € IN, s € {1,...,N}.
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On a alors p(u,) € CL(Q2) et pour tout n € N et touti € {1,..., N},
Di‘P(un) = ai‘P(un) = ‘Pl(un)az‘un-
On pose M = sup{|¢/(s)|, s € R}, de sorte que |p(s)| < M|s|, pour tout s € IR. On a donc
©(ty) = o(u) p.p. et |p(uy)| < MF p.p. et pour tout n € IN.

Comme M F € L?(1), le théoreme de convergence dominée (dans L?(2)) donne ¢(u,,) — ¢(u) dans L*(2). On
a donc aussi D;(u,) — D;p(u) dans D*(£2). On rappelle maintenant que D;p(uy,) = ¢ (uy,)0;uy,. Comme

@' (un) — ¢'(u) p.p.,
Oyuy, — Diju p.p.,
|’ (wn)Osurn| < MF; p.p. et pour tout n € IN.

Le théoreme de convergence dominée donne ¢’ (u,,)0;u, — ¢’ (u)D;u dans L?(Q) et donc aussi dans D*(£2). Par
unicité de la limite dans D*(€2) on a donc D;p(u) = ¢'(u)D;u p.p. (et pour tout ¢). Finalement, on obtient donc
que p(u) € HY(Q) (comme limite, pour la norme de H'((2), de fonctions de H}(Q2)) et D;p(u) = ¢'(u)D;u
p-p-, pour tout 7. ]

Lemme 2.26 Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1). Soitu € HA () ; on définit ut par ut (z) = max{u(z), 0}
Pour z € Q. Alors, u™ € H}(Q) et Diu™ = 1,>0D;u = 1,~0D;up.p. (pourtouti € {1,..., N}). En particulier
on a D;u = 0 p.p. (pour tout i) sur ’ensemble {u = 0}.

Démonstration Pour n € IN*, on définit ¢,, € C*(IR,IR) par

on(s) =0sis <0,

_ng2 g 1
on(s) = §s s110.<1s<57
On(s) =5 —5-si - <s.

On a donc ¢, (s) — s™ pour tout s € IR (quand n — +00) et |, (s)| < 1 pour tout s et pour tout n € IN*. Le
lemme donne ¢, (u) € HE(Q) et D;(¢n(u)) = ¢, (u)D;u p.p. (et pour tout i € {1,..., N}). D’autre part,
ona

on(u) = um p.p., |@n(u)| < |u| p.p. et pour tout n € IN.

Le théoréme de convergence dominée donne donc ¢, (u) — u™ dans L2(£2) (et donc que D;p,(u) — D;u™ dans
D*(£2)). Puis, on remarque que ¢, (u) — 1,50y p.p. et donc

©n (W) D — 1501 Diw pp., |y, (u)Dyu| < |Djul p.p. et pour tout n € IN,

ce qui (toujours par le théoréme de convergence dominée) donne ¢}, (u) Diju — 1,03 Dsu dans L?(£2) (et donc
dans D*(Q2)). Comme D;(pn(u)) = ¢, (u)D;u on en déduit (par unicité de la limite dans D*(Q)) que D;u™ =
1{u>0yDiu p.p.. Lasuite (¢, (u))new est donc une suite de H (Q2), elle converge dans H' () vers ut. On a bien
montré, finalement, que v € Hj(Q) et Dyu™ = 1¢,503Dyu p.p. (et pour tout 7).

En considérant la suite (¢, (u))neN avec v, définie par ¢, (s) = ¢(s + %) — 1/(2n), un raisonnement analogue
montre que D;ut = 1{u20}Diu p.p- (la différence essentielle entre ¢,, et 1, est que ¢}, (0) = 0 alors que
¢R(0) =1).

On obtient en particulier que 11, >0y Diju = 150y Diu p.p. etdonc 1y, —gy Dsu = 0 p.p. ¢’est-a-dire que D;u = 0
p.p. sur 'ensemble {u = 0}. L]
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Remarque 2.27 (Généralisation du lemme[2.26) Le lemme peut se généraliser en remplagant la fonction
u — uT par une fonction lipschitzienne s’annulant en 0, on obtient ainsi le résultat suivant :

Soient Q un ouvert borné de RY (N > 1) et ¢ lipschitzienne de IR dans R, s’annulant en 0. Soit u € HY(Q); on
a alors o(u) € H}(Q) et Dip(u) = ¢’ (u)Dyu p.p. (pour touti € {1,...,N}).

Cette généralisation est assez facile si ¢’ n’a qu’un nombre fini de points de discontinuité. Elle est nettement plus
difficile dans le cas général d’une fonction lipschitzienne.

Un exemple important consiste & prendre ¢(s) = (s — k) pour tout s € IR, avec k donné dans IR ;. On obtient
ainsi, pour u € Hj(Q), (u— k)T € Hj(Q) et Dip(u) = 1iyspyDiv = Lgy>k Diu pop..

On peut maintenant répondre a la question posée au début de ce paragraphe.

Théoréme 2.28 (Positivité de la solution faible) Soir Q un ouvert borné de RN, N > 1, a;; € L>(Q), pour
i,j =1,...,N. On suppose que les a; ; vérifient 22). Soit f € L*(Q2) et u la solution de 2.6). On suppose que
f>0p.p.Onaalorsu > 0p.p..

Démonstration On suppose que f < 0 p.p. et on va montrer que u < 0 p.p. (en changeant f en —f et u et —u on
obtient le résultat désiré). Comme w est solution de (2.6)), on a

/Q _Z a; () Dju(z) Dyv(z) dz = /Q f(x)v(x) dz pour tout v € HE(Q).

7,7=1

On choisit v = u™ dans cette égalité et on obtient

Oz/Q |Vu(x)|21{u20} (z)dz < /Q Z a; j(z)Dju(z)Diu't (z) de = /Qf(x)u'*‘(x) dz <0.

i,j=1

On en déduit que « ”U’+H§{(}(Q) =a [, |Vut(z)? dz < [, f(z)u™(z) do < 0, et donc ut = 0 p.p., ¢’est-a-dire
u < 0p.p.. ]

2.5 Conditions de Dirichlet non homogenes

Nous n’avons considéré jusqu’ici que les problemes elliptiques (linéaires) avec conditions aux limites homogenes
(c.a.d que la solution est nulle au bord du domaine). On souhaite maintenant remplacer la condition “u = 0” sur
le bord de €2 par “u = ¢” sur le bord de (2. Ceci va étre possible en se ramenant au probleme de Dirichlet avec
conditions aux limites homogenes (c’est-a-dire en se ramenant aux théoremes [2.6| et [2.9) a condition que 2 soit
assez régulier pour que I’opérateur trace, noté ~y et introduit au chapitre[I} voir théoreme [I.32] soit bien défini et
que g soit dans I'image de 7 (c’est-a-dire g = v(G) avec G € H'(Q)).

Plus précisément, soit {2 un ouvert borné de RN (N > 1) a frontiére lipschitzienne. On note OS2 cette frontiére.
Soient a; ; € L>(Q), pour ¢,j = 1,..., N,vérifiant I'hypothese d’ellipticité uniforme (2.2)). Soit f une fonction
de Q2 dans IR et g une fonction de I dans IR. On cherche une solution au probleme (2.3). Le théoréme [2.6| permet
de démontrer le théoréme suivant, ol est la formulation faible du probleme (2.3).

Théoréme 2.29 (Condition de Dirichlet non homogene (1)) Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1) a frontiére
lipschitzienne, f € L?(S2), g € Im(v) (oiy désigne I’opérateur trace de H*(2) dans L*(S)) introduit au théoréeme
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[1.32). Soient (a; ;)i j=1,...n C L>(Q) et oo > 0 tels que [Z2) soit vérifice. Alors il existe une unique solution au
probléme suivant :

u € H'(Q),y(u) =g,

/Q ZZ a;j(z)Dju(x)D;v(x) | do = /Qf(x)v(m) dz,Yv € H}(Q).

i=1 j=1

(2.17)

Démonstration La démonstration fait partie de 1’exercice Elle consiste a chercher u — G comme solution
faible d’un probleme elliptique posé dans H}(2) avec un second membre dans H~1(Q) et G € H(Q) tq.

1(G) =g. =

Noter qu’il est possible de remplacer le second membre de (2.17) par T'(v) ou T € H (). On obtient alors le
théoreme[2.30|qui se démontre aussi en cherchant « — G comme solution faible d’un probleme elliptique posé dans
H{ (£2) avec un second membre dans H~1(Q) (voir I’exercice [2.24).

Théoreme 2.30 (Condition de Dirichlet non homogene (2)) Soit 2 un ouvert borné de RY(N>1)a frontiére
lipschitzienne, T € H~1(Q), g € Im(v) (o y désigne 'opérateur trace de H*(Y) dans L*() vu au théoréeme
. Soient (a; ;)i j=1,..n C L™(Q) et a > 0 tels que 2.2)) soit vérifiée. Alors il existe une unique solution de
@.18).

u € Hl(Q),'y(’u,> =9

NI (2.18)
/ Z Z ai j(x)Dju(z)Div(z) | do=T(v),Yv € Hy(Q). '
2\ i=1j=1
Démonstration La preuve est similaire a celle du théoréme (voir ’exercise [2.24]). [

Remarque 2.31 (Principe du maximum) Sous les hypothéses du théoréme on peut aussi montrer, par une
méthode voisine de celle donnée dans le théoréeme[2.28| que, si f = 0et A < g < B p.p., avec A, B € IR (p.p. est
a prendpre ici au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 0S2), on a alors A < u < B p.p., ot u
est la solution de 2.17). C’est ce résultat que I’on appelle “principe du maximum”.

La suite de cette section donne quelques compléments sur I'image de 1’opérateur trace (noté ) défini sur H'(Q)
lorsque 2 est un ouvert borné de IR™ a frontiére lipschitzienne.

Définition 2.32 (Espace H H (89)) Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1) a frontiere lipschitzienne. On note
Hz (0RQ) I'ensemble des traces des fonctions H(Q), ¢’est-a-dire Hz (9Q) = Im(v) oi 7y est I'opérateur trace de
HY(Q) dans L?(0SY) vu au théoreme On définit sur H2 (9) une norme en posant

HU”H%(BQ) = inf{[[@l g1 (q) » ¥(W) = u}.

La proposition montre que H z (0Q) est alors un espace de Hilbert et que I’application u — u est continue
de H=(99Q) dans L2(0N). (On dit alors que H?z(8Q) s’injecte continiment dans L2(9S2).) On note H~2 (9Q)
Iespace dual de H? (09) (c’est donc aussi un espace de Hilbert).

Remarque 2.33 (Compacité de H z (92) dans L2(92)) Dans le cadre de la définition [2.32] on peut montrer
(mais ceci n’est pas fait dans ce cours) la compacité de ’application v — u de H 3 (09) dans L?(95), voir par
exemple [18} chapitre 3].
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Proposition 2.34 (Propriétés de I’espace H 2 (8Q2)) Soit Q un ouvert borné de R™ (N > 1) a frontiere lipschit-
zienne. On note -y I’opérateur trace défini sur H* ().

1. Soitu € Hz(09). Alors HUHH%(aQ)

Q avec y(w) = u, c’est-a-dire 'unique solution de

= |Gl 11 () 0t w est I'unique solution faible de —Au +u = 0 dans

€ HY(Q),vy(a) = u,

/Q(Vﬁ(a:)Vv(x) +a(z)v(z)) de = 0,V € Hy(Q).

2. L'espace H? (0N est un espace de Hilbert.
3. Lespace Hz (0S)) s’injecte continiiment dans L*(9).

La démonstration de cette proposition fait I’objet de I’exercice [2.23]

Soit © un ouvert borné de R™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne. Avec la définition (et la proposition m,
on voit que I’opérateur trace défini sur H'(£2) est un opérateur linéaire continu de H' () dans H2 (9€2) (et sa
norme est égale 2 1). Si maintenant u € H*(2)", on peut définir la trace de u encore notée y(u) en prenant la
trace de chacune des composantes de u. On a donc y(u) € Hz(0Q)N c L2(dQ)N. On note n(z) le vecteur
normal a 92, extérieur a (2. Comme (2 est a frontiere lipschitzienne, le vecteur n(z) est défini p.p. en z € 9 (p.p.
signifie ici, comme d’habitude, p.p. pour la mesure de Lebesgue (N — 1)-dimensionnelle sur 9S2) et la fonction
x + n(z) définit un élément de L°°(9). On obtient ainsi y(u) - n € L2(9N). Cette (classe de) fonction(s)
~(u) - n est appelée “trace normale de u sur 92". L’exercice montre qu’on peut définir y(u) - n comme un
élément du dual de H % (€2), on note H ~ (2) cet espace dual, sous I’hypothese u € LQ(Q)N avec divu € L?(9).
On rappelle que pour une fonction dérivable au sens classique, div u est la fonction de IRY dans IR définie par
z=(x1,...,zN) = Our(z) + ... + Onvupn ().

Définition 2.35 (L’espace Hg;,, (2)) Soit Q un ouvertde RY a frontiére lipschitzienne et u € L? (Q)N ; on définit
la divergence de u par divu = Diuy + ...+ Dyupn. L’espace des fonctions u € LQ(Q)N vérifiant divu € L*(Q)
est noté Hyi (), ¢’est-a-dire

Ha(Q) = {ue L2(Q)" ; divu € L2(Q)}.

L'hypothese u € Hgiy(£2) est donc plus faible que u € H'(2)Y car on peut avoir divu € L?({) sans que
Dju; € L*(Q2) pour tout 4,5 = 1,..., N.

Remarque 2.36 (Trace normale sur une partie du bord) Il est intéressant de noter que, sous si ) est un ouvert
de IRY 2 frontiere lipschitzienne et u € Hyg;, (), sa trace normale y(u) - n, qui est donc un élément de H -3 (092),
n’est pas toujours représentée par une fonction sur 052 et ceci induit une difficulté lorsque 1’on souhaite considérer
la restriction de v (u) - n & une partie du bord de €2, voir a ce propos 1’exercice Nous conseillons également
les ouvrages [39] et [30] pour approfondir ce sujet.

2.6 Exercices

Exercice 2.1 (Une généralisation du théoréme de Lax-Milgram (x)) Corrigé en page[I00]
L’objet de cet exercice est de démontrer la généralisation suivante du théoréme de Lax-Milgram.
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Théoréme 2.37 Soient H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire noté (-|-), de norme associée notée
-1, (H) un linéaire continu de H dans H. On note A* I’opérateur adjoint de A (voir définition [2.13)).
Sous les hypotheses suivantes :

o A et A* sont injectifs,

o si (Wp)new C H est une suite bornée telle que Aw,, converge vers 0, alors w,, converge vers 0 (dans H),
I’opérateur A est bijectif.

On se place sous les hypotheses du théoréeme
1. Montrer que Im(A) = H
2. L’objet de cette question est de montrer que Im(A) est fermé (et donc avec la question que A est surjectif
et donc bijectif car A est injectif par hypothese).
Soit (wp)new C H ; on pose f,, = Aw, et on suppose que f, — f € H lorsque n — -+o0.
(a) Montrer que la suite (wy,),eN est bornée.
(b) Montrer qu’il existe w € H tel que Aw = f.

Exercice 2.2 (Régularité en dimension 1 (x)) Corrigé en page|[10]|
Soit f € L*(]0,1]); on rappelle (voir théoréme qu’il existe une et une seule solution v de

u € Hy(]0, 1)),
2.19
/ Du(t)Du(t) dt = / f®)(t) dt, Yo € Hi(]0,1[). (2.19)
On suppose maintenant que f € C([0,1],IR)(C L*(]0,1[). On pose F(x) = [ f(t) dt, pour tout = € [0, 1]. Soit
u la solution de (2.19) ; montrer que, pour tout ¢ € C([0,1],IR), on a

1 1
/ (Du(t) + F(t))p(t) dt = / co(t) dt
0 0

avec ¢ € IR convenablement choisi (et indépendant de ).
En déduire que Du = —F + ¢ p.p., puis que u est deux fois continiment dérivable sur ]0, 1] et —u"(x) = f(x)
pour tout z €]0, 1] (et que u(0) = u(1) = 0).

Exercice 2.3 (Décomposition spectrale en dimension 1 (xx)) Corrigé en page[I0]]

On reprend 1’exercice précédent. On pose E = L?(]0, 1) (muni de la norme || - ||2). Pour f € E, on rappelle qu’il
existe une et une seule solution u de (2.19) (théoreéme 2.6).

On note T I"application de F dans E qui & f associe u (solution de (Z:19), noter que H¢ (]0,1[) C E). On rappelle
que T est un opérateur linéaire compact autoadjoint de ' dans E.

1. Soit A\ € VP(T). Montrer qu’il existe u € C([0,1],]R) N C%(]0,1[,IR), u # 0, tel que —Au” = u, sur
10,1[ et u(0) = u(1) = 0.
2. Montrer que VP(T) = {173, k € N*} et o(T) = VP(T) U {0}.

3. Soit f € E. Pour n € IN*, on pose ¢, = 2 fol f(t) sin(nzt) dt. Montrer que :

Ilf — Zcp sin(pr-)|]2 — 0, quand n — oo.
p=1

(Comparer avec les séries de Fourier. )
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4. Soit € IR*. En utilisant le fait que T est compact, donner une C.N.S. sur f € E pour que le probleme
suivant ait une solution :

u€ Hy(]0,1)), ) )
/ Du(t)Du(t) dt+u/ u(t)o(t) dt :/ f®)(t) dt, Yo € HL(]0,1]).
0 0 0

Exercice 2.4 (Premiére valeur propre de —A (xx%)) Corrigé en page Soit  un ouvert borné de IR™
(N > 1). Pouru € H}(Q) \ {0}, on pose

) — Jo IVu(z)|? da
@) = Jou?(x) dz

On pose pu = inf,e g1 )\ {0y @(V)-
1. Montrer que 1 > 0 et qu’il existe u € H(Q) \ {0} tel que Q(u) = p.
[Indication : considérer une suite minimisante, c’est-a-dire une suite (u,)new C Ha(Q) \ {0} telle que
lim,, 400 Q(ur) = p et utiliser le théoréme de Rellich.]

2. Soitu € H}(Q) \ {0} tel que Q(u) = p, et soit A I’opérateur laplacien défini par (Z.12) ; montrer que
u € D(A) et Au = pu p.p.. En déduire que p est la plus petite valeur propre de A.

3. Soitu € H(2) \ {0} tel que Q(u) = p1, montrer que u™, u~ € D(A) et Aut = pu™ p.p.).
[On rappelle que si u € H () onaaussi ut, u™ € H}(Q), lemme On pourra alors comparer Q ()
avec Q(u™) et Q(u~) siu™ et u~ sont des fonctions non nulles.]

Exercice 2.5 (Inégalité de Poincaré ’moyenne sur le bord” (xx)) Corrigé en page Soit 2 un ouvert borné
de RY, qu’on suppose de plus connexe et de frontiere lipschitzienne, et soit A C 0f) de mesure non nulle au sens

de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 92. On suppose que u € H'(Q) et que / u(z) dvy(z) = 0.
A
Montrer qu’il existe C' € IR, ne dépendant que de 2 et A tel que ||ul[z2(q) < C||Vul[12(q)-

Exercice 2.6 (Probléme elliptique 2 coefficients non bornés (xx)) Corrigé en page
Soit  un ouvert borné de R™, N > 1, et p : Q — IR une fonction mesurable t.q. inf{p(z), z € Q} = o > 0. On
pose H'(p, Q) = {u € L*(Q) t.q. Diu € L{ (?) et p D;u € L?(2) pour tout i € {1,...,N}}.
On rappelle que D;u désigne la dérivée, au sens des dérivées par transposition, de u dans la direction x;, la variable
de R" étant notée & = (z1,...,zy)"

N
Pour u € H(p, ), on définit |[u] par [[ul]2 = [ull3 + > lp Diull3, avee |- 2 = |- | 2a).

i=1

1. (Etude de I’espace fonctionnel.)

(a) Montrer que H'(p, Q) C H(Q).
(b) Montrer que H'(p,2), muni de la norme || - ||, est un espace de Hilbert. [On pourra remarquer qu’une
suite de Cauchy dans H'(p, Q) est aussi de Cauchy dans H'(€2).]

On pose Hy (p, Q) = H'(p, ) N Hy(2).
2. (Espace fonctionnel, suite.) Montrer que H} (p, ) est un s.e.v. fermé de H(p, ).
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3. (Solution faible.) Soit b € L*(Q2), montrer qu’il existe un et un seul u t.q.

u € Hg(p,Q),

QpZ(I)VU(.r) -Vo(z) doe = A h(z)v(z) dz, Yo € Hy(p, Q).

(2.20)

4. (Précisions...)

(a) On suppose ici que p? € L (). Montrer que C2°(Q2) C H} (p, Q).
(b) On prend maintenant N = 1 et ) =]0, 1[. Donner un exemple de fonction p (avec p :  — IR mesurable
ett.q. inf{p(x), z € Q} > 0) pour lequel C=°(Q) N H} (p,2) = {0} (cette question est plus difficile).

Exercice 2.7 (Deux problémes elliptiques emboités (xxxx)) Corrigé en page
Soit €2 un ouvert borné de ]Rd, d > 1, et M et N deux matrices de taille d x d a coefficients dans L>°(£2). On
suppose qu’il existe o > 0 tel que pour presque tout € {2 et pour tout £ € R% ona

M(z)§- € > al¢]? et N(z)¢-£ > af¢f.

1. Soit f € L*(€2). Montrer qu’il existe un unique u t.q.

u € H0
/ N(z ) Vo(z) dr = / (M(x) + N(z))Vw(z) - Vo(z) dz, Yo € HE(Q), (2.21)
Q
avec w solution de
w € H0
/ M(x -Vou(z) doe = / flz ) dzx, Vv € HO (Q). (2.22)

pour les questions suivantes, on note 7'(f) cette unique solution de (2.21) avec w solution de (2.22).

2. Montrer que T est une application linéaire compactem de L?(Q) dans L?(Q) (c’est-a-dire que T est li-
néaire, continue et transforme les parties bornées de L?(£2) en parties relativement compactes de L?(£2)).

3. On suppose dans cette question (et seulement dans cette question) qu’il existe A € IR tel que M = AN.
Montrer qu’il existe une matrice A, ne dépendant que de M et A, tel que, siu = T'(f),

/ A(x)Vu(z) - Vo(z) dz = / f(z)v(x) dz pour tout v € H} (). (2.23)

Donner I’expression de A en fonction de M et .

4. On suppose dans cette question que d = 2 et 1 < p < 4-00. Montrer que pour tout f € LP(£2) il existe une
unique solution u de (2.21)) avec w solution de (2.22).

Montrer que I’application qui & f associe u (solution de (2.21)) avec w solution de (2.22))) est compacte de
LP(Q) dans L9(Q2) pour 1 < ¢ < 400

5. On suppose dans cette question que d = 3 et p = 6/5. Montrer que pour tout f € LP(f) il existe une
unique solution u de (2.21) avec w solution de (2.22).

Montrer que I’application qui a f associe u (solution de (2.21)) avec w solution de (2.22)) est continue de
LP(Q) dans L5(£2) et compacte de LP(£2) dans L4(Q) pour 1 < g < 6.

17. On rappelle que toute application linéaire compacte est continue ; ceci est faux dans le cas non linéaire.
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Exercice 2.8 (Probleme de Neumann (xx*xx)) Corrigé en pagem

Soient 2 un ouvert borné connexe (non vide) de RY (N > 1), a frontiere lipschitzienne; on pose H = {u €
H'Y(Q), [, u(z) dz = 0}. On rappelle que sur un tel ouvert, une fonction Lj, . dont les dérivées (au sens des
dérivées par transposition) sont nulles est nécessairement constante (c’est-a-dire qu’il existe C' € IR tel que cette
fonction soit égale a C' p.p.), voir I’exercice[I.4}

1. Inégalité de “Poincaré moyenne”. Montrer que H est un s.e.v. fermé de H'(Q)) et que, sur H, la norme
H'* est équivalente a la norme ||-||,,, définie par ||ul|,, = I(IVuDllz2(q)-
[On pourra montrer, en raisonnant par I’absurde, qu’il existe une suite d’éléments de H, (uy,)necw telle que
[tnll 22y > 7 [[unll, pourtoutn € IN.]

2. Caractérisation de (H(2))". Soit T € (H*(£))’, montrer qu’il existe a € IR et F' € (L*(Q))" tels que

(T, u) (g1 )y, v (Q) = a/ u(z) do +/ F(x) - Vu(z) dz, Yu € H'(Q). (2.24)
Q Q

[On pourra considérer 7} ,, et utiliser une injection convenable de H dans L?(2)V.]

Pour tout = € (2, on se donne une matrice, notée A(x), dont les coefficients sont notés a; ;(x), ¢,
1,...,N. On suppose que a; ; € L>(Q2) pourtouts,j =1,..., N et qu’il existe o > 0 t.q A(z)& - ¢
al€|?, pour tout £ € RY et p.p.en z € Q. Soienta € R et F € (L*(22))N ; on cherche u solution de

vVl

ue HY (),
/QA(x)Vu(x) -Vo(z) dz = a/

Q

v(x) dz + /Q F(z) - Vu(z) dz, Yo € HY(Q). (2.25)

3. Existence et unicité.

(a) Sia # 0, montrer que (2.25) n’a pas de solution.

(b) Si a = 0, montrer que (2:23) a une solution et que cette solution est unique si I’on demande qu’elle
appartienne a .

(c) Dans cette question, on suppose que a = 0, a;; € C®(,R) pour tout i,j = 1,...,N, F' €
C’OO(Q,]RN), et que € est de classe C'™ au sens de la définition @l, on suppose de plus que la
solution (appartenant & H) de ([2:23)) est aussi dans C*°(€2,IR). Montrer que —div(AVu) = —div F
dans Q, et que AVu -n = F - n sur 0F), ou n est la normale a 02, extérieure a €). Cette condition
s’appelle conditions aux limites de Neumann.

4. Dépendance par rapport aux parametres. On suppose a = 0 et on note v la solution (appartenant a I7) de
(2:25)). On suppose que, pour tout n € IN, u,, € H est la solution de (2.23)) avec A,, au lieu de A et F}, au
lieu de F' (et a = 0); on suppose de plus que
— A, = (aﬁ’;))z j=1,....n Vérifie, pour tout n, les mémes hypotheses que A avec un « indépendant de n,
— (a(-fb))nelN est bornée dans L>°({2), pour touti,j =1,..., N,

— agz) — a; j p.p., quand n — oo, pour tout i, j = 1,..., N,

— F, — Fdans L?(Q)", quand n — oc.

Montrer que (u,)nen est bornée dans H, puis que u,, — u faiblement dans H'(Q) (quand n — 00) et

enfin que u,, — u dans H'(2).

5. (Régularité H? par la technique des réflexions, cette question est indépendante de la précédente.) On sup-
pose que a = O etqu’ilexiste f € L*(Q) t.q. [, F(x)-Vu(z) dz = [, f(z)v(x) dz, pour tout v € H' ().
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On note u la solution (appartenant 2 H) de (2.23)) et on suppose que N = 2 et que 2 =]0, 1[x]0, 1[. On
pose Q5 =] — 1, 1[x]0, 1[. On définit A, f et u sur 25 en posant

ai,i(71,22) = ai,i(—21, 22)
ai,j (21, 02) = —a; j(—x1, m2) if i # j,
flx1,x2) = f(—z1,22),

u(xy, xe) = u(—x1,x2)

si (a1, 29) €] — 1,0[x]0, 1,

Montrer que u est solution de (2:25)) avec 2 au lieu de €.
En utilisant ainsi plusieurs réflexions, montrer que u € H?() dans le cas A(z) = Id pour tout z € €.

Exercice 2.9 (Un exemple dans H'(IRY) (%)) Corrigé en page m
Soit f € L2(RY), N > 1.

1. Soitu € H'(RY)eti € {1,..., N}. Montrer que Au — u = D;f dans D*(IRY) si et seulement si u
vérifie

/Vu(x) -Vo(z) dz + /u(:c)v(:z:) dz = /f(:z:)Div(x) dz pour tout v € H*(RY). (2.26)
2. Montrer qu’il existe un et un seul u € H*(IR") solution de (2.26) et que lull g1 vy < 1 p2 ey

Exercice 2.10 (Norme H?2 sur RN (x%)) Corrigé en pagem

Soit N > 1. Cet exercice montre que dans RY la norme H? est équivalente 2 la somme de la norme L? de
la fonction et de la norme L? de son laplacien. Cette équivalence est utilisée pour étudier un probléme avec le
bilaplacien.

1. Soitu € H? (]RN ). Montrer qu’il existe Cy et Cy strictement positifs, ne dépendant (éventuellement) que
de N, tels que
Cr(llullze + [Aulz2) < [lullz < Callullza + | Aul|Z2).
(Bien sir, L? désigne L?(RY) et H? désigne H*(IRY).)
2. On note H—2(IRY) le dual (topologique) de H?(IR"). Soit f € H=2(IRV) et A > 0.
(a) Soitu € H*(IRY). Montrer que A(Au) 4 Au = f dans D*(IR") si et seulement si u est vérifie

/Au(x)Av(x) dz + )\/u(z)v(x) de = (f,v)g-2 m2. (2.27)

(b) Montrer qu’il existe un et un seul v € H?> IRY) solution de 12.27).
q

Exercice 2.11 (Modélisation d’un probléme de contact (***)) Corrigé en page|l14]

On pose B = {x €R?, |z| <2}, T=]—1,1[,etQ = B\ ([~1,1] x {0}) (2 est donc un ouvert connexe de IR?).
On note 0B = B — B. On rappelle que |:c\ désigne la norme euchdlenne de z € R? et z - y le produit scalaire
correspondant de rety (€ R?).

Soient f € L?(Q) et g € L*°(I) t.q. g > 0 p.p. (sur I). On s’intéresse au probléme suivant.

—Au(z) = f(x),z€Q, (2.28)
u(z) = 0,z€dB, (2.29)
z,07) = Oyu(x,07), €1, (2.30)

(a:,0+) = g()(u(z,0") —u(z,07)), z € I. (2.31)
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1. (Recherche d’une formulation faible)

On suppose, dans cette question, que f est une fonction continue sur € et g une fonction continue sur
I.Onnote Oy = QN {(x,y),y > 0}etQ_ = QN {(z,y),y < 0}. Soit u € C?(Q,R) telle que
U, € C?(Q), Cest-a-dire que v, est la trace sur Q. d’un élément de C? (R?), etuy, € C?*Q).
Noter alors que toutes les expressions dans (2.28)-(2.3T) ont bien un sens. On a, par exemple, u(z,0") =
limy, 0, y>0 u(z, y).

Montrer que u est solution “classique” de (2.28)-(2.3T) (c’est-a-dire vérifie (2.28) pour tout z € Q, (Z.29)
pour tout = € 9B et (2.30),(2:31) pour tout z € I) si et seulement si u vérifie :

u(z) =0, Vo € 0B,
/QVu(x) -Vo(z) de+

/g(ac)(u(x, 07) —u(z,07))(v(z,0") —v(x,07)) do = / f(z)v(x) dz,
Q

I

(2.32)

pour toute fonction v € C?(2,R) telle que v, € C?*(Q), v, € C*Q-) etv(x) = 0 pour tout
x € 0B.
2. (Traces et espace fonctionnel)

En admettant I’existence de 1’opérateur trace (théoreme [T.32), montrer qu’il existe un opérateur linéaire
continu o de H' () dans L*(0B) t.q. yo(u)(x) = u(x) p.p. (pour la mesure de Lebesgue 1-dimension-

nelle sur 9B) siu € H'(Q) et u est continue sur B\ [—1, 1] x {0}.
Montrer également qu’il existe v, [resp. ] linéaire continu de H'(Q) dans L*(I) t.q. 74 (u)(x) =

u(z,0+) [resp. v—(u)(z) = u(x,0—)] p.p.pourz € I siu € H'(Q) et U, est continue sur {2 [resp.

est continue sur €)_].

Ulg

Pour la suite on considere I’espace H = ker~y, (oll v est défini a la question [2). L'espace H est donc un sous
espace vectoriel fermé de H'(£2).
3. (Coercivité)
Montrer qu’il existe C' tel que ||ul| 2oy < C'|[[Vull[12(q) pour tout w € H. [On pourra, par exemple,
remarquer que uj, € H'(Qy)etuy, € H'(Q-)]

4. (Existence et unicité de solutions faibles) Montrer qu’il existe une et une seule solution u de 2:33).

u € H,
[ @) Vo) dot [ g@)rate) < ru@) o) —aco@) de gy
= /Qf(m)v(x) dz, Vv € H.

5. Pour n € IN, on note wu,, la solution de (2.33) avec g telle que g(x) = n, pour tout z € I. Montrer que
U, — u (en un sens a préciser) quand n — oo, ol  est la (unique) solution (faible) de —Awu = f dans B,
u = 0 sur 0B.

Exercice 2.12 (De Fourier 2 Dirichlet...(xx%))  Corrigé en page
Soient ¢ > 0, f € L>(RY ) et g € L*(IR" ™). On s’intéresse au probléme suivant :

—Au(z) +u(z) = f(z), z € R,

—01u(0,y) + ou(0,y) = g(y), y e RV, (234)
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ou I’on désigne par 0yu la dérivée partielle de u par rapport a son premier argument. La deuxiéme équation de
ce systeme est une condition limite sur I’hyperplan 21 = 0 qu’on appelle condition aux limites de Fourier ou de
Robin.

1. Donner une définition de solution “classique” de (2.34)) et de solution “faible” de ([2.34).
2. Montrer I’existence et I’unicité de la solution faible de (2.34)).
Pour les questions suivantes, on suppose que g = 0 p.p. (pour la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle).

3. Montrer que la solution faible de (2.34)) (trouvée a la question précédente) appartient a H 2(]RN +). [On
pourra se limiter au cas N = 2, comme dans le théoreme [2.18] la généralisation a tout N > 2 n’apporte
pas de difficultés supplémentaires.)

4. Pour n € IN, on note u,, la solution (faible) de (2.34) correspondant 2 ¢ = n. Montrer que w,, — u dans
H'(IRY |) ot u est la solution faible de :

— Au(z) +u(z) = f(z), z € RN, (2.35a)
u(0,y) =0, y e RV-1, (2.35b)

Exercice 2.13 (Equation de Schridinger (xx%)) Corrigé en page
Soit N > 1; on note €2 la boule unité de RY (en fait, les résultats de cet exercice restent vrais si pour des ouverts
bornés suffisamment réguliers de IR™, mais nous ne détaillons pas cette généralisation ici).

Pour f1, fo € L?(£2), on s’intéresse au systeme :

— Aul —+ ug = f1 in Q, (2363)
— AU,Q — Uy = fg in Q, (236b)

avec diverses conditions aux limites données par la suite.

1. Conditions de Dirichlet - On considere dans cette premiere question les conditions aux limites :
u1 = 0, ug = 0 sur 992. 2.37)
Soit f1, fo € L?(2), on dit que (uy, uz) est solution faible du probleme ([2.36)-(2.37) si

uy € H&(Q), Ug € H&(Q)

/QVul(x)-ch( )der/ do:f/fl ) dx, Yo € Hy (), (2.38)
/Vuz(ac)~V<p(x)dx—/u1( Yo(a )dx—/ 2(@)p(x) da, Yoo € HL(S).
Q Q Q

(a) Montrer que le probleme (2.38) admet une et une seule solution. [Utiliser Pespace V' = Hj () x
H; ()]

(b) Montrer que le probleme (2.36)-(2.37) admet une et une seule solution au sens suivant : u; € H?(Q) N
HE (), up € H?(Q)N HE(Q) et les équations (2.36) sont satisfaites p.p. sur (2. [Utiliser, en particulier,
la question précédente et le théoréme de régularité[2.19]]
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(c) On suppose dans cette question que f1, fo € C°°(€2). Montrer que la solution de (2.38)), notée uy, us
appartient 3 H™(Q)(= W™?2(Q)) pour tout m € IN (grace aux théorémes d’injection de Sobolev, ceci
donne uy, uy € C*(Q)).

(d) Pour f = (f1, fo) € L*(Q) x L*(Q), soit u = (u1,u2) la solution de (2:38), on note u = ®(f).
Montrer que 1’opérateur ® : f — u est un opérateur linéaire continu et compact de L?(Q) x L?(Q)
dans lui-méme.

2. Conditions aux limites de Neumann -
On considere dans cette deuxieme question les conditions aux limites :
% =0, % = 0 sur 012, (2.39)
on on
ol n désigne le vecteur normal a 0f2, extérieure a (2.
Pour résoudre le probleme (2:36)-(2.39), on va introduire un parametre, k& € IN*, destiné a tendre vers
I’infini.

Soit f1, f2 € L*(Q). Pour k € IN*, on s’intéresse au systeme :

1
—Auy + us + —uy = fy dans €,

(2.40)
—Aug —up + %Ug = f5 dans 2,
avec les conditions aux limites (2.39).
On dit que (uy, us) est solution faible du probleme (2.40)-(2-39) si
up € HY(Q), up € HY(Q), Vo € HY(Q),
1
/ Vui(x) - Vo(z) de + / (uz(z) + Eul(x))go(x) dz = / fi(@)p(z) dz, (2.41a)
Q Q o
1
Vug(z) - Vp(x) de + / (Eug(a:) —ur(x))p(x)de = [ fao(x)p(z) de. (2.41b)
Q Q o

Noter aussi que (ug, us) est solution faible du probleme (2:36)-([2-39) si (u1, u2) est solution de (2:41) en

remplagant + par 0.

(a) Soitk € IN*; montrer que le probleme (2.41])) admet une et une seule solution, que 1’on note (ugk), ugk))
dans la suite.

(b) Montrer que :
k k
13200y + 168122y < 1F113200) + I f2ll220)-

En déduire que les suites (ugk))nem* et (ugk))nem* sont bornées dans H'(Q).

(¢) Montrer qu’il existe une et une seule solution au probleme (2:41) obtenu en remplagant + par 0,
c’est-a-dire une et une solution faible au probleme (2.36)-(2.39). [Pour I’existence, utiliser les suites
(ugk) JkelN*, et (uék) )kew+ de la question précédente et faire tendre n vers +oo. Montrer ensuite 1’uni-

cité.]
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(d) Montrer que le probleme (2:36)-(2.39) admet une et une seule solution au sens suivant : u; € H?(),
ug € H?(R2), les équations (2.36) sont satisfaites p.p. sur 2 et les équations (2.39) sont satisfaites p.p.
(pour la mesure de Lebesgue N — 1-dimensionnelle) sur OS2 en utilisant 1’opérateur trace de H*(£2)
dans L?(992) pour donner un sens a %“1 et %“; [On admettra ici que le premier point du théoréme de
regulante-est encore valable si u est solution de [Z.6) avec H'(Q) au lieu de HZ().]

(e) Pour f = (f1, f2) € L?(2) x L*(Q), soit u = (uy,us) la solution faible de (2:36)-(2:39), on note
u = ®(f). Montrer que 'opérateur ¢ : f — wu est un opérateur linéaire continu et compact de
L3(Q) x L*(Q) dans lui-méme.

3. Conditions au limites mixtes - De maniere similaire, indiquer brievement comment résoudre le probleme
(2:36) avec les conditions aux limites :

Exercice 2.14 (Inégalité de Trudinger-Moser et L1(\/In(L1)) C H~1, N = 2 (xx%x)) Corrigé en page
Partie I, décomposition dans H{ ()
Soit 2 un ouvert de IRN, N > 1; on définit ¢ de IR dans IR par

p(s) = s, pour0< s< 1,
w(s) = —5 +2s— 3, pourl <s<2
p(s) = 2, pour 2 < s

(s) = —p(—s), pour s < 0.

Pour k£ € IN*, on définit o1, de IR dans IR par o (s) = k(3) pour s € IR.
1. Montrer que, pour tout s € IR, ¢y (s) — set ) (s) = 1 quand k — oo et que |¢r(s)| < |s|, ¢} (s) < 1.

2. Soitu € H}(£2); montrer que ¢ (u) € Hi (), pour tout k € N*, et que o (u) — u dans HE(Q) quand
k — oo. [Utiliser le lemme |[2.25]]

3. En déduire que, pour tout u € Hg () et pour tout e > 0, il existe u; € L>(Q) et ug € Hg(Q) telles que
u=uy + usy et ||u2HHé <e.

Partie II, Inégalité de Trudinger[*}Moser[’]
1. Montrer qu’il existe D > 0 tel que
ull pa(rz) < D llull gy may > Yu € Ho(R?), Vg € [2,00]. (2.42)

[On suggere d’expliciter la valeur de Dy , donné par (I.28) dans le corrigé de la troisieme question de

I’exercice[1.9]]

Pour la suite de cet exercice, on admet que dans la question [I]il est possible de remplacer ¢ par /g dans (2.42),
c’est-a-dire qu’il existe D > 0 tel que

[ull pa(rz)y < DV llull gy mey > Yu € Ho(R?), Vg € [2,00[. (2.43)

Soit  un ouvert borné de IR2.

18. Neil Trudinger (1942—) mathématicien australien, spécialiste des E.D.P elliptiques non linéaires.
19. Jirgen Moser (1928-1999), mathématicien germano-américain, spécialiste de systeémes hamiltoniens et des E.D.P.
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2. Montrer qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de €2 tel que

ull Loy < C\/a”uHHS(Q) , Vu € Hy(Q), Vg € [1,00]. (2.44)

3. Soitu € H}(Q2), u # 0, tel que ||uHH3(Q) < 1. Montrer qu’il existe o > 0 et a > 0, ne dépendant que de

Q, tels que eov’ € [ (Q) et ’ et < a. [Développer e® en puissances de s . . ..]

LY(Q)

4. En utilisant la partie I (et la question montrer que e’ € LP(Q) pour tout u € Hi (), tout o > 0 et
tout p € [1, o0

Partie III, sur la résolution du probléeme de Dirichlet
Soit 2 un ouvert borné de IR%. Soit f € L'(Q) telle que f+/]In (|f])] € L*(Q).

1. (Préliminaire.) Soit o > 0. Montrer qu’il existe 3,7 € IR, ne dépendant que de o, tels que
st < e + Bty/[Int] + 41, Vs,t € RY.

2
[On pourra, par exemple, remarquer que st < max{St+/|Int|, se#? } pour tout 3 > 0 (et tous s,t > 0),
puis choisir 5 (en fonction de ¢ ) et conclure.]

2. Montrer que fu € L'(€2) pour tout u € H{(R) et que application T’ : u — [, f(2)u(x) dz est un
élément de H ().
3. Montrer qu’il existe un et un seul u € H}(2) tel que —Au = f dans D*(Q).
Partie IV, contre-exemple
Soit 2 un ouvert borné de IR et @ €]0, 3[. On suppose que 0 € Q et on se donne § €0, 3| tel que Bos = {z € R?,
|z| <28} C Q.
1. Soity €]0, £[. Montrer qu’il existe une fonction u € H () telle que u(z) = (- In |z|) p.p. sur Bs.
[On pourra considérer la fonction v € H*(Ba;) définie par v(z) = (— In(|z|)?, voir exercice[1.3].
2. Montrer qu’il existe une fonction f € L(2) telle que f(|In|f||)? € L*(Q) et fu ¢ L' (Q) pour certains
u € HYHQ).
3. Montrer qu’il existe une fonction f € L!(Q) telle que f(In|f[)? € L'(Q) et telle qu’il n’existe pas
u € H(Q) vérifiant —Au = f dans D*(Q).

Exercice 2.15 (Décomposition de Hodge (x)) Corrigé en page|123

Soient © un ouvert borné connexe 2 frontigre lipschitzienne de R" (N > 1) et f € (L?*(Q))V.

Montrer qu’il existe une fonction u € H(Q) telle que

/ Vu(z) - Vo(z) dz = / f(x)-Ve(z)dz, Yo € HY(Q).
Q Q

[On pourra utiliser I’exercice 2.8}

En déduire qu’il existe u € H'(Q) et g € (L*(Q))V telle que f = Vu+g, p.p. dans Qet [, g(z)- Vi(z) dz =0
pour tout ¢ € H'(Q) (ce qui revient a dire que div g = 0, voir Définition [2.35).

On suppose maintenant que g € C1() et que Q = (]0, 1[)"V. Montrer que divg = 0 sur et que g- = 0 p.p.
(pour la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle) sur €2, ot n est un vecteur normal a O52.
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Exercice 2.16 (Conditions aux limites de Wentzel (xx%x)) Corrigé en page[I24)

Notations et Rappels du cours

On note H,(0,2r) = {u € H'(]0,2x[); u(0) = u(27)}; on rappelle que, si u € H'(]0,2x[), u admet toujours
un représentant continu sur [0, 27| et on identifie u avec ce représentant continu.

Soit B = {(z,y)" € R?*, 2% + y? < 1}. On rappelle qu’il existe une applicationy : H'(B) — L?(0B), linéaire,
continue et telle que y(u) = u p.p. sur B siu € HY(B) N C(B,R).

Siw € L?(0B), on définit j(w) € L?(]0,27[) par j(w)(#) = w(cos b, sin ), pour 6 € [0, 27|. L application j est
une isométrie de L2(0B) sur L?(]0, 2r[), de sorte que 4 = jo est linéaire continue de H'(B) dans L?(]0, 27]).
On pose H = {u € H'(B); 7(u) € H}(0,27)}. On munit H du produit scalaire

(wlv)g = (ulv)mm) + W) [7(v) H10,20)-

Partie I (Préliminaire d’analyse fonctionnelle)

1. Montrer que H} (0, 27) est un espace de Hilbert.
2. Montrer que H est un espace de Hilbert.

Partie II (Conditions aux limites de Wentzel)
Pour (z,y) € IR?, (z,y) # (0,0), on définit r et fpar r = (2 + y2)= et 0 € [0, 27 tels que = rcos 0 et
y = rsinf. Pour u € C1(IRV \ (0,0),R), on pose @(r, 8) = u(r cos,rsin §) de sorte que

Opu(r, ) = cos 00, u(r cos 6,7 sin @) + sin 00, u(r cos 0, r sin )

Opti(r,0) = —rsin 60 u(x,y) + rcos 80, u(z, y).

Pour f et g données, on s’intéresse au probleme :

— Au(x,y) +u(z,y) = f(z,y), (x,y) € B, (2.45a)
0,u(1,0) — 93u(1,0) + u(1,0) = g(cosh,sinf), 6 € [0, 27]. (2.45b)

Noter que la condition limite est effectivement écrite pour (z,y) € OB. Soient f € L?(B) etg € L?(0B),
on appelle “solution faible” de (2.43) une solution du probléme suivant :

u € H,

[ (@) + uze@) a4 [ OAODIE) +3Erw@ 0,

— [ s s [ " J(@)(6)i(1(0))(6) 6. Vo € H.
B 0

1. Soient f € L?(B) et g € L*(0B); montrer qu’il existe une et une seule solution de (2.46)).

2. (Question plus difficile) On retire, dans cette question, “uv” dans la lere intégrale de (2.46). Soient f €
L?(B) et g € L*(9B). Montrer qu’il existe encore une et une seule solution de (2.46)).

3. Soient f € C(B,R), g € C(0B,IR) etsoitu € C?(B,IR). Montrer que u est solution au sens “classique”

de (2.43) (c.a.d. vérifie pour tout (z,y) € B et (2.45b) pour tout (x,y) € IB) si et seulement si u
est solution faible de (2.43).

[On pourra admettre que C%(B, IR) est dense dans H.]
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4. Pour f € L*(B) et g € L?(0B), on note T(f,g) = (u,v(u)) € L?*(B) x L*(9B), ol u est I'unique
solution faible de (2.43)). On définit le produit scalaire dans L?(B) x L?(0B) par

((f,9) | (@, %)) 2(B)x L2(0B) Z/Bf(%‘)w(fﬂ) dw+/0 ﬂj(g)(e)j(w)(@d@-

Montrer que 7" est un opérateur linéaire compact autoadjoint de L?(B) x L?(0B) dans lui-méme.

Exercice 2.17 (Probléeme de Stokes, vitesse et pression (xx)) Corrigé en page

Soient Q un ouvert borné connexe de IR™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne et f = (f1,..., fn)' € (L2(Q))V.
On s’intéresse ici au probléme de Stokes, ¢’est-a-dire a trouver u = (ug,...,uy)" et p solution de
—Au+ Vp = f dans €,
divu = 0 dans 2, 2.47)
u = 0 sur 99).

Noter que la premiere équation de est vectorielle.
Onpose H = HY(Q)N et V = {u € H; divu = 0 p.p. dans Q}. On appelle solution faible de un couple
(u, p) solution de

’U/:(Ul,...,UN)t GM p€L2(Q)7

N
Z/ Vui(z) - V() de — / p(x)dive(z)de = | f(z)-v(z)dx (2.43)
— Ja Q Q
pour tout v = (vy,...,vn)t € H.
On pourra remarquer qu’une solution classique (u, p) de est solution de (2:48).

Partie I, existence et unicité de u

1. Montrer que si (u, p) est une solution classique de (2.47)), u est alors solution de

u=(uy,...,un) €V,
N
Z/ Vu;(x) - Vui(z) de = / f(z) v(z)de, Yo = (v1,...,on) € V. (2.49)
=179 Q

On montre dans la suite de cette premiere partie que (2.49) a une et une seule solution et que si (u, p) est
solution de (2.48)), u est alors 1’unique solution de (2.49).

2. Montrer que V est un s.e.v. fermé de H.

3. Montrer que (2.49) admet une et une seule solution. [Utiliser le théoréme de Lax-Milgram.]

4. Soit (u, p) une solution de (2.48)). Montrer que « est 1’unique solution de (2.49).
Soit u la solution de (2.49). La suite de I’exercice consiste a trouver p pour que (u, p) soit solution de (2:48).
Partie I1, préliminaire d’analyse fonctionnelle

Soit E et F' deux espaces de Hilbert (réels). On note (+|-) g (resp. (+|-) ) le produit scalaire dans F (resp. F’). Soit
A un opérateur linéaire continu de £ dans F'. On note A* 1’opérateur adjoint de A. L’opérateur A* est un opérateur
linéaire continu de F' dans E. Pour tout g € F, A*g est I'unique élément de E défini par

(A*g|lu)g = (g9|Au)F pour tout u € E.

(Noter que I’existence et I’'unicité de A*g est donnée par le théoréme de représentation de Riesz, voir note de bas

de page[563])
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1. Montrer que KerA = (ImA*)*.
(On rappelle que si G C E, G+ = {u € E, (ulv)g = 0 pour tout v € G}.)
2. Montrer que (KerA)* = ImA*.

Partie II1, Existence et unicité partielle de p
Dans cette partie, on va utiliser le lemme suivant (souvent attribué a J. Neéas@, 1965) que nous admettons.

Lemme 2.38 Soient Q un ouvert borné connexe de R™ (N > 1) a frontiére lipschitzienne et ¢ € L? (Q) telle que
Jo (@) dz = 0. I existe alors v € (Hg ()" telle que divv = q p.p. dans ) et

||U||H01(Q)N <C ||‘I||L2(Q) )
ot C ne dépend que de ).

Soit F' = L?(Q). Pour u € H on pose Au = div u, de sorte que A est un opérateur linéaire continu de H dans F.

1. Soit (pn)new une suite de Fetv € H telle que A*p,, — v dans H quand n — +o00. Pour n € IN, on pose
Qn = Pn — Gn, OU a,, est la moyenne de p,, dans (2.
(a) Montrer que A*p,, = A*q,.
(b) Montrer que la suite (¢, )new est bornée dans F'. [Utiliser le lemme ]
(c) Montrer que v € ImA*.
2. Montrer que (KerA)+ = ImA* et que KerA = V.

3. Le produit scalaire dans H est défini par

N
(u|v)g = ; /Q Vu(x) - Vi (x) de.

On définit (grice au théoréme de représentation de Riesz, voir note de bas de page [5) page [63] I’élément
Ty € H par (T¢|v)u = [, f(x) - v(x) dz pour tout v € H.

On rappelle que u est la solution de (2.49).

(a) Montrer que u — Ty € V+. En déduire que u — Ty € ImA*.

(b) Montrer qu’il existe une fonction p € F telle que (u, p) est solution de (2.48).

4. Soit (u1,p1) et (uz,p2) deux solutions de (2.48). Montrer que u; = uz = u (ol u est I’'unique solution de
(2.49)) et qu’il existe a € IR tel que p; — p2 = a p.p..

Exercice 2.18 (Probleme de Stokes, pénalisation (x)) Corrigé en page

On utilise ici les mémes notations et hypotheses que dans 1’exercice précédent ou il a été€ prouvé que si un couple
de fonctions (u, p) est solution faible du probleme de Stokes (c’est-a-dire une solution de (2.48)) alors u est
I"unique solution de (2.49).

On se propose ici de montrer que cette solution peut étre obtenue par une méthode de pénalisation. Soit n € IN*,
on considere le probleme suivant :

u=(u,...,un)" € H,

/(Vui(x) - Vo(z) + ndivu(x)D;v(x) de = / fi(x)v(z) dz, Yo € HY(Q), Vie {1,...,N}.
Q Q
20. Jindfich Necas (1929-2002), mathématicien tchéque, spécialiste des EDP.

(2.50)
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1. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe une et une seule solution a (2.50).
[Utiliser le théoreme de représentation de Riesz ou le théoreme Lax-Milgram sur (H} (2))V.]
On note, dans la suite, u(™ cette solution.

2. Montrer que la suite (u(™), e est bornée dans (HJ(Q))V et que la suite (/7 divu(™), e est bornée
dans L2(2).

3. Montrer que u(™ — u faiblement dans (H}(92))"V, quand n — 400, o1 u est la solution de (Z.49).

Exercice 2.19 (Continuité séquentielle de L?-faible dans H(x)) Corrigé en page

Soit  un ouvert borné de RV (N > 1). Pour tout = € €2, on se donne une matrice, notée A(z), dont les coefficients
sont notés a; ;(z),4,j = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>°(Q2) pour tout ,j = 1,..., N et qu’il existe & > 0
t.q A(z)€ - € > al¢)?, pour tout £ € RN etp.p.enxz € Q.

Pour f € L?(Q), on sait qu’il existe une unique solution au probléme suivant :

u € Hy(Q

/A -Vou(z dx—/f x) dz, pour tout v € Hj(Q). (2.51)

Soit (fn)nen une suite bornée de L2(Q) et f € L?(£2). On note u la solution de (Z.51) et, pour n € IN, on note
uy, 1a solution de (Z.51) avec f,, au lieu de f. On suppose que f,, — f faiblement dans L?((2).

1. Montrer que la suite (u,,)nen est bornée dans Hi ().
2. Montrer que u,, — u faiblement dans H{ (2) et que u,, — u dans L?(9) (quand n — +00).
3. Montrer que, quand n — +00,

/QA(x)Vun(x) -Vuy(z) dz — /QA(J:)Vu(x) -Vu(z) dz

[Utiliser le fait que fQ )V (x) - Vug(x) dz = fQ frn(@)up(z) da et passer a la limite sur le terme de
droite de cette égalité.]

4. Montrer que u,, — u dans H{ (). [On pourra considérer [, A(x)V (uy — u)(z) - V(un — u)(x) da.]

Exercice 2.20 (Exercice préliminaire a I’exercice 2.21)
Soit ¢ une fonction décroissante de IR ; dans IR. On suppose qu’il existe C' > O et 8 > 1 tels que

0§x<y:>gp()<c‘p() (2.52)
y—x

Montrer qu’il existe a € IR, tel que ¢(a) = 0. [On pourra montrer 1’existence d’une suite strictement croissante
(ak) ke~ telle que p(ag) < 2% pour tout & € IN* et limy,_, o ax < +00. Pour cela, on pourra montrer qu’il existe
ap t.q. p(ag) < 1 puis, par récurrence, définir a1 par WL_%Q%B = ser1.]
Exercice 2.21 (Solutions bornées d’un probleme elliptique (xx %)) Corrigé en page
Soit  un ouvert borné de R™Y (N > 1). Pour tout = € €2, on se donne une matrice, notée A(z), dont les coefficients
sont notés a; ;(x), 4,7 = 1,..., N. On suppose que a; ; € L>°(2) pour tout ¢, = 1,..., N et qu’il existe o« > 0
t.q A(x)E - € > al¢|?, pour tout £ € RY et p.p.enz € Q.

Si B est une partie borélienne de IR™, on note A (B) la mesure de Lebesgue N-dimensionnelle de B.
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1. Soit F € L?(Q)". Montrer qu’il existe une et une seule solution u de

u € Hy (),

/ A(z)Vu(z) - Vo(z) do = / F(z) - Vu(z) dz, pour tout v € Hy (). (2.53)
a2 Q

Soit p > N : on suppose pour la suite de ’exercice que F' € LP(Q)" (On rappelle que L?(Q)N c L?(Q)" car
p > 2) et on note u I’'unique solution de (2.53).
Pour k£ € IR, on définit la fonction S}, de IR dans IR par

Sk(s)=0si —k<s<k,
Sk(s) =s—ksis >k,
Sk(s) =s+ksis < —k.

On rappelle que si v € H}(Q) on a Si(v) € HF(Q) et VSi(v) = 14, Vv p.p., avec A = {|v| > k} (voir la
remarque [2.27).

2. Soit k € R, montrer que

alvsk<u>|||Lz(Q)=a([4 wm-wx)dx) <A (A2 F 1F N oy -
k

[On pourra prendre v = Sy () dans ([2.53) et utiliser I’inégalité de Holder.]
3. On pose 1* = % On rappelle qu’il existe C7 ne dépendant que de NV t.q.

1,
]l e gy < Crllwlligr gy = Coll[Vwlll 1 gy pour tout w € Wy ().
Soit k,h € IR, t.q. k < h. Montrer que

N-—1

(h = k)AN(An)" ¥

* 1
([ IScu@)!” dn)# < VSl
h
< Cu{IIVSk(w)lll L2 ) An (Ar) 2.
En déduire qu’il existe Cy ne dépendant que de C1, «, F et p t.q.

N-—1 11

(h—]{?))\N(Ah) N SCQ}\N(A}C) P,

4. Montrer que u € L*(Q) (c’est-a-dire qu’il existe a € IRy tel que Ay(A,) = 0). [On pourra poser
o(k) = Ay (Ak)¥ et utiliser I’exercice [2.20]

5. Montrer qu’il existe C3 ne dépendant que de €2, a et p t.q.

el ey < G 11N o -

Exercice 2.22 (Solutions bornées d’un probleme elliptique, suite (xx*)) Corrigé en page[133]
On reprend les premiéres hypotheses de I’exercice [2.21]

Soit  un ouvert borné de IRV (N > 1); pour tout 2 € €, on se donne une matrice, notée A(x), dont les coefficients
sont notés a; ;(x), 4,7 = 1,...,N. On suppose que a; ; € L>°(Q2) pour tout i, = 1,..., N et qu’il existe v > 0
t.q A(x)E - € > al€|?, pour tout £ € RY et p.p.enx € Q.
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1. Soit f € LP() avecp > 1si N =2etp = —2 si N > 3. Montrer qu’il existe une et une seule solution

u de
u € Hi(Q),

/ A(x)Vu(z) - Vo(z dx—/f ) da, pour tout v € Hy (). (2:54)

2. Soient N > 2,p > N/2et f € LP(Q); montrer qu’il existe une unique solution u de ([2.54). [Se ramener
a la question précédente.]

Montrer que u € L () et qu’il existe C ne dépendant que de 2, a et p t.q.

||U||Loo(Q) <C ||f||Lp(Q) :
[Se ramener a I’exercice [2.21} ]

Exercice 2.23 (Diffusion évanescente et convection) Corrigé en page[134]

Partie I
Soient  un ouvert borné de RY (N > 1) et w = (wy, ..., wy)" € (L>°(2))" une fonction vectorielle telle que
divw = 0 dans D* () (ici, I’opérateur div est pris au sens de la définition [2.35). Soit u € HJ (£2).
1. Montrer que u® € W' () et que D;(u?) = 2uD;u, pour touti € 1,..., N. [Utiliser la densité de D(£2)
dans HJ(2).]

2. Montrer que/ w(z)-Vi(x) dz = 0, pour tout o € W, (2). [Utiliser la densité de D(§2) dans W, (Q).]
Q

3. Montrer que / w(z) - V(u?)(z) de = 2/ u(x)w(z) - Vu(z) dz = 0 (on rappelle que w - V(u?) =
Q Q

S wiDy(u?)).

Partie I1

Soit £ un ouvert borné de IR, a frontiere lipschiztienne (on rappelle que sous cette hypothese, le théoréme
donne I’existence de 1’opérateur trace, noté -, linéaire continu de H*(Q2) dans L?(992) et tel que y(u) = u sur O
siu € C(Q) N HY(Q) etker(y) = H}(Q)). Soienta € R’ et w € (L>=(Q2)) telle que divw = 0 dans D*(Q).
Soient f € L?(Q) et g € Im ~y. On cherche u solution du probléme suivant :

u € HY(Q), v(u) = g (dans L?(092)),
/aVu(x)~V()dx+/ u(z)w(x) - Vo(z dxf/f ) dz, Yo € Hy ().
Q

1. Soit G € H(Q) telle que v(G) = g (dans L?(912)). Montrer que u est solution de (2.53) si et seulement
si u = G + w avec u solution de (2.56).

(2.55)

ue HEQ),

/aVux) V()dx+/Q u(z)w(z) - Vo(z) de = (2.56)
T — a v\ X v 1 .

/f <1vam> .@G Vo(w) dr, Yo € HY(Q)

2. Montrer que (2.55) admet une et une seule solution.

On note u cette solution dans la suite de cette partie.
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3. On suppose, dans cette question, que g = 0 (de sorte que u € H}(2)). Montrer que

alullyy < [ Fwyuta) ds

4. Soit b € IR. On suppose, dans cette question, que f < 0 p.p. dans 2 et que g < b p.p. sur 92 (pour
la mesure N — 1-dimensionnelle sur 0f2). Montrer que v < b p.p. dans 2. [On pourra admettre que
(u—b)" € H}(Q) et que V(u — b)T = 1,5, Vu p.p. (ce résultat est semblable a celui du lemme ,
utiliser (2.53)) et la partie L.]

Partie I1I
Dans cette partie on prend N = 2, Q =]0,1[%, w = (—1,0) et g = 0. On suppose aussi que f € L>(Q) et que
f = 0 p.p. sur €. On note u,, la solution de Z53) pour a = +, n € IN*, et on s’intéresse a la limite de u,, quand
n — +0o0.

1. Soit n € IN*. Montrer que u,, > 0 p.p..[Utiliser la Partie II, question 4.]

2. Soit n € IN*. Montrer qu’il existe C, ne dépendant que de f, tel que ||un||Loc(Q) < (. [On pourra, par
exemple, chercher de quel probleme de type (2 est solution la fonction w,, + 5%, avec ¥(x) = x1 et 8
convenablement choisi, et utiliser la Partie II, questlon 4.]

3. Soit n € IN*, montrer qu’il existe C5, ne dépendant que de f, tel que ||“n||H5(Q) < Cov/n.

4. En utilisant la remarque [2.20, montrer que u,, € H?(f2) pour tout n € IN*.

5. Soitn € IN*.
Si u, € C'(Q), déduire de la question 1 de la partie Il que dyu, (0, 22) > 0 et dyu,(1,22) < 0 pour
tout zo €]0, 1] (de méme, Dzt (21,0) > 0 et Daun(x1,1) < 0 pour tout 1 €0, 1[) On admettra, dans
la suite, que ce résultat est encore vrai, avec seulement u,, € H?({), au sens y(Dyiuy,)(0,72) > 0 et
Y(Dyuy)(1,22) < 0 p.p. en x2 €]0,1[ (de méme y(Dauy)(x1,0) > 0 et y(Dauy)(z1,1) < 0 p.p. en
a1 €0, 1))

6. En utilisant la question 2 de la partie III, montrer qu’on peut supposer (2 une sous suite pres) que u,, — u
*-faiblement dans L>°(€)) quand n — +o00, ¢’est-a-dire :

/ n(2)p(z) de — / ) dz, pour tout p € L' ().

Montrer que © > 0 p.p..
On cherche, dans la suite, I’équation et les conditions aux limites satisfaites par u.
7. Montrer que Dyu = f dans D*(9).
8. Soitn € IN* et p € C'(€2), montrer que

1
/ "}/ Dlun 1 :cz)go(l,:cz) dxg
0

1 1
+*/ v(Dauyn)(x1,0)p(z1,0) dzy — / Y(Dauy)(z1,1)p(x1,1) doy
nJo nJo

/n@mw M—/f

n

1 1t
,/Qvun(x)vcp(x) dx+n/01'y(D1un)(0,x2) (0, 25) das —

\'—'S\H

9. Soit p € C1(Q) telle que ¢ > 0 sur J2. Montrer que
—/ u(x)0rp(x) doe < / f(@)p(z) de. (2.57)
Q Q
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_ _ 0
10. On suppose, dans cette question, que u € C1(Q) et que f € C (). Montrer que a—u = f partout dans )
z1
et que u(0, z2) = 0 pour tout z:3 €]0, 1].
La fonction u est-elle alors entierement déterminée par f?

11. On remplace w = (—1,0) par w € IR?\ {0}.... De quel probleme, dépendant de w, u est elle solution ?
[distinguer les signes des 2 composantes de w.]

Exercice 2.24 (Condition de Dirichlet non homogene (%)) Corrigé en page
Soit © un ouvert borné de IRY 2 frontiere lipschitzienne et g € Im(y) (ol y désigne I’opérateur trace vu au
théoreme|1.32)). Soient (a; ;)i j=1,...8 C L>(Q) et & > 0 tels que (2.2)) soit vérifiée.

1. Soit f € L?(£2); montrer que le probleme (2.17) admet une unique solution.
2. Soit T € H~1(Q); montrer que le probleme (2.18)) admet une unique solution.

3. On suppose dans cette question que N = 2 et 1 < p < +o00. Montrer que pour tout f € LP(2) il existe
une unique solution au probléme (2.17)).

4. On suppose dans cette question que N > 3 et p = -2 Montrer que pour tout f € LP(Q) il existe une

N+2
unique solution au probleme 2.17).

Exercice 2.25 (Espace H 2 (092) (%)) Corrigé en page
L’ objet de cet exercice est de démontrer la proposition Soit £ un ouvert borné de RN (NV > 1) a frontidre
. . . . . 1
lipschitzienne. On note ~ 1’opérateur trace défini sur H*(€2). On rappelle (voir paragraphe [1.5) que Hz (99) =
() et que Jull 3 o = WE (ol 10y - v € H(2), 7(0) = u.
1. Soitu € H2 (8S2). Montrer que [ s o) = ]| g1 (y) O @ est I'unique solution faible de —Au+7u = 0
dans Q avec (@) = u, ¢’est-a-dire ’'unique solution de

ue€ H' (Q),v(a) = u, (2.58)

/Q (Vi(z) - Vo) + a(z)o(z)) de = 0, Yo € HL(Q). (2.59)

2. Montrer que I'espace H 2 (9€2) est un espace de Hilbert.
3. Montrer que I'espace H 2 (8€2) s’injecte contindment dans L2(952).

Exercice 2.26 (Trace normale d’un élément de Hg;y (%)) Corrigé en page|[I4]]
Soit €2 un ouvert borné de IR? a frontiére lipschitzienne. On rappelle (voir la définition [2.35) que Hgi, (Q) = {v =
(v1,v2) € L2(Q)? telle que divv € L?(Q)} et, pour v € Haiy (),

2 2 1
101l 14, ) = (N0l 2) + [1diVol|72g))2 - (2.60)

1. Montrer que Hgiy (€2), muni de la norme définie par (2.60), est un espace de Hilbert.
2. Soitv € Hgiy(Q2).
(a) Montrer que pour toute fonction ¢ € D(Q),

/V(p-vdx—l—/(pdivvdxzo,
Q Q

En déduire que cette relation est encore vraie pour toute fonction p € H} ().
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(b) Soituy,us € H(Q) t.q. y(u1) = v(uz) (o 7y est I’opérateur trace défini sur H'(2)). Montrer que

/Vul-vdx—l—/uldivvdx:/Vuz-vdsc+/u2divvda:.
Q Q Q Q

On rappelle que H 2 (92) = Im(y) et que H 2 (952) est un espace de Hilbert avec la norme définie dans I’exercice
On note H~2 (9Q) 'espace dual de H 2 (9€2) (c’est-a-dire I’ensemble des applications linéaires continues de
Hz(09) dans R).

3. Soit v € Hyg;y(€2). Montrer que I'on peut définir un élément de H~2 (9€2), noté T'(v), en posant, pour
ue H2(Q),

<T(U)’U>H‘%(aﬂ),H%(89) = /QVﬂ ~vdx + /Qﬂdivv dz, (2.61)

avec u € H'(Q) telle que v(u) = u. (En particulier, le terme de droite de (2.61)) est bien défini et ne
dépend pas de u siw € H'(Q) et y(u) = u.)

On a ainsi défini une application T' de Hg;, (Q2) dans H~2 ().
4. Montrer que I"application 7" est linéaire continue de Hgj, (Q2) dans H 2 (812).

5. On suppose dans cette question que v € H'(€2)? (on a donc aussi v € Hg;y(2)). On note (v) la fonction
obtenue sur Q2 en prenant la trace de chacune des composantes de v. On a donc v(v) € Hz(8Q)% C
L2(99)?. On note n(z) le vecteur normal a 9, extérieur a . Comme (2 est  frontiére lipschitzienne, le
vecteur n(x) est défini p.p. en 2 € 9 (p.p. signifie ici, comme d’habitude, p.p. pour la mesure de Lebesgue
1-dimensionnelle sur 0f2) et la fonction = +— n(x) définit un élément de L>°(012), voir [20, Paragraphe

4.2]). On obtient ainsi y(v) - n € L%(99). Cette (classe de) fonction(s) v(v) - n est appelée “trace normale
de v sur 9Q2".

Montrer que, en notant d\ I’intégration par rapport 2 mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle sur 052,

<T(U)’U>H*%(()Q),H%(ag) = /69 u~y(v) - ndX pour tout u € Hz(9N). (2.62)
N.B. Cette question explique pourquoi I’application T'(v) est souvent notée v - n méme si v € Hg;y () (et

non 2 H'(€2)2). On peut aussi montrer que Iz (99) est dense dans L2(92). Ceci permet de montrer que,
lorsque v € H* ()2, v(v) - n est 'unique élément de L%(9Q) vérifiant (2.62).

Exercice 2.27 (Trace normale sur une partie du bord (xx)) Corrigé en page|l42

On reprend ici les notations de I’exercice [2.26] et on détaille ici la remarque Dans ’exercice [2.26] on a
construit pour tout v € Hy;y(€2), un élément de H ™2 () c’est-2-dire une application linéaire continue de
Hz(99) dans IR. On a noté T'(v) cet élément de H 2 (9Q). L application T vérifie les deux propriétés suivantes :

— (Questionde I’exercice , T généralise la notion“classique” de trace normale) Si v € C'* (Q),
1
(T (v), u>H*%(09),H%(aQ) = /BQ uv - ndA pour tout u € H?(99Q).

— (Question E de I’exercice , continuité de la trace normale) T est continu de Hg;, (§2) dans H —2 (09)
et donc, en particulier,

(T (vp), u) si v, — v dans Hyiy (Q) et u € H?(99).

b (09),HE (00) (L), 1) -3 (69),H? (69)
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Soit maintenant I une partie du bord de €2; on suppose que la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle de I est non
1 . . 1

nulle. I semble naturel de noter H z (I) I’ensemble des restrictions a I des éléments de H 2 (9€2) (on rappelle que

Hz(9Q) C L2(8)), ce qui est équivalent 2 écrire

H?(I) = {u telle que u = () p.p. sur [ avec w € H'(Q)}. (2.63)

(ol p.p. signifie p.p. pour la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle sur I.)
On se demande alors s’il est possible de construire pour tout v € Hgiy(£2) une application linéaire de H 2 (I) de
IR, que nous noterons S,, telle que I’application v — S, (de Hg;,(€2) dans le dual algébrique de H 3 (I)) vérifie
un analogue des deux propriétés de 7' citées ci dessus c’est-a-dire

— S généralise la notion classique de trace normale Siv € C1(Q),

Sv(u):/Iuv-nd/\pourtoutueH%(I). (2.64)

— Continuité simple de la trace normale
Sy (u) = Sy (1) siv, — vdans Hey (Q) etu € H2(I). (2.65)

(Dans un souci de simplification des notations on a noté S, (u) la quantité (S,, u) cette derniere

(5 (1), HE (1)’
notation étant cependant plus conforme aux notations habituelles de ce livre.)

La réponse est non. On donne ici un exemple simple pour lequel il est impossible de construire une telle application
S.

On prend Q =)0, a[?, avec a > 0 tel que av/2 < 1, et I =]0,a[x{0}. L objectif est de montrer qu’il n’existe pas
dapplication S (de Hgjy () dans le dual algébrique de H 2 (1)) vérifiant (Z.64)-(2.63)

Pour cela, on va raisonner par ’absurde. On suppose qu’il existe .S vérifiant (2.64)-(2.63)

Soit 0 < B < 1. Pour z €]0,/2[2, on pose (| - | désignant la norme euclidienne classique de IR ?)

u(z) = (~n(|z]))”.

Onau € C*(Q) (plus précisément, la restriction de u a 2 appartient & C°°((2)) et on sait que u € H*(Q) (voir
exercice[I.5)). La trace de u sur I est égale (p.p. pour \) a la trace classique. On note x1, z2 les composantes de
x € IR?. On prend maintenant v = (v1, v2) avec

v = —82’(1,, Vg = 81u.

1. Montrer que divv = 9yv1 + Javy = 0 et donc que v € Haiy (2).
On définit v(™), pour n tel que (a + L)V2 <1, par

1
o (21, 20) = v(zy + E,l’g).
2. Montrer que v(™ € C°(Q) et v(™) — v dans Hg;, (Q) quand 7 — 400 et donc

S (1og) = /18Q o™ nd\ — S,(1pq) as n — +oo,
I

ol 15, est la fonction identiquement égale a 1 sur 9€2; noter que cette fonction est bien dans H 3 (I) car
c’est la trace de la fonction qui vaut 1 sur tout €).
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—In(zy + 1))

1
ml_i_ﬁ

3. Pourn € IN*, on pose ¥,, = / 5( dx; ; Montrer que 1, — +00 quand n — 400 (on
0

rappelle que 8 > 0).

4. Comme v(™ . n = —vgn)

existence of S.

sur I, montrer que (lorsque v() est définie) S, ) (o) = 1y,. En déduire la non

5. Montrer que (T'(v), 139)H = 0 ou T est I’application de l’exercicew

“3(09).H3 (99)
Montrer que limy,, o [, 1o o™ pd) = 0.

Exercice 2.28 (Petite généralisation du théoréme de Liouville(xxx%)) Corrigé en page[I43]
Le théoréme de LiouvilleP!]s’énonce ainsi :

Théoreme 2.39 (Liouville) Si f est une fonction définie et holomorphe sur tout le plan complexe, alors f est
constante des lors qu’elle est bornée.

La démonstration de ce théoreme se fait en général en utilisant les estimées de Cauchy d’une fonction holomorphe
définie sur un voisinage d’un disque fermé, qui fournissent des bornes pour chacune des dérivées de cette fonction
au centre du disque.

On rappelle que si f = Re(f) +iZm(f) est une fonction holomorphe de € dans IR, alors ses parties réelle Re( f)
et imaginaire Zm( f) sont harmoniques. On montre ici le résultat suivant, qui généralise ce théoréme au fonctions
localement intégrables et bornées inférieurement de IR dans IR : f est constante d&s lors qu’elle est bornée.

Théoreme 2.40 (Liouville généralisé) Soient d > 1 et u € LL (IR?) une fonction harmonique, ¢’est-a-dire telle

que Au = 0 dans D*(]Rd), et bornée inférieurement, c’est-a-dire telle qu’il existe c € IR tel que u > c p.p., alors
u est constante, au sens ou il existe C € R tel que u = C p.p..

1. Montrer qu’il suffit de prouver le théoreme avec ¢ = 0. Puis, en régularisant » avec une suite de noyaux
régularisants, montrer qu’il suffit de prouver le théoreme dans le cas u € C*° (]Rd),

On suppose donc maintenant que v € C°(IR%) et u > 0.
Pour > 0, on note B, = {z € R% |z| < r} et C, = {x € R |z| = r} et pour tout a € IR?, on note
B., ={z € R% |z —a| < r}.

2. Soit r > 0. Montrer que I’intégration de Au sur B, donne
[ vut@) (@) dy () = o.
C,

ol n(x) est la normale extérieure & B, et v la mesure de Lebesgue d — 1 dimensionnelle sur C,. (voir
remarque [1.34] la notation est un peu incorrecte car cette mesure dépend de 7).

En se ramenant a C; et en utilisant une dérivation sous le signe [, en déduire que la quantité

= [ )

est indépendante de r.

21. Joseph Liouville (1809-1882), mathématicien francais, connu pour ses travaux en théorie des nombres et analyse complexe, et fondateur
du Journal de Mathématiques Pures et Appliquées.

22. Une fonction holomorphe est une fonction d’une variable complexe a valeurs complexes, définie et dérivable en tout point d’un sous-
ensemble ouvert du plan complexe C.
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3. Soit > 0. En utilisant le changement de variables = — (r,y) avec r = |z| et y € C7, montrer que la

quantité
1

), u(z) dz

T

est indépendante de r. En déduire que, pour tout r > 0,

FIH/B u(z) dx = u(0).

De maniéere analogue, montrer que, pour tout a € IR et tout 7 > 0,

ﬁ /B u(z) de = u(a).

Noter que jusqu’a maintenant, seul le fait que u € LIIOC(IRd) a été utilisé. Le fait que u est bornée inférieurement
n’est utile que pour la derniére question.

4. Soit a € R%. Comme u > 0, on apour tout r > « = |al,

| s [

r—a a,r

u(z) dz < /B B u(z) dz.

En déduire que u(a) = u(0) et donc que u est constante.

2.7 Corrigés des exercices

Exercice|2.1{ (Une généralisation du théoréeme de Lax-Milgram)

1. Si F est un s.e.v. fermé d’un espace de Hilbert H, on a toujours H = F @ F-. D’autre part, si G C H,
ona Gt = G*. En prenant F = Im(A), on a donc H = Im(A) @ Im(A)L. On remarque maintenant
que Im(A)* C ker(A*). En effet, soit u € (Im(A))~L; on a alors, en posant f = A*u, (A*u| A*u)y =
(f|A*uw)g = (Af |u)g = 0, car Af € Im(A). Donc, A*u = 0, c’est-a-dire u € ker A*. Comme A* est
injectif, on en déduit que Im(A)* = {0} et donc Im(A) = H.

N.B. : En fait, on montrera l’exerciceque I’on a toujours Im(A) = Ker(A*)" si A € L(H) avec H
espace de Hilbert.

2. (a) On raisonne par I’absurde : on suppose donc (quitte a extraire une sous-suite) que lim,, o ||wy]| g =
+00 et on pose W, = wy/ ||wy|| ; de sorte que ||, ; = 1.
In

l[wnl|
réme donne que w,, — 0, ce qui impossible car ||w,|| ; = 1 pour tout n € IN.

(b) Comme la suite (wy,)nen est bornée, on peut supposer (toujours quitte a extraire une sous-suite) que
w,, — w faiblement dans H quand n — +o0.
On a alors Aw,, — Aw faiblement dans H. En effet, il suffit de remarquer que, pour tout v € H,

La suite (W, )neN est donc bornée et comme Aw,, = — 0, la deuxieme hypothese du théo-

(Awy, [v)g = (wy | A0) g — (W] A*0) g = (Aw |v)g.

Comme Aw,, = f, — f quand n — +00, on a donc Aw = f.
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Exercice 2.2 (Régularité en dimension 1) Soit ¢ € C([0, 1], R). Pour z € [0, 1] on pose

x 1
v) = [ etna—a [ o0

On a donc ¢ € C*([0,1]), (0) = (1) = 0 et la dérivée faible de 1 est égale p.p. & sa dérivée classique (voir la
Définition[T.3), c¢’est-a-dire

1
Diy(z) = ' (z) = p(z) — /0 ©(s)ds pour presque tout = €]0, 1[.

On adonc v € L?(Q) et Dy € L*(Q), ce qui prouve que ¢ € H'(]0,1]). Comme v(0) = (1) = 0, on a méme
¥ € HY(9) (voir la section[1.5). On peut donc prendre v = 1 dans (2-19), on obtient

/Du dt—/ dt/Du dt/f

Comme F est de classe C! et F' = £, on a (en utilisant aussi ¢(0) = =0)

/ f@)y(x)dz = /01 F'(x)(z)do = — /01 F(x))' (x)dz = — /01 F(x)p(x) da:Jr/Ol F(z)dz /01 o(t) dt.

En posant ¢ = [, Du(t) d¢ + [, F(t) dt, on a donc

/1(Du(t) + F(t))p(t) dt = c/1 ©(t) dt pour tout ¢ € C([0,1]).
0 0

Comme Du + F — ¢ € L*(]0, 1]) et que C([0, 1]) est dense dans L?(]0, 1[), on en déduit
Du = —F + cp.p. dans |0, 1].

On pose maintenant
w(z) = / (= F(t) + ¢) dt pour z € [0, 1].
0

Comme w est de classe C''(la fonction w est méme de classe C?) la dérivée par transposition de w est une dérivée
faible et est égale p.p. a la dérivée classique de w. On a donc Dw = w’ = —F + ¢ p.p.. On a donc Dw = Du p.p.
et on en déduit que w — u est une fonction presque partout égale a une constante (voir I’exercice[I.2)). En identifiant
la (classe de) fonction(s) « a son représentant continu, on a donc u de classe C2, v/ = —F + cetu” = —F' = f.
On a aussi u(0) = u(1) (car u € H{(]0, 1[) et donc le représentant continu de u vérifie u(0) = u(1) = 0).

Exercice 2.3| (Décomposition spectrale en dimension 1)

1. On a vu au théoreme 2.15|que ker(T') = {f € E, Tf = 0 p.p.} = {0}, que les valeurs propres de 1" sont
toutes strictement positives et qu’il existe une base hilbertienne de L?(]0, 1[) formée de fonctions propres
de T (théoreme [2.16). On cherche ici une telle base hilbertienne. Pour cela, on trouve tout d’abord les
valeurs propres de 7.

On rappelle que, pour f € E,onaTf € H(]0,1]) et, en posant u = T'f,
/ Du(t)Du(t) dt = / f(t)v(t) dt pour tout v € Hy(]0, 1]).
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Soit A une valeur propre de 7T'. On sait déja que A > 0. Il existe f € E, f # O telle que T'f = Af. En
posant u = T'f, ona donc u € H}(]0,1]), u # O et f = u/A, ce qui donne

1 1
1
/ Du(t)Do(t) dt = 1 / u(t)v(t) dt pour tout v € H(]0, 1]).
0 0
Comme u € H{(]0,1[), on a u continu sur [0, 1] (plus précisément, u admet un représentant continu et on
=0.

identifie u a ce représentant) et u(0) = wu(1) L exercicemontre alors que u est de classe C? et que

—u(z) = u(z) pour tout z €]0, 1]. (2.66)

2. Pour chercher les valeurs propres, la question précédente nous a ramenés a la résolution d’une équation

différentielle linéaire classique. Il est bien connu (c’est, par exemple, une conséquence du théoreme d’exis-
tence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz[)) que I’ensemble de solutions de (Z.66) est un espace vectoriel de
dimension 2, engendré par le fonctions = — sin(x/v/\) et © — cos(x/vV/\).

Si A est valeur propre de T, il existe donc (par la question précédente) v # 0 telle que Tu = Au, u de
classe C?, u continu sur [0, 1], u(0) = u(1) = 0 et u solution de (2.66). 1l existe donc A, B € IR t.q.
x x
u(z) = Asin(—=) + B cos(—=) pour tout z € [0, 1].
(z) ( ﬁ) ( ﬁ) p [0,1]
Comme u(0) = 0, on a nécessairement B = 0. Puis, comme u # 0, on a nécessairement A # 0. Enfin,
comme u(1) = 0, on a nécessairement sin(1/v/X) = 0, ce qui donne I’existence de k € Z tel que
1/vVA = kr. Comme A > 0, onadonc k € IN*, 1/ = k*72 et u(x) = Asin(krz) pour tout z € [0, 1]
avec A # 0; la fonction u vérifie bien Tu = Au, ce qu’on montre en remarquant qu’il suffit d’écrire la
formulation faible en prenant des fonctions v dans D(]0, 1[), car D(]0, 1]) est dense dans H{ (]0, 1])).

On a ainsi trouvé toutes les valeurs propres de T', VP(T) = {lew‘z’v ke IN*}. La section donne alors
que o(T) \ {0} = VP(T) \ {0}. Enfin comme T n’est pas surjectif (ce qui est toujours le cas pour un
opérateur linéaire compact en dimension infinie), ona 0 € o(T) et donc o(T") = VP(T) U {0}.

. La question précédente nous a donné les valeurs propres de 7' mais aussi les sous espaces propres corres-

pondants. Cette question est alors une application immédiate des résultats de la section 2.2} Pour n € IN*,
on pose e, (r) = v/2sin(prx) pour tout = € [0, 1]. La famille {e,,, n € IN*} est une base hilbertienne de
L?(]0,1[). On a donc, pour tout f € L?(]0,1]),

1f = Zcp sin(pm+)||2 — 0, quand n — oo,
p=1

c’est-a-dire f = Z;ozl ¢p sin(pr-), la convergence de la série étant a prendre dans I’espace L?(]0, 1[).

Cette série n’est pas la série de Fourier de f. En effet, la série de Fourier de f est obtenue avec les fonctions
sin(2pm-) et cos(2pm-) (p € Z ). La décomposition de f en série de Fourier correspond aussi a I’opérateur
u — u”, mais avec des conditions périodiques (u(0) = u(1) et v/(0) = «/(1)) au lieu des conditions de
Dirichlet (u(0) = u(1) = 0).

4. Soit f € E. La fonction u est solution du probleme si et seulement si T'(f — pu) = u, ¢’est-a-dire

T(u) + 1,-T0 (2.67)

I I

23. Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), mathématicien allemand connu en particulier pour ses travaux en analyse, équations
différentielles et théorie des nombres.
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Comme T est compact, ce probleme a une solution si et seulement si f est orthogonal (dans F) au sous
espace propre de T" associé a (—1/p).

Ceci peut se redémontrer a partir des questions précédentes. En effet, on pose b, = (f |e,)p (la famille
{en, n € IN*} étant la base hilbertienne de £ donnée la question 3), de sorte que f = Z;ozl bne, (cette
série étant convergente dans F). On a alors aussi

+o0 b
T(f) = ——e
(f) Z n2772 ny
n=1
cette série étant aussi convergente dans .
Soitu € E. On pose a,, = (v | e,) g, on a ainsi
+oo 2,2
1 w4 nem
T(u)+—u= ) an——5 5 ¢n,
n=1 pnem

cette série étant également convergente dans E. La fonction u est donc solution de si et seulement si
an(p 4 n*n?) = ub,, pour tout n € IN*.

Si 1 # —n2m? pour tout n € IN*, il existe une et une seule solution a (2.67).

Siil existe p € IN* tel que . = p?72, I’équation a une solution si et seulement si b, = 0, ¢’est-a-dire
si et seulement si f est orthogonal (dans E) a e, ce qui est équivalent a dire que f est orthogonal au sous
espace propre de T associé a la valeur propre (—1/u).

Exercice 2.4 (Premiére valeur propre de —A)

1. Soit (uy,)ne une suite de H () \ {0} telle que lim,,_, oo Q(t,) = 1. Par un argument d’homogénéité,

) N . Un — 1
c’est-a-dire en remplagant w,, par Tanllezgy 00 peut supposer que ||ty | r2(q) = 1. La suite (un)nen est

donc bornée dans H{ (€2) et on peut supposer (quitte 2 extraire une sous-suite) qu’elle converge faible-
ment dans H (). On note u cette limite. Par le théoréme de Rellich (théoreme [1.36)) la suite ()5 100
converge vers u dans L?(Q) et donc [ull 2(q) = 1. Comme u 7 0, Q(u) > 0 (car Vu = 0 p.p. implique
u = 0 p.p. car u € H}(Q)). De plus, grace a la convergence faible dans H}(Q) de u,, vers u et I'inégalité
de Cauchy-Schwarz,

Q(u) = lim Vuy(z) - Vu(z) de < nll)r_{lw VQun)vVQ(u) = /v Qu).

n—-+o0o Q

On en déduit que 0 < Q(u) < p et donc par définition de ;1 = inf{Q(v),v € HZ(2) \ {0}}, on obtient

que Q(u) = p.
, [l 113 ()
2. Soitp € D(N), ¢ # 0.Pour 0 < ¢ < W,u—i—tcp # 0 et donc Q(u + t¢) > Q(u) = p. Onen
Pl @)
déduit ’
Q(u)+2t/ﬂVu(:1:)~Vg0(x) d:z:+t2/S2V<p(z)~V<p(x) dz < u(l+2t/ﬁu(ax)gp(:¢) dx+t2/ﬂ<p(x)2 dz),

et donc, comme Q(u) = p, en divisant par 2¢ et faisant t — 0,

Vu(z) - Vo(z) de < u/ u(x)p(x) da.

Q Q
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En changeant ¢ en —¢,

(—Au, ©)p+(0),p(Q) = /QVu(:r) -V(x)de = u/ﬂu(x)gp(w) dx.

Cela signifie que —Awu (élément de D*(£2)) est représenté par la fonction pu (élément de L?()) et donc
identifié avec pu. On a bien montré que u € D(A) et Au = pu (dans L?(S2), ce que 1’on note Au = pu
p-p.).

Montrons que (4 est bien la la plus petite valeur propre de .A. En effet, Soit v une valeur propre de A. Il

existe alors v € H}(Q), v # 0, tel que Av = vv. On a donc, pour tout w € D(Q) et donc aussi (par
densité) pour tout w € H}(Q),

/vi(x).vw(x) d:z::u/ v(@)w(z) da.

Q

En prenant w = v, ceci donne Q(v) = v et donc v > p.

3. Si u est de signe constant, c’est-a-dire « > 0 p.p. ou u < 0 p.p., le résultat est immédiat. On suppose donc
que u n’est pas de signe constant.

On utilise alors le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur :
Lemme 2.41 Soienta, b, ¢, d € R7.

a a—+c

C a C
i -1 < < T
min{y, o} < g Smaxiy, g}

De plus les inégalités sont strictes sauf si min{ g, 5} = max{¢, 5}

En appliquant ce lemme avec a = [, [Vu™(z)> dz, b = [, u™(2)? dz et I'équivalent pour ¢ et d avec
— au lieu de +, on obtient que Q(u) est entre Q(u™) et Q(u~). Comme Q(u*) < Q(u), on en déduit
Q(uT) = Q(u~) = Q(u) = p. On a d’ailleurs aussi Q(|u]) = p.

Exercice 2.5/ (Inégalité de Poincaré ”moyenne sur le bord””) Le plus facile est probablement de raisonner par
contradiction. Si C' n’existe pas, il existe une suite (u,)nen de H*(Q) telle que, pour tout n € IN

[unll L2y = 2l Vunlll 2o -

Par un argument d’homogénéité, on peut supposer ||un|| ;2 (q) = 1. La suite (un)ne estalors bornée dans H L(Q).
Elle converge donc (aprés extraction d’une sous-suite) faiblement dans H! () vers une limite qu’on note u. Par le
théoreme , u, — udans L?(2) et donc [ull 12(qy = 1. D’autre part Vu,, — Vu faiblement dans L? (Q)N et

comme Vu, — 0 dans LQ(Q)N on a donc Vu = 0 (dans LQ(Q)N). Comme § est connexe, ceci prouve que v est
constante, ¢’est-a-dire qu’il existe a € IR tel que u = a p.p. dans € (exercice [I.4). Comme la frontiere de 2 est
supposée lipschitzienne, le théoréme[I.32]donne I’existence de la trace de u sur J<2, qui est dans ce cas aussi égale
a a p.p. (pour la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 9Q) ; onadonc 0 = [, u(z) dy(z) = [, a dy(x).
Ceci implique que a = 0, ce qui est en contradiction avec ||u| r2) = L.
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Exercice 2.6/ (Probleme elliptique a coefficients non bornés)

1. (Etude de I’espace fonctionnel.)

(@) Soitu € H'(p,Q); comme p|D;u| > a|D;ul p.p., D;iu € L*(2) pour tout i et donc u € H ().
On remarque aussi que

N

2 1 2
lelzrr gy = llull3 + DI Diull3 < max{1, 2l g - (2.68)
i=1

(b) 1l est clair que H!(p, Q) est un espace vectoriel normé et que sa norme est induite par un produit
scalaire. Il faut maintenant montrer que H*(p, 2) est complet.

Soit (U, )new une suite de Cauchy dans H!(p, ). L’inégalité (2.68) montre que la suite (u,)nen est
de Cauchy dans H'(Q). Il existe donc u € H* () tel que u,, — u et D;u,, — D;u (pour tout 7) dans
L?(Q) quand n — +o0.

Pour i € {1,...,N}, la suite (pD;u,)nen est de Cauchy dans L%(€2). 1l existe donc & € L?(Q)
tel que pD;u,, — &; dans L%(£2) quand n — +oco. Mais, quitte 4 extraire une sous-suite, on a aussi
D;u, — D;up.p.et pD;u, — & p.p., ce qui prouve que & = pD;u.

Finalement, on a donc v € H'(p, ) et u,, — u dans H'(p, ) quand n — -+o0, ce qui prouve que
H*(p, ) est un espace de Hilbert.

2. Soit (uy)nen une suite de Cauchy de H{ (p, Q) convergente dans H' (p, Q). L’inégalité (2.68) montre que
la suite (u,,)nen converge aussi dans H!(€2). Comme H{ () est fermé dans H'(€2), on adonc u € H} ()
et donc u € H{ (p,2). On a bien montré que H} (p, Q) est un s.e.v. fermé de H(p, Q).

3. L'espace H{(p, ) est un espace de Hilbert. L’existence et I’unicité de u solution de (2.20) est alors une
conséquence du théoreéme de Lax-Milgram (théoréme [2.3). En effet, on définit la forme bilinéaire a et la
forme linéaire T' sur H} (p, Q) par

a(u,v) = /p(w)Vu(a:) - Vo(z) dz,
0
T(v) = / h(z)o() dz,
Q
La continuité de a et T" découlent du fait que (par I’inégalité de Cauchy-Schwarz)

a(u,0) < [[ull gy ey el 3 sy €8 T(0) < all gy -

La coercivité de a est une conséquence de p < « p.p. et de I’inégalité de Poincaré,
2 a’
o) = [ p2)Vula) - Vu(w) de > o ol

ou Cg, est donnée dans le lemme

4. (Précisions...)

(a) Soit ¢ € C*(Q) et K une partie compacte de 2 telle que ¢ = 0 dans le complémentaire de K. On a
alors pD;p € L?(Q2) car D;p € L>(1Q) et la restriction de p? a K est intégrable. On en déduit bien
que ¢ € Hg(p, ).
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(b) On va construire p a partir d’une fonction ¢ de |0, 1] dans [1,4+o0c[ mesurable (et méme continue)
intégrable sur |0, 1] d’intégrale 1 mais de carré non intégrable sur |0, €[ pour tout & > 0 (par exemple, on
peut prendre ¢(z) = 1/4/x) et d’une partie A dénombrable dense dans [0, 1] (par exemple, I’ensemble
des rationnels de [0, 1].

On indexe la partie A avec IN*, c’est-a-dire A = {g,,, n € IN*}, et on peut ajouter que ¢; = 0. On
définit alors la fonction p par p(z) = > -+ (%2)1#(3: — qn). La série Zneﬂ\l*(%2)w(. — @) est
convergente dans IR ; en tout point et est absolument convergente et donc convergente dans L*(]0, 1[).
On a donc p < 400 p.p.. En prenant p(x) = 1 si p(z) = +oo et p(x) = p(x) sinon, on obtient ainsi
une fonction p mesurable, bornée inférieurement par 1 et égale p.p. a p.

Soit ¢ € C2°(Q), ¢ non nulle. On va montrer maintenant que py’ & L2(]0, 1]) (et donc o & Hi (p, Q)).

Comme ¢ est non nulle, il existe a €]0, 1] tel que ¢’(a) # 0. Par continuité de ¢’ il existe ¢ > 0 et

n > 0 tel que |¢’(x)| > n pour tout = € [a, a + 2¢[. On choisit alors n € IN* tel que ¢, € [a,a + €] et

on remarque que p(z)?¢’ (z)? > (n?/n*)?(z — g,) pour z € [a,a + 2¢ et donc py’ & L%(]0,1]) car

a+2e £
/ Vv (z = gn) dz > / 2 (x) dz = +oo.
a 0

Exercice 2.7] (Deux problémes elliptiques emboités)
1. Le théoreme [2.6/donne 1’existence et 1’unicité de w solution de (Z.22)). Pour v € H}(€2), on pose alors

S(v) = /Q (M(2) + N(2)Vu(x) - Vo) da.

L application S est linéaire continue de H{ (2) dans IR, ¢’est donc un élément de H (). Le théoreme
donne alors I’existence et I’unicité de u solution de (2.21]), ce qui est bien le résultat demandé.

2. La solution w de (2.22) dépend linéairement de f. Puis, la solution v de (2.21)) dépend linéairement de w.
On en déduit que u dépend linéairement de f et donc que I’application 7" est linéaire de L2(£2) dans H} (Q2)
et donc aussi linéaire de L?(£2) dans L?(12).

Si w est la solution de (2.22)), on a, en prenant v = w dans ([2.22),
2
o ”wHHol(Q) < ||f||L2(Q) ||wHL2(Q) :

En utilisant I’inégalité de Poincaré (Lemme , il existe C'p, ne dépendant que de 2, tel que ||w||, - @) <

Cq ||w||Hé(Q). On a donc, avec Cy = €2,

lwll g3 o) < CrllfllL2q) - (2.69)

Comme M et N sont a coefficients dans L>°(€2), il existe § € IR+ (ne dépendant que de M et N) tel que,
pour tout ¢ € IRd,

|((M + N)¢| < BIE| p-p.--

On a donc, pour tout v € HE(Q) et S définie dans la premiére question,
1S()] < Bllwll g oy 1] g1 () -

Siu = T(f), on en déduit, en prenant v = u dans (2.21),
2
aflull ) < Bllwll g @) lull g1 o) »
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et donc, avec (2:69) et Cy = SC1 /a,
||U||Hg(Q) <Gy Hf||L2(Q) :

Ceci prouve que I’application f + u est linéaire continue de L?({2) dans H{ (£2). Comme I’application
u + u est compacte de H} () dans L?(£2) (théoreme|1.36)), on en déduit que ® est une application linéaire
compacte de L%(£2) dans L?(Q2).

3. On commence par remarquer que les hypotheses sur M et N imposent A > 0. Puis, si u = T(f), (2:21) et
(2:22)) donnent, pour tout v € H{ (),

/ M(2)Vu(z) - Volz) de = / (A + 1) M(2)Ve(z) - Vo(z) dz = (A +1) / F(@)o(z) da,
Q Q Q

ce qui donne bien que u est solution de (2.23)) avec A = M /(X + 1).

4. Soit f € LP(£2). On note p’ 1’exposant conjugué de p, c’est-a-dire p’ = zﬁ' Le théoreme d’injection
de Sobolev (théoreme @ donne I'existence de C), (ne dépendant en fait que de p) tel que, pour tout
veE H(Q),onav e LP (Q) et

HU”LP'(Q) <Gy ||v||H3(Q) :

Avec I'inégalité de Holder, on en déduit que I"application v — [, f(z)v(x) dz est un élément H~*(Q2) et
que

|/Qf(x)v(x) dz| < C, ||f||Lp(Q) ||”||H3(Q) .

On peut alors reprendre (en les adaptant 1€gerement) les démonstrations des deux premieres questions.

Le théoréme[2.9|donne I"existence et Iunicité de w solution de (Z.22) et on a « ]l 1) < Cp 1 fll 1o ()
Puis, le théoreme [2.9] donne alors I’existence et I'unicité de u solution de (2.21) et, avec 3 défini a la
question 2, on obtient

B8C,

Hu”Hé(Q) < agp ”fHLP(Q)'

Ceci donne que I’application f + wu est linéaire continue de L?(£2) dans H} (2). Puis, comme 1’application
u +— u est compacte de H} () dans L4(Q) pour 1 < ¢ < 400 (voir la remarque [1.43), on en déduit que
I’application f — w est une une application linéaire compacte de L? () dans L9(2) pour 1 < ¢ < +o0.

5. La démonstration est ici trés voisine de la précédente. On a ici p = 6/5 et donc le conjugué de p est
p' =6 = 2*. Soit f € L%°(Q). Le théoreme d’injection de Sobolev (théoreme [1.41)) donne I’existence de
C (ne dépendant de rien) tel que, pour tout v € H}(Q), onav € L°(Q) et

[0l s ) < Cllvll g -

Avec I'inégalité de Holder, on en déduit que I'application v — [, f(x)v(z) dz est un élément H~*(Q) et
que

|| S@)v(e) de| < CNFllLoss oy 10l -
Q 0

Le théoréme 2.9|donne I'existence et I'unicité de w solution de 2.22) etona o |wl 1 () < C'IIf || Lo/5(q)-
Puis, le théoréme [2.9] donne alors I’existence et 1'unicité de u solution de (2:21) et, avec S défini a la

question 2, on obtient
BC

HUHH(}(Q) < a2 ||f||L6/5(Q)-
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Ceci donne que I’application f — u est linéaire continue de L%/°(Q) dans HJ (). Puis, comme I’appli-
cation u +~ wu est continue de H3 () dans L5(£2) (théoreme [1.41) et est compacte de H¢ (2) dans L9(12)
pour 1 < g < 6 = 2* (voir la remarque [1.43), on en déduit que I’application f +— u est une application
linéaire continue de L%/5(€2) dans L5(Q) et linéaire compacte de L/°(€2) dans L9(2) pour 1 < ¢ < 6.

Exercice 2.8/ (Probléme de Neumann)

1. Inégalité de “Poincaré moyenne”. Pour u € H' (), on pose S(u) = [, u(z) dz. L’application S est bien
définie sur H'(Q) (car H(Q) C L*(Q) C L*(Q)). Elle est linéaire. Enfin, elle est continue car

1 1
S(u) < lull gy < llullp2iq) A ()2 < lull g1 gy AN ()2,

ol A (£2) est la mesure de Lebesgue (N-dimensionnelle) de 2. Comme H = ker(S), on en déduit que H
est s.e.v. fermé de H'(1Q).

2 2 2 2
Pour tout u € H'(Q), on a || [V 7200y < VUl Iz20) + 1ullz2@) = lullz(q)- Ona donc |[ul],, <

[[ull g1 () pour tout w € H. Pour montrer que [|-|,,, est équivalente dans H a [|-|| ;1 (g, il suffit donc de
montrer qu’il existe C' > 0 (ne dépendant que de (2) t.q.

[ull 120y < Cllull,, pourtoutu € H. (2.70)

(On aura alors ||u||§{1(m < (C? + 1) |ul|?, pour tout u € H.)

Pour montrer (2.70), on raisonne par 1’absurde.
On suppose qu’il existe une suite d’éléments de H, (u,)nen telle que

[tnll 20y > 7 llunll, pourtoutn € IN.

Par un argument d’homogénéité, on peut supposer [|uy || 2y = 1. On a alors aussi [|uy|[,, < L ce qui
prouve que la suite (u,)nen est bornée dans H!(Q). Par les théorémes de compacité vus au chapitre
(section 1.6}, on en déduit que la suite (u,,)neN est relativement compacte dans L?(€2). On peut supposer
(aprés extraction d’une sous-suite) qu’il existe u € L2() telle que u,, — u dans L?(2), quand n — +o0.
Comme ||t || 2(q) = 1 pour toutn € IN, onaaussi [|ul| ;2 = 1. On remarque aussi que les dérivées (par

transposition) de u,, convergent vers les dérivées de u dans D*(£2). Or, de ||u, ||,, < + on déduit Vu,, — 0
dans L2(€2)". Comme la convergence L? entraine la convergence dans D*(£2), on a donc Vu = 0. Ceci
montre que u est constante sur {2 (exercice . Comme u,, — u dans H 1(Q) et que u, € H pour tout
n € IN, on a aussi v € H et donc fQ u(x) dx = 0. On en déduit que u = 0 p.p., ce qui est impossible car

||UHL2(Q) =1

2. Caractérisation de (H*(£2))".
Pour v = (vy,...,un)t € L*(Q)Y, on pose vl 2 )y = Jo lv(@)|? dz, de sorte que L?(Q2)" muni de
cette norme est un espace de Hilbert. Pour u € H, on pose J(u) = Vu = (Dju, ..., Dyu)t. Lapplication

J est alors une isométrie de H (muni de la norme ||+, ,) dans une partie de L2(2)", notée Im(.J).
Soit v € Im(.J), il existe un unique v € H t.q. v = J(u). On pose S(v) = (T, u)(m1(Q)y, 0 (). Comme
J est une isométrie et que la norme |- ;1 g, est équivalente dans H a la norme ||-|[,,. I'application S est

linéaire continue de Im(.J), s.e.v. de L?(2)", dans IR. Par le théoréme de Hahn-Banach, on peut donc
prolonger S en S, élément du dual topologique de L?(€2)". Par le théoréme de représentation de Riesz
dans les espaces de Hilbert, il existe alors F' € L2(Q)" telle que

() = /Q F(2) - v(z) da.
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On a donc, pour tout u € H,

<T, u>(H1(Q))/,H1(Q) = / F((E) . VU(SL’) dz.
Q

On pose maintenant

1
= — 1 1 ’ 1
a AN(Q)O’ Q) (H(Q)),H(Q)

(ol 1 désigne la fonction constante égale a 1 dans €2).

Pour u € H(Q), on au = u — m + m (ou, plus rigoureusement, u = u — mlg + mlg p.p.) avec

1
m= /\N(Q)/ﬂu(az) dz.

Comme u —m € H et V(u —m) = Vup.p.ona (T, u) g (q)y,m1@) = Jo F(x)- Vu(z) dz et donc

(T, w) )y, @) = (Thu —m) )y me) + m(T, La) (mr @)y, 1 (9)

_ /Q F(z) - Vu(z) dz + a /Q u(z) de.

3. (Existence et unicité.)

()

(b)

On suppose que u est solution de (2.23). En prenant v = 1, dans (2:23)), on a alors
0=1aAn(Q)+0,

ce qui prouve que a = 0.
On applique le théoréme de Lax-Milgram (théoréme [2.3)) dans I’espace de Hilbert H (muni de la norme
[Ill,,) avee

a(u,v) = /QA(x)Vu(x) -Vo(z) dz,

et
T(v) = / F(z) - Vou(z) dz.
Q
La continuité de a vient du fait que a; ; € L°°(2) pour tout %, j. La coercivité de a vient de I’existence
de a > 0 donnée dans les hypothéses sur A. Enfin, la continuité de 7" vient du fait que F' € L2(Q)".

On obtient ainsi un unique u € H t.q. (2:23) soit vrai pour tout v € H. Comme (2.23) est aussi vrai si
v est une fonction constante, on obtient aussi I’existence et Iunicité de u € H t.q. (2:23) soit vrai pour
tout v € H1(Q).

On applique le théoréme de Lax-Milgram (théoreéme[2.3)) dans I’espace de Hilbert H (muni de la norme
[[l,5,) avec

a(u,v) = /QA(JC)VU(JL‘) -Vo(z) dz,

et

T(v) = /QF(x) - Vo(z) de.
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La continuité de a vient du fait que a; ; € L°°(£2) pour tout ¢, j. La coercivité de a vient de I’existence
de o > 0 donnée dans les hypotheéses sur A. Enfin, la continuité de 7" vient du fait que F' € L?(Q)".

On obtient ainsi un unique u € H t.q. soit vrai pour tout v € H. Comme est aussi vrai si
v est une fonction constante, on obtient aussi I’existence et I'unicité de u € H t.q. (2:23)) soit vrai pour
toutv € H' ().

(c) On prend tout d’abord v € D(Q2) dans (2.23)) (avec a = 0). La régularité de A, F', u et v nous permet
d’intégrer par parties (la régularité de €2 ne sert a rien pour cette étape). On obtient

/Q(—div(A(x)Vu(x)) + div(F(z)))v(x) dz = 0 pour tout v € D(£2).

On en déduit que —div(A(z)Vu(z)) + div(F(z)) = 0 p.p. (par le lemme fondamental [1.2)) puis, par
continuité de la fonction —div(AVu) + div F, que —div(A(z)Vu(z)) + div(F(z)) = 0 pour tout
x e

On prend maintenant des fonctions v € C*°(Q) dans (2.23). On peut ici aussi intégrer par parties (on
utilise ici la régularité de €2). On obtient

/aQ(A(:U)Vu(x) — F(x)) - n(z)v(z) dy(x) = 0 pour tout v € C*°(Q),

ol 9 est le bord de Q et dy(z) désigne I'intégration par rapport a la mesure (N — 1)-dimensionnelle
sur 0f2.

Par une technique dite de cartes locales (voir par exemple [20, Paragraphe 2.1.1]), on peut se ramener
au cas du lemme fondamental (lemme pour en déduire que (AVu — F) - n. = 0 p.p. sur 92 puis
partout sur 9€). Mais il est plus rapide de voir qu’il est possible de choisir v t.q. v = (AVu — F) - n sur
0f). On obtient ainsi directement (AVu — F') - n = 0 sur €.

4. Dépendance par rapport aux parametres.
On prend v = u, dans (2.25) avec A, au lieu de A et F), au lieu de F (et a = 0). On obtient, avec
I’inégalité de Cauchy-Schwarz
o [unll, < IFul L2y ltnll,, -

On en déduit que la suite (u,),cn est bornée dans H (et donc dans H*(£2)). On peut donc suppo-
ser, aprés extraction d’une sous-suite, que u, — w faiblement dans H'(f2) quand n — +o0o. Comme
Jqun(z) dz — [ w(x) dz, on en déduit que w € H.

Puis, en passant a la limite quand n — +o0 dans (2.25)) (avec u,, au lieu de u, A,, au lieu de A et F,, au
lieu de F, on rappelle que ¢ = 0), on obtient que w est solution de et donc w = wu. Pour justifier
ce passage 2 la limite (quand n — +o0) dans (2.23)), on utilise pour le terme de droite que F,, — F' dans
L2(Q)N et Vu,, — Vuw faiblement dans L?(2)V. Pour le terme de gauche, on utilise que, pour tout i,
je{l,...,N}, av(f;) Djv — a; ;Djv dans L?(§) (par convergence dominée) et D;u,, — D;w faiblement
dans L2(2).

Comme la limite de la suite extraite est toujours la méme fonction wu, on peut aussi d’affirmer que u,, — u
faiblement dans H () quand n — +o00 sans extraction de sous-suite.

I reste & montrer que u,, — u dans H'(2). Pour cela, on remarque que, comme F,, — A, Vu — F — AVu

dans L2(2)" et V(un (z) — u(x)) — 0 faiblement dans L2(2)",

« ”un - UH?H < /Q An(a:)V(u”(x) - u(x)) : V(un(aj) - U'(x)) dz =
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/Q(Fn(x) — Ap(2)Vu(z)) - V(up(z) —u(z)) dz — 0 quand n — +o0,

et donc u,, — u dans H'(Q).

5. (Régularité H? par la technique des réflexions.).

On note 2 =] — 1,0[x]0, 1. On montre tout d’abord que v € H(£,). Il est clair que u € L%(£;). On
montre maintenant que Dyu € L?(€),) (la preuve de Dou € L?(€2,) est plutot plus facile).

Soit p € D(£y)

/Q Dru(e)p(a) dv = - /Q w(@)oho(x) dz = — /Q w(@)dyo(z) d — /(2 w(@)dhp(x) da.

s

La trace de u dans L?(]0, 1[) du coté z; > 0 est la méme que la trace de u dans L?(]0, 1[) du coté z; < 0
car u(xy, x2) = u(—x1, x2) (L'égalité des traces est immédiate si u € CZ°(€2) et donc vraie par densité si
u € H'(Q)). La formule d’intégration par parties (théoréme [1.33) donne alors

/QS Dyu(x)p(z) dz = /QDlu(x)gp(g;) dz+/ﬁplu($)<p(x) do.

Ceci prouve que Diu € L?(,) (noter que Dyu(x) = —D,u(Z) pour presque tout = € € avec & =
(—x1,22) siz = (21, 12)" € Q).

On montre maintenant que u est solution de (2.23)) avec €2, au lieu de .
Pour v € H'(€y), on définit w € H'(Q) par w(x1,22) = v(—21,x2) (21, 22 €]0, 1[). On a alors

2 1 r0
[A(x)Vu(m) -Vou(z) de = Z / / a; j(x1, x2)Diu(zy, x2)Djv(zy, 22) doy dao
Q =il J-

2 1 /0
= Z / / a; ;(—x1, x2)Diu(—2x1, x2) Djw(—21, x2) do dzo
0 J-1

4,j=1

2 1 1
= Z / / aiyj($1,$2)DiU((L'1,CEQ)Dj’U)(ZL’l,SCQ) dxl d.’EQ
0 0

ij=1
= /~ A(x)Vu(z) - Vw(x) dz.
Q

On en déduit

/ A(x)Vu(z) - Vo(z) do = / A(x)Vu(z) - Vo(z) dz +/ A(x)Vu(z) - Vw(z) dz.
Q, Q Q

De méme,

1 0 1 40
/ﬁf(x)v(x) dz :/0 /_1 flx1,z2)v(21, 22) dy dag :./0 /_1 fl=z1, zo)w(—z1,22) dz1 das

— /01 /01 f(z, x0)w(xy, 22) day dazg = /Qf(:r)w(x) dz.
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/QS f(z)v(z) dxz/ﬂf(x)u(x) dx+/Qf(x)w 2) dz

En utilisant que u est solution de (2.23)) (sur §2) avec v et w, on en déduit que u est solution de (2.23])) avec
€, au lieu de Q.

On en déduit

On pose Q. =] — 1,2[x] — 1, 2[. En faisant une réflexion de plus dans la direction z1, puis deux réflexions
dans la direction 2, on construit ainsi u € H'(Q,) et f € L?*(§,) telle que u est solution de (2.23) avec
Q. au lieu de €.

On suppose que A(z) = Id pour tout = € (et donc tout = € €.). Soit maintenant ¢ € D({2.), telle que
¢ = 1 dans Q; la fonction wu appartient 2 H'(IR?) et A(pu) € L*(IR?). La remarque donne alors
que u appartient 3 H2(IR?), ce qui prouve que u € H?(Q).

Exercice . (Un exemple dans H' (IR"))
1. Comme u, f € L} (RY), Au—u = D;f dans D*(IR") signifie

/u(x)Av(:c) dz — /u(x)v(x) de = — / f(x)d;v(x) dz pour tout v € D(RY).

(Les intégrales sont toutes sur RY)
Comme u € H'(RY), [u(z)Av(z) dz = — [ Vu(zx) - Vo(x) dz pour tout v € D(IRY). On a donc
Au — u = D, f dans D*(IR") si et seulement si

/Vu -Vou(z )dx+/ da:—/f )d;v(z)(z) dz: pour tout v € D(RY).

Comme f € L*(IRY) et que D(IR") est dense dans H* (IRN ), ceci est équivalent a (2:26).

2. On définit I'application T' de H 1(]RN ) dans IR par T'(v) = [ f(z ) dz. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz montre que T est bien définie, appartient 2 H ~ (IRN ) (dual (topologlque) de H'(IRY)) et que
T[] -

Légalité (]T_E[) s”écrit (u| ) m vy = T'(v). Lexistence et I'unicité de u solution de (2.26) est alors une
conséquence du théoreme de représentation de Riesz dans un espace de Hilbert.

En prenant v = u dans (2.26) on obtient ||u| g1 (mry < [1f | 2 (mvy-

Exercice (Norme H?2 sur R"Y)
1. On rappelle que

2
lullz = llullz= + Z 1 Diul|Z2 + ZZ 1D; D7

=1 j=1
Or
N
||Au||2L2 :/ ZDiDiu dx<N2_ max HDDuHL2 <N2Z||DDU||L2,
Q = 1=1,..., =

et donc

N
lull72 + | Aulls < flul2 + N> Y |IDiDsull7 < N [lullZ -

i=1
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On peut donc prendre C; = %2.

Pour montrer I’existence de Co, on va utiliser des intégrations par parties (avec des fonctions régulieres) et
la densité de D(R") dans H?(RY).
Pouri, j € {1,...,N} et o € D(IRY), en notant 9; la dérivée partielle dans la direction i,

/8¢8jap(x)8i8j<p(x) dz = /&@(p(x)@jajgo(x) dez,

et donc
N N
3 [0 de = [ o a
i=1 j=1
Par densité de D(IR™) dans H2(IR™) on en déduit pour tout u € H2(IRY),
N N
> ID;Diullys = | Auls @.71)
i=1 j=1

Pouri € {1,...,N} et € D(RY) on a aussi

/(’“)igo(x)(’“)igo(x) dz = /(’“)i(‘?m(:v)go(:r) dz,
et donc

i::/(@igo(x))Q de = /A@(x)ap(x) dr < /Aap(m)z dz + /gp(x)2 dx

Par densité de D(IRY) dans H?(IR") on en déduit pour tout u € H?(RRY),

N
> IDwulFe < [ AuF + [lull7 - 2.72)

i=1
Avec (2.71) et (2.72)), on obtient que Co = 2 convient.
2. (a) Comme u € LL _(IRY), AAu + \u = f dans D*(IRY) signifie

loc
/u(x)AAv(:c) dz + A / u(z)v(z) dz = (f, v)p«(mv),p(rY) Pour tout v € D(RY).

(Les intégrales sont sur RY)
Comme u € H2(RY), [u(z)AAv(z) dz = [ Au(z)Av(z) dz pour tout v € D(IRY). On a donc
AAu+ Au = f dans D*(IRY) si et seulement si

/Au(x)Av(x) dz + )\/u(x)v(:r) dz = (f,v)p«m~),p(rY) PoUr tout v € D(RY).

Comme f € H~2(R") et que D(IRY) est dense dans H?(IRY), ceci est équivalent a (2.27).
(b) On définit sur H2(IR") le produit scalaire (- | -) par

(u]v)y = /Au(m)Av(w) dz + )\/u(m)v(w) dz.
La question |1| montre que ce produit scalaire est équivalent au produit scalaire usuel de H 2(IRN ).

L’existence et I’unicité de u solution de (2.27) est alors une conséquence du théoréme de représentation
de Riesz dans un espace de Hilbert.
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Exercice (Modélisation d’un probleme de contact)
1. (Recherche d’une formulation faible)
On suppose que u est solution classique de (2.28)-(2.31).
On a bien siir u(z) = 0 pour tout z € 9B.
Soit v € C*(Q,IR) telle que vy, € C?*(Q4), v, € C*(Q-) etv(z) = 0 pour tout z € dB. En
multipliant par v(x) et en intégrant sur €2, des intégrations par parties donnent

/ Vu(z) - Vo(z) de + / Oyu(z,0M)v(x,07) dz — /@u(m, 07 )v(z,07) de = / f(z)v(z) da.
Q I I Q
En utilisant (2.30),(2.3T)), on obtient bien que u vérifie (2.32).

Réciproquement, on suppose maintenant que u vérifie (2.32)).
En prenant v € C'*° (€24 ) (que I’on prolonge par 0 hors de €2 ) on obtient en intégrant par parties

- Au(z)v(z) de = f(@)v(x) dz
o o,

et donc, comme v est arbitraire, —Au(z) = f(x) pour tout z € €. Un raisonnement analogue donne

—Au(x) = f(z) pour tout z € Q_ et donc (par continuité) —Au(xz) = f(x) pour tout z € .
On prend maintenant w € C2(I) que 1’on prolonge par 0 hors de I et on définit v sur 2 en posant

v(w,y) = w(z)((1—2y)")°siy >0,
v(z,y) =0siy < 0.

Cette fonction v est acceptable dans ([2.32). Elle donne, en intégrant par parties, comme —Au(z) = f(x)
pour tout = € €2,

—/8yu(a:, 0N w(z) do + /g(x)(u(x, 07) — u(z,07))w(x) dz.

I I
Comme w est abitraire dans CZ (1), ceci donne d,u(z,0") = g(z)(u(z,07) — u(x,07)) pour tout x € I.
Un raisonnement analogue donne d,u(z,0”) = g(z)(u(z,0%) — u(z,07)) pour tout 2 € I. On a bien
montré que u est solution classique de (2.28)-(2.31).

2. (Traces et espace fonctionnel)
Onnote D = {zr € B, 1 < |z| < 2}, de sorte que D C €. Comme D est a frontiere lipschitzienne, le
théoréme donne 1’existence de I’opérateur +y linéaire continu de H'(D) dans L?(9D) prolongeant la
notion de trace classique. L’ opérateur 7 qui & u (appartenant 2 H' (D)) associe la restriction de v(u) 2 OB
est donc linéaire continu de H*(D) dans L?(9B). Pour u € H' () on définit vo(u) comme 1’image par 7
de la restriction de u & D (qui est bien un élément de H'(D)).

Comme € est a frontiere lipschitzienne, le théoréme [I.32] donne I’existence de I’opérateur ~y linéaire
continu de H*(€2) dans L?(92) prolongeant la notion de trace classique. Pour u € H'({2), on définit
7Y+ (u) comme la restriction a I de (v ay ). On définit y_ de maniére analogue.

3. (Coercivité)
11 suffit de montrer qu’il existe C' tel que [[ul 20, ) < C[l[Vulll12(q, ) pour tout u € H. La preuve

probablement la plus rapide consiste a raisonner par 1’absurde et a utiliser le théoreme pour H(Q2,)
(et H1(_)). On suppose donc qu’il existe une suite (u, ), de H telle que

||un||L2(Q+) >n |||Vun|||L2(Q+) :
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Par un argument d’homogénéité, on peut supposer que ||, | L2(0,) = letona donc

Jm [[Vuall g2, = 0.

La suite (u,)nen est donc bornée dans H' (€, ) (plus exactement, il s’agit de la suite des restrictions a
Q. de la suite (u,)new). On peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que u,, — u faiblement dans
HY(Q4) (quand n — +00) et le théoreme donne u, — wu dans L*(€;) et donc ||ul[;2¢q, ) = L.
Comme Vu, — 0 dans L2(Q,)Y, Vu = 0 p.p. et la fonction u est donc constante (exercice et
Uy, — udans H*(£2 ). Mail la trace de u,, sur le bord de Q2 est nulle (car u est dans H), I’opérateur trace
étant continu de H' (€2 ) dans L?(9) on en déduit que la trace de u sur le bord de €2, est nulle et donc
u est la fonction nulle (v = 0 p.p. pour étre plus précis), en contradiction avec ||u| L2(0,) = L

Bien siir, un raisonnement analogue peut se faire avec {2_.

4. (Existence et unicité de solutions faibles)

L’espace H est un espace de Hilbert (avec le produit scalaire de H'(£2)). On définit  de H x H dans IR
par
awv) = [ Vule)- Vo) do + [ g@) (o) - v-u@) (rv() - 1-0(a) do
Q I

La forme a est bilinéaire symétrique continue (grace a la continuité des opérateurs v et y_ de H dans
L2(I)). La question [3| montre qu’elle définit un produit scalaire sur H équivalent au produit scalaire de
HY(Q) car a(u,u) > [, Vu(z) - Vu(z) dz.
D’autre part, I'application v — [, f(z)v(z) dz appartient 2 H' (car f € L*()).
Le théoreme de représentation de Riesz dans un Hilbert (voir par exemple [26] théoreme 6.56) donne alors
I’existence et I'unicité de u solution de [2.33).

5. En prenant v = u, dans (2:33), en remarquant que [, f(2)un(z)dz < ||f|l12(q) ull12(q) et en utilisant
la question on montre que la suite (uy, ),eN est bornée dans H!(Q) et que qu’il existe C' telle que, pour
tout n € IN.

/ n(Yatn () — y_un(2))? de < C. (2.73)
Q

Quitte a extraire une sous-suite, on peut donc supposer que u, — u faiblement dans H'(£2) et donc
aussi faiblement dans H'(Q2) et H'(2_) (plus précisément il s’agit de la convergence des restrictions
de la suite (un)nen 2 Q4 et Q_. Les opérateurs . étant continus de H'(€2) dans L?(I), on a aussi
Y+ Unwy+u faiblement dans L?(I) car un opérateur continu entre deux espaces de Banach transforme une
suite faiblement convergente en suite faiblement convergente, voir a ce sujet l’exercice[_f_ﬂ} En fait, ici, on
pourrait méme montrer la convergence de la suite (Y1, )nen dans L?(1).) L'inégalité donne que
Yitin () — y—up(x) — 0 dans L2(I) et donc v, u = y_u p.p. sur I.

En prenant ¢ € D() arbitraire, une intégration par parties (théoréme sur €24 et _ donne alors que
u € HY(B) et Diu = Diuy,, p.p. sur Q4. Comme you = 0 p.p. sur OB, finalement u € HY(B).

On prend maintenant v € H}(B) dans (2.33), on obtient que u est solution du probléme
u € Hy(B),

/ Vu(z) - Vo(z) dz = /f(x)v(x) dz pour tout v € H} (B).
Q

Comme la solution de ce probleme est unique (théoreme (2.6)), un raisonnement par 1’absurde classique
permet de montrer que u,, — u faiblement dans H!(£2) sans extraction de sous-suite.
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Exercice (De Fourier a Dirichlet)
1. Voici des définitions possibles .
La fonction u est solution “classique” de siu € C? (ﬂ, R) et vérifie —Au(z) +u(x) = f(z) pour
tout z € RY et —01u(0,y) + ou(0,y) = g(y) pour touty € RV~
La fonction w est solution “faible” de (Z34) si u € H'(IRY) et vérifie, pour tout v € H'(IR),

/ (Vulz) - Vo(z) + u(z)o(z)) dz + / oyuly)yoly) dy
RY RN-1

= (z)v(z) dz + / g(y)yv(y) dy,

RY RN-1
ol 7y est ’opérateur trace, linéaire continu de ' (IR ) dans L?(IR" "), dont I"existence est donnée par le

théoreéme [1.30
2. On définit a de H'(IR"Y)? dans R et 7' de H'(IRY) dans R par

a(u,v) = /JRJX (Vu(z) - Vo(z) + u(z)v(z)) dz + /}RN?1 oyu(y)yv(y) dy

Tw)= [ fle)() de+ / g(w)yoly) dy.
RY RN

La forme a définit un produit scalaire sur H 1(IRZJ\£) équivalent au produit scalaire usuel (car ¢ > 0 et y
continu de H'(IRY) dans L?(R"V~1)).

L application T appartient 2 H*(IRY )’ (car f € L*(RY), g € L2(R™ ") et y continu de H*(IRY) dans
12 (IRN -1 ))

Le théoreme de représentation de Riesz dans un Hilbert (voir par exemple [26]] théoréme 6.56) donne alors
I’existence et I'unicité de u solution faible de (2.34).

Comme a(u,u) > ”“”HI(JRZX)’ il est utile pour la suite de remarquer que ||uHH1(]RJX) < ||THH1(]RJX),.

3. On note u la solution faible de (2:34), c’est-a-dire u solution de
ue H(RY), | Vo € H'(RY),

/ (Vu(z) - Vo(z) + u(e)o(z)) dz + / oyuly)yoly) dy =
Wy

f(@)v(z) dz. (2.74)
RN-1 RY

Pour montrer que H> (]RN +), on utilise la méthode donnée dans la preuve du théorémem

Comme cela a été vu 2 la question précédente, pour tout T € H'! (]R]i)’ , il existe un et un seul wr solution
de

wr € HY(RY), | Yo € HY(RY), (2.75)

/ (Vwr(z) - Vo(z) + wr(x)v(z)) de + / oywr(y)yv(y) dy = T'(v), (2.76)
RY RN-1

et wrllgiryy < 1T mayy -
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Soit n € IN*, on prend pour T I’application v — f]Rﬁvr n(f(z1, 22 + 1) — f(z)) dz (o z1 et x5 sont les
deux composantes de x, c’est seulement pour ne pas alourdir les notations que 1’on se limite ici a N = 2).
La solution de (2-73)-(2.76) est alors la fonction wy = n(u(z1,z2 + 1) — u(z)).

Une adaptation immédiate du lemme (ot H}(RY) peut étre remplacé par H'(IR"}) et D(IRY) par

C>(IR"Y) qui est dense dans H* (]RIX)) montre que HTHHl(IRJi), < ”fHL?(]Rﬁ) et donc, pour tout n € IN*,

1

n(u(xy, xe + E) —u(x)) < Hf”L?(IR{VF) :

’Hl(lR{{)

On pose ¢, = n(u(zy, 2 + L) — u(x)). La suite (¢,)new+ est bornée dans Hl(]R]_\(_). On peut donc
supposer, quitte a extraire une sous-suite, qu’elle converge faiblement dans H 1(]RJX). On note 1 cette
limite faible.

Par ailleurs a preuve du lemme donne v,, — Dsu dans D*(IRJX) quand n — 4o00. On en déduit
que Dou = 9 € Hl(IRli) et donc D1 Doyu € LZ(]RJX) et DoDou € LQ(]RJX). Pour conclure, il ne
reste plus qu’a montrer que Dy Dyju € LQ(IRIX). Pour cela, on utilise I’équation satisfaite par u. En effet,
celle ci donne —Au + u = [ dans D*(IR]_\L), et donc D1Diu = u — f — DyDsu ce qui prouve que
D1 Dyu € L?(IRY). Finalement, on a bien montré que u € H2(IRY).

4. La suite (u,)nen est bornée dans H'(IRY) (car Hun||H1(lei) < Hf||L2(]RJi)). On peut donc supposer,
quitte 2 extraire une sous-suite, qu’elle converge faiblement dans H'* (]Rﬁ) On note u cette limite faible.

En prenant v = u,, dans (2.74) (avec u = u,, et o = n), on remarque que yu, — 0 dans L?(IR" ') quand
n — 4o00. Or yu,, — ~u au moins faiblement dans LQ(]RN 71) (un opérateur continu entre deux espaces
de Banach transforme une suite faiblement convergente en suite faiblement convergente, voir 1’exercice
1.22). On a donc yu = 0, ¢’est-a-dire u € Kery = H} (RY) (remarque|1.31).

En prenant maintenant v € H¢ (IRY) dans (2-74) (avec u = u,, et ¢ = n) en faisant n — 00, on obtient
(z)v(z) de.

(ulv)gyry) = - !

Ceci prouve que u est solution faible de (2:35). Cette solution est unique (par exemple parce que f = 0
p.p. implique u = 0 p.p.). Cette unicité nous permet (par contradiction) d’affirmer que w,, — « faiblement
dans H! (]R]i), quand n — +00, sans extraction de sous-suite.

Il reste a prouver que u,, — u dans H'(IR"}), quand n — +oc. La convergence faible dans H* (IR ) nous
donne (u | u)Hl(IRzi) < liminf, 4 (uy | ’U/n)Hl(IRIX) (voir remarque . Mais, on remarque aussi que,
pour tout n € IN,

(un [un) ey < (F [un) L2 ry)

et donc

lifgigf(un | Un)Hl(]Rli) < ng{{loo(f | un)L?(]Rfi) =(f| U)L?(]Rli) = (u U)Hl(]Rfj_)'

On en déduit que (u, | un) g1 (RY) — (u|w) g (rY) quand . — 400, ce qui est suffisant pour affirmer que

U, — wdans H' (]le_), quand n — 400, car, en utilisant encore que u,, — u faiblement dans H'! (]RJ_Y_),

(U, — w| Uy — u)Hl(IRJi) = (up | un)Hl(]Rszr) + 2(up |U)H1(1de) + (u| U)Hl(mli) — 0 quand n — +o0.
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Exercice (Equation de Schrodinger)
1. Conditions de Dirichlet -

(a) Pour u, v € V, on note uy, us les composantes de u et vy, vo les composantes de v. Ces notations

(b)

(©)

(d)

seront conservées dans la suite.
On définit un produit scalaire sur V' par

(u]v)y = /sz Vuy(x) - Vur(z) do + /Q Vus(x) - Vua(z) da.

Grace a I'inégalité de Poincaré (lemme [2.5)), I'application u, v — (u|v)y est bien un produit scalaire
sur V et I’espace V muni de ce produit scalaire est un espace de Hilbert.
Pour u, v € V, on définit a et T par

a(u,v) = (u|v)y +/

Q

uz(x)vy(z) doe — / up(x)ve(z) dz

Q

Tw)= [ filz)vi(z)dz —|—/ fa(x)va(x) da.
Q Q

Grace encore a ’inégalité de Poincaré, la forme a est bilinéaire continue (de V' x V dans R) et T' €
V. De plus, a est coercive car a(u,u) = (u|u)y (noter que a n’est pas symétrique). On peut donc
appliquer le théoréme de Lax-Milgram (théoréme [2.3), il donne I’existence et 'unicité de u € V tel
que a(u,v) = T'(v) pour tout v € V et donc I"existence et Iunicité de u solution du probleme (2.38)
(car a(u,v) = T'(v) pour tout v € V si et seulement si u est solution de (2.38)).

Soit u la solution @I) Comme f1, fo2, u; et ug appartiennent a L? (Q) et que I’ouvert considéré est la
boule unité, donc de classe C'°°, le théoreme de régularitédonne uy, ug € H 2(Q)

La premiere équation de (2.35)) donne alors, pour tout ¢ € D(12),

[ Au()p(@) de = — (A, @)ooy = / Vu (2) - Vip(z) da
Q Q

=~ [ @@ e+ [ fil)e) .

On en déduit par le lemme [1.2|I’équation (2.36a)) est satisfaite p.p. sur €2. Un raisonnement analogue
donne que I’équation (2.36b) est satisfaite p.p. sur Q.

Réciproquement, si uy, ug € H2({2) et que les équations (2.36) sont satisfaites p.p. sur €, les équations
([2:38)) sont satisfaites pour tout ¢ € D(2) et donc, par densité, pour tout p € Hi (). Si on ajoute que
u1, ug € Hy(£2), on obtient que u est solution de (2.38).

Comme la solution de (2.38)) est unique, ceci termine la question.

On montre par récurrence sur m que u, ug € H>™ (). En effet, la question précédente montre que w7,
up € H%(). Puis si uy, us € H?™ (), le théoreme de régularitédonne uy, uy € H*MH2(Q) =
H2(m+D(Q) (car (—ug + f1) et (uy + f2) appartiennent a H>™((2)).

L application f ~ u solution de (2.38) est continue de L?(2) x L?(2) dans V' (en remarquant que
||u||%/ = a(u,u) = T(u) avec les notations de la question . Puis I’application u +— u de V' dans
L2(2) x L*() est compacte (par le théoreme . Par composition, on en déduit que 1’application
® : f — wsolution de (2.38) est compacte de L*(Q) x L?(£2) dans L?(Q) x L?(1Q2).

2. Conditions aux limites de Neumann -

118



2.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 2. ELLIPTIQUE LINEAIRE

(a)

(b)

()

On prend ici W = H'(Q) x H*(2) qu’on munit du produit scalaire induit par H'(£2), c’est-a-dire
défini par
(u|v)w = (ur |v1) g1 + (u2 | v2) g1(0)-
Muni de ce produit scalaire, ’espace W est un espace de Hilbert.
Pour u, v € W, on définit a et T" par

a(u,v) = /Q(Vul(x) - Vor(z) + (ua(z) + %ul (x))vi(x)) dz
+ /Q(Vuz(x) -Vug(z) + (suz(z) — ui(x))ve(x)) dz,
T(w) = /Q oo (@) de + /Q Fol)vs(2) da.

Ici encore la forme a est bilinéaire continue (de W x W dans IR) et T' € W’. De plus, a est coercive
car a(u,u) > (3)(u|u)w. On peut donc appliquer le théoreme de Lax-Milgram (théoréme , qui
donne I’existence et I'unicité de u € W tel que a(u,v) = T'(v) pour tout v € W et donc I’existence et
I'unicité de u solution du probleme (2.4T).

En prenant ¢ = ugk) dan, p = —ugk) dans et en additionnant les équations obtenues, on obtient grace
a I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

k k k k
1P 1220y + 168 12y = / i@y (@) de — / folwyul® (z) de

k
< ||f1HL2(Q) Hué )‘

(k)’
I [ s [

1 2 k
< Ul ey + [[u?

L*(Q)
2

).

L2(Q)

2 2 (k)
L) + 1 f2llz2 (o) + H“1 ’

On en déduit I’inégalité demandée.

Les suites (ugk)) kelN+ et (ugk))kem* sont donc bornées dans L?(2). En prenant maintenant ¢ = ugk)

ZA4Ta) et ¢ = u(Qk) dans (Z:4TD), on en déduit que les suites (\Vugk)Dke]N* et (|Vu§k)|)kem* sont

bornées dans L2(2) et donc que les suites (ugk))kem* et (ugk))kem* sont bornées dans H!(). Plus

précisément,
2 2
k k
[ (157

< 201A1lze@) + 12l 220 @.77)

H(Q) HY(Q

Comme les suites (ugk))kE]N* et (ugk)) keN+ sont bornées dans H'({)), on peut supposer, quitte 2

extraire une sous-suite, qu’elles convergent faiblement dans H'(£2) vers des limites uy, us € H(Q).

En passant a la limite quand k& — oo dans les équations de (ZAT) (écrites avec u{*) et u$*)) on obtient

que uq, ug sont solutions de (2:41) avec 0 au lieu de % (noter pour cela que les suites (ugk)) relN+ €t

(uék))kelN* sont bornées dans L?(2)).

Comme on a raisonné par extraction de sous-suite, I'unicité de la solution de (2.41)) avec 0 au lieu de
1 ne découle pas du raisonnement précédent. Mais si on a deux solutions de (2:41) avec 0 au lieu de
+ (et les mémes f) et fo) leur différence, encore notée uy, us, est solution de [2:41)) avec 0 au lieu
de 1 et fi = f» = 0 p.p.. Dans la premitre équation de (Z4T), on prend alors ¢ = us. Dans la
deuxieme équation de (2Z:4T)), on prend ¢ = —u;. En additionnant les équations obtenues on en déduit
que u; = ug = 0 p.p.. Ceci prouve bien I’unicité demandée.
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On note enfin que (2.77)) donne, en passant a la limite inférieure quand k£ — 4-o0,
2 2 2 2
lurllzn o) + w2l o) < 2011112 @) + 1f2ll220)- (2.78)
(d) Soit u la solution (Z4T) avec 0 au lieu de ;. Comme us, u; € L*(9), le théoreme de régularité [2.19
b

valable avec H'(Q) au lieu de H}(Q) donne uy, us € H?(f2). Le raisonnement de la question |1b]
donne alors que les équations (2.36) sont satisfaites p.p. sur Q.

En prenant maintenant ¢ € H'(Q2) dans (2.41), le théoréme d’intégration par parties donne

Vu;(x) - n(z)v(x) dz = 0 pour tout v € H? (0 eti=1,2, (2.79)
a0
ol n est le vecteur normal a 9§ et extérieur.
Pour i = 1 ou 2, la fonction Vu; (z) - n(x) appartient H2 (9) car u; € H2(£)). On peut donc prendre
v = Hz(9RQ) dans (Z.79), et on obtient Vu;(z) - n(x) = 0 p.p. sur Q (pour la mesure de Lebesgue
N — 1-dimensionnelle). Les équations (2.39) sont satisfaites p.p. (pour la mesure de Lebesgue N — 1-
dimensionnelle) sur O2.

Réciproquement, on suppose que u1, uz € H?(12), que les équations (2.36)) sont satisfaites p.p. sur
et que les équations sont satisfaites p.p. (pour la mesure de Lebesgue N — 1-dimensionnelle)
sur 02 (avec I’opérateur trace). Il suffit alors d’utiliser le théoréme d’intégration par parties [I.33] pour
montrer que u = (u1,us) est solution (2:41)) avec 0 au lieu de +. Comme cette solution est unique, ceci
termine la question.

N.B. Si f1, fo € C>°({2), on peut montrer aussi que u1, ug € C*°(Q).

(e) La preuve est identique a celle de la question [[d Gréace a I’estimation (2.78), I'application f — u
solution de (2:4T) (avec 0 au lieu de 1) est continue de L*(£2) x L?(€2) dans W. Puis I’application
u + u de W dans L?(Q) x L?(Q2) est compacte (par le theoreme- Par composition, on en déduit
que I"application f + u solution de (ZAT) (avec 0 au lieu de 1) est compacte de L?(Q2) x L?() dans
L2(Q) x L*(Q).

3. Conditions au limites mixtes
La méthode suggérée par les questions précédentes consiste a introduire le probleme faible suivant :

Uy GH(%(Q), uy € HY(Q),
/Vu1 )dx—f—/ dx—/fl ) dx, Yo € Hy (),
/Vug )dx—l—/(;ug(:ﬂ)—ul( dx—/fg ) dz, Vo € HY(Q).

On montre que ce probléme faible a une et une seule solution. On montre des estimations indépendantes
de n sur le couple (u1,uz) solution dans Hg (2) x H'(). Ces estimations permettent de passer a limite
quand k — 400 pour avoir une solution du probléme désiré. Il est ensuite possible ensuite de montrer la
régularité de la solution obtenue et finalement la compacité de I’opérateur obtenu de L?(2) x L?(£2) dans
lui méme.

Exercice (Inégalité de Trudinger-Moser et L'(1/In(L)) C H™1, N =2)
Partie I, décomposition dans H{ ()
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1. Pour 1 < s < 2,¢/(s) = —s + 2. Onaalors p € C'(IR,IR) et donc ¢, € C}(R,IR) pour k € IN*.
Pour [s] < Kk, pi(s) = set pi(s) = 1. On en déduit que, pour tout s € IR, limy_o0 pi(s) = s et
limg 00 ¢} (s) = 1. Pour k < [s] < 2k, 0 < ¢(s) = ¢'(F) = —|2] +2 < Tet |pp(s)] < |s]. Pour
|s] > 2k, (s) =0 < Let |pr(s)| = § <s].

2. Parle lemme on a i (u) € H () pour tout k € N*. Par la question précédente, |¢x(u)| < |u| p.p.
pour tout k € N* et que ¢ (u) — u p.p. quand k — oco. De plus, pour tout i € {1,..., N}, |D;pr(u)| =
|of,(u)Dyu| < |Djul p.p. et Digr(u) — D;u p.p. quand k — oo. Le théoréme de convergence dominée
donne alors que ¢y (u) — u dans Hg () quand k — oc.

3. Soient u € H}(Q) et ¢ > 0. La question [2{donne I’existence de k > 0 tel que |lu — ‘Pk(u)”Hg(Q) <ell
suffit alors de prendre uy = @y (u) et ug = u — @ (u). on a bien uy € L (Q) car |u1| < (3/2)k p.p..

Partie II, Inégalité de Trudinger-Moser

1. On rappelle que H}(IR?) = H'(IR?) = W12(IR?) (voir théoreme|[1.25). La majoration (T:28) du corrigé
de l’exercice donne, pour N = 2, ¢ > 2etu € H}(IR?),

ull o2y < 1(r2) pourtoutu € Hy(R?),

avec Dy g = (1 + QqC’gyp + 4‘1)%, Cop = o etg= 252 On adonc p = 02 » = 5 etdonc

Dy < (3max{1, zqc;{p,z;q})% <3(1 420, +4) =3(5+q).

On en déduit I’existence de D € R vérifiant (2.42).
2. En prolongeant u par 0 hors de ©, I'inégalité (2:43) donne (Z.44) si ¢ > 2. Puis pour ¢ < 2, I'inéga-

lité¢ de Holder généralisée donne que [|ul|q(p2) < )\Q(Q)%ié [[ull 2 (r2) Pour avoir I'existence de C' ne
dépendant que de (2 vérifiant (2.44).
3. Pour x € (),
n 2n
ea’u(z)2 _ Z o"u(x)

n!

)
n€lN

et donc, avec le théoréme de convergence monotone et la question 2]

2
au

n Un
ey = 2@+ 30 Tl < el + 3 T (OVERP™ < 0a(@)+ 30

n>1 n>1 n>1

(202)"n",

Soit a, = Z;(2C?)"n™ de sorte que

Gn41 — 3202(n+1)n+1 _0202n+1(n+1)

A n nm n n

On a donc lim,, _, 4 o “25 = 02eC?.
n

On choisit o tel que 0 < o < 1/(2¢C?) eton pose a = A2(Q2) + 3,5, o (20%)

On obtient alors

< a. On note oy cette valeur de o.
L1(Q)

4. On utilise pour cette question les nombres o et a trouvés a la question 3]
Soito > 0et1 < p < +00. On choisit € > 0 tel que (2”‘7)26 =1

Soit u € H} (), u # 0. La partie I donne Iexistence de u; et us tels que u; € L>°(€2) et [uzl g1 ) < &
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On a donc, comme u? < 2u? + 2u3 p.p., avec A > 0 tel que e2Poul < A p-p.»

2 2 2 oo 2R9 4,2
epa‘u S €2p0u1€2pau2 S Ae 075g U2 p-p..

Le choix de £ donne H (2;%)

[SIE

u2HHl(Q) = (%7)% |Juzll 113 ) < 1. On en déduit que ot € LP(Q) et
0

e < (Aa)%.

Lr(Q)

Partie IT1, sur la résolution du probléme de Dirichlet
1. Soit 5 € IR etsoient s, € IR7,.

52
Si st > Bty/|Int|, onaalors s > B+/]Int| et donc s> > (%|Int| et donc e#® > el > et — ¢ On
2

il . .
obtient ainsi st < se#?. On a bien montré que

st < max{Bt\/]Int|, seﬁ%}.
et donc ,
st < Bt/|Int] + seh? .
On choisit maintenant 3 > 0 tel que o > 1/532. On a alors %e”_l% — 400 lorsque s — +00, et il existe
donc v > 0 tel que s’ > 562% pour s > 7.

On obtient alors, pour tout s, € IRY,

Bty/TInt] + e si s > 7,

st < Bt/ |Int| + se7%° < ]
ytsis <,

si bien que finalement, pour tous s,t € IR%,

st < e +At+ Bty [Int|.

2. Soit u € H}(Q) tel que Hu”Hé(Q) < 1. On choisit ¢ = g9 > 0 trouvé a la questionde la partie II et
B> 0,v > 0 trouvés a la question[I] La question[I]donne

|ful < e 4] f| + BIf1v/]In [ F]] p-p-

On en déduit (avec a trouvé a la question [3|de la partie II) que fu € L'(Q) et

1Full sy < at 71 F s + 8[| S/ | =

L)

Par linéarité, on a donc, pour tout u € H}(Q), fu € L*() et [full oy < M ||“||H3(Q)’ ce qui prouve
que I'application T : w — [, f(2)u(x) da est un élément de H~*(Q).
3. Comme T € H1(Q), le théorémedonne I’existence et 1’unicité de u € H{ () tel que

/ Vu - Vo dze = (T, u) g-1(q),Hi (2) = / fu dx pour tout v € Hj (). (2.80)
Q Q

En prenant v € D*(£2) dans (2:80) ceci montre que —Au = f dans D*(2).
Réciproquement si u € HJ () est tel que —Au = f dans D*(Q). On a 2.80) pour tout v € D*(Q) et
donc par densité u est la solution de (2.80).
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Partie IV, contre-exemple

1. On choisit une fonction ¢ € C2°(Bas) positive et telle que ¢ = 1 sur Bs (I’existence d’une telle fonction
est un résultat classique par régularisation, voir par exemple [26l paragraphe 8.1.2]) que I’on prolonge par
0 de sorte que ¢ € C°(£2). La fonction u = vy appartient & H} (€2).

2. On choisit f sous la forme f(z) = m pour x € B(0,d) et f = 0 hors de B(0,0). Pour que

f € LY(Q) il suffit que o > 1.

F@) W17 = ey (210 el = aln(—In(ja]))"

On a donc f(In|f)¢ € L'(Q) si @ — § > 1, c’est-a-dire @ > 1 + 6. Enfin, on choisit u construit a la
questionavec 7 €0, 1[ (pour avoir u € Hg (1)) :

f(x)u(l') = W pour x € B5,

et donc fu ¢ LY(Q) si a —~ < 1. 11 suffit donc de choisir ¥ = « — 1, ce qui possible en prenant
1+6<a<3/2.0nabien f € LY(Q), f(In|f])? € L1(Q) et fu ¢ L*(Q) pour certains u € HZ ().

3. On choisit la fonction f construite a la question précédente. On suppose que —Awu = f dans D*()) avec
u € HYH(Q).
Comme u € H}(Q), ona —Au € H(Q), c’est-a-dire que 1’élément de D*(2) noté —Awu se prolonge
en application linéaire continue sur H}(€2). Ceci est impossible car on a construit a la question précédente
une fonction v dans H} (1) telle que fv ¢ L1(1).
Un moyen simple de voir cette impossibilité est d’utiliser le fait que les fonctions f et v sont positives sur
B(0,4). On considere alors v,, = min{v,n} de sorte que v,, € Hg () et an”Hg(Q) < Hv||H3(Q). Comme
fun € L1(R), le fait que —Au € H~1(Q) (avec u € HE()) donnerait, en admettant que

/van dz = (—Au, vn) g-1(Q),H51(Q) (2.81)

ce qu’on démontre ci-apres, 1’existence de C tel que

[ Fon e < Cllnllggen < Cllolley
Par convergence monotone on en déduirait fv € L(£2) ce qui est faux.
Démontrons maintenant I’égalité (2.81). Comme v,, € L>(Q)NH}(12), il existe une suite (,),cN bornée
dans L (£2) d’éléments de C2°(9) telle que o, — vy, dans H{ () quand p — +o0.
On obtient [, fv, dz = (—=Au,vn)g-1(q),m1(o) en faisant p — +oo dans I'égalité [, fp, do =
(—Au, pp) H-1(Q),H1(2) (avec le théoreme de convergence dominée pour le terme de gauche et la conver-
gence de ¢, vers v, dans H} () pour le terme de droite).

Exercice (Décomposition de Hodge) L’exercice2.8/donne I’existence d’une fonction u € H() telle que
/ Vu(z) - V(z) de = / f(x)-Ve(r)dz, Yo € H(Q).
Q Q
On peut aussi ajouter la condition fQ u(x) dz = 0 et on a alors existence et unicité de u (voir I’exercice .
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On pose alors ¢ = f — Vu. Les fonctions u et g vérifient les conditions demandées.
On suppose maintenant que g € C*(Q) et que Q = (]0, 1[)Y¥. On a

/ g(x) - V(z) dz = 0 pour tout ¢ € H'(9Q).
Q

On raisonne comme dans I’exercice[2.8] En prenant ¢ € C2°(92), le lemme fondamental (lemme|[1.2) nous permet
de montrer que divg = 0 partout dans 2. Puis, en prenant ¢ € C'({2), une intégration par parties (plutot plus
facile que dans 1’exercice donne

/mg(x) -n(x)p(x) dy(z) = 0 pour tout ¢ € C*(Q).

De cette égalité, on déduit que g - n = O p.p. sur Of2.

Ceci peut se démontrer si N = 2 de la maniere suivante : dvy(z) = dx; ou dxo, selon les parties de 9 (avec
x = (x1,72)"). Avec g = (g1, g2)", on en déduit que g1 (z) = 0 partout sur {0} x [0, 1]U {1} x [0,1] et go(z) =0
partout sur [0, 1] x {0} U[0,1] x {1} (ce qui donne bien g - n = 0 p.p. sur 052.)

La généralisation au cas [N > 1 ne pose pas de difficulté.

Exercice[2.16/(Conditions aux limites de Wentzel)

Partie I (Préliminaire d’analyse fonctionnelle)

1. Lespace H}\ (0, 2m) est fermé dans H' (]0, 27[) (par exemple parce que Iapplication u — w est continue de
H'(]0, 27[) dans C([0, 27], IR) muni de la norme de la convergence uniforme). L’espace H} (0, 27) (avec
le produit scalaire de H(]0, 27[)) est donc un espace de Hilbert.

2. Lapplication (u,v) — (u|v)y est clairement un produit scalaire sur H (elle est bilinéaire symétrique et
a(u,u) > 0 siu est non nulle). Il reste 2 montrer que H est complet avec ce produit scalaire.

Soit (uy,)new une suite de Cauchy dans H. La suite (u,)nen est donc de Cauchy dans H'(B) et la
suite (7(un))n € IN est de Cauchy dans H} (0, 27). Il existe donc u € H'(B) et g € H,(0,27) tels que
u, — udans H'(B) et §(u,) — g dans H}}(0,2m) quand n — +oc0. Comme u,, — u dans H'(B) on a
aussi J(u,,) — ¥(u) dans L%(]0, 27[). On en déduit que ¥(u) = g p.p. et donc v € H. Finalement, comme
un, — u dans H(B) et (u,) — ¥(u) quand n — +00, on a bien u,, — u dans H. L'espace H est bien
complet.

Partie II (Conditions aux limites de Wentzel)
1. Le probleme (2:46) s’écrit, en posant T'(v) = [ f(2)v(z) dz + fozwj(g)(e)j(v(v))(é) de,

uec H
(u|v)g = T(v) pour tout v € H.

L application T appartient 2 H'. En effet,
[ 100 42 < 1l ol s
| /027r 3(9)(0)i(v(0))(0) d0| < [lgll 2o 17 (V)] L2(5) -
Ceci montre, avec la continuité de 1’opérateur v de H'(B) dans L?(9B), que T appartient 2 H'.
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Le théoreme de représentation de Riesz (voir par exemple [[26] théoreme 6.56) donne 1’existence et 1’ unicité
de w solution de (2.46).

1l est intéressant de remarquer, pour la question[4] que I’application (f, g) — (u,~(u)) (avec u solution de
(2:48)) envoie un borné de L*(B) x L?(9B) dans un borné de H'(B) x H} (0, 2m).

2. Pour u, v € H on pose a(u,v) = [, Vu(z) - Vo(z) dz + (Y(u) | 7(v)) #21(0,27)- Le probleme (2.46)
(sans “uv” dans la lere intégrale de (2.46)) s’écrit alors, avec la méme application 7" que dans la question
précédente,

ue H
a(u,v) = T(v) pour toutv € H.

Pour montrer 1’existence et I'unicité de u solution de (sans “uv”) il suffit donc (avec le théoreme de
représentation de Riesz) de montrer que la forme bilinéaire a définit sur H un produit scalaire équivalent
au produit scalaire (- |-)g. I est immédiat que a(u,u) < (u|u)y. Il suffit donc de montrer qu’il existe
¢ > 0 tel que, pour tout u € H, a(u,u) > c(u|u)qy.

On montre existence de ¢ par contradiction. Si ¢ n’existe pas, il existe, pour tout n € IN*, u,, € H tel que

a(Up, Up) < %(un | wn) g (2.82)

Noter que u,, # 0 (car a(u,u) > 0 pour tout u € H). Par un argument d’homogénéité, on peut supposer
que ||u, || = 1. La suite (uy)nen est donc bornée dans H'(B) et la suite (¥(un))nen est bornée dans
H;(O, 27). On peut donc aussi supposer, aprés extraction d’une sous-suite, qu’il existe u € H'(B) et
h € H}(0,2m) tels que u,, — u faiblement dans H'(B) et (u,) — h faiblement dans H} (0, 27) quand
n — +oQ.

Comme + est continu de H!(B) dans L?(0B), la convergence faible de u,, vers u dans H'(B) donne
v(un) — ~(u) faiblement dans L?(9B) (voir par exemple 1’exercice . Comme j est une isométrie, on
a aussi (quand n — +00) ¥(u,) — (u) faiblement dans L?(9B) et donc h = Ju p.p.. Enfin, on a aussi
(par exemple avec l’exercice D;u,, — D;u faiblement dans L?(B) pouri = 1, 2.

On remarque maintenant que (u, | u,)g = 1, 'inégalité (2.82) donne donc D;u,, — 0 (pour i = 1, 2)
dans L*(B) et 5(u,) — 0 dans H}(0,27) quand n — +oo (on en déduit en particulier h = J(u) = 0
p.p.).- On adonc Vu = 0 p.p. et il existe donc b € IR tel que u = b p.p. (exercice. ceci donne y(u) = b
et y(u) = b p.p. et donc u = 0 p.p..

Pour conclure, par le théoréme la convergence faible de u,, vers u dans H*(B) donne la convergence
dans L?(B) et donc u,, — 0 dans L?(B). Mais, on sait déja que D;u,, — 0 (pour i = 1, 2) dans L?(B) et
donc u,, — 0 dans H'(B), ce qui est impossible car ||u,||;; = 1 et

2 2 _
lunlle = llunllz sy + H'Y(Un)”H;(o,zw) — 0 quand n — +o0.

On a bien montré que la forme bilinéaire a définit sur H un produit scalaire équivalent au produit scalaire
(+]-)m et donc I'existence et I’unicité de u solution de (2.46) (sans “uv™).

Ici aussi on peut remarquer que 1’application (f,g) — (u,7y(u)) (avec u solution de (2.46) sans “uv”)
envoie un borné de L*(B) x L*(0B) dans un borné de H'(B) x H, (0, 27).

3. On suppose que u est solution au sens classique. Soit v € C?(B,IR). On pose 9(r, 8) = v(r cos§, rsin §).
On multiplie (2:454) par v et on intégre par parties sur B, on obtient

/BVu(z) -Vo(z) dz + /B u(z)v(z) dz
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27
- Ozu(cos b, sin f) cos 8 + dyu(cos §,sin0) sin #)v(1,6) df 7/ f(z
0
c’est-a-dire
27
/Vu(z)~Vv(z) der/ u(z)v(z) dz — oru(l,0)v(1,0) dé —/ f(z
B B 0

En utilisant (Z.45B)) et une intégration par parties, on obtient

2

2m
/ Vu(z) - Vu(z) dz —|—/ u(z)v(z) dz + 0pu(1,0)0v(1,0) do +/ a(1,0)ov(1,0) do
B B 0

2
/f dz—i—/ g(cosB,sin0)v(1,0) df.

Comme (1,0) = F(u)(#) et v(1,0) = F(v)(d), ceci donne exactement I’équation (2.46) pour v €
C2(B,R).

La densité de C%(B,IR) dans H permet de conclure que u est 1’unique solution de (2.46).
Réciproquement, on suppose maintenant que u est I'unique solution de (2.46).

Le fait que (2.46) soit vérifiée pour tout v € D(B) donne (comme u € C%(B,IR)) que u vérifie
pour tout (x,y) € B.

On prend maintenant dans (2.46) v € C%(B, IR ). Des intégrations parties (sur B et sur |0, 27[) permettent
de montrer (comme u € C?(B,IR) et u vérifie (2.45a))

/Qﬂ(ﬁru(l, 6)5(1,8) — 92a(1,6) + a(1,0))5(1,0) df — /QWg(COSH,SinH)v(l, 0) do.
0 0

On peut prendre pour fonction 6 +— #(1, 6) la restriction & [0, 2] d’une fonction arbitraire de IR dans IR,
de classe C? et 2r—périodique. Le choix de telles fonctions est suffisant pour en déduire que u vérifie

(2:43D) pour tout (x,y) € OB.

4. La linéarité de T' est immédiate. La compacité de 7" est due au fait que 1’application (f,g) — (u ~v(u))
(u solution de (2:46)) envoie un borné de L*(B) x L?(9B) dans un borné de H'(B) x H,(0,2) puis
que I"application (u, v) — (u,v) envoie (par le théoreme|1.37) un borné de H' (B) x (O, 27) dans une
partie relativement relativement compacte de L?(B) x L#(0B).

Enfin, soient u la solution de (2.46) associée a (f, g) et v la solution de (2:46) associée 2 (¢, 1) au lieu de
(f,9). On remarque que, comme 7'(f, g) = (u,~(u)), avec u solution de (2.46)

27
(ulv H*/ f(z dz+/0 3(9)(0)i(v(v))(0) A0 = ((f, 9) | v, v(v))L2(B)x L2(0B)
= ((f,9) | T(,9))L2(B)xL2(0B)-

Puis, comme T'(¢, 1)) = (v,7(v)), avec v solution de (Z.:46) avec (¢, ) au lieu de (f, g),

27
(v]w)u = /BSD(Z)U(Z) dZJr/g JW)(0)7(v(w)(0) A = ((¢, %) [ u,¥(u))L2(ByxL2(aB)
= ((p, ) | T(f,9))L2(B)xL2(0B)>

ce qui montre bien que 7' = T™*.
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Exercice (Probléme de Stokes, vitesse et pression)

Partie I, existence et unicité de u

1. Soit (u, p) est une solution classique de ([2.47). On remarque tout d’abord que « € V. Puis, pour v € V, on
multiplie la premiere équation de (2.47) par v et on integre sur 2. Les fonctions u et v sont suffisamment
régulieres pour intégrer par parties et obtient ainsi 1’équation (2.49). Ceci montre que u est alors solution

de €29,
2. Lapplication div qui 2 u € Hg (Q)N associe div u est linéaire continue de H{ (Q)N dans L?(£2). Comme
V = ker div, on en déduit que V" est un s.e.v. fermé de HZ ()" .

3. Dl suffitici d’appliquer le théoréme de Lax-Milgram, théoréme[2.3|(ou le théoréme de Riesz dans les espaces

de Hilbert) en remarquant que V' est un espace de Hilbert (V' est muni de la norme naturelle de H} (Q)N),

avec a et T' définis par
N
s = v i -V i d ) T = : d.
a(u,v) ;/ﬂ w;i(z) - Vo (z) dz, et T(v) /Qf(m) v(x) dz

4. Pourv € V,on adive = 0 p.p. dans 2 et donc fQ pdive dz = 0. On en déduit que u est solution de
(2:49). Par 1a question précédente, la fonction (vectorielle) u est donc I'unique solution de (2.49).

Partie II, préliminaire d’analyse fonctionnelle

1. Soit u € ker A (on a donc Au = 0). Pour v € Im(A*), il existe g € F tel que v = A*g, on a donc
(v[u)p = (A"glu)p = (9]Au)r = 0,
ce qui montre que u € (Im(A*))*. On a donc ker A C (Im(A*))* .
Réciproquement, soit v € (Im(A*))*. On a alors, en posant f = Au,
(AuAu)p = (flAu)p = (A" flu)p =0,

car A* f € Im(A*). Donc, Au = 0, ¢’est-a-dire u € ker A. Ceci donne (Im(A*))+ C ker A.
Finalement, on a bien montré que (Im(A4*))* = ker A.

2. Si G estun s.e.v. fermé d’un espace de Hilbert £, on a toujours £ = G & G*-. D’autre part, pour tout sous
espace G de E,ona G+ = G*.

Si G est un s.e.v. d’un espace de Hilbert F, on a donc
E=GaGt et E=Gta(GH)L

Ceci permet de prouver que (G1)*+ = G.

On applique ici ce résultat avec G = Im(A*), on obtient (avec la question précédente)

Im(A*) = ((Im(A*))H)* = (ker A)*.

Partie II1, Existence et unicité partielle de p
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1. (a)

(b)

©

Soitv € H.On a
(A*pp|v) g = (pn|Av)p = / prdivoe da,
Q

et
(A*qn|v) g = (gn|Av)p = / gndive doz = / ppdive dz — an/ divo dz.
Q Q Q

Comme v € H{ (Q)N, on a (en intégrant par parties) [, divv dz = 0 et donc

(A pp|v)g = (A" ¢y |v) g pour tout v € H&(Q)N

Ceci montre bien que A*p,, = A*q,.

Par le lemme , il existe v, € H} (Q)N t.q. div v, = ¢, p.p. dans Q et ||’Un||Hé(Q)N < Cllanllpz) -
On obtient alors

(A%qn|vn)m = /Qqndivvn dz = /qu dz = an||?,
La question précédente donne A*p,, = A*q,. On a donc

2 * *
lgnllz = (A"palvn)a < A Pallg llvally < C A Pl g lanllp
et donc
lgnllr < CllA™Pall g -

L’hypothese de convergence de A*p,, donne que la suite (A*p,, )neN est bornée (dans H). On en déduit
que la suite (¢, )nen est bornée dans F'.

Comme la suite (¢,,)nen est bornée dans I’espace de Hilbert F', on peut supposer, aprés extraction
éventuelle d’une sous-suite, que cette suite converge faiblement dans F'. Il existe donc ¢ € F' tq.
qn — q faiblement dans F', quand n — +o00. On va montrer que v = A*q.

Soitw € H, On alim,, 4+ (gn|Aw)r = (¢|Aw)p. Mais
(@ulAw)p = (A"gu|w)r = (A"pulw)n.
Comme A*p,, — v dans H, on a donc aussi lim,,_, ; o (¢, |Aw) p = (v|w) g. On obtient donc
(q|Aw)p = (v|w) g pour tout w € H.

Ceci donne (A*qlw)y = (v|w)y pour tout w € H, et donc v = A*q. On a bien montré que v €
Im(A*).

2. La question précédente montre que Im(A*) est fermé (dans H). Avec la partie II, on a donc (ker A)* =
Im(A*). On a déja vu que ker A = V. On adonc V+ = Im(A4*).

3. (a)

(b)

Ona (ulv)g = [, fvdz = (Tf|v)y pour tout v € V. Ceci signifie bien que u — Ty € V* et donc
que w — Ty € Im(A*).
Comme u — Ty € Im(A*), il existe p € F = L*(Q) tq. u — Ty = A*p. On a donc pour tout
Lren N
ve Hy(Q),
(ulv)g —/ fode = (u—Tf|lv)g = (A"plv)g = (p|Av)r = / pdiv o dz,
Q Q

ce qui signifie bien que (u, p) est solution de ([2.48).
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4. On a déja montré a la question 4 de la partie I que u; = us = u ol u est I'unique solution de (2.49).

On obtient alors que [, p1divv dz = [, padiv v dz pour tout v € HH(Q)™ . Enprenantv = (vy, ..., vy)!
avec v; € D(Q) etv; = 0 pour ¢ > 2, on en déduit que D1 (p; — p2) = 0 (dans D*(2)). De maniere
analogue on a D;(p; — pa) = 0 pour tout ¢ € {1,..., N}. Ceci permet d’affirmer qu’il existe a € IR t.q.
p1 — p2 = a p.p. (voir I'exercice [I.4).

Exercice (Probléme de Stokes, pénalisation)

1. Aves les mémes notations que dans I’exercise précédent, on commence par remarquer que le probleme
(2.50) est équivalent a

u € H,

(u|v)g + n/Qdiv u(z)divo(z) de = /Qf(x) -v(z) dx pour tout v € H.

On définit la forme a par a(u, v) = (u|v)g + [, divu(z)divv(z) dz. La forme a définit sur A un produit
scalaire sur H équivalent au produit scalaire (u | v) . On peut donc appliquer le théoréme de représentation
de Riesz, il donne I’existence et "unicité de v € H solution de (2.30).

2. On prend v = u(™ dans (2.50) et on utilise I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

(W 4 < @ [+ [ (v @) do
Q

L2(9)

= [ 1) @) do < Y fila |
=1

Avec I’inégalité de Poincaré (lemme on déduit que la suite (u("))nem est bornée dans H puis que la
suite (/72 div u(™), ey est bornée dans L?(€).

3. Lasuite (u(”) )nel est bornée dans H, on peut supposer, apreés extraction d’une sous-suite, qu’elle converge
faiblement dans H. On note u cette limite faible.

En prenant v € V, de sorte que divv = 0 p.p.,

wmezﬁﬂmw@mx

Quand n — 400, on obtient
(wlo)n = [ f@) - o(a) do
Q

La fonction u appartient & H et vérifie I’équation demandée dans (2.49). 1l reste & vérifier que u € V, ce
qui est vrai car divu(™ — divu au moins faiblement dans L?(£2) mais divu(™ — 0 dans L?(Q) (car
la suite (/7 divu(™),cn est bornée dans L2(f2)) et donc divu = 0 p.p., ce qui prouve que u € V.
La fonction u est donc solution de (2.49). L'unicité de la solution de(2:49) permet alors d’affirmer que
u(™ — y faiblement dans H quand n — 400, sans extraction de sous-suite.

Exercice (Continuité séquentielle de L*-faible dans H}) (x)
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1. En prenant v = u,, dans (2.31) (avec f,, et u,, au lieu de f et u), on obtient
04||Un||§{01(9) < an”L?(Q) ||Un||L2(Q) < ||fn||L2(Q) CQ”un“H(}(Q)v

ou Cq est donné par I’inégalité de Poincaré. On a donc, pour tout n € IN,
Ca
||Un||H5(Q) < ;;gﬂg(llfp\\mm)) = M < +o0,

la suite (f,,)ne étant bornée dans L2((2).

2. Siu, # u faiblement dans H}(Q), il existe € > 0,1 € H~1(£2) et une sous-suite, encore notée (uy )nenN,
telle que
(¥, un — u) g—1(),m1 (@) = € pour tout n € IN. (2.83)

Apres une nouvelle extraction éventuelle, on peut supposer que u, — u faiblement dans H} (). Soit

veE HHN);ona
/AVun-Vv dx:/fnv dz,
Q Q

/AVﬂ-Vvdx:/fvdx.
Q Q

On en déduit que @ = wu, ce qui est en contradiction avec (2.83). Noter qu’il est nécessaire de raisonner par
contradiction pour montrer que toute la suite (f,,)necn converge.

On a donc bien montré que u,, — u faiblement dans H} () et, par le théoréme de Rellich, que u,, — u

et donc, quand n — oo,

dans L?(Q).
3.
/ AVu, - Vu, dov = / fntly, dz — / fudx = /AVU - Vu dz,
Q Q Q
car u,, — u dans L?(Q) et f,, — f faiblement dans L?((2).
4. Ona

A(Vuy, — Vu) - (Vu, — Vu) dz
Q

:/AVun~Vundx—/AVun-Vu—/AVu~Vun+/AVu-Vudx.
Q Q Q Q

Les quatre termes de droite de cette égalité tendent vers fQ Vu - Vu dz quand n — +o00. Le terme de
gauche (qui est positif) tend donc vers 0. Ceci donne «l|u,, — UH%&(Q) — 0 (quand n — +o0) et donc,
quand n — 400,

u, —u dans Hi(Q).

Remarque sur la topologie faible : L’application f +— u (ol u est solution de (2.51))) est donc séquentiellement
continue de L?({2)-faible dans H}(Q), ¢’est-a-dire qu’elle transforme les suites faiblement convergentes de L?((2)
en suites convergentes de H (). Elle est donc aussi séquentiellement continue de L?((2)-faible dans L?(12) .
Apres avoir défini la topologie faible de L?(2) (ce qui n’est pas fait dans ce livre), on peut toutefois remarquer que
cette application n’est pas continue de L?(Q)-faible (c’est-a-dire L?(2) muni de la topologie faible) dans L*(£2)
(c’est-a-dire L?(£2) muni de la topologie associée a sa norme).
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Exercice (préliminaire a I’exercice [2.21) En prenant z = 0 dans (2.52), on obtient 1i_>m e(y) = 0.11
Yy—00

existe donc ag tel que p(ag) < 1.

On définit maintenant, par récurrence, une suite (ay)reN par
C 1\ 1
Api1 — G 9k T 9k+1

En effet pour k£ = 0 on a bien ¢(ag) < 1.

1
. <X
on a alors, par récurrence, p(ax) < o

N

Puis, pour & > 0, si ¢(ay) < on a

27’

C 5 c 11

a < — p(a e —
@ (ags1) < Aor1 — plag)” < api1 — ap 2FP 9k+1

On montre maintenant que limy_, o, ax < co. Pour cela, on remarque que

2k 1 i 1
Ap+1 — A = QCQTﬂ = QCW = 2Cb" avec b = oF—1°
On a donc
k—1 ] 20
= 200° < 2 W= —_—
ak aOJrZ Cv <ag+ C’Z a0+1_b,

p=0 p=0

carb = 2,%1 < 1lcar 8 > 1. On prend donc a = ag +

T3 et on a, comme ¢ est décroissante,

0 < ¢(a) < p(ay) pour tout k € IN,
et donc
1

o pour tout k£ € IN,

0<¢p(a) <

ce qui donne ¢(a) = 0.

Exercice (Solutions bornées d’un probléme elliptique)
1. Pour u,v € H}(Q) on pose

a(u,v):/AVu-Vvdx et T(v):/F~Vvdm.
Q Q

Comme cela a été vu dans ce chapitre, la forme a est une forme bilinéaire continue coercive sur Hg (£2).
Puis, pour v € H}(Q), on a

T(v) < /Q [F'- Vol dz < [||Fl[L2@) IIVlll2 @) = I1F |2 @) V] 22 @)

On en déduit que 7' € (H}(Q2))’ et donc qu’il existe une et une seule solution u de (2.53).
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2. En prenant v = Sy (u) dans (2.33) on obtient

a|||V(Sk(u))||2L2(Q) = a/ Vu-Vudr = F-Vudz
A A

< EM 22 a1V Sk (@)l 222

< W F Moy An (Ax)) 277 IV (St ()| 2 (0,

2
car/ |F|?dx < </ |F|pdx> )\N(Ak)l_%. On obtient ainsi
Ay, Q

11
al[[V(Sk(u)lll2@) < IF[llr@)An (Ar)2 7.
3. Pour b > k, ona|Si(u)| > (h — k) sur Ap. On a donc

1
*

(h—k)(An(An) ™ < (/Q Sk ()| dx) '

<Cr [ VS| do < C [V ) A (40)2.

k

Avec la question 2, on obtient

1

(h = k)N (AR) T < =1 FlllpAn (AR)' 77,

G

e
_ G

etdonc, avec Cy = L [|[F[| 15 (g

1 11

(h—k)AN(AR) ™ < Codn(Ap) v,

N—-1

4. Pour k € R4, on pose p(k) = (An(Ak)) ¥ .Onaalors, pour h >k >0,

N _p—1

(h— k)p(h) < Cop(k) ™5 5.

N p-—1
0] = —"—.
n pose 8 N-1 p
-1
On remarque que 3 > 1 car p > N (en effet, on a N IL >1< Np— N > Np—p).
- p
On peut alors appliquer I’exercice[2.20} il donne I’existence de a € IR 4 t.q. ¢(a) = 0 et donc [[ul| L~ (o) <

a.

5. On suppose tout d’abord que ||| F'||| »() = 1, ce qui donne, avec les notations des questions précédentes,

o=t

«
On reprend alors le corrigé de I’exercice Le choix de ag est tel que p(ag) < 1. Comme

N1 N —1 —1
0(0) < Av(@)'F f— =T

et Cy = Cl/a,
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il suffit donc de prendre ag t.q.

p=1
CiAn(2) 7 <1
aago
p—1
CiAn(Q) 7
On peut donc choisir ag = M On a alors |[u| ) < aavec
«
n 20, n (&5 2
a=a+-——=ap+ ——F.
1-b L

C 2

On a donc |[ul| e (o) < C3, avec C3 = ag + 4171.
— ope

On remarque bien que C'3 ne dépend que de €2, « et p (noter que IV est implicitement dans §2).

On peut maintenant supposer que F est quelconque dans LP(2)™V (la fonction u est toujours la solution de
(2.53)). Pour v > 0 la fonction /7y est solution de (2.53) avec £/ au lieu de F. Si [|[F'[[| (o) > 0, en
choisissant v = |[|F'[[[ ;» (g, (de sorte que [||F'/7||| () = 1) onadonc |[u/v]|< C3 ce qui donne

ull @) < Csll|F|llLe (o)
(Noter aussi que I'inégalité est évidente si [|[F'[[[ 1, o) = 0.)

Exercice (Solutions bornées d’un probléme elliptique, suite)

1. Les théoréemes d’injection de Sobolev (théoreme [I.41)) donnent I’existence de C, ne dépendant que de 2
(et g, ¢ < 400, si N = 2) tel que, pour tout u € Hg (£2),

SiN =2, ||U||Lq(Q) <cC HU”Hl(Q)
. N 2N
SiN > 2, ||U||L2*(Q) <C HUHH(}(Q) , 20 = N_9
En prenant ¢ = £+, c’est-a-dire ¢ = =5 si N > 2, on obtient avec I'inégalité de Holder,
/f @) dz < 11l oy Il gy < C 1 Lo el 3 » pour tout u € H(€).

Ceci montre que I'application f — [, f(z)u(z) da est un élément de H~'(2) et donc, par le théoreme
2.9 qu’il existe une et une seule solution u de @])

2. Pour N > 2,ona N/2 >
une unique solution u de l)
L'inégalité de Holder donne avec ¢ = 55 et donc ¢ < N/(N —2) (¢ < +oosi N = 2) puis I'injection
de Sobolev de W,"" dans L9(f2) avec 7* = g et donc r < T

oo etdonc f € LNT2 N2 (). La question précédente montre aussi qu’il existe

| @) de < 1l llzaiey < C 1Ly gy

On note maintenant G = {Vv, v € W,""(€2)} et on considere I’application Vv — Jo f(@)v(z) da. Cette

application est bien définie car un élément de WO1 " (£2) est entigrement déterminé par son gradient (voir la
remarque [2.7), et elle est linéaire continue avec la norme de L"(2)"Y. On peut la prolonger par le théoréme
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de Hahn-Banach en une application linéaire continue notée 7 sur tout L (£2)V. Par I'isomorphisme naturel
entre L"(Q2)" et L™ (), avec 7’ = r/(r — 1) > N, il existe donc ' € (L™ )" tel que

/Qf(a:)v(:r) dz = /QF(x) -Vo(z) dz,

pour tout v € W,""(2) et donc aussi pour tout v € Wy>*(€) car r < 2.
On est ainsi ramené a I’exercice 2211
N.B. Remarques complémentaires sur I’existence de I’ dans le raisonnement ci dessus :

1. Pour trouver par exemple la premiére composante de F, on considére I’application linéaire continue de
L"(£2) dans IR définie par w — (w,0,...,0) — T(w,0,...,0) et on utilise I"isomorphisme entre L" (£2)’
et L ().

2. L’existence de F' peut se montrer (de maniere semblable) pour une classe plus générale d’opérateurs li-
néaires continus : soient  un ouvert borné de R™ (N > 1) et ¢ € [1, 400[; une application linéaire T' de
W,y?(€) dans IR est continue (c’est donc un élément de W, ?(£2)") si et seulement s’il existe F' € (L?)V,

p=q(qg—1) (p=o0sig=1)tel que
T(g) = /F(x) - Vg(x) dz pour tout g € Wol’q(Q).
(Noter que ceci revient a dire que 7' = —div F’ dans D*(Q2).)

Exercice (Diffusion évanescente et convection)
Partie 1

1. Soit u,, € D(Q) t.q. u,, — u dans H} (). On a donc, quand n — +00, u,, — u dans L*(Q) et O;u,, —
D;u dans L?(Q) pour tout i € {1,..., N}. (On rappelle que d;u,, désigne la dérivée partielle classique de
Uy, par rapport a sa ¢-eme variable.) On peut aussi supposer (apres extraction éventuelle d’une sous-suite)
que u,, — u p.p. et qu’il existe F' € L?(Q) t.q. |u,| < F pour tout n € IN. On en déduit, par convergence
dominée, que u2 — u? dans L(£2) (quand n — +00).

Soitp € D(NQ) eti € {1,...,N}, onaalors

<Di(u2),80>D*(Q)7D(Q) = —/Qu28i<p dr = — lim Quiaicp dzx. (2.84)

n—-+o0o

Comme wu,, et ¢ appartiennent & D(£2), on a, en intégrant par parties

/ ui@igo dx = —2/ VU Oy, d.
Q Q

Comme u,, — u dans L?(Q) et d;u, — D;u dans L*(Q), on a u,,0;u, — uD;u dans L'(£2) et donc
(comme ¢ € L>(Q),

lim YupOiuy, de = / pud;u dz.
Q Q

n—-+oo

En revenant a (2.84), on en déduit que

(Di(u2),<p>D*(Q),D(Q) = 7/9”&281'30 dx = 2/Qg0uDiu dz,
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ce qui prouve bien que D;(u?) = 2uD;u p.p. (les dérivées par transposition de u et u? sont en fait des
dérivées faibles et donc identifiées a des fonctions).
La démonstration précédente donne aussi que u2 — u? dans L*(2) et 9;(u?) = 2u,0;u, — 2uD;u =
D;(u?) dans L'(©). On a donc u2 — u? dans W1(Q), ce qui donne, comme wu,, € D(1Q2), que u? €
Wy ().

2. Soit p € Wy (). il existe une suite (¢, )nen d’éléments de D() t.q. ¢, — @ dans W1 (Q). Comme
div w = 0 dans D*(2), on a, pour tout n € IN

0 = (divw, Yn)p+(Q),p(Q) = Z/ w; 0y da.

Comme 0;p,, — D; dans L'(Q) (et que w € L>(2)Y), on en déduit, quand n — +o0,

N
Z/ w; Dy dx = 0,
i=1 7%

c’est-a-dire [, w(x) - Vip(z) dz = 0.

3. On utilise le résultat de la question précédente avec ¢ = u? et le fait que D;(u?) = 2uD;u, on obtient

N
O:/w~V(u2)dx:Z/2wiuDiudx:2/uw'Vudx.
Q —Ja Q

Partie I1

1. On suppose que u est solution de (2:533)) et on pose & = u — G. On a alors T € H'({2) et, comme ~y est un
opérateur linéaire, (%) = y(u) — v(G) = g — g = 0 (dans L*(91)), ce qui prouve que u € H}(12). Puis,
siv € H}(Q), en remplagant u par @ + G dans (2:33)), on montre bien que % est solution de (2:56).

Réciproquement, on suppose que 7 est solution de (2.56). On pose alors u = % + G, on a bien u € H*({2)
ety(u) = v(u) + v(G) = 0+ g = g (dans L?(9Q)). Puis, si v € H}(2), en remplagant u par u — G dans
(2:36), on montre bien que u est solution de (Z:53).

On a bien ainsi montré 1’équivalence désirée.

2. En utilisant la théoréme de Lax-Milgram (théoreme 2.3)) on va montrer que (2.56) admet une et une seule
solution (grace 2 la question précédente, on en déduit que (2:35) admet une et une seule solution).

Le probleme (2:56) peut s’écrire

e H, (2.85a)
a(u,v) = T(v) pour toutv € H, (2.85b)

avec H = H} (),
a(,v) = /Q aVa(z) - Vo(z) dz + /Q a(2)w() - Vo) da
et
/ f(z)v(x) dz — / aVG(z) - Vu(z)de — [ G(z)w(z) - Vu(z) dz.
Q

Q
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L’espace H est bien un espace de Hilbert (avec sa norme naturelle). L’application 7" est bien linéaire de
dans IR et, en utilisant 1’inégalité de Holder, on voit que 7T est continue (on utilise ici le fait que f € L2(2),
G € HY(Q) etw € L>(Q)N). L’application @ est bien bilinéaire de H x H dans IR et continue (grace
encore au fait que w € L (Q)V).

Pour montrer la coercivité de a, on utilise la question 3 de la partie I, elle donne, pour tout v € H,

a(u,u) = /QaVu(x) -Vu(z) dz + /Q u(z)w(z) - Vu(z) de = /QaVu(a:) -Vu(z)dz =a Hu||Hé(Q) .

Comme a > 0, on en déduit bien que @ est coercive. On peut donc appliquer le théoréme [2.3] il donne
I’existence et I'unicité de @ solution de (2.56). Gréace a la question précédente, on en déduit I’existence et
I'unicité de u solution de (2.53).

Petite précision : Noter que la non unicité de G n’est pas un probleme pour I’unicité de de la solution de
(Z:33). En effet, on fixe G et on note @ I’'unique solution de (2:36)). Si u est solution de (Z:53), u — G est
solution de (2:36) et donc u = u + G. La fonction @ + G est donc I'unique solution de (2:53). En fait, la
fonction w dépend du choix de G mais la fonction @ + G ne dépend pas de G.

3. 1 suffit de prendre v = u dans (2.33)). Avec la question 3 de la partie I on obtient
2
lullyo = | f@uta) do.

4. Comme (u—>b)* € HZ (), on peut prendre v = (u—b) T dans (2.53), on obtient, en utilisant V(u—b)* =
1.>pVup.p.et f <0p.p.,

/ aVu(x) - Vu(z) dz + / u(z)w(x) - V(u—0b)T(z)de = [ f(x)(u—>b)T(r)dz <0. (2.86)
u>b Q Q

On remarque maintenant que [, _, aVu(x)-Vu(z) dz = [, aV(u—b)"-V(u—b)* = a||(u — b)+||Hé(Q)
et que

w(z)w(z) V(u—b)*(z)dz =
i J

Q

= / (u(z) = b)Tw(z)  V(u—b)T(z) dz + b/ w(z) - V(u—b)"(x)dz.
Q

Q

(u(z) —b)w(z)-V(u—b)T(z) derb/Qw(x)'V(u—b)Jr(x) dz

La question 3 de la partie I donne [, (u(x) — b)*tw(x) - V(u — b)*(x) dz = 0. D’autre part, comme
divw = 0 dans D*(Q), on a [, w - Vo dz = 0 pour tout ¢ € D(Q). Par densité de D(Q2) dans H{ (£2) on
a aussi (on utilise ici seulement le fait que w € L2(Q)V) [, w- Ve dz = 0 pour tout ¢ € Hg (€2) et donc,
en particulier pour ¢ = (u — b)™. On en déduit que

/ w(@)w(z) - V(u — b+ (2) dz = 0.
Q

Revenant a (2:86)), on obtient finalement a || (v — b) ™" I 111(0) < 0 etdonc (u— b)* = 0 p.p., c’est-a-dire
u < b p.p. dans Q.

Remarque : On suppose maintenant g = 0 et on note u la solution de (2.53)). La démonstration précédente
montre donc que v < 0 p.p. dans 2 si f < 0 p.p. dans 2. Si maintenant on suppose f > 0 On remarque
que (—u) est la solution de (Z:33) avec (—f) au lieu de f. On a donc (—u) < 0 p.p., ¢’est-a-dire u > 0
p-p--
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Partie 111

1. Le fait que u,, > 0 p.p. dans (2 est une conséquence directe de la remarque a la fin de la démonstration de
la question 4 de la partie II.

2. La fonction u,, vérifie
Uy € H& (),

1
- /Q Vuy(x) - Vu(z) de — /Qun(x)Dlv(x) dz = /Q f(x)v(x) dz, Yo € HY(Q).

On pose i, = u, + (1 (de sorte que Vii,, = Vu, + 3(1,0)?). Les formules d’intégration par parties dans
H(Q) (théoreme |1.33) donnent que, pour une fonction v € H} (), on a

/Dwdx:O, /levdx:—/valwdx:—/vdx.
Q Q Q Q

On en déduit que la fonction ., est solution de
U, € HY(Q), v(un) = 1 (dans L*(99)),

1
- / Vi (x) - Vo(a) dz — / i (2) Dro(z) da = / (F(x) + Byo(x) da, Vo € HL().
Q Q Q
On choisit 3 = — || f|| ;= (qr)- On aalors f + 3 < 0 p.p. dans Q et fz1 < 0 sur 2. On peut donc appliquer
la question 4 de la partie 2, elle donne @, < 0 p.p. dans et donc u, < [|f|| 1 (q) p-p- dans €2. Avec la

question précédente, ceci donne 0 < uy, < | f]| 1o () P-p- dans 2. On peut donc choisir Cy = || f[| ;.o (-

3. La question 3 de la partie II donne

1 2
gy < [ fun o

Comme (avec C; donné  la question précédente) [¢, fun dz < An(Q) [|un |l | flloo < An(Q)CL £l -
on a donc ,
||Un||H§(sz) < nAN(Q)C || fl o -

On peut donc prendre Co = /AN (2)C1 || f1] o -
4. Soit n € IN*. La fonction u,, est la solution faible de —Awu,, = f — Diu,,. Comme 2 est convexe et que
f — Dyuy, € L3(Q) (car u,, € Hg(9)), la remarque donne que u € H?().
5. Comme u,, € C*(Q) et que u,, = 0 sur €2, on a, pour tout zo €0, 1],
Un (1, 72)

O1up(0,29) = lim —————==,
n( ’ ) x1—0Tt T

La question 1 de la partie III donne que w,, (1, 22) > 0 pour tout (z1, z2) € 2 (comme u,, est continue, le
fait que u,, > 0 p.p. dans 2 implique que u,, > 0 partout dans 2). On en déduit que 0y u,, (0, x2) > 0 pour
tout z2 €]0, 1.

Les trois autres propriétés demandées se montrent de maniere analogue.
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6. La question 2 de la partie IIT donne que la suite (u,, ), e est borné dans L>°(€). Il existe donc une sous-
suite de la suite (u,)neN, encore notée (U, )nen, et il existe u € L>(Q) t.q. u, — u *-faiblement dans
L>(Q) quand n — +o0.

En prenant ¢ = 1,0, on remarque que [, u,e dz > 0 (car u, > 0 p.p.) et donc [, up dz > 0,
c’est-a-dire

/ u(z) dz > 0.
u<0
Ceci donne bien v > 0 p.p..
7. Soit ¢ € D(Q). Pour toutn € IN* on a
1
E_/ Vun(x) - Vo(z) de — / un(x)01p(z) dx = / f(z)p(z) da. (2.87)
Q Q Q

Comme ||un||H5(Q) < Cyy/n,0na

1 1 Cs
7 | Vunla)- Vota) dal < 3 uallgioy Iellmgian < 2 Il

On a donc limy,—, o0 = [, Vg () - Vio(z) dz = 0.
D’autre part, on a u,, — u x-faiblement dans L>°(£2), on en déduit que

nginoo A Un ()0 p(x) do = /Qu(:c)algo(x) dz.

Quand n — +o0 dans (2:87)), on obtient donc
- [ u@drpta) do = [ fa)p() da.
Q Q
ce qui donne bien Dyu = f dans D*(Q).
8. Comme u,, € H?(12), la dérivée par transposition —Auw,, est un élément de L?(Q) et (2.87) donne

1
—EAun + Dyuy, = f p-p--

En multipliant cette équation par ¢ (on utilise ici uniquement le fait que ¢ € L?(£2)) on a donc

1
**/Aun§0d$+/(pD1Un dx:/fcpdx. (2.88)
nJa Q Q

Comme les fonctions Dju,, et Dau,, sont dans H'! (€2), on peut maintenant utiliser les formules d’intégra-
tion par parties (théoréme|1.33). On obtient (comme ¢ € C*(Q))

1

1 1!
77/(D1D1un)go dz = 7/ Diyu, 01 derf/ Y(D1uy ) (0, 22)p(0, 22) das
nJa nJa nJo

1

_ﬁ/o Y(Drun) (1, 22)0(1, 22) dzs.

et

1

1 1 [t
—— / (Do Douy)p dz = f/ Douy,Oop dz + f/ v(Dauy ) (x1,0)p(x1,0) dey
nJo nJao nJo
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10.

11.

1

1
7%\/0 ’Y(D2un)($1’ 1)()0(:171, 1) dxl,

Une intégration par parties donne aussi (comme u,, € H{ (£2))

/ oDju, doz = —/ upO1p de.
Q Q

En utilisant ces trois intégrations par parties dans (2.88), on obtient I’égalité demandée.

Comme ¢ > 0 sur 992, la question 5 et I’égalité de la question 8 donnent, pour tout n € IN*,

1
E/QVun(w)ch(a:) dx—/ﬂun(ac)algo(x) dxﬁ/ﬂf(x)go(x) dz.

On peut alors passer a la limite quand n — +o00, comme a la question 7, et on obtient bien (2.57).

La question 7 donne Dyu = f dans D*(2). Comme u est de classe C'!, Dyu est représenté par la dérivée
classique de u. Puis, comme Jyu et f sont continues sur {2, on en déduit que dyu = [ partout dans €.
Comme 0y u et f sont continues sur {2, on a méme J;u = f partout dans ).

On prend maintenant ¢ € C1(Q) t.q. ¢ > 0sur 9, p(z) = 0siz = (z1,72) € I, x1 # 0.. Une
intégration par parties dans (2.57) donne alors

1
/ (0, 22)(0, x2) dzg < 0.
0

Dans cette inégalité, la fonction ¢(0, -) peut étre égale (par exemple) & n’importe quelle fonction appar-
tenant a D(]0, 1[) et prenant ses valeurs dans IR .. Comme u(0, -) est une fonction continue sur ]0, 1], on
déduit donc de cette inégalité que 1 (0, x2) < 0 pour tout 25 €]0, 1[.

La question 6 donne u > 0 p.p. sur €. Comme w est continue sur €2, on a donc v > 0 partout sur . On
obtient donc finalement (0, z2) = 0 pour tout x5 €]0, 1[ (et méme [0, 1]).

La fonction u est bien entierement déterminée par f, on a

u(wy,x9) = /:1 f(t, zo) dt.

On pose w = (a, ), avec a, 8 # 0. En reprenant la méme méthode que celle développée ci dessus pour le
cas w = (—1,0), la question équivalente a la question 10 donne que u est solution du probléme suivant :

—w - Vu = f dans €,

u(0, z2) = 0 pour tout x5 €]0, 1[si @ < 0 et u(1,2z2) = 0 pour tout 25 €]0, 1 si « > 0,
u(x1,0) = 0 pour tout 21 €]0,1[si 8 < 0 et u(xy,1) = 0 pour tout 21 €]0,1[si S > 0.

Exercice (Condition de Dirichlet non homogéne)

1.

Soit G € H*(Q) t.q. 7(G) = g. La fonction u est solution de (2.17)) si seulement si u — G est solution de

w=u—G € H}Q),

N N
/Q > aij(z)Djw(z)Div(x) | dz = S(v),Yv € H}(Q),

i=1 j=1
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N N
avec S(v /f dx—/Q ZZCLiJ(Z‘)DjG(Jj)Di'U(x) dz.

i=1 j=1
Comme (a; ;)i j=1,..8 C L=(Q) et D;G € L*(Q) pour tout j,ona S € H~1(£2). L'existence et I’ unicité
de u est alors donnée par le théoreme 2.9]

2. La démonstration est identique 2 la précédente en remplagant [, f(x)v(z) dx par T'(v).

3. Les théorémes d’injection de Sobolev (théoréme [[.4T) donnent I’existence de C', ne dépendant que de 2 et
q, ¢ < +00, tel que, pour tout u € Hi (),

1l zaga) < Cllvll g a) -

En prenant ¢ = 1% (¢ = 1 si p = +00), on obtient, grace a I’inégalité de Holder,

/ F@yv(@) do < | fll o) 19l o) < C 1o 19l » pour tout v € Hy ().

Ceci montre que I'application f — [, f(z)v(x) dz estun élément de H~'(£2) et donc, par la question (2),
qu’il existe une et une seule solution u de 2:17).

4. Les théoremes d’injection de Sobolev (théoreme|[I.4T)) donnent I’existence de C, ne dépendant que de 2 tel
que, pour tout u € H}(Q),

N 2N
||U||L2*(Q) <cC ||U||H01(Q) , avec 27 = N_9o
En prenant ¢ = P+, c’est-a-dire ¢ = Nz, on obtient, avec 1’inégalité de Holder,
/ f@yv() dz < |[|fll L) vl o) < C NI Lr @) 10l g (q) » pour tout v € Hy ().

Ceci montre que I’application f — [, f(z)v(x) dz est un élément de H~'(£2) et donc, par la question (2),
il existe une et une seule solution u de (Z.17).

Exercice (L’espace Hz (99))

1. On montre tout d’abord 1’existence de @ € H'(Q) tel que v(u) = w et ||ul| = |[@ll g1 (qr)- Soit

HZ (09)
(Vn)new une suite de H1(Q) telle que v(v,) = u (pour tout n) et lvnll i)y — ||u||H%(m) quand
n — +0o0. La suite (v, )ne est donc bornée dans H () et on peut donc supposer qu’il existe i € H*(£2)
et une sous-suite encore notée (v, )nen telles que v,, — u faiblement dans H!(£2) et (voir la remarque

[L.20) i .

15y < Bmint 1y = 5y -
Comme v(v,,) = u dans L?(9S2) (pour tout n), on a aussi () = u (dans L?(952)). Ceci peut se démontrer
en utilisant la compacité de 1’opérateur v de H'(2) dans L?(99) (remarque [2.33) mais aussi en utilisant
seulement la continuité de 1’opérateur v de H*(£2) dans L?(99) et le lemme de Mazurlﬂﬂ ; en effet, par

24. Lemme de Mazur : Soient X un espace vectoriel normé et (zr, ) cN une suite convergeant faiblement vers € X, alors il existe une
suite (yn)nemw telle pour tout n € IN, le terme y,, soit de la forme y, = Ei’;n Ak T, avec pn, > n, A, > Opourtout k = n,...,pp et
b Ak = 1, ettelle que |lyn — z|| = 0 lorsque n — +-oco.

25. Stanislaw Mieczyslaw Mazur, (1905-1981), mathématicien et homme politique polonais
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ce lemme, il existe une suite (wy,)en de H'(Q), ol pour chaque n € IN, w,, est combinaison convexe de
I’ensemble {v,,,m > n}, et telle que w,, — % dans H'(Q); on a donc y(w,,) = u dans L?(9)). Comme
~(@) = u et comme

lall 1y < Tt oml gy = 2l gy = 00010y 2 700 = 0} < Nl 1

on a [|ul g1 (q) = [lull et v, — u dans H'(Q) quand n — +o0. Pour tout ¢ € H}(Q) ett > 0,

H3 (00)
~(T@ + typ) = u, on a donc

2 2 _ 2
[l 1) = ||U||H%(BQ) < @+ telli g -

c’est-a-dire

/ (Va(z) - Va(z) + a(x)?) de < / (V@ +tp)(z) - V(@ + tp)(x) + (T + te)(x)?) da.
Q Q

En développant le second membre et en faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que

/Q (Vi) - Vio(z) + 0(x)p(x)) dz > 0,

et, donc (en changeant ¢ et —¢),

/Q(Vﬂ(x) -Vo(z) +a(z)p(z)) de = 0.

La fonction @ est donc solution de (2.58)-(2.39). L'unicité de la solution de (2:58)-(2.39) est une consé-
quence immédiate de Iunicité pour le probleme homogene (c’est-a-dire le probleme [2.58)-(2.59) avec
u = 0).

2. Lapplication u — [[ul| 1 o) bien une norme. Elle est induite par un produit scalaire. En effet, si u,

)
v € Hz(99Q), on note T, © les éléments de H' () associés (donnés par la question précédente) et on définit
le produit scalaire de u avec v par (u | v) 1 o) = (@] V) g1 (-

11 reste 2 montrer que H 2 (99) est complet. Soit (i, )nen une suite de Cauchy dans H 2 (99). On note
(in)ne la suite de H1(£2) associée. Cette suite est de Cauchy dans H'(€2), elle est donc convergente
(dans H'(£2)). On note w sa limite. Comme 1’opérateur trace est continu de H'(Q) dans L?(92), on a
Un = (in) — y(w) dans L2(9Q), ce qui prouve que y(w) € H= (9Q) carw € H(Q).

Enfin, on remarque que ||u,, — ’y(w)HH%(aQ) < |ltn — w| 1 () — 0 quand n — +oc. On a ainsi montré
que u,, — v(w) dans Hz (9Q). Lespace H 2 (9€2) est donc complet.

3. Siu, — udans Hz(9Q), on a (avec les notations précédentes) @,, — @ dans H*(£2) et donc, par continuité
de I’opérateur trace de H'({2) dans L2(99), u,, — u dans L?(99).

Exercice (Trace normale d’un élément de Hy;,)
1. Lapplication v — |ul|p,. (o) est bien une norme. Elle est induite par un produit scalaire. Le produit

scalaire induisant cette norme est I’application de Hg;, (2)? dans IR définie par, pour u = (uy,us) et
v = (v1,v2),

(] V) fa @) = (U1 |v1) L2y + (U2 |v2)r2(Q) + (divu | dive) r2q).
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11 reste & montrer que Hg;y, (2) est complet. Soit (uy, )ncn une suite de Cauchy dans Hgiy (€2). Les suites
(tn)ne et (div u, )nen sont de Cauchy dans (L?(2))? et L?(€2). Elles convergent dans L2(£2)? et L%(Q)
vers u et £. Pour tout ¢ € D(Q),

/ le ’U/n)(m)@(m) d.’L' = (le un), S0>'D*(Q),'D(Q)
Q
—((un)1,0190) D (), D) — ((Un)2, 0200) D+ (), D(0)

_ /Q (n)1 (2)Or () dir — /Q (tn)2(2) D () iz = — /Q un() - Veplz) da

Quand n — +oc on obtient [, {(z)¢(z) dz = — [, u(z) - Vo(z) dz. Comme — [, u(z) - Vi(z) dz =
(div u, @) p+ (), D(0) ceci prouve que divu = & et donc u € Haiy ().
Enfin, on a bien w,, — u dans Hg;,(Q2) et donc Hgiy (2) est complet.

2. (a) Comme cela a été vu a la question précédente (avec u,, au lieu de v), pour tout ¢ € D(Q),

/ divu(z)p(r) de = (dive, ©)p«),p@) = —/ v(z) - Vo(z) de.
Q

Puis comme D({2) est dense dans H () cette égalité est encore pour tout p € HE ().
(b) 1 suffit de remarquer que (u; — ug) € ker(7y) et donc (u; — ug) € HE () (car ker(y) = Hg (£2), voir
le théoreme [1.32)). On applique alors la question précédente avec ¢ = Uy — Us.

3. Grice a la question []le terme de droite de (2.61)) ne dépend pas du choix de w. L’application T" est donc
bien défini sur H 2 (8(2) C’est clairement une application linéaire. Pour montrer qu’elle est continue (et

donc que T'(v) € 2 (09)) il suffit de remarquer que, pour tout @ € H* () telle que () = w,

|/QVﬂ cvdx + /QﬂdiVU da| < [[IVa] | 2oy |10 |20y + [l | 2y 1divoll L2 q)
< 2|[all g0y 101l g1, 02) -

En prenant la borne inférieure pour I’ensemble des @ de H'(2) vérifiant (%) = u, on obtient T'(v) €

H=3(09) et T, 4 ) < 210l 0

4. L application T est clairement linéaire de Hg;y (Q2) dans H —3 (09). Elle est continue car la question pré-
cédente donne || T (v )HH’i(SQ) 2wl gy )

5. On applique ici le théoréme d’intégration par parties pour des éléments de H'(2) (théoreme [1.33). 11
donne, pour u € Hz(9Q) et € H(Q) telle que () = u,

<T(U)’U>H‘%(89),H%(aﬂ) = /QVH-U dz + /Qﬂdivv dz = /aQ y@y(w) -n di = ” uy(v) - ndA.

Exercice (Trace normale sur une partie du bord)

1. Comme u € C°(Q), divv = —0102u + 0201u = 0. Comme u € H'(Q), on a aussi vy, vo € L2(£2), et
donc v € Hygiy (2).

2. La condition (a + 2)v/2 < 1 permet d’assurer que 27 + 23 < 1 pour (z1,x2) € Q et donc que v(™) est
bien définie et appartient & C*°(Q) ; et que divv(™ = 0. Puis le théoréme de continuité en moyenne dans
L?(9) donne v(™) — v dans LQ(Q)2 et donc v(™) — v dans Hg;, (Q) quand n — +o0.
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Plus précisément, on choisit ng > 0 tel que (a+ nio)\/i < 1 et on définit, pour ¢ = 1, 2, g; par g; = v; dans
]0,a + -[* et g; = 0 hors de ]0,a + ;-[*. Comme g; € L%(IR?), le théoréme de continuité en moyenne
dans L?(€2) donne lim,, | ||gl( + 1

n’

et donc v(™) — v dans L? (Q)2 quand n — +oo (et, finalement, v(™ — v dans Hg;, (Q)).
Les conditions (2.64) et (2.63)) donnent alors

)= giHLz(le) = (. Mais, pour n > ny,

’Ufn) — V;

1
Gil-+=,) ~

S ’

1
gi(-+ o ) — i

L2(Q) - ‘

L2(Q) L2(R?)

Sv(m(laQ) = /139 U(n) -nd\ — Sv(lag) asn — +00,
I

3. 1l suffit de remarquer que

Sy S C
| 1

1‘1—|—% T

n

et d’appliquer le théoréme de convergence monotone a la fonction g,, définie par

(= In(a1))" "

gn(xl) = o

1 1
si— <z <aetgy(z1)=0si0< —.
n n

Comme 3 > 0, on obtient ¥,, — 400 quand n — +o0.

4. L’égalité S, (lon) = ¥, se montre en calculant 9;u. On en déduit, quand n — 400, S, (1loq) = +o0
ce qui est impossible : puisque v € Hg;y (€2), application S, est définie de Hz(I) dans IR et donc
Sv(lag) € IR carlyqg € H%(I)

5. Le fait que (T'(v), 189>H’%(89),H%(69)
que divv = 0. Le fait que

= ( est dii au fait que 1pq est trace d’une fonction constante et

lim 1o 0™ -nd\=0
n—-+oo 99

est alors une conséquence de la continuité de 7" et de la question[5]de I"exercice [2.26

Exercice (Petite généralisation du théoréme de Liouville)

1. Sile théoreme est vrai avec dans le cas u > 0 p.p., il est aussi vrai s’il existe ¢ € IR tel que u > ¢ p.p.. En
effet, en considérant la fonction © — ¢ on est ramené au cas u > 0.

Soit (pn)nen+ une suite de noyaux régularisants, c¢’est-a-dire :

pe DR, [ pdo=1p2 0, pla) =0sila] > 1.
IRd
et, pour n € IN*, z € R%, p,(z) = n?p(nz).

Pour p € IN*, on note B, 1a boule (pour la norme euclidienne) de IR¢ de centre 0 et rayon p et 1p la
fonction caractéristique de B,,.
Pour n € IN*, on définit la fonction u,, par u,, = u  p,,. La fonction u,, est bien définie. Sur la boule B,

on remarque que, pour tout n € IN*, u,, = (ulp * p,. Le théoréme de continuité en moyenne dans
p+1
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LY(RY) donne ulp,,, * pn — ulp,,, dans L'(IR") quand n — +00 (voir [26] théoréme 5.21). On en
déduit que u,, — u dans L'(B,). Comme p est arbitraire, ceci est noté “u,, — u dans L. (IR%)”.

Les théoremes de continuité et dérivabilité sous le signe intégrale donne que u,, € C* (IRd) (voir par
exemple, [26] exercice 7.22).

On remarque maintenant que pour z € IR? et tout n € IN*, comme Au = 0 dans D*(IRY) et p,(z — ) €
D(]Rd), en notant dy 1’élément d’intégration dans R (pour la mesure de Lebesgue),

0= (A pue = e ey oy = [ ) Apue =) dy = A (o)
Enfin, il est clair que u,, > 0.
On a donc, u,, € C"C(IRd), Au,, = 0dans R" et u,, > 0.
si le théoréme est montré pour une telle fonction u,,, il existe alors C,, € R telle que u,, = C,. Mais,
comme u,, — u dans L _(IR?), la suite (C,,) e converge dans IR vers une limite C' € IR, (par exemple,

C = [, u(x)dz) et on obtient u = C p.p..

2. On utilise ici la formule de Green pour une fonction u € C? (ET), elle donne, comme Au = 0,

0= Au(z) dz = / Vu(z) - n(x) dy(z).
Br,« CT‘
Soit 7 > 0, le changement de variable x = ry donne (en notant que le jacobien du changement de variable

est constant)
1
W) = 5 [ o) s = [ ulr) dato)
r C, C1
En dérivant le terme de droite sous le signe intégrale et faisant le changement de variable 7y = x (noter

que n(z) = a/r = y),
1
W)= [ Vulry) ydrw) = o [ Vale) i) dato)
C1 r C.
La fonction h est donc constante sur IR ;. On note H cette constante dans la suite.

3. Le changement de variables « — (r,y) avec r = |z| et y € C; on obtient (voir par exemple [26] exercice
7.28)

d

[ s = [ [ wmyaranao= [ woamerao= [Fmma= 7o

P

11 suffit maintenant d’utiliser la continuité de u en 0,

1
| / u(z) dz — u(0)] < sup |u(z) — u(0)] — 0 quand r — 0.
|BT| B, TEB,.

On en déduit que, pour tout r > 0,
1

Bl /& u(z) dx = u(0).

Bien siir, 0 ne joue au aucun rdle particulier, on peut translater la fonction u et on obtient alors, pour tout

aeR%ettoutr > 0,
1
B /B u(z) de = u(a).

26. George Green (1793-1841) est un physicien et mathématicien autodidacte britannique
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4. La double inégalité proposée vient de B,_, C B, C B4, etu > 0. On en déduit

Br_o| 1 / 1 / Bryal 1 /
u(x) dz < u(x) dr < u(x) dx,
B, Bral Jp, W= 1g] ), @SR TET

Quand r — oo, on obtient (noter que « est fixe) u(a) = «(0). On a donc bien montré que u est constante.
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Chapitre 3

Problemes elliptiques quasi-linéaires

Dans le chapitre précédent, les problemes elliptiques considérés étaient linéaires. Cependant la modélisation de
nombreux phénomenes donnent lieu a des problemes elliptiques qui comportent des non linéarités et qui méritent
I’attention des mathématicien-ne-s. Les EDP semi-linéaires sont les plus proches des EDP linéaires, au sens ou les
dérivées d’ordre supérieur apparaissent comme des termes linéaires, avec des coefficients qui sont des fonctions
des variables d’espace ; des non-linéarités peuvent apparaitre dans les termes des dérivées d’ordre inférieur et du
second membre. Par exemple, une EDP semi-linéaire est —Au = f(x,u), ot x désigne la variable d’espace.
Dans une EDP quasi-linéaire, les dérivées d’ordre supérieur n’apparaissent également que comme des termes
linéaires, mais avec des coefficients qui peuvent étre des fonctions des inconnues et de leurs dérivées d’ordre
inférieur. Le probleme de Leray-Lions, qui s’écrit sous la forme —div(a(z, u, Vu)) = f(u) est un exemple d’EDP
quasilinéaire, et c’est ce type d’équations que nous allons explorer dans ce chapitre.

Nous examinerons trois catégories de méthodes visant a établir 1’existence de solutions pour les problemes ellip-
tiques quasi-linéaires : les méthodes de compacité, les méthodes de monotonie et les méthodes de minimisation.
De plus, nous aborderons une technique permettant de démontrer 1’unicité des solutions.

3.1 Méthodes de compacité

Les méthodes de compacité reposent sur la théorie du degré topologique de Leray-Schauder et son corollaire, le
théoréme de point fixe de Schauder. Le terme de compacité vient de I’hypotheése de compacité de 1’application
considérée pour ces résultats. Apres avoir exposé la théorie du degré et le point fixe de Schauder, on donne ensuite
un exemple d’utilisation du théoreme de point fixe de Schauder pour I’existence d’une solution a un probleme de
diffusion quasi-linéaire avec second membre borné, et un exemple d’utilisation du degré topologique de Leray-
Schauder pour un probleme de convection-diffusion quasi-linéaire, avec un second membre non borné.

3.1.1 Degré topologique et théoréme de Schauder

Soit 2 un ouvert borné de IR, N' > 1, ou un ouvert borné d’un espace de Banach E, et soit g € C'(€, RY ) (ou
geEC(QE)ety < RRY (ouy € E). Le premier objectif de ce paragraphe est de montrer qu’il existe = € ) tel

que g(z) = y.
On commence par donner I’existence (et I’unicité) d’une application, appelée degré topologique, en dimension
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finie introduite en 1933 par BrouwerF_] puis en dimension infinie par Leray et Schauderﬂ Cette application nous
permet parfois d’obtenir le théoréme d’existence de solution recherché.

Théoréme 3.1 (Degré topologique de Brouwer) Soit N > 1. On note 2 I’ensemble des triplets (g,2,y) ou
est un ouvert borné de R, g € C(Q, RY) eryy € RY tel que y & {g(z), z € OQY. Il existe une application d de
A dans 7ZZ, appelée “degré topologique”, vérifiant les trois propriétés suivantes :

(d1) (Normalisation) d(1d, Q,y) = 1 siy € Q.
(d2) (Degré d’une union) Si 0, UQy C Q, Q NQy =0ety & {g(z), x € A\ (21 UQ)}, alors

d(g,y) =d(g,Q,y) + d(g, Q,y).

(d3) (Invariance par homotopie) Si h € C([0,1] x Q, RY), y € C([0,1], R") et si, pour tout t € [0,1],
y(t) & {h(t,x), x € 00}, alors

d(h(t,-),Q,y(t)) = d(h(0,-),Q,y(0)) pour tout t € [0,1].

Les propriétés du degré topologique (d1)-(d3) données dans le théoreme [3.1)) et plus particulierement la propriété
d’additivité (d2) entrainent les propriétés suivantes ainsi que le résultat d’existence du corollaire 3.3]

Remarque 3.2 (Propriétés importantes)

1. Si Q = (), alors en prenant ; = Q5 = () dans (d2), on obtient que d(g, #,y) = 0.

2. Soient A une matrice N x N inversible, Q un ouvert borné de RN et y € RY tel que A~'y € Q;
pour z € R, on pose g(x) = Az. On a alors (g,9Q,y) € A et le degré d(g,Q,y) est égal au signe du
déterminant de A, on a donc d(g, 2, y) # 0.

Corollaire 3.3 (Existence par Brouwer)
Avec les notations du théoréme soit (g, y) € Atel que d(g,,y) # 0, alors il existe x € Q tel que g(x) = y.

Démonstration Raisonnons par contraposée et supposons qu’il n’existe pas = € (2 tel que g(x) = y. En prenant
Q1 = Q9 = 0, comme par hypothese y & {g(z), z € 90}, onay & {g(z), z € 2\ (21 UQs)} et donc par (d2)
et par I’item 1 de la remarque[3.2]

d(gaﬂay) = d(g7QIay) + d(.g»QQ?y) =0.

Le corollaire [3.3|donne une méthode, dite méthode du degré topologique, ou argument de degré pour trouver des
solutions a des problémes non linéaires, dont voici la teneur. Soit N > 1, Q2 un ouvert borné de RY ,gel (Q, RY )
ety € RY. On cherche 2 montrer qu’il existe x €  telle que g(x) = y. Pour cela, on construit une application h
de [0,1] x Q dans R" telle que

1. h(1,) =g,
2. h(0,-) = g ou g est une application linéaire inversible et telle que y € {g(z),x € Q}.
3. h(t,z) # y pour tout t € [0, 1] et tout z € .

On obtient alors d(g, 2, y) = d(g,Q,y) # 0 et donc qu’il existe € € tel que g(x) = y.

1. Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), mathématicien et philosophe néerlandais, qui a travaillé en topologie, théorie des ensembles,
théorie de la mesure et analyse complexe.

2. Juliusz Pawel Schauder (1899-1943), mathématicien polonais d’origine juive, connu pour ses travaux en analyse fonctionnelle, équations
aux dérivées partielles et physique mathématique. Assassiné par la Gestapo, apreés dénonciation d’un collégue allemand.
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Remarque 3.4 (Le cas N = 1) Dans le cas N = 1, la méthode du degré topologique que I’on vient de décrire
n’est pas vraiment intéressante, car elle n’apporte rien de plus que le théoreme des valeurs intermédiaires.

Pour une description plus détaillée du degré, on pourra se référer a I’ouvrage [32]. Une conséquence de cette mé-
thode du degré topologique est le théoreme de point fixe de Brouwer (voir [[14] pour I’article original en allemand,
et [17,152]] pour des versions plus modernes).

Théoréme 3.5 (Point fixe de Brouwer) Soirt N > 1, R > O et f € C(Bgr, Bg) avec Bg = {z € RY, ||z|| < R}
(oi RN est muni d’une norme notée ||-||). Alors f admet un point fixe, ¢’est-a-dire qu’il existe © € By tel que

flz)=a.

Démonstration Si il existe z € 0Bpg (c’est-a-dire tel que ||z|| = R) tel que f(x) = =, il n’y a plus rien a
démontrer. On suppose donc maintenant f(z) # z pour tout z € dBg. On pose alors Q = {z € RY, ||z| < R}
(ce qui donne B = Q) et, pourt € [0,1] etz € Bg, h(t,z) = = — tf(z). On remarque que h(t, z) # 0 pour tout
€ 0Q = {z € RY, |lz|| = R}. On en déduit que d(h(1,-),Q,0) = d(h(0,-),Q,0) = d(Id,Q,0) = 1 et donc
qu’il existe x € Q tel que f(z) = =. m

Bien sir, les mémes résultats (théoreme corollaire et théoréme sont vrais si RY est remplacé par F
espace de Banach de dimension finie (on se ramene a IR’ V¥, N = dim FE en utilisant une base de FE). Le théoreme de
Brouwer (théoreme @]) et son corollaire (corollaire @ donnant un résultat d’existence, se généralisent aussi en
dimension infinie en demandant dans la définition de 2( que g soit une perturbation compacte de I’identité, c’est-a-
dire ¢ = Id — f avec f compacte au sens de la déﬁnitionCette généralisation est due a Leray et Schauder [37].
Une conséquence de cette généralisation est le théoréme de Schauder (théoreme [3.1T) qui généralise le théoreme
de Brouwer a la dimension infinie en demandant que f soit compacte. Rappelons qu’en dimension infinie une
application continue n’est pas obligatoirement compacte, quelque soit I’espace considéré. Un contre exemple au
théoreme de Schauder si f est seulement continue est donné dans 1’exercice

Nous avons vu dans les chapitres précédents des applications linéaires compactes. La définition 3.6 généralise cette
notion d’application compacte a des applications non linéaires.

Définition 3.6 (Application compacte) Soient E un espace de Banach (réel), B une partie de E et f une appli-
cation de B dans E. On dit que f est compacte si f vérifie les deux propriétés suivantes :

1. f est continue,

2. {f(z), x € C} est relativement compacte (dans E) pour tout partie C bornée de B.

Notons que dans I’article original de Leray-Schauder [37], le terme “compacte” n’est pas employé, I’expression
“completement continue” est utilisée en lieu et place.

On peut remarquer, dans la définition précédente, que si f est linéaire (et B = E)) la deuxieme condition entraine
la premiere. Mais ceci est faux pour des applications non linéaires.

Définition 3.7 Soit E un espace de Banach (réel). On note A I’ensemble des triplets (1d — f,€,y) oit Q2 est un
ouvert borné de E, f est une application compacte de ) dans E, au sens de la définition ety € E esttel que

y ¢ iz - f(z), z € 09}

Théoreme 3.8 (Degré topologique de Leray-Schauder) Soir E un espace de Banach (réel) et A donné par la
définition 1l existe alors une application d de A dans Z, appelée “degré topologique”, vérifiant les trois
propriétés suivantes :

3. En dimension finie, une application continue est toujours compacte, donc 1’hypothese “continue” est identique a 1I’hypothése “perturba-
tion compacte de 1’identité”
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(d1) Normalisation d(Id, Q,y) = 1 siy € Q.

(d2) Degré d’une union d(Id — f,Q,y) = d(Id— f, Q1,y) +d(Id — f,Qo,9y) si Q1 UQy C Q, QN0 =0
ety g {z— f(x),r€Q\ (2 UQ)}

(d3) Invariance par homotopie Si h est une application compacte de [0,1] x Q dans E (au sens de la
définition[3.6), y € C([0,1], E) et y(t) & {z — h(t,z), z € OQ} pour tout t € [0,1], on a alors d(1d —
h(t,-),Q,y(t)) = d(Id — h(0,-), 2, y(0)) pour tout t € [0, 1].

Comme dans le cas de la dimension finie (voir le corollaire [3.3), on déduit des propriétés du degré topologique
(données dans le théoreme [3.8)) que d(Id — f,Q,y) # 0 implique qu’il existe z € Q2 tel que x — f(z) = y. Pour
donner I’analogue de la seconde propriété de la remarque [3.2] nous avons besoin d’un deuxiéme théoreéme di a
Leray et Schauder que nous donnons maintenant.

Théoreme 3.9 (Application linéaire compacte) Soit E un espace de Banach (réel), L une application linéaire
compacte de E dans E et  un ouvert borné contenant 0. On suppose que

x€FE, Lr =x= x ¢ 0. 3.1
Alors (Id — L,Q,0) € A, ot A est donné par la définition[3.7 et d(1d — L,,0) # 0.

Remarque 3.10 (Hypothése équivalente a (3.1)) Noter que, comme L est linéaire, I’hypothése (3.1)) est équiva-
lente a dire (x € E, Ly = x) = x = 0 (ce qui est équivalent a dire que 1 n’est pas valeur propre de L). En
effet, supposons que Lz = x et que x # 0 et montrons que cela contredit I'hypothése (3.1). Comme L est linéaire,
L(tx) = tx pour tout t € IR. On choisit alors t = sup{a, sz € Q Vs € [0,a]}. Comme ) est un ouvert borné
contenant 0, il existe ¢ > 0 et R > 0 tels que B(0,¢) C Q@ C B(0, R); on a donc

€ R
<t <
Edl (4

)

ce qui donne t € R*. La définition de t donne sz € Q si s € [0,t[ et donc t € Q. Puis comme ) est ouvert, t & (),
on a donc tx € 0%, d’oit la contradiction. La réciproque est immédiate car 0 & OS0.

On peut maintenant, comme en dimension finie, donner une méthode pour trouver des solutions a des Eroblémes
non linéaires. Soit F un espace de Banach, €2 un ouvert borné de E contenant 0, f une application de €2 dans E.
On cherche a montrer qu’il existe x € Q tel que x — f(z) =0 (quitte a changer f, on peut toujours se ramener a
cette forme). Pour cela, on construit une application & de [0, 1] x €2 dans E, compacte et t.q.

1. h(1,) = f,

2. h(0,-) = L avec L linéaire de F de E,

3.  — h(t,x) # 0 pour tout ¢t € [0,1] et tout x € .

On obtient alors d(Id — f,Q,0) = d(Id — L,2,0) # 0 et donc qu’il existe x € Q tel que x — f(z) = 0.
Bien siir, pour pouvoir construire une telle que fonction £, il faut que f soit une application compacte et que L soit
une application linéaire compacte.

Comme en dimension finie, une premiere conséquence de 1’existence du degré topologique est I’obtention d’un
théoréme de point fixe que nous donnons maintenant.

Théoreme 3.11 (Point fixe de Schauder) Soit E un espace de Banach, R > 0, Bp = {x € E, ||z|| < R} et
f une application compacte de Bg dans B (c’est-a-dire f continue et { f(x), x € Bgr} relativement compacte
dans E). Alors f admet un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe x € By, tel que f(z) = x.
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Démonstration La démonstration est trés voisine de celle du théoréme S’il existe x € 0Bpg (c’est-a-dire tel
que ||z|| = R) tel que f(x) = z, il n’y a plus rien a démontrer. On suppose donc maintenant f(x) # x pour
tout * € OBg. On pose alors Q) = {x € E, ||z|| < R} (ce qui donne Bp = Q) et, pour t € [0,1] et x € Bp,
h(t,z) = tf(z). On remarque que x — h(t,z) # 0 pour tout x € 02 = {x € E, ||z| = R}. La compacité de h
se déduit de celle de f. On en déduit alors que d(Id — h(1,-),Q,0) = d(Id — h(0,-),,0) = d(Id,Q2,0) = 1 et
donc qu’il existe z € Q2 tel que f(z) = . [

Le théoreme de Schauder [3.1T]est faux si on remplace I’hypothese de compacité de f par la simple hypothese de
continuité. Toutefois, la difficulté principale dans I’utilisation du théoreme de Schauder (ou, plus généralement,
dans I’utilisation du degré topologique) est souvent de montrer la continuité de f (ou, dans I’utilisation du degré
topologique, la continuité de 1’application  du théoréme [3.8).

3.1.2 Résultats d’existence de solution par le théoreme de Schauder

Le but est maintenant d’utiliser le théoréme du point fixe de Schauder pour montrer I’existence d’une solution a un
probléme elliptique quasi-linéaire. Commengons par énoncer les hypotheses, et pour cela, donnons tout d’abord la
définition de fonction de Carathéodoryﬂ

Définition 3.12 Soit N, p, q € IN* et Q un ouvert de RY . Soit a une application de @ x R? dans IRY. On dit que
a est fonction de Carathéodory si a(-, s) est borélienne pour tout s € RP et a(x, ) est continue pour presque tout
x €.

Remarque 3.13 Soit N, p, ¢ € IN*, Q un ouvert de IRY et a une fonction de Carathéodory de  x IR? dans IRY.
La fonction a est alors borélienne de €2 x IR” dans IR? (ce qui pourrait étre faux si a était seulement borélienne par
rapport a chacun de ses arguments). Si v est une fonction borélienne de {2 dans IR?, 1a fonction z — a(x, v(x)) est
alors borélienne de 2 dans IRY. Cette propriété est plusieurs fois utilisée dans la suite (sans la rappeler) lorsque v
est dans L"(£2) (pour un r € [1,400]) en choisissant un représentant (borélien) de v (la fonction & — a(x, v(x))
ne dépend pas du représentant choisi pour v, modulo la relation d’équivalence “= p.p.”).

On se place maintenant sous les hypotheses suivantes :

N > 1, Q est un ouvert borné de IR", (3.2a)
a : 2 x IR — IR est une fonction de Carathéodory , (3.2b)
ilexiste« > 0et 8 > Otel que @« < a(+,8) < 3 p.p. et pour tout s € IR, (3.2¢)
f+ @ x IR — IR est une fonction de Carathéodory et f € L*°(2 x R). (3.2d)

Sous les hypotheses[3.2] on cherche a montrer I’existence de u, solution du probleme suivant :

u € Hy (),

/ a(z,u(z))Vu(z) - Vo(z) de = / f(z,u(x))v(x) dz, pour tout v € H} ().
Q Q

(3.3)

Théoréme 3.14 (Existence, second membre borné) Sous les hypothéses (3.2)), il existe u solution de (3.3).

4. Constantin Carathéodory (1873 -1950), mathématicien allemand d’origine grecque, dont les recherches portent sur le calcul des varia-
tions, et les équations aux dérivées partielles.
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Démonstration Pour @ € L?(f2), le chapitre sur les équations elliptiques linéaires nous donne 1’existence et
’unicité de u solution de

ueH&(Q),

/ a(z,u(z))Vu(z) - Vo(z) de = / f(z,u(x))v(x) dz, pour tout v € H} ().
Q Q

34)

Plus précisément, pour montrer I’existence et I’unicité de u solution de (3.4), on applique le théoréme Pour
cela, on met le probleme (3.4) sous la forme du probleme (2.6) en posant a; ; = 0sii # j, a;; = a(-,u) et
f = f(-,u) (dans cette derniére égalité, la fonction f du terme de gauche est celle du probleme (2.6) et la fonction
f du terme de droite est celle du probleme (3.4)). Le théoréme [2.6|donne bien I’existence et I'unicité de u solution
de (34).

On pose T(u) = u; I’application T est donc une application de E dans E avec E = L?(2). Un point fixe de T est
une solution de (3.3). Pour démontrer I’existence d’un tel point fixe, on utilise le théoreme [3.T1]

Tout d’abord, en utilisant I’hypothese (3.2c), I’inégalité de Poincaré et la borne L> de f, on montre que 1’image
de T est dans un borné de H} () et donc (par le théorémede Rellich) dans un compact de L?(£?). En prenant
R assez grand, I’application T envoie donc Bg = {v € L?(), ||v||, < R} dans Bg et {T'(a), u € Bg} est
relativement compacte dans L?(€2). Pour utiliser le théoréme il reste a montrer la continuité de 7.

Soit (&, )new une suite de E telle que @,, — @ dans F, quand n — +00. On pose u,, = T (&) ; aprés extraction
d’une sous-suite, on peut supposer que i, — 4 p.p. et qu’il existe w € H} () telle que u,, — w faiblement dans
H}(Q) (et donc aussi u,, — w dans L?(£2)). On va montrer que w est solution de (3.4). En effet, Soit v € HJ (£2),
ona

/ a(x, Un (x))Vuy(x) - Vo(z) de = / f(x, i, (x))v(x) dz, pour tout v € H} ().
Q Q

On passe a la limite quand n — 400} en utilisant la convergence dominée et le passage a la limite sur le produit
d’une convergence faible et d’une convergence dans L? (voir le lemme pour un résultat plus général contenant
celui-ci), on obtient

/ a(z,u(z))Vw(z) - Vo(z) do = / f(z,a(x))v(x) dz, pour tout v € HY ().
Q Q

Ceci prouve que w = T'(i). On a donc prouvé, aprés extraction d’une sous-suite, que 7'(t,,) — T'(1) dans L?(2).
Par un raisonnement classique par I’absurde on peut montrer que cette convergence reste vraie sans extraction de
sous-suite ; un tel raisonnement est proposé dans le corrigé de la question 4 de I’exercice[I.14}

On a ainsi démontré la continuité de 7'. On peut donc appliquer le théoréeme et conclure a I’existence d’un
point fixe de 7', ce qui termine cette démonstration. ]

3.1.3 Résultats d’existence de solution par degré topologique

On reprend le probleme du paragraphe [3.1.2]en supprimant 1’hypothése f bornée, qui permettait une application
simple du théoreme de Schauder, et en ajoutant un terme de convection. On considere 1’équation de diffusion-
convection-réaction suivante :

u € H(Q)
/a(m,u(:c))Vu(m) -Vo(z) +/ G(z)p(u(x)) - Vo(z) dz = (3.5)
Q

A f(z,u(z))v(z) de, Yo e HJ(Q)
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qui est la formulation faible du probléme suivant :

{ —div(a(-,u)Vu) — div(Ge(u)) = f(-,u), dans £,
uw = 0 sur 0€2.

(3.6)

Notons que cette équation est non linéaire pour trois raisons : les termes de diffusion, convection et réaction sont
non linéaires. Le premier terme du membre de gauche est dit “terme de diffusion”, le second terme du membre de
gauche est dit “terme de convection” et le membre de droite est dit “terme de réaction”. On rappelle aussi que ¢(u)
est une notation légerement incorrecte pour I’application = — ¢(u(z)) (la notation correcte serait plutdt ¢ o w).
De méme a(-, u) est I'application = — a(x, u(x)) et f(-,u) est 'application z — f(z, u(x)).

On se place sous les hypotheses suivantes :

() est un ouvert borné de IRN7 N >1, (3.7a)
a est une fonction de Carathéodory (voir la définition [3.12)), (3.7b)
do, 8> 0;a<a(z,s) < VseR pp.-z € Q, (3.7¢)
G e CHORY), divG =0, (3.7d)
p e C(R,R)etil existe C; >0 : |p(s)] < Cyls] Vs € IR, (3.7¢)
f estune fonction de Carathéodory, et 3C5 > Oetd € LQ(Q); (3.7f)
|f(z,9)] <d(z)+Cals] VseR p.p-z €, 3.7g)
sLiIinoo @ = 0 pour tout = € €. (3.7h)

Remarque 3.15 (Alternative de Fredholm) Dansle casoiia = 1, ¢ = Oet f estde laforme f(z,s) = d(x)+ s
ou A est une valeur propre du laplacien sur ) avec condition de Dirichlet (c’est-a-dire qu’il existe w € HE(Q),
w # 0tq. —Aw = dw dans D*(Q2)) et d un élément de L?(Q2), le probleme (3:6) devient —Au = A\u + d,
avec condition de Dirichlet. Ce probléeme n’admet une solution que si d est orthogonal a 1’espace propre associé
a A (et dans ce cas on n’a pas unicité). Cette propriété est connue sous le nom d’alternative de FredholmEl, voir
l’exercice C’est pour assurer 1’existence pour tout d dans L?(£2) qu’on ajoute I’hypothese de sous-linéarité sur

f (hypothese (3.7h)).

Remarque 3.16 (Coercivité) Lorsque div G # 0, le probléme peut, sous certaines conditions, se traiter de ma-
niere similaire a celle donnée dans la démonstration de théoréme C’est le cas, par exemple, si p(u) = u et
si divG < Ap p.p. out Ay est la premiere valeur propre de u — —div(aVu) avec condition de Dirichlet (cette
valeur propre est strictement positive). Sous les hypothéses “G' de classe C! et ¢(u) = u” (mais sans condi-
tion sur div G), le probleme devient plus difficile (voir I’exercice [3.6), méme dans le cas linéaire, c¢’est-a-dire
le cas ou a et f ne dépendent pas de u. La difficulté principale est due a 1’absence de coercivité de 1’opérateur
u— —div(aVu) — div(Gu).

Théoreme 3.17 (Existence, second membre non borné) Sous les hypothéses (3.7), il existe une solution de (3.5).

Démonstration On donne ici une preuve par degré topologique. Cette méthode demande des estimations a priori
c’est-a-dire des estimations sur u, sans connaitre son existence. Supposons donc u solution de (3.3), on peut (et on

5. Erik Ivar Fredholm (1866—-1927), mathématicien suédois connu pour ses travaux sur les équations intégrales et la théorie spectrale.
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va) montrer qu’il existe R > 0 tel que ||ul|z2 < R. On établit les estimations a partir du probléme non linéaire,
et non pas a partir du probleme linéarisé, ce qui serait le cas par le théoréme [3.11] du point fixe de Schauder, voir
remarque [3.18|; ceci présente de sérieux avantages. Par exemple dans le terme de convection non linéaire, on peut
écrire (formellement)

/QGgo(u) -Vu  dz = /QG -Vo(u) dz

= —/ div G ¢(u) dx
Q
=0 car divG =0,

ol ¢ est la primitive de o s’annulant en 0 (ici encore ¢(u) devrait plutdt &tre écrit ¢ o u). Notons que I’estimation
llull2(0) < R revient a montrer que toutes les solutions sont dans la boule By (boule fermée de centre 0 et de
rayon R), ce qui est une estimation uniforme sur toutes les solutions.

On réécrit le probleme sous la forme :

u € H} (),
/ a(-, u)Vu -Vodx = <F(u), U>H71(Q)7Hé(ﬂ),vv S Hé(Q),
Q

ot F(u) est, pour u € L?(2), I'élément de H () défini par
(P )@ == [ Gow) - Voda+ [ fuode

Comme G € L= ()N, |p(s)| < Cy|s|et|f(-,8)| < d+ Cy|s|, 'application F qui & u associe F(u) est continue
de L*(Q) dans H~1(Q).

Pour S € H~1(Q), le probleme linéaire

w € Hy(Q),

(3.8)
; a(-,u)Vw - Vo dz = (S,0) g-1(),m11()

admet une unique solution w € Hg (). On note B,, 1'opérateur qui & S dans H ~!(Q) associe w solution de (3-8).

L opérateur B, est linéaire continu de H~*(Q2) dans H} (Q2) et H} () s’injecte compactement dans L?(€2). On en

déduit que I’opérateur B,, est compact de H ~1(£2) dans L?(Q2).

Le probleme (3.3)) est équivalent a résoudre le probleme de point fixe u = B, (F(u)). On va donc montrer, par

degré topologique, que le probleme suivant admet une solution

{ u € L3(9),
u = By (F(u)).

Pour ¢t € [0,1], on pose h(t,u) = B,(t F(u)) € L*(Q). L'application h est ainsi définie de [0, 1] x L*(Q2) dans
L?(€). Pour R > 0, on pose B = {u € L*(Q) tq. [ull 2(q) < R}. On va montrer que

1. il existe R > 0 tel que, pour tout ¢ € [0,1] et tout u € L*(2), si u — h(t,u) = 0 alors ||ul[2(0) < R.
(C’est cette estimation a priori qui est le point le plus difficile a montrer).
2. hest continue de [0, 1] x Bg dans Bgr;

3. Lensemble {h(t,u), ¢ € [0,1],u € Bg} est relativement compact dans L?(2).
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Si on suppose qu’on a démontré les points et on n’a pas de solution a 1’équation v — h(t,u) = 0 sur le bord

de la boule Bp, et on peut donc définir le degré d(Id — h(t,.), Bg, 0). Ce degré ne dépend pas de ¢, on a donc :
d(Id — h(t,-), Bg,0) =d(Id — h(0,-), Bg,0)

(Id, Bg,0) = 1.

d

d

On en déduit ’existence de u € Bp tel que u — h(1,u) = 0, c’est-a-dire
u = B, (F(u)).

Donc w est solution de (3.3)) (et le théoreme [3.17) est démontré).

Il reste donc a montrer les points [T{3] Commengons par démontrer I’item 3] (pour tout R > 0). Soit R > 0. On
suppose que ||u|lpz < R.Ona:

F(u) € H1(Q), et (F(u),v)g-1(0),m110) = — /Q Go(u) - Vo dz + /Q f u)v da.
Estimons (F'(u), v) g-1(a),m1 (o) :
<F(U)aU>H—1(Q),H3(Q) <G| ||oo||<P(U)||L2(Q)||UHH3(Q) + Hf('vu)||L2(Q)HU||L2(Q)

< G e Crllullzz@lvll 2 0) + Il z2@ Ivll2 @) + Collull 2@ vl @)
< (NGl llee C1 R+ Calld|[2) + C2 Ca R)||v|l @)

ou Cq ne dépend que de €2 (et est donnée par 1’inégalité de Poincaré). Donc

tE ) z-+ <Gl e C1R+ Calld||2() + C2 Ca R, Vt € [0,1].
Posons h(t,u) = B, (tF(u)) = w et montrons qu’il existe 12 dépendant que de R, G, Cq, Cy, Ca, « tel que
[h(t, W) @) < R.

Par définition, w est solution de

/ a(-,u)Vw - Vo= (t F(u),0)g-1@.mi) v € Hy (),
Q 3.9)

w € HYQ).
En prenant v = w dans (3.9), on obtient :
allwlif ) < ItF@)la-1 @l < Rlwla o),

avec R = 1G] llc C1R 4+ Cal|d|12(q) + C2 Cq R. On a donc ||h(t,u)||H01(Q) = Hw||Hé(Q) <E_PR

On en déduit par le théoréme de Rellich (théoréme|1.36) que I’ensemble {h(t,u),t € [0,1],u € Br} est relative-
ment compact dans L?(€2), ce qui montre bien 1I’item

Montrons maintenant ’item [2| Soit (¢,)nenw C [0, 1] une suite telle que ¢, — ¢ lorsque n — 400 et soit
(un)new C L2(Q2) une suite telle que u,, — u dans L?(2). On veut montrer que h(t,,u,) — h(t,u) dans
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L2(2). Soit w,, = h(tn,u,) et w = h(t,u). Pour montrer que w, — w dans L?(£)), on cherche a passer a la
limite sur 1’équation suivante :

a(-, up)Vw, - Vo dz = ftn/ Go(uy,) - Vo dz + tn/ fl un)v da
Q Q

o (3.10)

On sait déja que (wy,,)ne est bornée dans H} (), car la suite (u,,)nen est bornée dans L?(€2) (c’est ce qu’on a
montré a I'étape précédente : si [[un [|r2() < R alors [|wy || g1 o) < 1.
La suite (wy, )nen est bornée dans H{ (€2), et donc, 2 une sous-suite prés (on ne renumérote pas),

wy, — w dans H} faible et w, — w dans L%(Q),
U, = u pp.et 3H € L?(Q); |u,| < H p.p..

Soit v € H}(Q); comme a(-,u,) — a(-,u) p.p.donc a(-,u,)Vv — a(-,v)Vv p.p., et |a(-, u,)Vo| < B|Vo|;
on en déduit que a(-, u, ) Vv — a(-,u) Vv dans L2(Q)N. Mais Vw,, — Vi dans (L2(Q2))" faible. On a donc

/ a(+, up)Vw, - Vo dz — / a(-,u)Vw - Vo dz lorsque n — +o00.
Q Q

On remarque ensuite que @(u,) — @(u) p.p. et que |p(u,)| < Cilu,| < C1H; donc par le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue, p(u,) — ¢(u) dans L?(Q) et / Go(uy,) - Vo dr — / Go(u) - Vo dz
lorsque n — +o0. . .

Enfin pour le dernier terme, comme f (-, u,) — f(-,u) p.p. et | f(-, u,)| < |d| + CoH p.p., on a donc par conver-
gence dominée f(-,u,) — f(-,u) dans L%(£2). On en déduit que /Qf(-,un)v dz — [ f(-,u)v dx lorsque

Q
n — +oo.

En passant a la limite dans (3.10), on obtient

/a(-,u)Vu?-Vv dx:—t/Ggo(u)-Vv dx—i—t/ fl u)vde,
Q Q Q

et donc w = h(t,u) = w.

En raisonnant par 1’absurde, on montre ensuite que (sans sous-suite) w,, — w dans H{ faible et w,, — w dans
L2(Q) ot wy, = h(tn, u,) et w = h(t,u); I'application & est donc continue. On a donc bien montré I’item 2}

Il reste maintenant a démontrer I’item [1} On veut montrer qu’il existe R > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 1] et tout
u € L*(Q), siu = h(t,u), alors ||ul| 20y < R.

Soitt € [0,1], et u = h(t,u) =t By (F(u)), c’est-a-dire

/a(~,u)Vu-Vv dz = —t/ Go(u) - Vv dsc—i—t/ fGu)vde, Yve Hy(Q).
Q Q Q 3.11)

u € H(Q).

Pour s € IR, on pose ®(s) = [; (&) d& (P est donc une primitive de ). Comme u € H{ (), il n’est pas difficile
de montrer que ®(u) € W' () et que

/ Go(u) -Vudz= [ G-VP(u) dz.
Q Q
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(Ceci est laissé en exercice, il suffit d’approcher u, dans H}(€2), par une suite de fonctions appartenant 2 D(2).)
Comme divG = 0, on a alors

/G(p Vud:c—/G Vo (u /(de) d(u) dz = 0. (3.12)

On choisit maintenant v = v dans (3.11). Par les hypotheses (3.7), on a donc :

allullZr oy < [ 1F(ouul da
0 Q
On va déduire de cette derniere inégalité qu’il existe R > 0 t.q |lu||z2() < R. C’est ici qu’on utilise I’hypothese

(3.7h) i.e. lim,_, 40 f(z,s) =0.
Raisonnons par I’absurde. Supposons qu’un tel R n’existe pas. Alors il existe une suite (uy, )nen+ d’éléments de
H(Q) telle que

Junllzzgey = et alunly < [ 1FCoua)en] de.
Q

Montrons que ceci est impossible. Posons v,, = ﬁ On adonc |[v,||z2) = Let
Un|lL2(0)
2 f(7u’n.)
Or [f(s)| < |d] + Cas
2 |d] + Caun|
OCH’Un”Hé(Q) = ||unHL2 |U’VL| dx

d||vy,
S/ | HU | d.’E+CQ/ ‘/Un|2 dz
a llunllLe Q

< |ld|l 2 () + Ca.

La suite (vy, )nemn+ est ainsi bornée dans H{ (€2), et donc, & une sous-suite pres, v, — v dans L?((2). Par passage
a la limite on en déduit que ||v||r2 = 1 (ce qui donne v # 0). On a aussi, toujours a une sous-suite pres :

Up =V PP
lon| <H avec H e L*(Q).

Enfin, en utilisant I’inégalité de Poincaré, il existe C, ne dépendant que de 2 t.q.

- o 2 2 < |f( )||n‘d.’L‘

— = —|v < alv
ao = o llnllie < afloallzy < o Tunllzzcy
On pose
X, - [ MLl
|Un||L2(Q

et on montre maintenant que X,, — 0 lorsque n — 400, ce qui est impossible car X,, > —

f (s un)|vn|

||un||L2(Q)

> (. Montrons que
CQ

— 0 p.p. avec domination (dans L' (£2)); on aura alors par le théoréme de convergence dominée que
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X, — 0 lorsque n — 4-00. On montre tout d’abord la domination. On a

FCu)l ]+ Colu]
HU7LHL2(Q) o Huﬂ«HLz

< |d| + Calv,| < |d|+ C2H p.p.,

f('a un)
||UnHL2(Q)
On montre maintenant la convergence p.p.. On a v,, — v p.p. et donc il existe A € B(IR™) tel que Ay (A°) = 0 et
vp(x) — v(z) pour tout z € A. Les conditions sur f permettent aussi de supposer que f(z,-) est continue pour
toutz € Aet f(x,s) < d(z) + s pour tout z € Aettouts € R.

et donc | vn| < (|d| + CoH)H p.p. avec (|d| + CoH)H € LY(9).

Soitz € A,
lercas: siv(z) > 0;v,(x) = v(z), mais EIE [tn |l L2(0) = +00 donc uy () = v (2)||tn|L2(0) — +00.
Par I’hypothese (3.7h), lims_, 4 o M = 0, et donc
s

@, un (@) un(x))vn(x) = F (@, un(@))un (@) vy (x) = fz,un(@) (v (2))* — 0 quand n — oo.

l[unllL2(0) tn () ||unll L2 (0 Un ()
2emecas: siv(z) <0;onademéme lim Mvn(a@) =0, car lim f(@s) =0.

n—+oo ||| £2(0) s——00 8§

3emecas: siv(r)=0,ona

f (@, un(2))

lunllL2(0)

|d(@)] + Colun ()]

lunllz2(0)

< (ld(@)[ + Cafon(@)])|vn (2)|

v ()

[on ()]

—0 car ov(z)=0.

f(‘» un)
lunllr2(0)
contradiction avec X,, > C%z pour tout n € IN*,

En résumé on a vy, — 0 p.p. lorsque n — +00. On a ainsi montré que lim,,_, 1 X, = 0, en

On a donc montré qu’il existe R > 0 tel que (u = h(t,u)) = (|lullr2@) < R), ce qui termine la démonstration

de[dl

On a ainsi montré I"existence de solution a (3.3)). Le théoreme est donc démontré. L]

Remarque 3.18 (Preuve du théoréme d’existence par Schauder) La preuve du théoréme d’existence
par le théoreme de Schauder est nettement plus compliquée que dans le cas f bornée du théoréme Considérons
le probléme linéaire suivant :

/ a(@)Vu - Vo dz +/ Go(a) - Vv de = / f(@)v dz pour tout v € H} (). (3.13)
Q Q Q
Dans (3.13), on a noté, de maniere abrégée, a(@) et f(u) les fonctions x — a(x,u(x)) et x — f(x,u(x)). Cette

notation abrégée sera souvent utilisée par la suite.

Soit T 1’opérateur défini de L?(Q2) dans L2(€2) par T'(@i) = u ol u est solution de (3.13). On peut remarquer
que T est continu et méme compact. Par contre il est difficile de montrer que 7" envoie une boule de L?(2) dans
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elle-méme. Pour cela, il faut obtenir une estimation sur u en fonction de u, et ce n’est pas gagné. Prenons v = u
dans (3.T3)), comme on a fait dans le paragraphe [3.1.2]; on obtient, grice aux hypotheses (3.7),

04HU||§13(Q) < G [ Crllal[ 2o lull gz ) + 1Al 2o [[ull z2) + Callt] L2 @) |l L2 (0)-

Montrons que le dernier terme a lui tout seul empéche d’avoir facilement des estimations. Supposons G = 0 et
d = 0, on a alors grace a I’inégalité de Poincaré :

a -
@HUH%%Q) < O‘”“Hi]é(ﬂ) < Collul| 2o llull L2 @)
Q

C3 C3
c’est-a-dire [|ul[r2(q) < 20y |a) 2 < —2CoR si @ est dans la boule de centre 0 et de rayon R de L?(£2), soit
a a

encore si [|@| 2 () < R. On ne peut pas en conclure que [[uf|2(q) < R (sauf si C3C5 < aetdans ce cas la seule
solution de (3.3) ne peut étre que u = 0. En effet, si u est solution de (3.3)), le raisonnement précédent avec @ = u
donne [|ul|z2(0) < C3<2||ul|r2 etdonc u = 0 car C3<2 < 1).

La méthode ne fonctionne donc pas de maniere directe. Toutefois, elle fonctionne avec un peu de travail supplé-
mentaire en utilisant I"hypothese de (3.7b). Une solution est, par exemple, de considérer une suite de problemes
avec second membre tronqué et de passer a la limite.

Il est maintenant naturel de se demander si, sous les hypotheses (hypotheses du théoreme [3.17), on peut
montrer I’unicité de la solution. Dans le cas ou f ne dépend pas de u et ot I’équation est linéaire (c’est-a-dire que
a ne dépend pas de u et ¢ est linéaire), il suffit de prendre la différence de deux solutions comme fonction test dans
les deux formulations faibles associées a ces deux solutions et de faire la différences des deux équations obtenues.
On montre ainsi que les deux solutions sont égales (p.p.). Dans le cas général, la situation est plus compliquée.

Remarque 3.19 (f lipschitzienne ne donne pas I’unicité) Supposer que f est lipschitzienne (et indépendante de
x) est insuffisant pour obtenir I"unicité de la solution de (3.3) (sous les hypotheses qui donne I’existence).
11 suffit pour s’en convaincre de considérer I’exemple suivant, ot f est lipschitzienne et pour lequel on n’a pas
unicité. Prenons a = 1, ¢ = 0 et f(u) = Au, ol A est une valeur propre de (—A) avec condition de Dirichlet. Le
probléme est alors

Vu-Vvdm:)\/uvdx Ve Hi(Q),
Q Q
u € HYHQ).

Ce probléme admet deux solutions : u; = 0, et une fonction propre us # 0 associée & A. Evidemment f (u) = Au
ne satisfait pas la condition mais on peut modifier f légeérement pour que cette condition soir vérifiée, tout
en gardant u; et uy comme solutions dés que us € L>(Q) (le fait que us € L () est toujours vrai si N < 6;
ceci peut se démontrer, par exemple, a partir de 1’exercice. En effet, en prenant f qui est égale & f sur]—~,7[
ol v = |lug||z~ et qui est raccordée a 0 ensuite, de telle sorte que f € C.(R,R) et f lipschitzienne, on a les

mémes solutions pour f, c’est-a-dire pour le probléeme :

Vu-Vudzr = / f(u)v dz,
Q Q
u e HHQ)

on a ainsi 2 solutions avec limg_, 4+ o ) — ¢ (les hypotheses (3.7) sont bien vérifiées pour f). Le fait que f soit

S
lipschitzienne est donc inutile pour I’ unicité.
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Montrons 1" unicité dans le cas ot f ne dépend pas de s, i.e. f(x,s) = d(x), sous les hypotheses d’existence (3.7)
et en supposant de plus que a et ¢ sont lipschitziennes, ¢’est-a-dire :

la(, 51) — alx, 52)| < Cilsy — 52| pp. = € R,

lp(s1) — @(s2)] < Cals1 — sal. (3.14)

4C3 > 0; VS,SQEIR,{

Théoréme 3.20 (Existence et unicité) Sous les hypothéses (3.7) et (3.14), il existe une et une seule solution a

33).

Démonstration : La technique utilisée ici pour montrer 1’unicité apparait pour la premiere fois dans un article
d’Artola en 1986 [3]). Soient u; et ug deux solutions de (3:5). On a :

/ a(u1)Vuy - Vo dz +/ Go(up) - Vodz = / fvdz, (3.15)

Q Q Q

/ a(uz)Vug - Vo dz +/ Go(uz) - Vo dz = / fvdz. (3.16)
Q Q Q

L’idée est de prendre v = T (uq —us) dans (3:13) et (3.16), ot ¢ > 0 et 7. est la troncature au niveau ¢, ¢’est-a-dire
—€ sis < —¢,
T:(s)=qssi —e<s<e,
€ sis>e.
Siup etus € H& (Q), alors Tg(ul — U;Q) S H& (Q) et VTa(ul — UQ) = V(ul — UQ)1{0<|ul,u2|<€} (ceci est une
généralisation simple du lemme . En prenant v = T, (u1 — u2), et en faisant la différence de (3.13) et (3.16),
on obtient :

/Q(a(ul)Vul V(T (u1 — u2)) — a(uz)Vug - V(Te(uy — ug))) dz
- /Q Glip(uz) — p(ur)) - V(Te(ur — u2)) da,

soit encore, en posant A, = {0 < |u; — uz| < €},

/ a(u1)V(ur —ug) - V(ug —ug) de = / (a(uz) — a(u1))Vug - V(ur — ug) dz
A Ac

+ [45 G((P(Ug) — go(ul)) . V(u1 — UQ) dx.

Par hypothese, a(u1) > « p.p., et donc :

a/ |V (ug — uQ)|2 dz < / Cslug — u1| |Vug| |[V(ug —up) | da +/ Cslur — us| |G| [V (ur — ug)| da.
Ac A

€

On a |u; — ug| < e p.p. dans A.. En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz dans les deux derniéres intégrales,
on obtient donc :

a/ |V(u; —ug)|? do < Cse </ | Vg |? dx) </ |V (ug — up)|? dx)
A A A

e e
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1

(/A IV — up)|? dm>2.

€

+Cse (/ |G|? dm)
A

e

On a donc

1

e (/ (V(uy — ug))? dx) < Cj ¢ ae, avec a. = (/ |G|? dx) + (/ |Vug|? dx)
Ac Ae Ae

ou encore

o (/ V(T (uy — ug))|2 dx) = ol VT (u1 — u2)| [|r20) < C3 € ae
Q

donc, en désignant par A la mesure de Lebesgue sur RY,
«
An(92)
Comme H}(Q) € W, (Q), ona Te(uy — ug) € H(Q) € Wy' (Q) et I'injection de Sobolev donne

[ VT (u1 —u2))l 1) < all VI (ur —u2)| |z20) < Cs € ae.

Nl

T = o)l oo < 11197 (1 = wz)] sy avee 1 = =

et donc

o
——— 1T (g — u2)|| prx < Cs € a.
AN(S2)?

SiN =1,ona % = +o0 et on conclut que u; = ug p.p.. Le cas NV > 2 demande un léger développement

supplémentaire. On remarque que

L
x

> (/ e’ dm)1 > E(AN(BE))¥a

o1 (An(Q)3

L
Tx

172 = )l = ([ 17260~ ) o)

ou B, = {z;|u1(z) — ua(x)| > e}. On a donc

8(/\N(BE)) N < CgECLE

et on en déduit que ()\N(Bs))¥ < C4 a.. Prenons, pour n € IN*, ¢ = %, on a A% C A etNyenAr =0,
donc Ay (A1) — 0lorsque n — +oo (par continuité décroissante d’une mesure). On rappelle que

1
n

2 2

a1 = / |G| dz | + / |Vug|? da
" A1 A1

Comme G, |Vuy| € L*(Q), on en déduit que lim,,_, ;oo a1 = 0.
Onaaussi B D BietUnenB1 = {Jur — uz| > 0}. Donc limy,, 4 oo AN(B1) = An{|us — uz| > 0} (par
continuité croissante de la mesure). Comme

N—-1

(AN(B%)) : <Ciay,

en passant 2 la limite lorsque n tend vers 400, on obtient Ay {|u; — ua| > 0} < 0, et donc u; = us p.p., ce qui
termine la démonstration. |
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3.2 Méthodes de monotonie

Si dans le probleme de diffusion quasi-linéaire (3.3)), on considére maintenant un second membre f qui dépend de
Vu, on sait encore prouver I’existence d’une solution avec le théoréme de Schauder : c’est I’objet de I’exercice
[3.3] La question est plus difficile dans le cas o I’application a dépend de Vu. Plus précisément, on se place sous
les hypotheses suivantes :

Q ouvert borné de IR,

a € C(RY,R),
Ja, Be R a < a() <B,VEeRY,
feL?Q).
On cherche a montrer I’existence d’une solution au probléme suivant :
u € Hy (%),
/ a(Vu)Vu - Vo dz = / fodz, Yo € H}(Q).
Q Q

Peut-on appliquer le théoréme de Schauder ? Pour I’appliquer, il faut I'utiliser dans H} () pour que a(Vu) ait un
sens. Soit @ € H}(Q), par le théoreme de Lax-Milgram, il existe un unique u € HE () solution de :

u € H(Q),

/ a(Vi)Vu - Vo dz = / fodz, Yo € HY(Q).
Q Q

(3.17)

Soit T I’opérateur de H}(Q) dans H} () défini par T'(#) = u solution de (3.17). L application 7" est bien une
application de H} () dans H}(Q) et

(1) ilexiste R > 0t..q. HUHH(}(Q) < Rpour tout @ € H}(Q),

(2) I'application T est continue de H}(f2) dans H{ (). En effet, si i,, — @ dans Hg(Q2), on a Vi, — Vi

dans L?(Q)" etil n’est pas tres difficile de montrer que T'(@,,) — T'(%) dans Hg ().

Mais I’application 7" n’est (en général) pas compacte (de H{(Q2) dans Hi(€2)). Si on était en dimension finie,
les points (1) et (2) suffiraient a montrer I’existence d’une solution. L’idée est alors de considérer des problemes
approchés en dimension finie et de passer a la limite en utilisant la monotonie de 1’opérateur. Dans le cas présenté

ci-dessus, cela consiste a ajouter I’hypothese (a(§)€ — a(n)n) - (6 —n) > 0, ce qui donne ici la monotonie de
1’opérateur u +— div(a(Vu)Vu) de HE () dans H~1(Q), voir la remarque [3.24).

3.2.1 Opérateurs de Leray-Lions

On considere ici un cas un peu simplifié des opérateurs de Leray—LionsEl, dont I’étude est exposée dans un célebre
article des auteurs en 1965 [36]]. On se place sous les hypotheses suivantes :

Qouvertborné de RV, N > 1,1 < p < +o0, (3.18a)
a : RV — R" continue, (3.18b)
(coercivité) 3o > 0 | a(€) - & > al€|P, V€ € RY, (3.18¢)
(croissance) 3C' € R;|a(€)| < C(1 4 [€|P7Y), Ve e RY, (3.18d)

6. Jacques-Louis Lions (1928-2001), mathématicien francais, membre de I’ Académie des sciences, spécialiste de la théorie des équations
aux dérivées partielles et de la théorie du contrdle.
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(monotonie) (a(¢) —a(n)) - (€ —n) >0 V(& n) € (RV)?, (3.18¢)
o€ L>*(Q);do¢g >0;0 > 00 pp., (3.18f)
feLri(). (3.18g)

Ces hypotheses permettent en particulier de traiter certains modeles dits “LES” (Large Eddy Simulation) utilisés
en mécanique des fluides. On s’intéresse alors au probleme suivant :

{ —div(o(z)a(Vu(z))) = f(z) dans £,
(3.19)
u=0 sur9Q.

Exemple 3.21 (p-laplacien et opérateur de Smagorinsky) Pour 0 = 1 et a(¢) = [£[P726 (1 < p < +00),
I’équation s’écrit —div(|Vu|P~?Vu) = f. L'opérateur u — —div(|Vu|P~2Vu) s’appelle le p-laplacien. Pour
p = 2, on retrouve le laplacien classique. Le cas p = 3 donne I’opérateur de Smagorinsky[] qui apparait dans un
modele de LES.

Remarque 3.22 (Opérateur de Leray-Lions, cas général) Dans le cadre général des opérateurs dits de Leray—
Lions, le terme a(Vu) du probleme (3.19) considéré ici est remplacé par un terme de la forme a(x, u, Vu), et la
fonction a est alors une fonction de trois variables.

Cherchons une forme faible adéquate de (3.19). Remarquons que si w € LP(2)Y, alors, I’hypothese (3.18d) de
croissance sur a donne
la(w)] < C(1+[w|P™)
< C+ClwP~t € L71(Q)

car C € L= et |w|P~t € Lv-1(Q) = LP (Q) avec p/ = 27 (ou encore % + ; = 1). Donc si u € W, *(2), on a
Vu € (LP(Q)N et a(Vu) € (LY ().
Prenons alors v € Wy’ (Q), ona Vv € L?(Q2)N. On a donc

N
a(Vu) - Vo = Zai(Vu)Div € L'(Q).
i=1
11 est donc naturel de chercher u € W, () et de prendre les fonctions test dans W ().

On rappelle aussi que si f € L (2), I'application v — Jo f(z)v(x) da est linéaire continue de W, P(§2) dans
IR. C’est donc un élément du dual (topologique) de VVO1 () (ce dual est noté W ~1#'(Q)). Par abus de langage,
on note encore f cet élément de W12 (Q), ¢’est-a-dire que pour f € L (2), on a

<f7v>w_1,,,/(ﬂ)}w(}.p(m = /Qf(x)v(;v) dz: pour tout v € Wy (Q).
La forme faible de (3.19) que I’on considere est donc :

ue WyP(Q),

(3.20)
/ Ua(Vu) -Vo doe =< f7'U >W_1,p’(Q))W(}vP(Q)aVU € WOLP(Q)
Q

7. Joseph Smagorinsky (1924-2005), physicien américain spécialiste des modeles de turbulence, de la météorologie dynamique et de la
climatologie.
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Remarque 3.23 (Second membre plus général) Le cadre naturel du probleme (3.20) n’est donc pas limité au
cas f € L? (). On peut remplacer dans (3.20) f par n’importe quel élément de W =" (). On peut prendre par
exemple f = —divF avec F' € LP (Q)", ot divF est défini par

<divF,U>W,1,p/(m7wol,p(ﬂ) = - /Q F(z)-Vou(z) dx

On peut alors remplacer (f, v)y, -1, (o wir(o) Par Jo F(x) - Vo(x) dz dans (3:20). Sous cette hypothese, le
théoreme d’existence et d’unicité donné ci apres (théoreme|3.25)) reste vrai.

Remarque 3.24 (Opérateur monotone) Les hypotheses faites sur a et o (hypotheses (@D (1371__871‘])) donne la
monotonie d’opérateur u — A(u) = —div(ca(Vu)) c’est-a-dire que, pour tous u, v € W,

(A(u) = A(v),u — U>w—1,p’(Q)7W01~P(Q) 2 0.

Cette positivité vient du fait que [, o(a(Vu) — a(Vv))(Vu — Vo) dz > 0. Elle sera essentielle pour le passage a
la limite de la dimension finie & la dimension infinie, pour prouver I’égalité (3.23).

Théoréme 3.25 (Existence et unicité) Sous les hypothéses (3.18), il existe u € Wy'* () solution de (3.20). Si de
plus a est strictement monotone, c¢’est-a-dire si

(a(§) = a(n)) - (§ = n) > 0 pour tour (€,n) € (RY)?, € £ 1) (3.21)
alors la solution est unique.

Pour la démonstration de ce théoréme, nous aurons besoin de quelques lemmes classiques d’intégration que nous
énongons ici.

Lemme 3.26 (Convergence contre convergence faible) Soir 1 < p < +o00. On pose p' = %. On suppose que
fn — [ dans LP(Q) et g,, — g faiblement dans L (Q). Alors

/fngn da?—>/ f g dx lorsque n — +oo.
Q Q

On pourra consulter [26, Proposition 6.81] pour sa démonstration.
Par contre, on rappelle que si f,, — f faiblement dans LP et g,, — g faiblement dans LP , on n’a pas en général
convergence de [, fn gn dx vers [, fg da.

Lemme 3.27 Si a € C(IRY,RY) vérifie I'hypothése de croissance BI8d) et si u, — u dans Wy (Q) alors
a(Vuy) = a(Vu) dans L' ()N,

Le lemme[3.27]se démontre avec le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et sa réciproque partielle : voir
par exemple [26, théoremes 6.9 et 6.11].

Comme les espaces W, 7 (Q), LP(Q) et LP' (Q) sont réflexifs pour 1 < p < 400, en vertu du théorérne pour
toute suite bornée d’un de ces espaces, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente dans cet espace. On
rappelle enfin que les espaces W, "*(€2), LP(2) et L? (2) sont séparables, i.e. ils contiennent une partie dénom-
brable dense, ce qui va nous permettre 1’approximation du probléme par des probleémes de dimension finie. On
aura également besoin du résultat suivant sur les opérateurs coercifs pour la démonstration théoréme [3.25]:
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Lemme 3.28 (Opérateur coercif dans RY) Soit T : RY — R continue. On suppose que T’ est coercif, c’est-
a-dire que
T(v) v

]

— +o00 quand |v| — +o0.

Soit b € RN . Alors, il existe v € RY t.q. T(v) = b. L’opérateur T est donc surjectif.

Démonstration On utilise le degré topologique de Brouwer car on est en dimension finie. On pose h(t,v) =
tT(v) + (1 —t)v. Pour t = 0, on a h(0,v) = v (donc h(0,v) = I, ol I est 'opérateur v — v). Pour t = 1
on a h(1,v) = T(v). Pour appliquer le degré, on remarque d’abord que Iapplication & : [0,1] x RY — IR est
continue (car 1" est continue).

On veut ensuite montrer qu’il existe R > 0 tel que
t€[0,1],v € RN et h(t,v) = b= |v| < R. (3.22)

On suppose qu’on a démontré (3.22). Quitte & augmenter R, on peut aussi supposer que |b| < R. On pose Br =
{z € RN t.q. || < R}. Par invariance par homotopie du degré, on a donc que d(h(t, -), B, b) ne dépend pas de
t, et donc :

d(T, Br,b) = d(Id, Bg, b).
Comme b € Bp, on a d(Id, Bg,b) = 1 et donc d(T, Bg,b) = 1. On en déduit I’existence de v € Bp tel que
T(v) =b.
Il reste a démontrer qu’il existe R > 0 vérifiant (3.22).
Soitt € [0,1] etv € R t.q. h(t,v) = b, ¢’est-a-dire tT(v) 4 (1 — t)v = b.
Onadonc tT(v) v+ (1 —t)v-v=">b-v < |b||v]| etdonc, siv # 0,
T(v) v

[

T(v) - )

W -2l <,
o]

T(w) w

t
el
Comme —77— — +o0 lorsque |w| = +o0, il existe R > 0 t.q.

+(1-t)| =t

T(w) -
|lw| > R = min (M, lw|) > [b].

|w]
On en déduit que |v| < R. Ceci termine la démonstration. [

Ce lemme se généralise a n’importe quel espace de dimension finie :

Lemme 3.29 (Opérateur coercif en dimension finie) Soit E un espace de dimension finie, et T : E — E’ conti-
nue (noter que dim E' = dim E < +00). On suppose que T est coercif, ¢’est-a-dire :

(T'(v),v)p.E
vl

Alors, pour toutb € E' il existe v € E t.q. T(v) = b.

— +o0 quand ||v||p — +00.

Démonstration On cherche 2 se ramener 2 IR"Y. Soit N = dim F ; on choisit une base de F, notée (e1,...,eN)s
et on note (e}, ..., ex) la base duale de E’ (c’est-a-dire t.q. (€], e;)r/,r = J;;). On définit une application I de
IRY dans F et une application J de R" dans E’ par

N N
I{a) = Zaiei et J(B) = Zﬂief pour o, 3 € RN,
i=1 i=1
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L opérateur I est une bijection linéaire de RY dans E et I opérateur J est une bijection linéaire de RY dans E'.
Soit T = J~ oT o I. L’opérateur T est continu de RY dans RY.

Soit @ € R™. On pose v = I(a) et 8 = T(a) (donc B = J~(T'(v))). On a donc

N N N
T(a)-a=pF-a=Y fiai= Y Bie), Yy ae)pr=(J(B),1(a)pp= Zazel = ) BB
j=1 i=1

i=1

En prenant comme norme sur RY, [|a|| = ||I(a)||, "hypothése de coercivité sur T' donne alors
T(a) - a
m —— = +00.
lali—+oo ]

Par équivalence des normes en dimension finie, on a donc aussi

lim — 2~ = 4oo0.
|| =400 |Oé|

On peut donc appliquer le lemme aT.

Soitb € E’; onpose 3 = J~!(b). Le lemme donne I’existence de o € RY t.q. T(a) = . Onpose v = I(a)
etonaalors T'(v) =T o I(a) = J o T'(a) = J() = b. On a ainsi montré I’existence de v dans E t.q. T'(v) = b.

Démonstration du théoreme [3.23]
Etape I Existence de la solution & un probléme en dimension finie
Lespace W,"(2) est séparable. Il existe donc une famille dénombrable (f,)nen+ dense dans W, (). Soit
E, = Vect{f1...fn} I'espace vectoriel engendré par les n premleres fonctions de cette famille. On a donc
dim E,, < netE, C E, 4, pourtoutn € N*etonaU,cnE, = W, ”.Onen dedult que pour tout v € WyP(Q)
il existe une suite (v, ),en+ telle que v, € E,, pour tout n € IN* et v,, — v dans Wo P(Q) lorsque n — +oo.
Dans cette premiere étape, on fixe n € IN* et on cherche u,, solution du probléme suivant, posé en dimension
finie :

Uy € By,

/ oa(Vuy,) - Vo dz = (f, ,U>W71,p"W1=Py Yo € E,,. (3.23)
Q 0

L application v +— (f,v)y,—1, y1.» est une application linéaire de F,, dans IR ; comme dim E,, < +o0, elle est
»Vo
donc aussi continue. On note b,, cette application. On a donc b,, € E, et

<bn,U>E’ <f7 >W*1v1)/,W01’p'

Soit u € E,. On note T},(u) 'application de E, dans R qui a v € E, associe [,ca(Vu) - Vv dz. Cette
application est linéaire, c’est donc aussi un élément de E/, et on a

(T (u),v) e B, = /Qoa(Vu) - Vo dz.

On a ainsi défini une application T,, de E,, dans E/,. On va montrer que T, est continue et coercive. On pourra
ainsi en déduire, par le lemme [3.29] que T, est surjectif, et donc qu’il existe u,, € F,, vérifiant T}, (u,) = by,
c’est-a-dire u,, solution du probleéme (3.23)).
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I-1 Continuité de T, On rappelle que n est fixé. Pour simplifier les notations, on oublie ici I’indice n, c’est-a-dire

que ’on pose E = E,, et T' = T,,. On munit F de la norme définie par || - ||z = || - ||W01,p. Soitu,u € E.Ona:
IT(u) =T@)|e = max (T(u)=T(a),v)p k
vEE, ||v||p=1

= max / o(a(Vu) —a(Va)) - Vo dz

veE, ol 1.o=1J0

< max /Qa(a(Vu) —a(Va)) - Vo dz.

vEWG, vl 1.p=1

On pose 8 = ||o|| ;. () on obtient alors

vEWg, [[vl] 1.0 =1
< Bllla(Vu) — a(Va)| || L o)-

Donc si (uy, )nen est une suite de F t.q. u,, — @ dans E, on a

IT(u) = T(@)|e < max Bll1a(Vu) = a(Va)| Ly @)l Vol e

1T (un) = T(u)|| e < Bll|a(Vun) = a(Va)| || o (q)-

Par le lemme [3.27} on a a(Vu,) — a(Va) dans (L (Q))V. On a ainsi montré que T'(u,) — T'(a) dans E, et
donc que T est continue (de E dans E').

I-2 Coercivité de T,, On rappelle qu'on a posé E = E,, et T' = T,,. On veut montrer que

(T'(u),u)p B

— 400 lorsque ||ul| g — +o0.
[ulle

Par définition, et grace aux hypotheéses (3-18),

T, wes = [

o a(Vu)-Vu dz > o9 a/ [Vul? de.
Q Q

On a donc
(T(u),u)pr g > CHuHsVOLp =C|lul avec C =0y a.

Finalement,

T ’ _
<(1|L|)’|“>E7E > Cllul/%* — +oo lorsque [[ul|z — +o0,
ul|g

car on a supposé p > 1 (le cas p = 1 est plus difficile et demande des outils supplémentaires, mais il est intéressant
en géométrie pour le probleme des surfaces minimales par exemple).

On a ainsi montré que T est coercive ; on peut donc appliquer le lemme[3.29] Il donne I’existence d’une solution au
probleme en dimension finie (3:23)) (cette technique permet aussi par exemple de démontrer I’existence de solution
pour le probleme (3:20) approché par éléments finis P1, voir par exemple [2] pour une présentation de ce type de
méthodes).

Etape Il Existence de la solution au probleme (3.20)

On a montré I'existence d’une solution au probleme (3.23).

On va maintenant tenter (et réussir!) un passage a la limite sur ce probleme lorsque n — 400 pour montrer
I’existence d’une solution au probleme (3:20). Pour cela nous allons :

(1) obtenir une estimation sur u,,, qui nous permettra d’obtenir de la compacité,
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(2) effectuer un passage a la limite sur le probleme (3.23) de maniere a avoir 1’existence d’une solution u du
probleme (3.20) comme limite des solutions u,,,n € IN du probléeme (3.23) ; pour cela, il nous faudra
(3) utiliser une astuce pour montrer que la limite du terme non linéaire est bien le terme qu’on veut.. ..

1I-1 Estimation sur u,,
On prend v = u,, dans (3.23). On obtient :

70 [ [Funl? do < [l lunlug o
Q
par coercivité de a. On a donc : g aHu”HIv)V(}*P < [ fllw-1.rr ||unHW01,p, d’ol

1
-1
e < o ly-sar

[ |
1I-2 Passage a la limite
La suite (u,)nenv est donc bornée dans W, *(€2), qui est réflexif. On en déduit qu’il existe une sous-suite encore
notée (uy )nenN telle que u,, — u faiblement dans WO1 P(Q).
Par hypothese, |a(Vuy,)| < C(1 + |Vu,|P~1), donc la suite (a(Vu,))nen est bornée dans (LP' (Q))N, qui est
réflexif. Donc il existe ¢ € (L*' () telle que, 4 une sous-suite pres,

a(Vu,) — ¢ faiblement dans  (L¥' ()",

Soitv € Wol’p(Q), on sait que U E, = WOLP, donc il existe (vp )new t.q. v, € E,, pour tout n € IN* et
nelN

v, — v dans W, P(Q),
Vv, — Vodans (LP(Q))V.

On utilise alors (3:23)) avec v = v,, on obtient :
/ ca(Vuy) - Vo, do = (f, vn>W_1‘,,/7W01.p.
Q

Mais (f, vn) 1.0 wie = (f>0) 10 W lp, Car v, converge faiblement vers v dans Wol’p(Q).
De plus a(Vuy,) — ¢ faiblement dans (L?' (Q))N et Vv,, — Vv dans (L”(2))V. Donc par le lemme[3.26, on a

/ oC-Vodr = (f,v) -1 yiv, YUE Wol’p(Q). (3.24)
Q »Wo

On a ainsi prouvé I'existence de u € W, *(€2) telle que u est la limite faible dans W, **(€2) de la suite (u,, )nen et
telle que la limite faible dans (L?' (Q))" de la suite (a(Vuy, ))nen, notée ¢, vérifie (3.24). Si ¢ était égal a a(Vu),
on aurait terminé, et ceci serait facile a établir si a €était linéaire. En effet, dans ce cas, il existe une matrice carrée
de taille N, notée A, telle que a(£) = A€ pour tout £ € IRY (et donc p = p’ = 2). Comme u,, — u dans D*(£2) on
a aussi D;u,, — D;u dans D*() (pour tout 7). Comme la suite (D;u, )nen est bornée dans L2(2), on en déduit
que D;u,, — D;u faiblement dans L(€2) (pour tout 7) et donc AVu,, — AVu faiblement dans L2(Q)", ce qui
prouve que ¢ = a(Vu). Malheureusement, la situation est plus compliquée quand a est non linéaire.
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11-3 Limite du terme non linéaire
Pour terminer, il reste a démontrer que

/ o¢-Vudr = / o a(Vu) - Vo dz pour tout v € WP (). (3.25)
Q Q

Dans ce but, on commence par étudier la limite de / o a(Vuy,) - Vu, dz.Lastuce consiste 2 utiliser I’équation !
Q

En effet/ o a(Vuy)-Vu, dz = (f, wn) -1, whe = (fs )y -1 e car up — u faiblement dans WP ().
0 : :

Mais on sait (étape précédente) que v satisfait (3.24), et donc : (f,u) 1, 1 = / o¢-Vu duz.
’ 0 Q

Donc nll)rJIrloo ch a(Vuy,) - Vu, dz = (f, u)W,l,plywol,p
= / oC-Vu dz.
Q

Pour la suite de la démonstration de (3.23)), on distingue, selon les hypotheses utilisées, les méthodes de Minty et
de Leray—Lions (qui sont toutefois treés voisines) :

(a) L’astuce de Minty[ﬂ qui utilise uniquement la monotonie de a, ¢’est-a-dire (a(§) — a(n)) - (£ —n) > 0.
On a dans ce cas uniquement u,, — u faiblement dans W, ().

(b) La méthode de Leray—Lions, qui utilise la stricte monotonie de a, ¢’est-a-dire (a(§) — a(n))- (£ —n) >0
pour tout &, 77, £ # 7. On a alors en plus u,, — u dans WOII’(Q)

1I-3-a Premiére méthode : Astuce de Minty
Soit v € Wol’p(Q); il existe (v, )nen tel que v, € E, pour tout n € IN et v,, — v dans Wol’p(ﬂ) lorsque
n — 4o00. On va maintenant utiliser I’hypothése de monotonie sur a (et o > 0).

0< /Qa(a(Vun) —a(Vuy,)) - (Vu, — Vo) dz

oa(Vuvy,) - Vu, dz + / o a(Vuy,) - Vo, do
Q

= Tl,n - T2,n - T3,n + T4,n~

:/Ua(Vun)~Vun d:c—/aa(Vun)~an dx—/
Q Q

Q

On a vu que en (c)(i) que 17 ,, = / o a(Vuy,) - Vu, de — / oC - Vu dx lorsque n — +o0.
Q Q

On a

lim T, = lim Ja(Vun)onndx:/UQVvdx

n—-+oo ’ n—+oo /o Q

par produit d’une convergence dans (L?)™ et d’une convergence faible dans (Lp/ ()N) (lemme . De méme,

lim T3, = lim ca(Vuy,) - Vu, de = / o a(Vv) - Vu dx

n—-+oo n—-+o0o Q Q

par produit d’une convergence dans (L*' (Q2)V) et d’une convergence faible dans (L?(€2))" . Enfin, on a aussi

lim Ty, = Ilm o a(Vu,) - Vo, do = / oa(Vv) - Vv dx

n—-+oo ’ n—+o0o Jq Q

8. George James Minty Jr. (1929-1986), mathématicien américain, spécialisé en analyse et mathématiques discrétes.
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et ce dernier terme est le plus simple car on a le produit d’'une convergence dans (Lp/ ()V) et d’une convergence
dans (LP(2))N.
Le passage a la limite dans I’'inégalité donne donc :

/ o(¢ — a(Vv)) - (Vu — Vo) dz > 0 pour tout v € W, P ().
Q

o . . 1
On choisit maintenant astucieusement la fonction test v. On prend v = u + —w, avec w € VVO1 P(Q)etn e IN*.
n

On obtient ainsi : . )
—/a((—a(Vu—f— an)) Vwdzx >0
Q

n

et donc

/ o <C—a(VU+ 1Vw)> -Vw dz <0.
Q n

1 1 /
Mais u + — w — u dans W, *(€2), donc par le lemme [3.27, a (Vu + Vw) — a(Vu) dans (L (Q))N. En
n n

passant a la limite lorsque n — 400, on obtient alors
/ o(¢—a(Vu)) - Vw dz <0 Yw € W, P(Q).
Q

Par linéarité (on peut changer w en —w), on a donc : [, 0(( — a(Vu)) - Vw dz = 0, Vw € Wy P(Q). On en
déduit que
/O'C'V’LU dx:/aa(Vu)-Vw dz Yw e WP (Q).

Q Q
On a donc bien démontré que u est solution de (3.20).
Notons que 1’on a montré ce résultat par approximation, c’est-a-dire en montrant d’abord I’existence de solution
a un probléme approché qui se pose en dimension finie, puis en passant a la limite. Ceci est également possible
en utilisant un probleme approché obtenu avec des schémas numériques, par exemple avec un schéma numérique
utilisant des éléments finis P1.
1I-3-b Deuxieme méthode : Astuce de Leray-Lions
On suppose maintenant la stricte monotonie de a, ¢’est-a-dire :

(a(§) —a(n)-(€—n) >0 si £#n.

On va montrer que u est solution de (3:20) (on le sait déja, grace a la premiere méthode) mais aussi que a(Vu) = ¢
et surtout que u,, — u dans W, (Q).

Comme U,ewE, = WO1 P il existe une suite (vp,)nen telle que v, € E, pour tout n € IN et v,, — u dans
WP (€2). Par hypotheése de monotonie, on a :

/ o(a(Vuy) —a(Voy)) - (Vu, — Vu,) > 0.
Q
Avec le méme raisonnement que pour Minty (mais maintenant v,, — w au lieu de v, — v),on a:

liIJIrl o(a(Vuy) — a(Vuy)) - (Vu, — Vu,) doe = / o(¢ —a(Vu)) - (Vu — Vu) dz,
n—+oo Jq Q T

169



3.2. METHODES DE MONOTONIE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE QUASI-LINEAIRE

donc si on pose Fy,(x) = o(a(Vup) — a(Vuy)) - (Vun — Vo,), ona F, > 0p.p.et [, F, de — 0 lorsque
n — 4o00. Donc F,, — 0 dans L', et donc, aprés extraction d’une sous-suite, F}, — 0 p.p.. On peut aussi supposer,
apres extraction d’une sous-suite, que Vv, — Vu p.p..

Montrons alors que, & une sous-suite pres, Vu,, = Vu p.p.. Soit z € Q tel que o(z) > 09, Fy,(x) — 0 (on a donc
a(Vun(z)) — a(Vo,(z)) - (Vunp(x) — Vou(z)) — 0) et Vo, (z) — Vu(x) lorsque n — +00. On suppose aussi
que pour cette valeur de x, les hypotheses sur a (croissance, coercivité et monotonie) sont vérifiées et que Vv, ()
converge (dans IR). Ces hypotheses sur = ne font que retirer un ensemble de mesure nulle de points.

1. La suite (Vu,(2))nen est bornée dans IR™ . En effet, grice aux hypothéses (3:18d) de coercivité
et croissance sur a, on a

Uilopn(x) > (a(Vuy (7)) — a(Vo(z)) - (Vun(x) — Vo (z))
> oV (2)[P = C(1+ [Vug (2)[P~)[Von (2)] = C(1 + [V (2) [P~ [Vug (2)] + a Vo, (2) 7.

On en déduit que la suite (F},(z))nen est non bornée si la suite (Vuy, (2))new est non bornée. Or F,, (z) —
0 lorsque n — +o0. Donc il faut que la suite (Vu, (z))nen soit bornée.

2. Soit ¢ € IRY limite d’une sous-suite de la suite (Vu,,(z)),en. On rappelle que z est fixé. On a donc pour
cette sous-suite (encore notée (Vuy, (z))new) lim,— 400 a(Vu,(2)) = a(€). Comme lim,, o F,,(z) =
0, on en déduit

(a(§) = a(Vu(z)) - (€ = Vu(z)) = 0.

Or, le ler terme de cette égalité est strictement positif si £ # Vu(z). On a donc donc £ = Vu(x). On a
donc (sans extraction de sous-suite pour cette étape) Vu,, (z) — Vu(z) quand n — +oo.

On a donc montré que Vu,, — Vu p.p. (2 une sous-suite preés, car on extrait une sous-suite pour avoir F;, — 0
p.p- et Vv, — Vu p.p.). On en déduit que a(Vu,) — a(Vu) p.p.. Or on sait déja que a(Vu,) — ¢ dans
(LP")N () faible. On en déduit alors que ¢ = a(Vu) par le lemme d’intégration (voir [26} Exercice 6.18] pour la
démonstration) suivant :

Lemme 3.30 (Convergence par norme dominée) Soit () un ouvert borné. On suppose que f, — f p.p. et que
(frn)new bornée dans L1, q > 1. Alors f,, — f dans L"(Q)) pour tout r tel que 1 < r < q.

Du lemme [3.30, on déduit que la suite (a(Vuy,))new converge dans L™(Q)Y, pour 1 < r < p/, vers a(Vu).
Comme cette méme suite converge faiblement dans (L? )™ (Q) vers ¢, on peut conclure (par exemple en utilisant
I’unicité de la limite faible dans L"(£2)™V) que les limites sont égales, c’est-a-dire

¢ = a(Vu) p.p..

11 reste 2 montrer que u,, — u dans W,"*(2). On sait déja que u,, — u faiblement dans W, "”(£2) et donc dans
LP(Q). Comme, apres extraction d’une sous-suite, on a Vu,, — Vu p.p., le lemmenous donne Vu,, — Vu
dans L"(Q)" pour tout 1 < r < p et donc u, — u dans W,'"(Q) pour tout 1 < r < p. En raisonnant par
contradiction on a méme u,, — u dans Wol’T(Q) pour tout 1 < r < p sans extraction de sous-suite. Mais ceci
ne donne pas la convergence dans VVO1 "(Q). Pour démontrer cette convergence dans WO1 P(Q), on réutilise 1’étape
(c)(i) commune a Minty et Leray—Lions. Cette étape a donné

lim oa(Vuy) - Vu, do = / ¢ - Vudz.

n—+o0o Q O

170



3.2. METHODES DE MONOTONIE CHAPITRE 3. ELLIPTIQUE QUASI-LINEAIRE

Mais on sait maintenant que ¢ = a(Vu) p.p., on a donc

lim ca(Vuy,) - Vu, do = / ca(Vu) - Vu dz.
n——+00 Q Q

On rappelle maintenant un lemme classique d’intégration (voir [26} exercice 4.25]), valide dans tout espace mesuré

mais que 1’on donne ici dans le cas qui nous intéresse.

Lemme 3.31 (Convergence L' pour une suite de fonctions positives)

Soit Q un ouvert borné de RY . Soit f € LY(Q). On suppose que la suite (f,)nec de fonctions de L*(Q) vérifie :
1. fn > 0p.p., pourtoutn € N,
2. fn— fpp. quand n — +o0,

3. limy oo fQ fn(x) dz = fQ f(l‘) dz.
Alors f, — f dans L*(2).

On sait déja que Vu,, — Vu p.p..

On applique alors le lemme [3.31]a la suite (f,,)nen définie par f, = ca(Vu,) - Vu,. Le lemme [3.31] donne la
convergence L!(Q) de cette suite et donc l’équi-intégrabilitéﬂde la suite (f,,)nen- Avec I’hypothese de coercivité
sur a et ’hypothése sur o , on obtient I’équi-intégrabilité de la suite (|Vu, |?),cw. I reste a appliquer le théoréme
de Vitaliour conclure que Vu,, — Vu dans LP(Q)N et donc que u,, — u dans W (€2). Comme d’habitude,
un argument par contradiction montre que cette convergence dans Wol’p () a lieu sans extraction de sous-suite dés
que u,, converge faiblement vers v dans WO1 P (Q) (et pour avoir cette convergence, on a dii extraire une sous-suite).
Dans I’étape 3 ci-dessous, on va démontrer 1’unicité de la solution de si a est strictement monotone. Ceci
permet de conclure que la suite (uy)n,en converge (sans extraction de sous-suite) dans VVO1 P(Q) vers 'unique

solution de (3.20).

On a ainsi terminé la démonstration de I’existence d’une solution du probleme (3.20). Il reste & montrer ’unicité
de la solution.

Etape III : Unicité. On suppose que a est strictement monotone. Soient u; et uy deux solutions.
. 1,
/QUCL(Vui) -Vvdz = <f,v>W_1_,p/7W01,p i=1,2 Vv € Wy P ().
On fait la différence des deux équations, et on prend v = u; — uz. On obtient :
/ o(a(Vur) —a(Vug)) - V(ug — ug) dz =0.
Q
OrY =o(a(Vuy) —a(Vuz)) - V(ug —uz) > 0,etY > 0si Vuy # Vug; onadonc Vu; = Vug p.p. et donc

uy = ugy car uy etuy € Wy (Q).
u

9. Soit (X, 7, m) un espace mesuré; on dit que qu’une suite (fn)nen C LY (X, T, m) est équi-intégrable si, pour tout € > 0, il existe
6 > 0tel que

AGT,ne]N,m(A)S(Sé/ |frldm <e.
A

10. Théoréme de Vitali : Soit (X, 7", m) un espace mesuré; on note L' 'espace L (X, T, m). Soit (fn)nem une suite de L! telle que
fn — fp.p., f prenant ses valeurs dans IR. Alors, f € L! et f, — f dans L si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
1. lasuite (fn)nem est équi-intégrable.
2. Pour toute > 0, il existe C' € T tel que m(C) < +oo et [ |fn| dm < e pour tout n € IN.

(Voir par exemple [26, Théoreme 4.51] pour la démonstration.)
11. Giuseppe Vitali (1875-1932), mathématicien italien, spécialiste de théorie de la mesure.
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Remarque 3.32 Dans le cas des opérateurs de Leray—Lions, lorsque a dépend de = et Vu mais aussi de u, on
arrive encore a montrer des résultats d’unicité si p < 2.

3.3 Méthode par minimisation d’une fonctionnelle

Nous avons vu au chapitre [2] qu’il est parfois possible d’obtenir une solution a un probleme elliptique linéaire en
cherchant un point ol une fonctionnelle atteint son minimum. Une telle méthode est possible aussi pour des équa-
tions elliptiques non linéaires. Ce type de méthode est tres bien décrit dans I’ouvrage [34]. Nous donnons ici deux
exercices pour illustrer cette méthode, les exercices et L’exercice utilise le théoreme d’existence des
multiplicateurs de Lagrange que nous donnons (et démontrons) ici dans un cas simple (suffisant pour 1’exercice
B9).

Commencons par rappeler (sans démonstration) le théoreme des fonctions implicites, dont nous aurons besoin par
la suite.

Théoreme 3.33 (Fonctions implicites)  Soient F un espace vectoriel normé et F', G deux espaces de Banach.
Soient f € C(E x F,G) et (a,b) € E x F tels que f(a,b) = 0. On suppose :

— Pour tout x € E, I'application f, : y — f(x,y) appartient 2 C*(F, G). Onnote ds f (z, y) la différentielle

de f, au point y.

— L application (z,y) — daf(z,y) appartient a C(E x F, L(F, Q)).

— L’application ds f (a, b) est bijective continue de F' dans G (et donc d’inverse continue).
Alors, il existe € > 0 et 77 > 0 tels que pour tout € B(a,n) (boule ouverte de centre 0 et rayon 7)), il existe un et
un seul y € B(b, e) (boule ouverte de centre 0 et rayon €) tel que f(z,y) = 0. On note ¢(z) cette valeur de y. La
fonction ¢ est de classe C"*.

Théoréme 3.34 (Multiplicateur de Lagrange) Soient E un espace de Banach, f € C(E,R), g € C*(E,R) et
A={veE;gv) =0} Soitu € Atel que f(u) < f(v) pour toutv € A.

On suppose que [ est différentiable au point u et que Tm(dg(u)) = . Alors,en notant df (u) et dg(u) les diffé-
rentielles de f et g au point u, il existe A € IR tel que df (u) = Adg(u).

Démonstration Noter que dg(u) et df (u) sont des éléments de E’. Comme Im(dg(u)) = R, il existe v € E tel
que dg(u)(v) = 1.

On définit la fonction G de E x IR dans IR par G(w,t) = g(u + w + tv). Comme g € CY(E,R), G €
CY(E x IR, IR). On désigne par d, G, resp. d2G, la différentielle de G par rapport a la premiére variable, resp.
deuxiéme variable (donc d1G(w,t) € L(E,IR) = E' et d2G(w,t) € L(IR,R) que I’on identifie a2 IR).

Comme d2G(0,0) = dg(u)(v) # 0, le théoréme des fonctions implicites donne ’existence de e > Oetn > 0
tels que pour tout w € B(0,7n) (boule ouverte de centre 0 et rayon 7), il existe un et un seul ¢ €] — ¢, [ tel que
G(w,t) = 0. On note ¢(w) cette valeur de t. Le théoréme des fonctions implicites donne aussi que ¢ est de classe
C! (noter que, par exemple, dp(0) € E’).

Comme g(u +w + ¢(w)v) = 0 pour tout w € B(0, n), un développement au premier ordre de g (au point u) et de
¢ (au point 0) donne comme dg(u)(v) = 1,

dg(u)(w + dp(0)(w)v) = 0 et donc dg(u)(w) + dé(0)(w) = 0, (3.26)

on en déduit
dp(0)(w) = —dg(u)(w) pour tout w € E.

12. Joseph Louis de Lagrange (en italien Giuseppe Luigi Lagrangia), 1736-1813, est un mathématicien, mécanicien et astronome italien,
naturalisé frangais.

13. pour obtenir (3:26) on peut, par exemple, utiliser les développements au premier ordre avec sw au lieu de w, diviser par s (s > 0) et
faire tendre s vers 0.
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Pour tout w € B(0,7), f(u) < f(u+w+ ¢p(w)v) (car u + w + ¢p(w)v € A) et donc avec un développement au
premier ordre de f et ¢ (on rappelle que f est différentiable en au point ) df (u)(w + dé(0)(w)v) = 0, et donc

0 = df (u)(w) — dg(u)(w)df (u)(v) pour tout w € E.

Ceci donne df (u) = Adg(u) avec A = df (u)(v). L]

Remarque 3.35 (Généralisation du théoréme Dans le théoreme [3.34] la fonction g est a valeurs dans IR.
On peut généraliser le théoréme en prenant une fonction g a valeurs dans IR? pour un p > 1. 1l faut alors remplacer
Im(dg(u)) = IR par Im(dg(u)) = IR? et la conclusion devient

il existe Ay, ..., A\, € R tel que df (u) = >-F_, N\idgi(u) ot g1, ..., gp sont les p composantes de g.

La preuve de ce résultat fait 1’objet de I’exercice[3.12

3.4 Exercices

Exercice 3.1 (Application compacte et perturbation compacte de I’identité (x)) Corrigé en page
Soit E un espace de Banach, et g : £ — E. On suppose que g est compacte et que g = Id — f avec f compacte.
Montrer que E est de dimension finie.

Exercice 3.2 (Contre-exemple au théoreme du point fixe (x)) Corrigé en page
On considere I’espace de Hilbert £2 (voir I’exercice . Pour © = (2,)nen € £, on définit T'(x) par

T(z)=(1—|z|y,z0, 21, Zn,...).

On rappelle que ||z, = (3,,c #2) 2. On note B la boule unité fermée de 2.

1. Montrer que 7" est une application continue qui envoie B dans B.

2. Montrer que 7" n’a pas de point de fixe dans B.

Quelle est I’hypothese mise en défaut dans le théoreme du point fixe de Brouwer [3.5]? et dans théoréme du
point de fixe de Schauder [3.11]?

Exercice 3.3 (Degré d’une application affine (x)) Corrigé en page
Soit E un espace de Banach (réel). Pour R > 0, on pose Br = {v € E; ||v||p < R}.

1. Soit f une application constante de E dans F. Il existe donc a € F tel que f(v) = a pour tout v € E. Soit
R > 0tel que ||a||; # R. Montrer que d(Id — f, Bg,0) est bien défini et que d(Id — f, Br,a) = 1 si
R > |la|| g etd(Id — f, Br,a) = 0si R < ||a| 5.

2. Soit L une application linéaire compacte de £ dans E. On suppose que 1 n’est pas valeur propre de L. Soit
a € E. On définit f de E dans E en posant f(v) = Lv 4 a pour tout v € F.
(a) Montrer que I’équation u — f(u) = 0 a au plus une solution.
(b) Montrer que I’équation u — f(u) = 0 a une unique solution. On note b cette solution. Montrer que

d(Id — f, Br,0) # 0si R > ||b]|; etd(Id — f, B,0) = 0si R < [|b|| ;-

Exercice 3.4 (Existence par Schauder (xxx)) Corrigé en page[180]
Soit © un ouvert borné de RV (N >1),9 € Lz(Q), a une fonction continue de IR dans IR et A une fonction
continue de R x IR dans IR. On suppose que

— 0 < a=infyer a(s) < sup,er a(s) = B < +oo,
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— ilexiste § € [0,1[et C; € R t.q. |h(s,€)] < C1(1 + |s]® + |€]°) pour tout (s, &) € R x RY.

1. Existence et unicité pour le probleme linéarisé — Soit u € H (€2). Montrer que h(u, V) € L?(Q2) et qu’il
existe une unique solution u de

u € H} (),

/ a(t(z))Vu(z) - Vo(z) dz —|—/ h(u(x), Vu(x))v(z) de = / g(z)v(z) dz, Yo € HY(Q). (3.27)
Q

Q Q

Dans la suite, on note 7" ’application qui a @ associe u, unique solution de (3.27)). L’application T est donc de
H}(Q) dans HJ ().
2. Estimation sur la solution u du probleéme linéaire — Soitw € H}(Q) et u = T'(u). Montrer qu’il existe Cs
ne dépendant que €2, o, g et C tel que

o
lull gy ) < Co(l+ [l q))-

[On pourra prendre v = w dans (3.27)).]
En déduire qu’il existe R € IR, t.q.

[l gy ) < B = llullgyo) < B

3. Continuité de I’opérateur T — Soit (T,,)nen une suite de H} (Q) etw € H} (). On suppose que u,, — U
dans H{ () (quand n — +00). On pose f,, = h(tu,, Vi), f = h(u, Va), u, = T(u,) etu = T().
(a) Montrer que f,, — f dans L?().
(b) Montrer que u,, — u faiblement dans Hg (€2).

(c) Montrer que / a(tn(z))Vup(z) - Vu,(z) doe — / a(a(z))Vu(z) - Vu(x) dz.
Q Q
En déduire que u,, — u dans H} (). [On pourra s’inspirer de I’exercice ]

4. Compacité de I’opérateur T — Soit (Uy,)neN une suite bornée de H{ (2). On pose f, = h(u,, Vi,) et
un, = T(U,). Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (U, )neN, encore notée (U, )new, et qu’il
existe f € L?(Q) etb € L>®(0) t.q.

fn — f faiblement dans L?(Q2),

a(uy) — bp.p..
Montrer que la suite (u,)neN est convergente dans H{ (). [On pourra raisonner comme dans 1’exer-
cice[2.19]]

5. Existence pour le probleme non linéaire — Montrer qu’il existe u € Hg () t.q. u = T(u) (et donc u

solution de (3.27)) avec w = u).

Exercice 3.5 (Existence par Schauder, généralisation de I’exercice (xx%)) Corrigé en page
Soit 2 un ouvert borné de IRV (N > 1), a une fonction de 2 x IR dans IR et f une fonction de 2 x R x RY dans
IR vérifiant :
— a est mesurable par rapport a x € €2, pour tout s € IR, et continue par rapporta s € R, p.p.enx € Q.
— Ilexiste o, f € R} t.q. o < a(x,s) < Spourtout s € Retp.p.enz € .
— f est mesurable par rapport 2 z € €2, pour tout s, p € IR x IRY, et continue par rapport a (s, p) € R x R",
p.p.-enx € (.
— I existeNd € L*(Q),C e Reté € [0,1] tel que |f(-,s,p)| < C(d+ |s|° + |p|°) p.p., pour tout s,p €
R xR".
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Montrer qu’il existe une et une seule solution u du probléme suivant :
u € Ho(Q),

/ a(z,u(z))Vu(z) - Vo(z) dz = / f(z,u(z), Vu(z))v(z) dz, pour tout v € HE ().
Q Q

(3.28)

[On pourra construire une application de Hg (€2) dans H} () et utiliser le théoréme de Schauder.]

Exercice 3.6 (Convection-diffusion, Dirichlet, existence (xxxx)) Corrigé en page

Soit © un ouvert borné de RY, N = 2ou3,p > N, W € LP ()N, © une fonction lipschitzienne de IR dans IR
t.q. p(0) =0et f € L*(Q).

On s’intéresse ici au probleme suivant

—Au+ div(Wep(u)) = f dans Q,
{ u = 0 sur 9N2. (3.29)

Le but de cet exercice est de montrer 1’existence de solution faible au probleme (3.29). L' unicité (et la positivité si
f > 0p.p.) de la solution faible est montré dans 1’exercice (3.7

1. Soit u € HE (), montrer que Wp(u) € L?(2)V. [Utiliser le théoréme d’injection de Sobolev, théoréme
[L.4T}]
Cette premiére question permet de définir la formulation faible du probleme (3.29). Elle consiste a chercher u

solution de (3.30).

u € Hy(9),

/ Vau(z) - Vo(r) dr — / p(u(z))W(z) - Vo(z) de = / f(z)v(z) dz pour tout v € Hy(R). (3.30)
Q Q Q

Pour montrer I’existence d’une solution a (3.30) on va utiliser la méthode du degré topologique en construisant
une application h de [0, 1] x L%(Q2) dans L(Q) avec ¢ = % (de sorte que % + % = 3). On pose donc pour la
suite ¢ = 172%2. Si N = 3, on pose 2* = 6 et si N = 2, on choisit pour 2* un nombre strictement supérieur a ¢ (de
sorte que, pour N = 2 ou 3, H}(€2) s’injecte continiment dans L?" () et compactement dans L9(2)).

2. (Construction des opérateurs B et h) Soit u € L9. Montrer qu’il existe une unique u solution de

u € Hy (),
/ Vu(z) - Vo(z) de — / o(tu(z))W(x) - Vo(z) de = / f(z)v(z) dz pour tout v € Hy ().
. . “ (3.31)
On note B I’opérateur qui & & dans L7(Q) associe u solution de (3:3T). Puis, pour ¢ € [0, 1] et @ € L?(2), on pose
h(t,a) = B(ta).
3. Montrer que h est continu et compact de [0, 1] x L%(€2) dans L9(£2).
4. (Estimations a priori) Soit u € L4() t.q. u = h(t,u). On a donc

u € Hg(Q),
/ Vu(z) - Vo(z) de — / e(tu(x))W(x) - Vo(z) de = / f(z)v(x) dz pour tout v € Hol(Q)
Q Q Q

(332)
Pour s € IR, on pose ¢(s) = [ md@
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(a) Montrer que v (u) € H{(£2). En prenant v = ) (u) dans (3:32)), montrer qu’il existe C; ne dépendant
que Q, W, pet ftq.
(1 + [ul)ll g ) < Ci-

(b) Pourv € L?" (€2), montrer que pour tout A > 0 on a
/ lo(2)|? da: < (/ ()2 d:c)?AN({|v| > AN 4 AT (Q).
Q Q

On rappelle que Ay est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R” .
(c) Enutilisant (a) et (b), montrer qu’il existe C' > 0, ne dépendant que de Q, W, et f t.q. ||u||H3(Q) < C.

5. (Degré topologique) Montrer I’existence d’une solution a (3.30).

6. On retire dans cette question I’hypothése ¢ (0) = 0 et on se donne un élément 7' de H ~*(£2). Montrer qu’il
existe u solution de (3.30) avec [, f(x)v(z) da remplacé par (T’ v) g1 (q), 13 (02)-

Exercice 3.7 (Convection-diffusion, Dirichlet, unicité (xxx)) Corrigé en page On reprend ici les mémes
hypotheses que dans l’exercice ¢’est-a-dire que 1’on considere un ouvert 2 borné de RV, N =2ou3,p > N,
W € LP(2), une fonction lipschitzienne ¢ de IR dans IR t.q. ¢(0) = O et f € L3(Q). L’exercice a montré
qu’il existait u solution faible de (3.29), ¢’est-a-dire u solution de

u e HY(Q), | Vo € HY(Q),

u(@) - Vo(a) do— [ p(u(@)W () - Vo) do = [ f()o(z) de. (333)
[ vute) - Vete) o = [ otu@) W) Vo(e) do = [ apote) d

L objectif de cet exercice est de montrer 1’unicité de la solution de (3.33)) et de montrer que u > 0 p.p.si f > 0
p-p-.
1. Montrer I’unicité de la solution de (3.33).

2. On retire dans cette question (et seulement dans cette question) 1’hypothese ¢(0) = 0 et on se donne un é1é-
ment 7' de H~*(£2). Montrer que le probleme (3:30) avec [, f(z)v(x) da remplacé par (T, v) -1 (Q),HL(Q)
a une unique solution (I’existence a été montrée dans I’exercice [3.6).

3. On suppose f < 0 p.p.. Soit u la solution de (3.33). Montrer que u < 0 p.p.. [Pour n € IN*, on pourra
prendre v = S, (u) dans 333) avec S,, € C(IR,IR) définie par Sy,(s) = max(0, min(s, 1)) et faire
tendre n vers +00.]

Exercice 3.8 (Existence par minimisation (%)) Corrigé en page[192]
Soient € un ouvert borné de IRY (N > 1), a une fonction de €2 dans IR et f une fonction de €2 x IR dans IR
vérifiant :

— a € L*™(0).

— Ilexiste « € R} tel que o < a p.p..

— f est mesurable par rapport & x € €2, pour tout s € IR, et continue par rapport a s € R, p.p.en x € 2.

— Tlexisted € L?(Q), C € Retd € [0,1] tel que pour presque tout x € €2, |f(-,s)| < C|s|® + d pour tout

s € R.

On pose F(z,s) = [, f(x,t) dt. Pour presque tout = € €2, la fonction s — F(z, s) est donc une fonction de
classe C* de IR dans IR.

1. Soit u € HJ(); montrer que F(-,u) € L' (). [On rappelle que F(-,u) désigne la fonction x
F(x,u(z)) qui est définie p.p.. Dire qu’elle appartient a L' (Q) est & prendre au sens qu’il existe v € L1(Q)
telle que v = F(-,u) p.p. (on confond alors F(-,u) avec la classe de v dans L*(£2)).]
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Pour u € H}(Q), on pose E(u) = 3 [, af ) - Vu(z) dz — [, F(z,u(z)) dx.
2. Montrer que F(u) — +oo quand ||u||H1(Q) — -00.
3. Onnote n = inf{E(u), u € H}(2)}. Montrer que € R et qu’il existe u € HE(Q) tel que E(u) = 7.
4. Montrer qu’il existe u solution du probleme suivant :
uc H(% (Q)v

a(x)Vu(z) - Vo(z) de = / f(z,u(z))v(x) dz, pour tout v € Hj(Q). (3.34)
Q

Exercice 3.9 (Minimisation avec contrainte (xx+xx)) Corrigé en page

Soit Q un ouvert borné de IRN, N >2,etp €]l %*‘3 [ (avec %"’2 = 400 si N = 2); on cherche une solution non

nulle au probléme suivant :

—Au = |u[P~ 1y dans Q,
{ u = 0 sur 092. (3.35)
1. Pour v € H}(R2), on pose E(v) = 3 [, [Vu(z)[*> dz et F(v) = [, [v[P** da. On pose aussi A = {v €

H}(2), F(v) = 1}. Montrer qu 11 existeu € At.q. u > Opp et E(u) < E(v) pour toutv € A.
2. Montrer qu’il existe « non nulle, « > 0 p.p., solution faible de (3.39).

Exercice 3.10 (Convergence faible et non linéarité (xxx))  Corrigé en page Remarque liminaire : Soit
¢ € C(R,IR); lorsqu’une suite (uy)nen tend faiblement vers u dans un espace LP et que la suite ¢(uy,)
tend faiblement vers f dans un espace LY, il est en général faux que f = p(u) p.p.. On ajoute I’hypothese
que [ u,p(u,) dz converge vers [uf dx (avec 1/p + 1/q = 1). Si ¢ est croissante, ’astuce de Minty permet
alors de montrer que f = p(u) p.p.. Si ¢ est strictement croissante, on obtient méme la convergence de u,, vers u
(c’est I’*“astuce de Leray-Lions”). Cet exercice détaille ces idées dans le cadre p = g = 2, et avec une mesure finie.
Soit (X, 7, m) un espace mesuré fini (c’est-a-dire m(X) < +oc). On note L? I’espace L% (X, T, m). Soient
(tn)nen et (v,)new deux suites bornées de L? et u,v € L2. On suppose que les suites (ty, )nen €t (Vn)neN
convergent faiblement dans L? vers u et v respectivement.

n—-+oo n—-+oo

lim upw dm = /uw dmet lim vpw dm = /vw dm pour tout w € L2,

1. On suppose, dans cette question seulement, que v,, = u, p.p., pour tout n € IN (et donc v = v p.p.).
Montrer que u,, — u dans L? (quand n — +00) si et seulementsi [ uZ dm — [ u? dm (quand n — +00).

On suppose pour toute la suite de I'exercice que [ u,v, dm — f uv dm (quand n — 400) et qu’il existe une
fonction ¢ de IR dans IR telle que

—  est continue, et il existe C' € IR tel que |p(s)| < C + C|s| pour tout s € IR.

— v, = ¢(uy) p-p., pour tout n € IN.

2. Soit w € L%, montrer que, quand n — +o0,

/ () — 9(10)) (e — w) dm — / (v — p(w))(u — w) dm. (3.36)

3. On suppose que ¢ est croissante.
(a) Soitw € L2 ett € IR. Montrer que

/(v — o(u+tw))tw dm < 0.

[Utiliser (3:36).] En déduire que [ (v — ¢(u))w dm = 0.
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(b) Montrer que v = ¢(u) p.p..

4. On suppose que ¢ strictement croissante. Pour n € IN, on pose G, = (p(un) — @(w))(un — u).

(a) Montrer que G,, — 0 dans L' quand n — oo (utiliser (3.36)).

(b) Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (G, ) e, notée (G (n))neN (avec 1 strictement crois-
sante de IN dans IN) t.q. G¢(n) — 0 p.p.. En déduire que wuy(,,) — u p.p. (utiliser la croissance stricte
de ).

(c) Montrer que u,, — u dans L? pour tout p € [1, 2.

Exercice 3.11 (Opérateur de Leray-Lions (xx%x)) Corrigé en page
Soient € un ouvert borné de RY (N > 1), a une fonction de 2 x IR x IR" dans RY etp €]1, o0 vérifiant (avec
=35
— (Fonction de Carathéodory) a est mesurable par rapport a = € €2, pour tout s, € R X IRY, et continue
par rapport a (s,&) € R x RN, p.p.enz € Q.
— (Coercivité) Il existe a € R% t.q. a(z, s,§) - £ > a||P pour tout (s,&) € IR x RY etp.p.enz € Q.
— (Croissance) 1l existe d € L? (Q) et C' € R tq. |a(-,s,€)] < C(d + |s|P~! + |€[P~1) p.p., pour tout
s, 6 e R x RY.
— (Monotonie stricte) (a(x, s,£) — a(z, s,1) - (€ —n) > 0 pour tout (s,£,7) € R x RY x RY, £ # n, et
p.p.-enzx € .
Soit f € W17/ (Q).

1. Montrer qu’il existe u solution du probleme suivant :

u e WyP(Q),

/ a(z,u(x), Vu(@)) - Vu(z) dz = (f,0) -1 () wiw (o), PoUrtoutv € WP (). (3.37)
QO 0

[Reprendre la démonstration du théoreme [3.23]]
2. Montrer que u,, — u dans W, "* ().

Exercice 3.12 (Multiplicateurs de Lagrange (xx)) Corrigé en page[3.3]

Soient F un espace de Banach, f € C(E,R), g € C*(E,IR”),p > let A = {v € E; g(v) = 0}. Soitu € A
tel que f(u) < f(v) pour tout v € A. On note gi, ..., g, les composantes de g (et donc g; € C'(E,IR) pour
i=1,...,p).

On suppose que f est différentiable au point u et que Im(dg(u)) = IRP. Alors, en notant df (u) et dg;(u) les
différentielles de f et g; (pour ¢ = 1,...,p) au point u, montrer qu’il existe A1,..., A, € R tels que df (u) =
> i1 A dgi(u).

[On pourra adapter au cas p > 1 la preuve du théoreme [3.34]]

Exercice 3.13 (Identité de Pohozaev dans IR"Y (x%)) Corrigé en page
Soient g € C(IR,IR) et G la primitive de g s’annulant en 0. Soit u € L (IR™) (N > 1). On suppose que
G(u) € LY(RY), |[Vu| € L2(RY) et

—Au = g(u) dans D*(RY).

Le but de I’exercice est I'identité de Pohozaev, qui s’écrit

%/ \Vu(z)|? dz = N G(u(z)) dz. (3.38)
n an
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1. Montrer que u € H2_(R"), ¢’est-a-dire que pu € H?(R") pour tout ¢ € D(R™) (et donc u € H?(Bg)
pour tout R > 0, en notant Br = {z € RY, |z| < R}).

2. Montrer qu’il existe une suite (u,)nen+ de C°(IRY,R) telle que (on rappelle que Br = {z € R,
lz| < R})
(a) Pour tout R > 0 la suite (u, )neN+ est bornée dans L>°(Bg)
(b) u, — up.p. quand n — +o0,
(c) Pour tout R > Oettouti, j € {1,...,N}, d;u, — D;u dans L?>(Bpg) et 8§jun — Df’jun dans

L?(Bg) quand n — +o0.
La question suivante utilise la suite (uy, ) e+ de la question

3. Soit ¢ € C°(IR,IR) telle que (r) = 0sir < 1. On choisit R > 0 tel que ¢(r) = 0sir > R et on pose
ha(@) = 9(|2]) Y01 2;0;un (x) (de sorte que h € D(RY)),
(a) Montrer que

lim <g(u)ahn>’D*(IRN),D(]RN): lim g(u(z))hn ()

n——+o0o n—+00 JpN dz
- —N/IRN Glu(@)(lz)) dx—/IRN Glu(@) (|| de.  (3.39)

(b) Montrer que

n—-+oo

. 2N
i (=8 o es o = 5 [ (Vula) el da

o NN 2]
+ [ e S Dt Dyute) de = [ (al) G Vuta) da. a0

i=1 j=1

4. Démontrer I’identité (3.38).

3.5 Corrigés des exercices

Exercice (Application compacte et perturbation compacte de I’identité) Il suffit de remarquer que Id =
Id — f + f est alors la somme de deux applications compactes, donc compacte. On en déduit que la boule unité de
FE est compacte, ce qui caractérise un espace de dimension finie.

Exercice [3.2] (Contre-exemple 2 Brouwer)
1. Soient * = (2 )new € 2 ety = (Yn)new € £2.

2 2 2 2
IT(y) = T@)llz = (lylly = [l2ll2)” + [lz = yll; <22 —yll;-

Ceci prouve que T est continue de 2 dans ¢2.
Puis, ||T(2)])5 = (1 — |Jz]ly) + [|z]l3 = 1 = 2||z|l, + 2 ||=[|3 < 1si ||z]|, < 1. On en déduit que T envoie
B dans B.

2. Si T(z) = x, alors tous les x,, sont égaux et donc x est la suite nulle et donc T'(z) # 0. Il n’existe donc
pas de solution a I’équation T'(z) = z.
Le théoreme ne s’applique pas car 2 est un espace de dimension infinie.
Le théoreme ne s’applique pas car 1" n’est pas une application compacte.
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Exercice[3.3| (Degré d’une application affine)

1. 1l est clair que f est continue et compacte et que u — f(u) = 0 si et seulement si u = a. Si ||a||; # R,
d(Id — f, Bg,a) est donc bien défini.

Si R < ||a|| g, I'équation u — f(u) = 0 n’a pas de solution dans Bp, et donc d(Id — f, Bg,0) = 0.

Si R > ||a|| g, on pose h(t,v) = tf(v). La fonction h est continue et compacte de [0, 1] x E dans E et
I’équation u = tf(u) n’a pas de solution sur Bp pour t € [0, 1] (car I"'unique solution de u = ¢ f(u) est
ta). On a donc d(Id — f, Bg,0) = d(Id — h(1,-), Bg,0) = d(Id — h(0, -), Bg,0) = d(Id, Bg,0) = 1.
2. (a) Soitui,us € Ft.q.u; — f(u1) = 0etus — f(uz) = 0. En posant u = uq — uz on adonc u — Lu = 0.
Comme 1 n’est pas valeur propre de L, on a donc u = 0, ce qui prouve bien que I’équation u— f(u) = 0
a au plus une solution.

(b) On pose h(t,u) = Lu + ta. La fonction h est continue et compacte de [0, 1] x E dans E. Soit R > 0.
L’équation « = h(0,u) n’a pas de solution sur 9B, (car 1 n’est pas valeur propre de L).

Si I’équation u = h(t,u) n’a pas de solution pour ¢t €]0, 1] sur Bg, on a
d(1d — f, Br,0) = d(Id — h(1,0), Bg,0) = d(Id — L, Bg, 0) # 0.
D’apres le théoreme [3.9] 1l existe donc u € Bp t.q. u — f(u) = 0.

D’autre part, si ’équation w = h(t,u) a une solution sur dBg pour un ¢ dans ]0, 1], on note ¢ cette
solution et on remarque que (¢/t) — f(c/t) = 0.

Dans tous les cas, on a donc montré qu’il existe u € E t.q. u — f(u) = 0.

On remarque enfin que d(Id — f, Bg,0) = d(Id— L, Bg,0) # 0si R > ||b||p et d(Id — f, Bg,0) =0
si R < ||b]| -

Exercice 3.4] (Existence par Schauder)
1. On remarque que |h(, V)| < C1(1 + |a]’ + |Va|®) € L3 (Q) € L*(Q) car § < 1.
Pour u,v € H}(Q), on pose
Au,v) = / a(w)Vu - Vo dz.
Q
Comme 0 < v < a() < f3, la forme A est bilinéaire continue et coercive sur (Hg (2))2.
Par le théoréme de Lax-Milgram (théoréme [2.3), il existe donc bien une unique solution a (3.27).
2. En prenant v = wu dans (3.27)), on obtient
1 _ _
allullF ) < lgllzzc) ull p2 gy + C1lQ1= [ull 120y + (Cilllal’ | 2(9) + CLlllVaL || z2@) ullz2)-

Avec Cg donnée par I’inégalité de Poincaré, on en déduit
«Q 1 _ _
o Ml < Nallzzey +Cr (1902 + 1l oy + 1198 2@ (3.41)

Mais en utilisant ’inégalité de Holder (ou I'inégalité de Jensen[]EE] pour la fonction (concave) de IR
dans IR, définie par s — 5°) on obtient

_ _ _ é _
|||u\5||i2(9) Z/Q|u|25 dz < (/Qu2 dz)° 19|70, et (3.42)

14. Johan Jensen (1859 -1925), mathématicien et ingénieur danois.
15. Voir par exemple [26| Exercice 4.43]
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_ _ _ é _
1Val® |72 =/Q|Vu|25 dz < (/Q|vu\2dm) Q9. (3.43)

(Sié €[4, 1], ces deux inégalités correspondent a I'injection classique de L?(£2) dans L?°(9).)

De ces deux majorations (et avec 1’inégalité de Poincaré), on déduit I’existence de C' ne dépendant que de
Qetdtq.
15 ~1=nd _18 =10
alllL2(0) < Cllullyy o) etlVal’lrz @) < Cllallg g -

En revenant a (3.41), on obtient I’existence de Cs ne dépend que a, g, Q et C; t.q.
—118
lullzgcen < Co (1+ gy ey ) -

Pour conclure, on remarque qu’il existe R € IR} tel que R > Ca(1 + R?). En effet, on a

R—Cy— CoR’ = R(1 — % — CoR>7Y).

il suffit donc de prendre R > 2C5 et R > (202)1%8. (C’est ici que I’hypothése § < 1 est utilisée.)

On a alors
]l () < R = llullgyo) < Co(1+ R°) < R.

3. (a) Sif, /4 fdans L?(Q), il existe € > 0 et une sous-suite, encore notée (f,,)nen, tels que
lfn = fllL2(0) > € pour tout n € IN. (3.44)

Aprés extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer que @, — @ p.p., avec |u,| < G €
L?(Q) et que Vi, — Vi p.p., avec |Vi,| < H € L?(Q2). On a alors f,, — f p.p. et |fu] <
C1(1 + |GJ° + |H|?) p.p. (et pour tout n € IN). Comme 0 < 6 < 1,ona |G|’ + |H|® € L?(Q). Le
théoréme de convergence dominée (dans L?(€2)) donne alors f,, — f dans L?(2), en contradiction

avec (3.44).

Noter qu’il est nécessaire de raisonner par contradiction pour montrer que toute la suite (f5)nen
converge.

(b) La question 2 donne que la suite (u,,)neN est bornée dans HE (). Si u,, 4 u faiblement dans H{ (€2),
il existe € > 0, ¢ € H~1(Q) et une sous-suite, encore noté (uy,)neN. tels que

(¥, un — u) g—1(),m1(0)| = € pour tout n € IN. (3.45)
Puis, aprés extraction éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer qu’il existe w € Hg (2) tel que

u, — w faiblement dans HJ (Q), (3.46)
Uy — U PP (3.47)

Soit v € H} () ; comme u,, = T'(,,), on a

/ a(tin)Vu, - Vodz + [ fapvde = / gv dz.
Q Q Q

Comme a(ty,) — a(@) p.p. et |a(ty)| < B p.p., on a, par convergence dominée, a(i,)Vv — a(a)Vo
dans L? (Q)N En passant a la limite quand n — 400 dans 1’égalité précédente, on obtient donc

/ a(@)Vw-Vode + | fode = / gv dx,
o Q o
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()

ce qui prouve que w = u, en contradiction avec (3.43)). On a bien ainsi montré que u,, — u faiblement
dans H{ () quand n — +oc.

Pour toutn € IN on a

/ a(ty)Vuy, - Vu, do = / gu, dx — / Sfntt, dz.
Q Q Q

Comme u,, — u dans L2() et que f,, — f dans L?(£2), on en déduit

lim a(ty)Vuy, - Vu, doe = / gu dx — / fudx.
Q Q

n—-+o0o O

et donc, comme u = T'(@),

lim a(ty) Vi, - Vu, do = / a(@)Vu - Vu dz.
n—+0oo /o Q

On remarque maintenant que
al|u, — u||?{3(m < / a(@y)(Vu, — Vu) - (Vu, — Vu) dz.
Q
Pour montrer que u,, — u dans H{ (2), il suffit donc de montrer que

lim a(ty)(Vu, — Vu) - (Vu, — Vu) de = 0. (3.48)

n—-+oo Q

Pour établir (3.48)), remarquons tout d’abord qu’un raisonnement par 1’absurde permet de montrer que
a(t,)Vu — a(a)Vu dans L2(Q)N, quand n — +o0.

En utilisant le fait que Vu,, = Vu faiblement dans LQ(Q)N, on en déduit que
lim a(ty)Vu - Vu, de = / a(@)Vu - Vu dz
n—+oo Q Q
et lim / a(ty)Vu - Vu dzr = / a(@)Vu - Vu dz.
n—+oo Jo Q

Ceci permet de montrer (3.48) et donc de conclure que u,, — u dans H} (€2), ce qui prouve la continuité
de I’opérateur T de H3 () dans H ().

4. La suite (f,)ne est bornée dans L?(12) et la suite (i, )nen est bornée dans H} (€2) et donc relativement
compacte dans L?(£2). On peut donc supposer, aprés extraction d’une sous-suite, qu’il existe f € L?(€2) et
¢ € L3(9) tels que

fn — f faiblement dans L?(Q),

_ 3.49

Up — C p-p-- (3.49)
En posant b = a(¢), on a donc b € L>=(R) et a(i,) — b p.p..
(On peut montrer que ¢ € H} () mais il est faux de dire que f = h(¢, V() p.p..)
Comme o < b < 3 p.p., il existe une et une seule solution v de

u € Hy(Q),
. (3.50)
bVu-Vodz = [ (g — f)vdx pour tout v € Hy ().
Q Q
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On va montrer que la suite (u, ),en converge dans H (€2) vers u, solution de (3.50) (on travaille ici avec
la suite extraite qui vérifie (3.49)).

On sait déja que la suite (u,)nen est bornée dans H} (). En raisonnant par 1’absurde, on montre que
u, — u faiblement dans H} (). En effet, comme la (u,,)ncn est bornée, il existe w € H}(Q) tel que
(apres extraction de sous-suite) u,, — w faiblement dans H&(Q) On a alors, pour tout n € IN et tout
v e HQ),

/Qa(ﬂn)Vun Vo ds = /Q(g ~ fda

En passant a la limite quand n — +oo dans cette équation, grice aux convergences données dans (3.49),
on obtient

bVw-Vvdxz/(g—f)vdx.
Q

Ceci prouve que w = u. On en déduit bien que u,, — u faiblement dans Hg (£2) quand n — +o0c. On a
donc aussi u,, — u dans L?(Q2).

Q

Il reste 2 montrer la convergence de wu,, vers u dans Hg (£2). Pour cela on remarque tout d’abord que

/ a(tn)Vuy, - Vu, de = /(g — fo)un dz — /(g — f)u da quand n — +o0.
Q Q Q

Comme u est solution de (3:50) on a donc

n—-+oo Q

lim a(tn)Vuy, - Vu, de = / bVu - Vu dz.
Q
En utilisant cette convergence et (3.49) on montre alors que

lim a(tn)V (ty —u) - V(up, —u) dz = 0.

n——+oo Q

Comme « ||uy, — uHiI[}(Q) < Jo a(tin)V (un —u) - V(u, —u) dz on conclut bien que u,, — u dans Hg (Q2).

5. 11 suffit ici d’appliquer le théoreme de Schauder. L opérateur T est continu et compact de H} () dans
HY(Q). Nl existe R > 0 tel que T envoie la boule de centre 0 et de rayon R (de H}(€2)) dans elle-méme.
Le théoreme de Schauder permet alors de dire qu’il existe u dans cette boule (et donc dans H{(2)) t.q.
u = T'(u). La fonction w ainsi trouvée est solution de avec 4 = u.

Exercice (Existence par Schauder, généralisation de I’exercice On suit la méme démarche que pour
I’exercice |3.4] (les modifications sont mineures). On construit un opérateur, noté 7', de H}(Q) dans H} (). On
montre que, si R est bien choisi, 7" envoie la boule de centre 0 et de rayon R dans elle méme. Enfin, on montre la
continuité et la compacité de T et on conclut alors par le théoréme de Schauder.

Construction de 7' Soit u € H}(2). En choisissant un représentant de la classe de fonctions @, la fonction
2 +— a(x,u(x)) est borélienne et ne change que sur un ensemble de mesure nulle si on change le représentant
de u, ceci est dii au fait que a est une fonction de Carathéodory (ce qui est la premiere hypothese sur a). Avec la
seconde hypothese sur a, on a donc a(-, @) € L*(Q) et < a(-,a) < S p.p..

De méme, en choisissant des représentants de @ et V4, la fonction « — f(z, u(x), V) est borélienne et ne change
que sur un ensemble de mesure nulle si on change les représentants de u et Vu, ceci est aussi dii au fait que f est
une fonction de Carathéodory (ce qui est la premiére hypothése sur f). Avec la seconde hypothése sur f, on a

(3, Va)| < O(d + |al° + |Val) pp.
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etdonc f(-,u, V) € L*(Q) car d, @, |Vu| € L?(2) et § < 1.
On peut maintenant appliquer le théoréme 2.6} il donne I’existence et I’unicité de u solution de
u € Hy (%),

/ o, () Vu(z) - Vo(z) de = / (@, a(x), Vi(z))o(@) dz, pour tout v € H(€).
Q Q

(3.51)

On pose u = T'(#). On a ainsi construit une application T’ de H (€2) dans H} (). Pour conclure, il suffit mainte-
nant de montrer que 7" admet un point fixe.

Estimations sur T Soitw € H}(Q) et u = T'(w). En prenant v = u dans (3.51)), on obtient
allullf ) < CUldll 2y + Ial’llzz2@) + CLllValP |2 @) llull 2 o).
Avec C donnée par 1’inégalité de Poincaré, on en déduit

(07 _ _
CTQHUHH&(Q) < C(HdHL2(Q) + |||u|6HL2(Q) + |||VU|5||L2(Q))- (3.52)

Mais comme dans l’exercice@ on a (en utilisant I’inégalité de Holder)
_ _ 81— _ _ 81yl
i ey < ([ 0 )00~ et 1Vl [y < ([ [V da) '~

On en déduit (avec I’inégalité de Poincaré) I’existence de C' ne dépendant que de Q et 6 t.q.

_ ~ =116 _ S =116

Hal’ 2 (@) < Cllall oy et 1IVal’ll2@) < Ol o -
Avec (3:52)), on obtient I’existence de C ne dépendant que de v, Q et C' t.q.
lullzzoy < Co (14l ) - (3.53)
Pour conclure cette étape, on remarque qu’il existe R € IR, tel que R > Ca(1 + R?) (car 6 < 1) et donc
|l 30y < R = llull gy < Co(1+ R°) <R,

ce qui montre que 7" envoie By dans B, ou Bp, est la boule (fermée) de centre 0 et de rayon R.

Continuité de 7' Soit (U, ) e une suite de H} () etw € Hg (). On suppose que %,, — U dans Hg () (quand
n — +o0). On pose u,, = T(u,) et u = T(u). On veut montrer que u,, — u dans Hg () quand n — +o0. On
pose aussi g, = f (-, Un, Vun), g = f(-,4, Va), A, = a(-,ay) et A = a(-, @).

On commence par remarquer que g, — ¢ dans L?(Q) (quand n — +o0). La démonstration est ici quasiment
identique a celle de f,, — f dans I’exercice [3.4]; la seule modification est dans la domination de g,, qui ici est
lgn| < C(d+|GJ° + |H|%) p.p. (au lieu de | f,,| < C1(1+ |G|° + |H|°) p.p. dans 1 ’exercice.

On montre maintenant que u,, — u faiblement dans H{(£2). On suit encore le méme raisonnement que dans
I’exercice 3.4] L'inégalité (3.33) donne que la suite (uy, )ne est bornée dans HE (). Si u,, # u faiblement dans
HY(Q), il existe ¢ > 0,1 € H~1(£) et une sous-suite, encore noté (uy, )nen, t.q.

(¥, un — w) g—1(0),mp ()| = € pour toutn € IN. (3.54)
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Puis, apreés extraction éventuelle d’une sous-suite, il existe w € Hi (Q) tel que

un — w  faiblement dans H}(Q),
Up —> U P.p-.

Soit v € H} () ; comme u,, = T(,), on a

/ A, Vu, -Vvdr = / gnv dz. (3.55)
Q Q

Comme A,, — A p.p. (puisque a est p.p. continue par rapport & son deuxieéme argument) et |[A,| < 8 p.p., on
a, par convergence dominée, A,Vv — AVwv dans LQ(Q)N. En passant a la limite quand n — 400 dans I’égalité

précédente, on obtient donc
/AVw-Vvdx:/gvdx,
Q Q

ce qui prouve que w = u (grice a I'unicité de la solution de (3:31)) et donc u,, — u faiblement dans H} (),
en contradiction avec (3.54). On a bien ainsi montré que u,, — u faiblement dans H{ (2) quand n — +oo (sans
extraction de sous-suite).

On veut montrer maintenant que u,, — u dans HZ () (et pas seulement faiblement). En prenant v = u,, dans

/ A, Vu, - Vu, dz = / In 'y dx.
Q Q

Comme u,, — u dans L?(f2) et que g,, — g dans L?(£2), on en déduit

n—-+oo

lim A, Vu, -Vu, de = / gu dx,
Q Q

et donc, comme u = T'(@), (3:51)) donne

lim A, Vu, - Vu, dz = / AVu - Vudz. (3.56)
n—+o00 Q Q
On remarque maintenant que
a ||, — u||§{é(9) < /QA,L(Vun —Vu) - (Vu, — Vu) dz. (3.57)

Comme dans I"exercice 3.4} on utilise le fait que
A,Vu — AVu dans L? (Q)N, quand n — 400

et que Vu,, — Vu faiblement dans LQ(Q)N. Ceci donne

lim A, Vu-Vu, dz = / AVu - Vudzx
n—-4o0o Q Q

et lim /A,LVu-Vudx:/AVqudx,
n—+ Jq Q

et donc, avec (3:56),
lim A, (Vuy, —Vu) - (Vu, — Vu) dz = 0.

n—-+o0o Q

On conclut bien, avec (3:537), que u, — u dans H{ (£2), ce qui prouve la continuité de 1’opérateur 7' de H{ ()
dans H{ (92).
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Compacité de 7" On suit toujours le raisonnement fait pour 1’exercice Soit (U, )new une suite bornée de
H(Q). On pose g, = f(-,Un, Vi) et u, = T(uy,).

La suite (g, )nen est bornée dans L2(9) et la suite (,, ), e est bornée dans H} () et donc relativement compacte
dans L?(£2). On peut donc supposer, aprés extraction d’une sous-suite, qu’il existe g € L?(Q) et ¢ € L?(Q2) t.q.

gn — g faiblement dans L?(Q),

~ 3.58
Uy — C pop- - (3:58)
En posant b = a(-,¢), onadonc b € L>*(Q) et a(-, Gy,) — b p.p..
Comme o < b < 3 p.p., il existe une et une seule solution u de
u € Hy(Q),
1 (3.59)
bVu-Vuvdz = | gvdz pourtoutv € Hy().
Q Q

On va montrer que la suite (u,,)neN converge dans H} () vers u, solution de (on travaille ici avec la suite
extraite qui vérifie (3.538)).

On sait déja que la suite (uy,),en est bornée dans Hi (). En raisonnant par 1’absurde, on montre que u,, — u
faiblement dans Hg (). En effet, supposons qu’il existe w € H}() tel que, aprés extraction de sous-suite,
up, — w faiblement dans Hg (2). On a alors, pour tout n € IN et tout v € H}(Q),

/ a(z, n)Vu, - Vo do = / gnv dx.
Q Q
En passant a la limite quand n — 400 dans cette équation, grace aux convergences données dans (3.58)), on obtient

bVw - Vv dx = / gv dz.

Q Q

Ceci prouve que w = u. On en déduit bien que u,, — u faiblement dans H (2) quand n — +occ. On a donc aussi
uy, — u dans L2(Q).
Il reste a2 montrer la convergence de wu,, vers u dans H (€2). Pour cela on remarque tout d’abord que

/ a(z, uy)Vuy, - Vu, do = / Gy do — / gu dx quand n — +o0.
Q Q Q
Comme u est solution de (3.59) on a donc

lim a(z, Up )V, - Vu, doe = / bVu - Vu dx.
n—-+4o0o Q Q

En utilisant cette convergence et (3.58) on montre alors que

li Un)V(Up — : n dz = 0.

dm A a(x, Un)V(up —u) - V(u, —u) dz
Comme « ||u,, — u||fqé(ﬂ) < o a(@, )V (uy —u) - V(u, — u) da on conclut bien que u,, — u dans H(£2).
(On notera que la convergence est obtenue seulement pour la suite extraite qui vérifie (3.538).)
On a bien montré la compacité de 7.
Conclusion
1 suffit ici d’appliquer le théoréme de Schauder. L’ opérateur T est continu et compact de H}(2) dans HE(Q).
D’aprés la question 2, il existe R > 0 tel que 7" envoie la boule de centre 0 et de rayon R (de H}(£2)) dans elle-
méme. Le théoreme de Schauder permet alors de dire qu’il existe u dans cette boule (et donc dans H¢ (€2)) tel que
u = T'(u). La fonction u ainsi trouvée est solution de (3.28).
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Exercice [3.6|(Convection-diffusion, Dirichlet, existence)

1. Le théoreme donne que u € L%(Q) si N = 3 et que u € L"(£2) pour tout 7 € [1,+oo[ si N = 2.
Comme ¢ est lipschitzienne et ¢(0) = 0, il existe C; tel que |p(s)| < Ci|s| pour tout s € IR. On a donc
aussi (u) € L6(Q) si N = 3 et p(u) € L"() pour tout r € [1,+oo[si N = 2.

Pour N =3,ona W € L3(Q)? et ¢(u) € L%(R2), ce qui donne W(u) € L*(Q)% car § + £ = 1.
Pour N = 2,0ona W € LP(Q)2 et p(u) € L7-2 (), ce qui donne W (u) € L2()? car o+ % =1
2. Lapplication v — [, p(a(x))W (z) - Vo(z) dz + [, f(z)v(x) dz est linéaire continue de Hj(€2) dans
IR. L’existence et I’unicité de u solution de (3.31)) est donc une conséquence du théoreme 2.9
3. On montre tout d’abord la continuité de h. Soit (¢, U, )nen une suite de [0,1] x LY(Q) t.q. t, — tet
U, — U dans L9(€2) quand n — 4o00. On pose u, = h(t,,uy,) et u = h(t,4). On veut montrer que
U, — u dans L7(2). On raisonne par I’absurde : si u,, / « dans L7((2), il existe £ > 0 et une sous-suite,
encore notée (U )nenN, t.q.
l[un = ulp4(q) = € pour toutn € IN. (3.60)

Apres une éventuelle extraction de sous-suite (ce qui ne change pas (3.60)), on peut aussi supposer que
Uy — Up.p. et |U,| < H p.p. pour tout n € IN,

avec H € L(Q)). On en déduit (par convergence dominée dans L%({2) car ¢ est continue et |¢(s)| < C1|s])
que o(tpii,) — @(ta) dans LI(Q) et donc p(t, i, )W — @(ta)W dans L2(Q)"N (en remarquant que
|[HW| € L*(Q), car [W| € LP(Q) et  + ¢ = 5).

Comme la suite (¢ (¢, )W )nen est bornée dans L2(Q)N et que u,, est solution de (3:31) avec ¢, i, au
lieu de u, on montre (en prenant v = u,, dans que la suite (u,,)nen est bornée dans H} (). On peut
donc supposer (toujours aprés extraction de sous-suite) qu’il existe % t.q. u,, — % faiblement dans H{ (€2).
On a donc aussi (par compacité de I'injection de H{ () dans L9(2)) u,, — u dans L?(2). On montre
alors que @ est solution de (3.3T) avec ¢4 au lieu de @ (et donc que @ = w). Il suffit pour cela de passer a
limite, pour tout v € H, (} (€2), dans 1’équation suivante

/Q Vun(z) - Vo(z) dz — /Q (i ()W (2) - Vo) dz = /Q F@)o(a) da.

Ce passage a limite découle du fait que Vu,, — Vi faiblement dans L2(Q)N et (¢, i)W — p(ta)W
dans L2(Q)V.

On obtient ainsi que & = B(tu) = u, en contradiction avec (3.60) (car w,, — @ dans L?(2)). On a ainsi
montré que u,, — u dans L(Q2). En fait, un raisonnement semblable par contradiction montrerait méme
que u,, — u faiblement dans H{ (£2) mais ceci est inutile pour la suite.

On montre maintenant la compacité de h (ce qui est un peu plus facile). On suppose que ¢ est quelconque
dans [0, 1] et que @ reste dans un borné de L9(£2). On pose u = h(t,@). La fonction u est donc solution de
(3:37) avec ¢4 au lieu de @. Grace a |o(s)| < Ci]s|, la fonction ¢ (@) reste dans un borné de L7(2) et donc
¢ (@)W reste dans un borné de L?(Q)". En prenant maintenant v = u dans (3.31) (avec ¢4 lieu de @), on
en déduit que u reste dans un borné de Hg (£2). Comme H} () s’injecte compactement dans L?(2), on en
déduit que u reste dans un compact de L4(£2), ce qui prouve bien la compacité de h.

Remarque : un moyen probablement un peu plus rapide pour montrer la continuité et la compacité de h est
de remarquer que h est la composée de B, qui est un opérateur continu et compact et L?(€2) dans L?(f2),
avec I’application (¢, u) — tu qui est continue de [0, 1] x L4(2) dans L?((2).
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4. (a)

(b)

©)

La fonction ¢ (de IR dans IR) est de classe C! sur IR et est lipschitzienne (car |1)’(s)| < 1 pour tout
s € R). Le lemme donne alors que ¥(u) € H}(Q) et Vip(u) = (1+v|75\)2‘ On remarque aussi

l4)(s)| < 1 pour tout s.
En prenant v = 1 (u) dans (3:32) et en utilisant |p(s)| < C1s| et [1(s)| < 1, on obtient

Sy TG 9% 6 [, e W @Il o

<a [ W) [Vulz)

T+ Ju(@)] dz + (| fll 1) -

En utilisant ab < % + 204 b? pour a, b € IR, on obtient

L[ (V)P -
P 71 N2 < 2 1 .
3 [l do < G W + e

On remarque maintenant que (toujours par le lemme[2.25) In(1+|u|) € Hg (£2) et 1’inégalité précédente
donne

(@ + [u) 3 0y < 2CC W I1Z2 0 + 1 1L2s ).

ce qui donne la majoration désirée avec C7 = 2(2C% |||W| Hsz(Q) 12y
Ona

/\v(w)|q dx:/ |v(x)\q01x+/ ()| dxg/ [o(@)]? dz + AT\ ().
Q {lv|>A} {lvl<A} {lv|=A}

Puis, I’inégalité de Holder (avec % et son conjugué) donne

/{Iva} [v(x)|? de = /Q [v(2)]91fjy> a3 do < (/Q o()* dx)F)\N({|v| S A

ce qui donne bien I'inégalité désirée.
On prend v = u dans (3:32)), on obtient, avec I’inégalité de Holder,

el 0y < O Nl ooy W oy el sz oy + 111122 Gl gy gy - (3.61)

ou Cq ne dépend que de 2 et est donné par I’inégalité de Poincaré.

On commence par utiliser I’inégalité donnée dans 4(b) (élevée a la puissance %). Pour tout A > Oona
lull gy < 2 lull par An({lul = A})572 + 24A0 ()5

Comme I'injection de H{(€2) dans L?" () est continue, il existe C ne dépendant que de Q t.g.
||U||L2*(Q) < Cq ||U||H5(Q). On a donc

= 1i_ 1 1
[ull Loy < 2Ca llull gy o) An({lul = A})a727 + 2AAN ()7
On utilise maintenant 4(a) (et 1’inégalité de Poincaré). Pour tout A > 0 on a

In(1+ A ({ul > A} < [In(1 + fu))]| 2 0 < Co (L + [u]) 130 < CaCi.
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Comme lim 4, oo In(1 4+ A) = +00, il existe donc A ne dépendant (comme Cj, noter aussi que p et g
sont donnés par W) quede Q, W, p et f t.q.
1

Av({Ju] > A})a7=F < — :
4CaCr W1l oy

Avec ce choix de A, (3.61)) donne

2 1 2 1
lull bz (@) < 5 llullzry @) + ACLIWII Lo (@) A (D)7 + [1fllL2(0) Co) lull 3 o) -

On en déduit )
Hu”Hé(Q) < 2(2AC |HW|||LP(Q) AN ()7 + ||fHL2(Q) Ca),

ce qui est une estimation sur ||u|| Hi () he dépendant que Q, W, p et f.

5. Comme H{ (2) s’injecte continiiment dans L4((2), la question 4(c) donne I’existence de R > 0 (dependant
seulement de 2, W, ¢, f et q) t.q.

t€[0,1], ue LYQ), u=h(t,u) = [lull L) < R.

La question 3 donne la continuité et la compacité de h de [0, 1] x L?(£2) dans L?(£2). On peut donc appliquer
I’invariance par homotopie du degré topologique sur la boule (ouverte) de LP(€2) de centre 0 et de rayon R
avec comme point cible 0. On obtient

d(Id — h(1,-), Bg,0) = d(Id — h(0,-), Bg,0).

L application @ — h(0, ) est constante (h(0, @) est, pour tout @, la solution faible de —Awu = f dans §2
avec u = 0 sur 902). La solution de v = h(0,v) est unique et appartient & Bg. Ceci suffit pour dire que
d(Id — h(0,-), Br,0) # 0 (on peut ramener la constante & 0 par homotopie en remarquant, par exemple,
que d(Id — th(0, ), B, 0) ne dépend pas de ¢ € [0, 1], voir I’exercice[3.3).

6. On commence par remplacer [, f(x)v(x) dz par (T, V) -1(0),m1 (o) dans (3.30). La démonstration est
alors tres semblable a la précédente. Les seuls points demandant une petite modification sont dans les
questions 4(a) et 4(c). Dans la question 4(a), on a majoré [, | f4(u)|dx par ||fHL1(Q). Il faut maintenant
majorer

(T, ¢(v)>H*1(Q),H[}(Q)|-
Cette majoration se fait en remarquant que

[Vl
T’ o <|Tll,, < |T|| - 1 L 1.2
(T @) @] < 1T -0y 100 L) < 1T -0 ‘(HW @
|Vul 2 1‘ [Vl
< T N PRI <4 T — + — )
_H ||H 1(Q) 1+|u| L2(Q)_ ” ||H 1) 4 1+\u| L2(Q)

Dans la question 4(c), on a majoré [, | fu| da par Cq £l p2 () ||uHH5(Q). 11 faut maintenant majorer
(T, U>H*1(Q),H(}(Q) B
ce qui s’obtient en remarquant que
(T, U>H—1(Q),Hg(9)| < HTHH—l(Q) ||UHH5(Q) :

Il reste maintenant a retirer 1’hypothese ¢(0) = 0. Il suffit de se ramener au cas précédent en remplagant ¢
par ¢ —(0) et en ajoutant le terme — [, ©(0)W (x)- Vo(x) da au second membre de (3:30). On se rameéne
bien au cas précédent car I'application v — [, (0)W (z) - Vu(z) da est bien un élément de H~*(€2) (car
W e L2(Q)M).
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Exercice 3.7 (Convection-diffusion, Dirichlet, unicité)

1. La démonstration d’unicité faite pour le théoreme [3.20|n’a pas utilisé completement les hypothéses sur G
(qui étaient G € C1(Q, RY) et div G = 0). Elle a utilisé seulement le fait que G € LQ(Q)N. Ici nous

avons W € LP(Q)N. Comme p > N, ceci donne bien W € L2 (Q)N et la démonstration faite pour le
théoreme [3.20] est donc aussi valable ici. Nous la rappelons rapidement.

Soient u; et uz deux solutions de (3:33) ; on a donc, pour tout v € H} (2),

/ Vu, - Vo dx — / o(u)W - Vode = / fvde, (3.62)

Q Q Q

/ Vuy - Vo dx — / o(ug)W - Vo dr = / fvdz. (3.63)
Q Q Q

Pour n € IN* on définit 7,, € C(IR,IR) par T,,(s) = max(—=+, min(s, )). Le lemme (ou plutodt sa
généralisation, voir la remarque 2.27) donne T, (u1 — uz) € H}(Q) et VT, (u1 — uz) = V(ug —u2)la,
avec Ap, = {0 < Jug —ug| < L}

On prend v = T, (u1 — u2) dans (3.62) et (3.63)), on obtient

V(uy — uz) - VT, (up — ug) de = / (p(u1) — p(u))W - V(T (w1 — u2)) de.

Q Q

Avec C1 tel que |¢(s1) — p(s2)| < C1|s1 — sa| pour tout s1, s2 € IR, ceci donne

/

Ona |u; —ug| < % p.p. dans A,,. En appliquant ’inégalité de Cauchy-Schwarz dans la derniére intégrale,
on obtient donc :

/ V(- up) de < & (/ W2 d:c) (/ IV (w1 — ug) 2 dx) °
A, n A, A

n

IV (ur — up)|? dz < / Chlur — us] [W] |V (w1 — )| da.
Ap

n

=

On a donc

2

> C
IV (ur — u2)| ||L2(0) = (/ |V (u1 — u2)|2 d:c) < ﬁan, avec a,, = (/ |I/V\2 dx)
A

n n

On utilise maintenant I’inégalité de Sobolev et Holder pour obtenir, avec 1* = % et en désignant par m
la mesure de Lebesgue sur RY,

1 Cim(Q)?
[Ta(ur — )l goe < |V Ten )] sy < @) (VT — ) ey < S0,

On pose B, = {|uy — uz| > 1}, de sorte que

IN

1
* 1*
(/B T (s — ug)]? dz) < T — u)l| e
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On a donc )

(m(B,)) ™ < C1m(Q)%a,. (3.64)
Pour n € N*, ona A,y1 C A,. Comme N,cn+A, = 0, la continuité décroissante de m donne que
limy, 400 m(A,) = 0. Comme W € L2(Q)" on en déduit que lim,,_, ;o a,, = 0 et donc, grace a (3.64),
que lim,,_, 1 o, m(B,) = 0.

On remarque enfin que By, 11 D By, pour tout n € IN*, et Upew By, = {Ju1 — u2| > 0}. Donc limy, 1 oo
m(Byp) = m{|u1r — ug| > 0} (par continuité croissante d’une mesure). On obtient donc m{|u; — us| >
0} = 0 etdonc uy = ug p.p..

2. La démonstration est identique a la précédente. Il suffit de remplacer, dans (3:62) et 3.63), [, f(x)v(x) dx
par (T, v) g-1(0), 13 (9)-

3. La démonstration est voisine de celle de la premiére question. Pour n € IN*, on prend v = S, (u) dans
(B33) avec S, € C(IR, R) définie par S, (s) = max(0, min(s, 2 )). Ceci est possible car S, (u) € Hg(€2).
On sait aussi que V.S, (u) = 1g, Vuavec E,, = {0 < u < +} (voirla remarque. Comme Sy, (u) >0
p.p- et f <0 p.p., on obtient

/ Vu-VS,(u)de — / o(u)W - VS, (u) dz < 0.
Q Q

On a donc
/ VS, (u)]? dz = / Vu-VS,(u) dz < / ()W - VS, (u) dz.
Q Q Q

I existe C7 > 0 tel que |p(s1) — @(s2)| < C1|s1 — sa| pour tout s1, s2 € IR, ceci donne, avec I’inégalité
de Cauchy-Schwarz dans la derniere intégrale

Cy 3
1980 iz < ([ W@ az)”,
%
On pose 7, = (fE |W (z)]? da:) .
On utilise maintenant les inégalités de Sobolev et de Holder pour obtenir, avec 1* = % et en désignant

par m la mesure de Lebesgue sur R”

N Cym(Q)z
150 (@)l v < 11V S(@)] o2y < m()2 ) VS| 2y < 2mED2

IN

Tn-

On pose D,, = {u > 1}, de sorte que

L

Lm(D) 5 < (/;nlsa(uﬂl*dx)]* < 11 ()] 11+

On a donc . )

(m(Dyp)) ™ < C1m(Q)29,. (3.65)
On conclut comme 2 la premiére question. Pour n € IN*, on a F,,.1 C E,. Comme N,en+F, = 0, la
continuité décroissante de m donne que lim,, 1 o, m(E,) = 0. Comme W € L2(Q)N on en déduit que
limy,— 400 7n = 0 et donc, grace a (3.63)), que lim,,—, 1 .o m(D,,) = 0.

On remarque enfin que D,, 1 D Dy, pour tout n € IN*, et Upew Dy, = {u > 0}. Donc lim,—, 4 oo m(Dy,)
=m{u > 0} (par continuité croissante d’une mesure). On obtient donc m{u > 0} = 0 et donc u < 0 p.p..
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Exercice (Existence par minimisation)

1. Pour le corrigé de cette question et des questions suivantes, on va noter A un ensemble de mesure nulle,
c’est-a-dire tel que Ay (A) = 0 (on rappelle que A\ désigne la mesure de Lebesgue sur RM), et tel que
I’application s — f(x,s) est, pour tout z € A° = '\ A, continue de IR dans IR et vérifie |f(z,s)| <
C|s]® + d (pour tout s € R).

La définition de F' donne, pour tout z € A€ et pour tout s € IR,

C
[F(z, )] < ﬁISI‘S“erISI < (Is* + 1) +d(ls]* + 1) (3.66)

0+ 0+1

car & < 1 et done |F(z, u(x))] < Cilu(z)[? + 1, avee Cy = d+ 5.

Comme u € L?(f2) et que ) est borné (et donc de mesure de Lebesgue finie), on en déduit que F (-, u) €
LY(Q).

N.B. La preuve faite de cette question est un peu incorrecte sur le plan de la mesurabilité (les problemes
de mesurabilité sont souvent quelque peu oubliés dans de nombreux ouvrages, y compris celui-ci). En fait
si on choisit un représentant pour u, c¢’est-a-dire un élément de la classe wu, on peut effectivement montrer
(grace aux hypotheses sur f) qu’il existe v mesurable de € dans IR (munis des tribus boréliennes) telle
que v = F(-,u) p.p. et le raisonnement précédent donne bien v € £ (£2). Pour plus de précision, on peut
consulter, par exemple, [20] exercice 7.14.

2. De la premiére inégalité donnée dans on déduit que lim,_, 1 o = (;,s) = 0, uniformément par rapport

az € A°. Pour tout € > 0 il existe donc C¢, ne dépendant que de ¢, C' et § tel que |F(z, s)| < g|s|? + Ct
pour tout s € R et tout x € A°.

Soit u € H(} (€2), en utilisant cette majoration de F', la minoration de a et I’inégalité de Poincaré @I), on
obtient

B(u) > %/ V() do — g/ u()? dz — CAn () > (5 - acg)/ V(@) dz — Codn (9).
Q Q Q

En choisissant ¢ > 0 tel que (§ —eC3) > 0 et en remarquant que || [Vu| ||iz(Q) > ﬁ Hu||§{1(m, onen

déduit que E(u) — 400 quand ||ul| g1 (q) — +o0.

3. On choisit une suite minimisante, ¢’est-a-dire une suite (u, ),en de HE(Q) telle que lim,, 4 o F(uy,) =
n.La questionmontre que la suite (uy, )nen est bornée. On peut donc supposer (quitte a extraire une sous-
suite) qu’elle converge faiblement dans H¢ (Q2) et, grace au théoréme de Rellich qu’elle converge dans
L?(Q). Enfin, toujours quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer qu’elle converge p.p. en restant
dominée dans LZ(Q) (voir, par exemple, [26] théoreme 6.11). On a donc, quand n — +oco, D;u, — D;u
faiblement dans L?(2), pour tout i (car u,, — u faiblement dans H&(Q), exercice , Uy — U Pp.p. €t,
pour tout n € IN |u,,| < g p.p. avec g € L3(9).

Pour le premier terme de E(uy,), 'application v — [, a(z)Vu(z) - Vu(z) dz est un élément du dual de
HL(©), on a donc

||\/5\Vu\||2m(m = /Qa(x)Vu(z) -Vu(zr) de = ngrfoo ; a(x)Vu(z) - Vuy () de.

Mais, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

/Qa(m)Vu(x) V() de < [[ValVul | a0 [Val Vil | o -
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et donc ||\/E|Vu|||iz(m < liminf, o0 |Va|Vull| 2o [[ValVun ||| 2. ce qui donne

/ a(x)Vu(z) - Vu(z) de < lim inf / a(x)Vun(x) - Vu,(x) dz.
Q Q

n——+oo

Pour le deuxieme terme de E(u, ), comme s — F(z,s) est continue pour z € A€, on obtient avec le
nombre C; de la premiere question

F(-,u,) — F(-,u) p.p., quand n — +00,

|F(-,un)| < Cilun|? + Cy < Cilg]* + Cy p.p., pour tout n € IN.

On en déduit, avec le théoréme de convergence dominée, [, F(x,un(x) dz — [, F(z,u(x) dz quand
n — —+oo. Ceci donne

n——+oo

n < E(u) = %/Qa(x)Vu(w) -Vu(z) doe — /QF(amu(x)) dz < liminf E(u,) = n,

etdoncn € Ret E(u) =1.
4. On va montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est solution de (3.34).
Soit v € H}(Q). Comme E(u) < E(u + tv), on obtient, pour 0 < ¢,

o< Bt Z P /Q a()Vau(x) - Vo(r) da + ¢ /Q a(x)Vo(z) - Vo(z) d
_/ Pz, u@) + (@) = Fz,u(@) 4 367
. ¢

Comme s — F(x, s) est de classe C' pour z € A€,

F(,u+tv) — F(-,u)
t
F(,u+tv) — F(-,u)

| t
Pour la majoration ci dessus, on a utilisé le théoréme des accroissements finis. Il donne pour presque tout
x € Qettoutt €]0,1],

— f(-,u)v p.p.,quand t — 0,

| < [v|(Clu| + C|v| + C + d) p.p., pour tout t €]0, 1].

|F(z,u(z) + tv(z)) — F(z,u(z))| < 01;1[%?%] |f(x, u(x) + thv(x))tv(x)]

< (@) (C(Ju(@)] + [o(@))° + d) < tho(@)|(C(Ju(z)] + [v(@)]) + C + d).

On peut maintenant faire ¢ — 0, avec ¢ €]0, 1], dans (3.67) pour obtenir, avec le théoréme de convergence
dominée,

0< /Qa(m)Vu(x) -Vo(z) dz — /Q [z, u(z))v(z) da.

Comme cette inégalité est aussi vraie pour —v, on obtient bien, finalement, que  est solution de (3.34).

N.B. La preuve donnée pour cette question utilise seulement la dérivabilité de F au point u dans toutes les
directions v de H (£2). Une autre démonstration possible consisterait 2 montrer que F est différentiable au
point u. Ceci donnerait D f(u) = 0, ¢’est-a-dire u solution de (3.34).

Une fonction peut étre dérivable au point w dans toutes les directions sans étre différentiable au point w.
C’est le cas par exemple de la fonction u — [, |u(z)| dz dans L*(£2) au point 0.
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Exercice [3.9] (Minimisation avec contrainte)

1. Le théorémesur les injections de Sobolev donne H{ (Q) € L? (Q)si N > 2 et H} (Q) € L9() pour
tout ¢ < +00 si N = 2. On en déduit que F(u) € LY(Q) siu € H}(Q) (pour N > 2,1+ p = 2*) et donc
A# 0.

On note = inf{F(v), v € A}. Soit (u,)nenN une suite minimisante, ¢’est-a-dire une suite d’éléments
de A telle que lim,,, o E(u,,) = 1. La suite (u,,)nen est bornée dans H{ (€2) et on peut donc supposer
(quitte a extraire une sous-suite) qu’elle converge faiblement dans H} (€2) et, grice au théoréme de Rellich
qu’elle converge dans L?(€2). On note u cette limite de la suite () neN-

Comme dans l’exercice la convergence faible de u,, vers u dans H (£2) donne

E(u) < liminf E(uy,).

n—-+oo

On montre maintenant que u € A. Par le théoreme [1.41} la suite (u,)nen est bornée dans L2 (Q) si
N > 2 et dans L9(f2) pour tout ¢ < +oo si N = 2. Comme elle est convergente dans L?(2), une
application simple de 1’inégalité de Hélder donne qu’elle converge dans L9(£2) pour tout ¢ < 2* et donc,
en particulier dans LP1(2). On a donc lim,, 4o F(u,) = F(u) = 1 etdonc u € A et E(u) = 1 car
n < E(u) <liminf,en E(upn) = 1.
Enfin, pour avoir v > 0 p.p., il suffit de remplacer u par |u| car F'(Ju|) = F(u) et E(Ju|) = E(u) (en
utilisant le lemme [2.26] ou plutdt sa généralisation, remarque [2.27).

2. On va montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est, a une constante multiplicative pres,
solution faible de (3.35). Pour cela, on va appliquer le théoréme [3.34] Comme

Elu+wv) = %/Q |Vu(z)]? dz + /Q Vu(z) - Vo(z) dz + %/Q |Vo(z)|? de,

la fonction F est différentiable au point u et sa différentielle au point u, notée dF(u) est I’élément de
H~1Q défini par

(dE(u), U>H*1(Q),H&(Q) = /QVU(JC) - Vu(z) dz.

Montrons maintenant que F' € C'(H}(9),R). Commengons par montrer que, pour tout s € IR et tout
helR,

|s+h|PT! = |s|PT 4 (p+1)sPsgn(s)h + R(s, h), avec |R(s, h)| < (p+1)%(|s|P~ A% +|h[PT). (3.68)

ol sgn(s) = 1sis > 0et-1 sinon. En effet,
— pour s > 0 et h > —s, un développement de Taylor donne qu’il existe 6 €]0, 1] tel que

_plp+1)
|B(s,h)] = =——

o plp+1)
D)

(s + Oh)P~'h2
(Is[P~*h% + [A[P*1) ;

— pours >0eth < —s,ona

[R(s, )| =[5 + h[P* = |s|P*T — (p + 1)s"sgn(s)h]
< (p+2)h"

16. Sil<p<r<g<-ooetue LP(X,T,m)NLIUX,T,m), [l < |lull7, ull s’ avec § = 2 4=L.

bS]
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— pour s < 0, en changeant s en —s, on obtient les mémes majorations pour |R(s, h)|;

— enfin, pour s = 0, |R(s, h)| = |h|P+.

La majoration de | R(s, k)| dans (3.68) est donc ainsi prouvée. Soit maintenant v € Hg (£2); pour tout w €
H} (), on utilise (3.68) avec s = v(x) et h = w(z) (pour presque tout z € ). Comme |v|P € L' Q)
et w € LPTY(Q), I'inégalité de Holder donne |[v[Pw € L!(Q). On obtient alors avec la majoration de
|R(s, h)| et (de nouveau) avec I'inégalité de Holder,

Fv+w) = F(v) + /Q(p + Dou(a)"sgn(v(z))w(z) dz + R(w),

avec

|R(w)| < (p+ 1)2/(\1}(%)\’77110(@2 + Jw(x)[PH) dx
Q
< (er 1) (”UHLIH—l(Q) ||w||Lp+1(Q) + ||w||L:n+1(Q))

L’injection continue de H () dans LP*'(Q2) donne alors R(w) = [|w]| ;p+1 (o) €(w) avec e(w) — 0 (dans
HL(Q)) quand w — 0 dans H} (). Ceci prouve que F est différentiable au point v et que

@F @) vy = [ [ B+ Dota)sene(@)uo) da.
On remarque aussi que, avec 1’inégalité de Holder,
(dF (), w) g-1(0),my@)| < (P+1) |||v|”HpTi1(Q) [wll osr 0y < 2+ D) 0l 0s ) Cp Il 3 ) -
ou C, est un nombre tel que, pour tout w € Hg (), [wll o1 () < Cp Hw||Hé(Q). On a donc
lAF @)l -1y < @+ D vlZm @) < 0+ DY vl o) -

On montre maintenant la continuité de v — dF(v) de H} () dans H~1(£2). Soit (v, )nen une suite de
H(Q) telle que v, — v dans H} () quand n — +oco. On a donc aussi v,, — v dans LP*1(Q) quand
n — +o00.

De la définition de dF (vy,) et dF'(v) on déduit

[dF (vn) = dF ()] -1 0y < (p+ Dy [lon(x)"sgn(va(z)) — v(x)psgn(v(x))l\ﬁ%(m :
En extrayant une sous-suite, on peut supposer qu’il existe g € LPT1() telle que

Vp — U p.p. quand n — 400,
|vn| < g p.p.etpourtout n € IN,

On en déduit, par convergence dominée, que v, (x)Psgn (v, (z)) — v(x)Psgn(v(z)) dans L't (©2) quand
n — +o0o. Comme la limite ne dépend pas de la sous-suite choisie, un raisonnement par I’absurde classique
montre que le convergence a lieu sans extraction de sous-suite. On a ainsi montré que dF'(v,) — dF(v)
dans H—1(2) et donc que F' € CY(H (), R).
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On peut maintenant appliquer le théoréme [3.34] Comme u n’est pas la fonction nulle (car F'(u) = 1),
Im(dF(u) = IR) et le théoreme donne I'existence de A € R tel que dE(u) = Adf(u), c’est-a-dire
comme u > 0 p.p., pour tout v € H} (),

/Q Vu(z) - Vo(z) dz = A /Q /Q (p+ 1)u(z)?v(z) da. (3.69)

Comme u € H}(2) et u # 0 (dans H{(92)), le terme de gauche de (3.69) est strictement positif pour
v = u. On en déduit que A > 0. On choisit maintenant § > 0 telle que 6 = (p + 1)\0P (ce qui est possible
car p > 1), la fonction @ = Qu est solution faible de (3.33)), c’est-a-dire qu’elle vérifie

u € Hy (),

/QVﬂ(a:) -Vou(z) dz = /Q/Qﬂ(a:)p* a(z)v(x) do pour tout v € Hy ().

Exercice (Convergence faible et non linéarité)

1. On remarque que
|l —qu = /uidm—i—/uzdm—Q/unu dm. (3.70)

Comme u,, — u faiblement dans L?, on a lim,,_, « [ u,u dm = [ u? dm. On déduit alors de (3:70) que
u,, — udans L? si et seulement si lim,,_, ;o [ 42 dm = [u? dm.

2. On commence par remarquer que ¢(w) € L? (grace aux hypothéses sur ¢ et m(X) < +oc). On a alors

[ tun) = @) an = w) dm = [ (v = 00 = o), + () dm.
Les convergences faibles de u,, et v,, vers u et v donnent

lim Upp(w) dm = /ugo(w) dmet lim vpw dm = /vw dm.

n—-+oo n—-+oo

Enfin on a, par hypothese, lim,,_, ; o [ upv,dm = [ uwvdm. On en déduit que

lim (p(un) — 9(w)) (1t — ) dm = / (v — () (u — w) dm.

n—-+o0o

3. (a) On utilise ici (3.36) avec w = u + tw. On obtient, quand n — 400,
/(gp(un) —o(u+tw))(un —u —tw) dm — — /(v — @(u + tw))tw dm.

Comme ¢ est croissante, on a (¢(uy,) — ¢(u + tw))(u, —u — tw) > 0 p.p. etdonc [(p(uy,) — p(u+
tw))(u, —u — tw) dm > 0. On en déduit, quand n — +o0, [(v — @(u + tw))tw dm < 0.

En prenant t = % (m € IN*), on a donc [(v — p(u + %))w < 0. En appliquant le théoréeme de
convergence dominée (remarquer que |(v — ¢(u 4+ 2))w| < F pp. avec F' = (Jv| + C + Clu| +
C|w|)|w| € L'), on obtient, quand m — oo,

/(v — p(u))wdm <0.

De méme, en prenant t = — -, on montre (v — ¢(u))w dm > 0. Onadonc [(v — ¢(u))w dm = 0.
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(b) Onchoisitw = 14 — 14c,avec A = {z € X ; (v — ¢(u))(x) > 0}. La question précédente donne
alors [ |v — ¢(u)| dm = 0 etdonc v = @(u) p.p..

4. (a) En prenant w = u dans (3.36), on obtient lim,,_, f G, dm = 0. Comme ¢ est croissante, on a
Gy > 0p.p., pour tout n € IN et donc ||G,,||; = fGn dm. On en déduit bien que G,, — 0 dans L'.
(b) Comme G,, — 0 dans L, il existe une sous-suite de la suite (G,,),en, notée (Gy(n))nen (avec 1
strictement croissante de IN dans IN) t.q. G,y — 0 p.p. (c’est la réciproque partielle du théoreme de
convergence dominée). Il existe donc A € T tel que m(A) = 0 et G,y () — 0 (quand n — +00) si
T € A°.

Soit x € A°. On pose & = u(s). Pour s € IR, on pose f(s) = (¢(s) — ¢(a))|s — al. Comme ¢
est strictement croissante continue, la fonction f est aussi strictement croissante continue. Elle admet
donc une fonction réciproque, notée g, qui est continue. Comme | f (uy,n)(7))| = Gyny(x) — 0,0na
J(uymy(x)) — 0 etdonc uy ) (x) = g(f (Uymn)(r))) — g(0) = a. On a donc limy, s oo Uy (n) () =
u(x) pour tout z € A€, ce qui prouve bien que () — U p.p..

(c) On montre que u,, — udans LP pour tout p € [1, 2[ en raisonnant pas 1’absurde. On suppose qu’il existe
p € [1,2[ tel que (uy)nemw ne converge par vers u dans LP. Il existe alors € > 0 et une sous-suite de la
suite (uy, )nen qui reste en dehors de la boule (de LP) de centre u et de rayon e. Par le raisonnement de
la question précédente, de cette sous-suite, un peut extraire une sous-suite, notée (u, )y ») qui converge
p.p. vers u. Comme la suite (u,),ec est bornée dans L2, on peut alors montrer que cette sous-suite
converge dans LP vers u (c’est une conséquence du théoreme de Vitali, voir note de bas de page [I0]
page[I71)). Ceci est en contradiction avec le fait que cette sous-suite reste en dehors de la boule (de L?)
de centre u et de rayon €. On a ainsi montré que u,, — u dans L? pour tout p € [1,2].

Exercice (Opérateur de Leray—Lions)

1. La premiere hypothese sur a (fonction de Carathéodory) sert a assurer qu’en choisissant des représentants
mesurables pour u et Vu la fonction  — a(z,u(z), Vu(r)) est mesurable. Nous ne détaillons pas ce
point ici (voir, par exemple, [26] exercice 7.14 pour une preuve). La troisieme hypothese sur a (croissance)
permet alors d’assurer que a(-,u, Vu) € L? () dés que u € WP(Q). L'équation demandée dans le
probleme a bien un sens (puisque I’on integre le produit d’une fonction de o (Q) avec une fonction
de LP(Q2)).

Comme dans la preuve du théoréme on choisit une famille dénombrable (f,),cn+ dense dans
VVO1 P(Q) et on pose £, = Vect{f;...fn} I'espace vectoriel engendré par les n premieres fonctions de
cette famille.

on fixe n € IN* et on cherche u,, solution du probléme suivant, posé en dimension finie :

Uy € By,

/Q a(x, un(x), Vuy(z)) - Vo(z) de = <f,v>W,1,p/(Q)’W01,p(Q), pour tout v € E,. (37D
L application v — (f, U>W_1,pf7W01,p est une application linéaire (et donc) continue de E,, dans IR. On
note b,, cette application. Pour u € E,,, on note T, (u) ’application de E,, dans R qui a v € E,, associe
Jq a(z, un(z), Vuy(2)) - Vo(z) deo. Cette application est linéaire, c’est donc aussi un élément de E),
et le probleme consiste a chercher u,, € E, tel que T}, (u,) = b,. L'existence u,, est donc une
conséquence du lemme [3.29|si on montre que 7}, est continue et coercive.

La continuité de T}, se montre comme dans la preuve du théoreéme [3.25} il suffit de vérifier que v,,, — v
dans W, P () quand m — 400 implique a(-, vy, V) — a(-, v, Vo) dans LP' (Q) quand m — +oc.
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On suppose donc que v, — v dans Wol’p(Q) quand m — 400, c’est-a-dire v,, — v et D;v,, = D;v
(pour tout ¢) dans L?(§2) quand m — +o0. Par la réciproque partielle du théoréme de convergence dominée
([26]], théoreme 6.11) on peut donc supposer, apres extraction d’une sous-suite, qu’il existe g € LP () telle
que

Uy — U P.p., quand m — 400,

Diuy, — Diu p.p., quand m — +oo, pouri =1,..., N,
|| < g p.p. et pour tout m € IN,

|Vu,| < g p.p. et pour tout m € IN.

11 suffit maintenant (grace a 1’hypothese de croissance sur a) d’appliquer le théoréme de convergence do-
minée pour en déduire que a(-, vy, Vo) — a(-, v, Vo) dans LP (£2) quand m — +o0.

Enfin, comme la limite ne dépend pas de la sous-suite choisie, cette convergence a lieu sans extraction
d’une sous-suite.

Ceci permet comme dans la preuve du théoréme @] de montrer que 7, est continue (de E,, dans E,,).

L’hypothese de coercivité de a donne la coercivité de T,,, exactement comme dans la preuve du théoreme
[3.25] Lexistence de u,, solution de est donc une conséquence du lemme (3:29). Il s’ agit maintenant
de passer a limite quand n — 400 pour avoir une solution de (3.37).

En prenant v = u,, dans on montre, comme 2 1 etape II-1 (page [167) de la démonstration du théo-
reme m que la suite (un)nem est bornée dans WO P(Q2). On peut donc supposer, quitte a extraire une
sous-suite, que u,, — u faiblement dans VV0 P(€)). L’hypothése de croissance sur ¢ montre que la suite
(la(-, tn, Vun )| nen est bornée dans (LP'(€2))N. 1l existe donc ¢ € (L¥' (€)™ telle que, aprés une nou-
velle extraction de sous-suite,

(- tn, V) — ¢ faiblementdans  (LP' ().

La preuve faite pour le théoréme [3.25donne alors (sans modification)
(- Vode = (f,0)y 10 wie v € WP ().
Q ’

11 s’agit maintenant de montrer, comme dans la preuve du théoreme[3.25] grice a la monotonie stricte de a,
que ¢ = a(-,u, Vu).

On commence par remarquer que la preuve faite pour I’étape commune a Minty et Leray-Lions (début de
I’étape II-3 dans la preuve du théoreme[3.25)) donne ici

lim a(x, un (), Vup () - Vuy (z) dz = / ((z) - Vu(z) dz. (3.72)
n—-+oo Q Q

La suite de la preuve est proche de celle donnée pour le théoreme [3.23] La difficulté nouvelle ici est la

présence de u,, dans a(-, u,, Vuy, ). Pour cela on remarque que u,, — u faiblement dans W, () et donc,

par le théoreme de Rellich u, — u dans LP() et on peut donc supposer, apres extraction d’une

sous-suite, que u,, — u p.p. et qu’il existe g € LP(Q)

On reprend maintenant le raisonnement fait pour le theoremen Comme UneINE WO1 P(Q), il existe
une suite (v, )pew telle que v, € E, pour tout n € IN et v,, — u dans WO "P(€)). On peut aussi supposer,
toujours quitte & extraire une sous-suite, qu’il existe G € LP((Q) tel que

Un — U Pp.p., quand n — +o0,
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D;v, = D;u p.p.,quand n — 400, pouri =1,..., N,
|vn] < G p.p.etpourtout n € IN,
|Vv,| < G p.p. et pour tout n € IN.

Ceci donne, en particulier, par le théoréme de convergence dominée que a(-, vy, Vv, ) — a(-, u, Vu) dans
LP () mais aussi que a(-, un, Vu,) — a(-,u, Vu) dans LP () quand n — +o0. Posons

Fo(z) = (a(z, un(s), Vup(z)) — a(z, up(x), Vo, (z))) - (Vu, — Vu,) dz.

Par I’hypothese de monotonie sur a, on a fQ F,(z) dz > 0. En développant, on a

/QFn(x) dz = /Qa(a:,un(s), V() - Vuy,(z) de — / a(x, un(s), Vup(x)) - Vo, () dz

Q

- / (a(x, un(s), Vo, (2)) - Vuy () dz +/ a(x, up (), Vou(x)) - Vo, (z) dz > 0.
Q )

On passe a limite (quand n — +00) dans les quatre termes du membre de droite de cette égalité.

- Grace a (3.72), le premier terme tend, quand n — 400, vers [, ¢(z) - Vu(z) dz.

- Le deuxieme terme tend aussi vers [, ¢() - Vu(z) da (par le lemme .

- Le troisieme terme tend vers [, a(x, u(x), Vu(x)) - Vu(z) dz (parle lemme.

- Le quatrieme terme est le plus facile, il tend aussi vers [, a(z,u(z), Vu(z)) - Vu(z) dz.
On a donc que F,, > 0 p.p. et [, F},(x) dz — 0 lorsque n — +oc0. On en déduit que F,, — 0 dans L' ()
et on peut supposer, apres extraction d’une sous-suite, que F;, — 0 p.p.. On sait aussi que Vv,, — Vu p.p.
(quand n — +o0). L’ objectif est de montrer que Vu,, — Vu p.p..
Soit z € Q tel que F,(z) — 0 et Vou,(z) — Vu(x) lorsque n — +00. On suppose aussi que pour
cette valeur de z, les hypothéses sur a (croissance, coercivité et monotonie) sont vérifiées et que Vv, (),
un () et v, (x) convergent (dans IR) vers Vu(x), u(z) et u(x). Ces hypothéses sur = ne font que retirer
un ensemble de mesure nulle de points, c’est-a-dire qu’elles sont vérifiées pour z € A avec A de mesure
nulle.
On montre tout d’abord que la suite (Vau, (z)),en est bornée dans IR™. En effet, grice aux hypothéses

(3:18d) de coercivité et croissance sur a, on a

Fo(w) 2 o Vug (@) = C(d(2) + [un ()77 + Vi (2) P71 [Von (2)]
= C(d(@) + lun P~ + [Von (@)[P1) [V (2)] + o Vo ().

On en déduit que si la suite (Vu, (2))new est non bornée, alors la suite (F),(z))nen est non bornée, ce qui
contredit le fait que F),(z) — 0 lorsque n — +00. On en conclut que la suite (Vuy, (2))nen est bornée.
Soit maintenant £ € IR" limite d’une sous-suite de la suite (Vu,(z))n,cn; comme z est fixé, cette
sous-suite (encore notée (Vu, (x))nen) Vérifie lim, s 1 o a(x, un (), Vu,(2)) = a(z, u(x), ). Comme
lim,, 4 oo Fy(x) = 0, on en déduit

(a(z,u(z),§) — a(z, u(z), Vu(z)) - (§ — Vu(z)) = 0.
Or, le premier terme de cette égalité est strictement positif si £ # Vu(x). On a donc donc £ = Vu(z). On
a donc (sans extraction de sous-suite) Vu, () — Vu(z) quand n — +oo.

En résumé, on a ainsi montré que Vu,, — Vu p.p. (plus précisément Vu,, () — Vu(z) quand n — +o0
pour tout x € A). On en déduit que a(-, u, Vuy,) — a(-, u, Vu) p.p.. On en déduit alors que ¢ = a(-, u, Vu)
exactement comme dans la preuve du théoreme [3.25]

On a ainsi montré que u est solution du probleme |3.37]
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2. Ici encore on raisonne comme dans la preuve du théoreme [3.23]
Comme ¢ = a(-, u, Vu), (3.72) donne

liIJIrl a(x, un (), Vup(z)) - Vuy(z) do = / a(z,u(z), Vu(z)) - Vu(z) dz.
On applique le lemme a la suite (fy,)new définie par f,, = a(-, un, Vu,) - Vu,. Il donne la conver-
gence dans L'(€) de cette suite et donc 1’équi-intégrabilité de la suite (f,,)ncn. Avec ’hypothese de
coercivité sur a, on obtient 1’équi-intégrabilité de la suite (|Vu,|P),en. Il reste & appliquer le théoréme de
Vitali pour conclure que Vu,, — Vu dans L?(2)" et donc que u,, — u dans W, ?(Q).

Exercice (Multiplicateurs de Lagrange) Noter que dg;(u) (pour¢ = 1,...,p) et df (u) sont des éléments
de E' etdg(u) € L(E, RP). Comme Im(dg(u)) = IRP, pourtouti = 1, ..., pil existe v; € E tel que dg(u)(v;) =
e; ot {e1,...,e,} estlabase canonique de IRP).

On définit la fonction G de E x IR? dans IR par G(w, t) = g(u+w+Y_5_, t;v;) outy,...t, sont les composantes
de t.

Comme g € CY(E,R), G € C1(E x RP,IR). On désigne par d; G, resp. d2G, la différentielle de G' par rapport a
la premiére variable, resp. deuxieme variable (donc d1G(w,t) € L(E,R) = E’ et daG(w,t) € L(IRP,IRP) (que
I’on peut identifier a une matrice de p lignes et p colonnes).

Pour b = (hq,...,hy)" € RP, d2G(0,0)(h) = dg(u)(h-v) = 3% | hydg(u)(v;) = Ah = h. Comme d2G(0,0)
est inversible, le théoréme des fonctions implicites donne 1’existence de ¢ > 0 et n > 0 tels que pour tout
w € B(0,7n) (boule ouverte de E de centre 0 et rayon 7), il existe un et un seul ¢ € B(0,¢) (boule ouverte
de IR? de centre 0 et rayon ¢) tel que G(w,t) = 0. On note ¢(w) cette valeur de ¢ (et (¢p(w); sont donc les
composantes de ¢(w)). Le théoreme des fonctions implicites donne aussi que ¢ est de classe C' (noter que, par
exemple, dp(0) € L(E,IRP)).

Comme g(u+w+Y.5_; ¢(w);v;) = 0 pour tout w € B(0,7), un développement au premier ordre de g (au point
u) et de ¢ (au point 0) donne, en notant d¢(0)(w); les composantes de d¢(0)(w) (qui est un vecteur de IR?),

dg(u) (w + Z d¢(0)(w)id9(u)(vi)> =0,

ce qui donne, comme dg(u)(v;) = e;,
d¢p(0)(w) = —dg(u)(w) pour tout w € E.

Pour tout w € B(0,7n), f(u) < flu+w+ >F_| ¢p(w)v;) (car u + w + D5, ¢p(w);v; € A) et donc avec
un développement au premier ordre de f et ¢ (on rappelle que f est différentiable en au point ) df (u)(w +
P dp(0)(w);v;)) = 0, ¢’est-a-dire

0= df (u)(w) + Y _ dp(0)(w)sdf (u)(v;).
=1

Ceci donne donc, pour tout w € F,

avec \; = df (u)(v;) (car dg(u)(w); = dg;(u)(w)).
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Exercice (Identité de Pohozaev dans RY )

1. 11 suffit d’appliquer le théoréme de régularité dans IR"Y donné dans la remarque m En effet, soit ¢ €
D(RRY), comme u € LS (RY) et |Vu| € L*(RY), pu € H'(RY). (Noter que D;(pu) = ud;p +
pDju € L2(]RN ), ¢’est-a-dire que D;u, élément de D*(IRN ), est identifié & ud;p + @D;u, élément de
L2(IRY), voir la remarque )

Puis, comme g(u)y € L*>(IRY) et pu € H'(RY),
N N
A(pu) = ulp + pAu+2Y (Diu)dip = ulp + pg(u) +2 Y (Diu)dip € L*(RY).
i=1 i=1

On a donc pu € H'(RY) et A(pu) € L*(IRY), le théoreme de régularité dans IR" (remarque [2.23)
donne alors pu € H2(IRY).

On termine cette question en rappelant brievement le calcul de A(pu).
Soit ¢ € D(RY),

(— A1), ) e ) DY) = — / o(@)u(z) Ap(z) de.

[RN
Mais, p(2)Ad(z) = Alpt) (@) = 23207, Dip(@)d1(x) — () Ap(x) et done

(=A(pu), V) pr (myy,p(RN) =

N
- /IRN (u(2)Alpy)(z) dz +2 Z u(@)0ip ()0 (x) + u(x)y () Ap(x)) do =

N
— (AU, ) p (rY), D(RN) — 22<Di(uai90), V) pr (YY), DRN) T (UAP, V) Do (RN ), D(RN) -

=1

Enfin, comme D;(ud;p) = (D;u)0;¢ + u@i ,¢ (voir la remarque ,
(=A(pu), V) pr (N, DRN) =

N
— (PAU, ) pr(rV), D(RN) — QZ«DN)@'% V) pr (YY), DRN) — (UAP, V) i (RN ), DRV ) -

i=1

2. 11 suffit d’utiliser le procédé classique de régularisation par convolution. Soit p € C’é’O(IRN ,IR) telle que

p(z) > 0 pour tout x, p(x) = 0si|z| > 1et [pyp(x) de = 1. Pour n € IN*, on définit p,, par
pn(x) = nNp(nz) et u, = u* py.
La propriété @ est due au fait u € L3,. Le fait que la restriction de u,, a Br soit égale (dans BRr) a
la convolution avec p,, de la restriction de u & Bg,1 permet de montrer que u,, — u dans H?(Bg) (on
rappelle pour cela que J;u,, = D;u * py, et 82 jlUn = DZ ju* pp) et donne en particulier (2d). Enfin, quitte
a extraire une sous-suite, la convergence dans L?(Bpg) de u, vers u donne une convergence p.p.. Grice au
procédé diagonal, cette sous-suite peut étre choisie indépendante de n (et on obtient donc (2b)) mais cette
indépendance est en fait sans importance pour cet exercice.

3. (a) On remarque tout d’abord que

(9.l o) = | (@) () da
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car g(u) € L} (RN).
Puis, le théoréme de convergence dominée donne g(u,) — g(u) dans L?(Bg). D’autre part la suite
(Ostn)new+ est bornée dans L?(Bg). On en déduit que

N
lim (9(un(x) = glu(@))(le]) Y widun(z) de =0
i=1

n—-+oo RN

Puis,

N N
s i) = [ bilel) S i Glun) o)
]RN i—1 N
=—-N G(un)( ¥(|z|) dx—/ G(up)(2)y'(|z])|z| d.

(On rappelle que que G (u,,) désigne la fonction G o u,,.)
Le théoréme de convergence dominée donne G(u,,) — G(u) dans L?(Bg). On en déduit (3:39).
(b) Ona

(=Au, b)) pr(RY) DRV Z “Oihn(z) dx

Comme d;u, — D;u dans L?(Bg) et que les dérivées premieres et secondes de la suite (t,)neN+
sont bornées dans L?(Bg),

N
lim Z - (Dju(x) — Ojun(x)) - O;hy(x) dz = 0.

n—+00 4
=1

Puis
N
; ]RNaun() Dih, () da =
N N ; N N
o ) 223 2u (0042, 250)(0) s + | T 2 2 (o))
et
N N
/| Nw(m);;aunw)a(mﬂn)(x) dr =
/ W(|z)) 1215”6% )0 (1 d:c—i—/ W(|z) ZN:ZN;:CJ@J(‘?Z")Q(:C) dz

= a:ua:Qx—ﬁ z|)|Vup (z)]? dz — ’xmuazQx
= | otV @) de = 5 [ oal V@) de = [0 el) T ) da

Comme |Vu,(2)|> = |Vu(x)|? dans L*(Bg) et d;u, — D;u dans L?(Bg) quand n — +00, on en

déduit (3.40).
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4. Les convergences (3.39) et (3.40) donnent, pour tout ¢» € C° (IR, IR) telle que ¢ (r) = 0 pour r > 1,

N -2

S5 V@R de = N [ Glu@)e(al) do+ Ry, (373

R f/ (] |>ﬂiin ()2, Dju(x) d —/ o/ () L v 2 4
P = X : ZUZZ?.T] J’U,.T T . X 2 u\xr T

+ [ Gl (lahlel .

Pour n € IN¥, on choisit ¢, € C(IR,R) telle que 1,(r) = 1sir < n, ¢¥,(r) = 0sir > 3net
P(r) € [0,1], ¢'(r) < Lsin < |z| < 3n. Le fait que G(u) € LY(RY) et [Vu| € L*(IR) donne
lim,, 400 Ry, = 0. L'égalité (3:38) découle alors (3.73) écrit avec ) = 1), en utilisant le théoréme de
convergence dominée.
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Chapitre 4

Problemes paraboliques

Les EDP paraboliques sont utilisées pour décrire une grande variété de phénomenes, en particulier des phéno-
menes dépendant du temps, notamment la conduction de la chaleur, la diffusion des particules et I’évaluation de
produits financiers. L’exemple de base d’une EDP parabolique est 1’équation de la chaleur unidimensionnelle,
du = ad?, u, ot u(z, t) est la température a I’instant ¢ et  la position  le long d’une tige mince, et o € IR est
la diffusivité thermique.

Pour un corps en dimension 2 ou 3, I’équation de la chaleur s’écrit u; = o Au, ot A est I’opérateur de Laplace. Le
fait que — A soit un opérateur elliptique (voir chapitre[2)) suggere une définition plus large d’'une EDP parabolique :
u; = —Au, ol A est un opérateur elliptique du second ordre.

Dans le paragraphe suivant, nous donnons un apergu rapide des solutions classiques des équations paraboliques,
ainsi que de solutions obtenues par semi-groupes, également connues sous le nom de solutions mild. Les solutions
qui nous intéressent dans le cadre de ce livre sont les solutions faibles, et leur recherche nécessite des outils
assez fins d’intégration a valeurs vectorielles que nous introduisons au paragraphe Le paragraphe 4.3| est
consacré a 1’étude des solutions faibles de 1’équation de la chaleur. Nous y présentons deux méthodes pour la
preuve d’existence et unicité d’une solution faible : la méthode classique de Faedo-Galerkin, et une méthode plus
récente, que nous appelons coercivité généralisée. Les problemes paraboliques quasi-linéaires sont évoqués au
paragraphe {.4] au travers de deux exemples, I’'un concerne un probléeme de diffusion quasi-linéaire et I’autre
un probleme de diffusion-convection quasi-linéaire. Enfin, au paragraphe .5} nous donnons un certain nombre
d’outils puissants pour s’assurer de la compacité en temps. Certains de ces outils sont particulierement adaptés a
I’étude de la convergence d’approximations numériques des équations paraboliques non linéaires.

4.1 Solutions classiques et par semi-groupes

Au siecle dernier, diverses méthodes ont été développées pour résoudre les équations paraboliques. Avant de nous
intéresser aux solutions faibles, nous explorerons trois autres approches dans les paragraphes suivants : par trans-
formée de Fourier, par développement sur les fonctions propres de I’opérateur en espace, et enfin, par la théorie
des semi-groupes. Ces concepts sont largement détaillés dans 1’ouvrage [22]].

En ce qui concerne les solutions par semi-groupes, également connues sous le nom de solutions mild, il est intéres-
sant de souligner leur différence par rapport aux solutions faibles étudiées plus loin (paragraphe[4.3|pour I’équation
de la chaleur). En effet, on a toujours unicité de la solution par semi-groupe, tandis que pour certains problemes,
I’unicité des solutions faibles n’est pas assurée, voir le paragraphe 4.1.3] pour un exemple stationnaire.
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4.1.1 Solutions de I’équation de la chaleur dans IR" par transformée de Fourier
Soit N > letug € C (IRN ,IR). On s’intéresse ici a chercher des solutions classiques au probléme suivant

Ou(w,t) — Au(z,t) =0, v € RV, t € RY,

u(z,0) = up(z), z € RY, (4.1)

ol Oyu désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps ¢, et Au désigne le laplacien de u défini par (2.4).

Définition 4.1 (Solution classique de I’équation de la chaleur dans RY) On dit qu’une fonction u de RN x
R, dans R est solution classique du probleme @1)) si u € C2(RY x R*,R)N C(RY x R, IR) et u vérifie

(@) au sens classique de la dérivation et de la condition initiale.

On commence par un petit calcul formel (le terme formel signifiant souvent en mathématiques “non nécessairement
justifi€”’). On suppose qu’on peut utiliser pour la condition initiale et pour la solution la transformée de Fourier (en
espace). On retient comme formule pour la transformée de Fourier d’une fonction intégrable sur RY la formule
suivante :

1 ix
fO) = [ S an
(2m)%
Si u est solution de {@.T)), on obtient ainsi (si on est autorisé a utiliser la transformée de Fourier)
outu(&,t) + |€|20(E,t) = 0, pour £ € RN ett > 0, et 4(£,0) = wip(€), pour £ € RY,

ce qui donne
a(,t) = e 1€ g (), pour & € RN ett > 0.

En choisissant g(t) € L'(IRY) t.q. g/(?)(f) = ¢ I¢t on a donc (-, t) = g/(?)ﬁo pour tout ¢ > 0 et donc (en
utilisant le fait que la transformée de Fourier transforme la convolution en produit),

N —_—

2

(-, t) = (2m)” 2 g(t) x ug pour t > 0.

ou encore N
u(+,t) = (2m) "2 g(t) x ug pour t > 0.

Il reste a calculer g(t); comme g/(t\) e LY(RY ) pour ¢ > 0, le théoréme d’inversion de Fourier nous donne

j—

g(t) = g(t)(—-), c’est-a-dire
1
g(t)(z) = (QW)%

Le changement de variable £ = % donne alors

/eix~£e—\§\2td§ pour x € RN ett > 0.

1 1 iz _In? N
tzx) = ———= [ e v2e 2 dn pourz € IR" ett > 0.
1@ = ooF (2t)f¥/ PP

Finalement, on obtient

1 =21 1 e N
g(t)(x) = (2t)%6 %2 = (Qt)%e 1 pourz € IR" ett > 0,
ce qui donne
u(z,t) = Mwlt)g /e_%uo(y)dy pour z € RN ett > 0. 4.2)

On peut alors énoncer le résultat d’existence suivant.
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Théoreme 4.2 (Existence de solutions classiques pour le probléeme de la chaleur dans IRY)  Soirug € C (IRN ,R);
if de plus,l’une des conditions suffisantes suivantes est satisfaite

o up € L'(RY), (4.3a)
e 3CE€R,,IpeN : Vo e RY, Jup(x)| < C(1+|zP), (4.3b)

alors il existe une solution classique du probléeme [@&.I)) au sens de la définition 4.1

2

Démonstration Pour ¢ > 0 et z, y € IR", on pose Y(z,y,t) = " 1)ﬂ e~ = uo(y), et on définit la fonction
mt) 2

u: RN x IR, — IR par la formule @2) pour ¢ > 0 et par ug pour ¢ = 0, ¢’est-a-dire

w(et) = 0o w:t) dy pour € RY ett > 0,
" Yug(x) pourz € RN ett = 0.

On suppose que uq vérifie (#.3a) ou (@.3D).

Dans une premiere étape nous allons démontrer que u € 02(IRN x IR, IR) et vérifie I’équation aux dérivée
partielles donnée dans le probleme (@.I)). Puis, dans un seconde étape nous allons démontrer que v € C (]RN X
R, IR) et u et vérifie la condition initiale. Ceci donne finalement que w est solution classique du probleme (4.1)
au sens de la définition[4.11

Etape 1

Pour tout ¢ > 0 et z € IR la fonction y — Y(x,y,t) est intégrable sur IRY. La fonction u est donc parfaitement
définie dans RY x IR”. par la formule donnée dans le théoréme.

Une application simple des théoréemes de continuité et dérivabilité sous le signe intégrale donne alors que u €
C>® (RN x R’ ,R) et, comme Oytp(z,y,t) — O2,4(x,y,t) = 0, on obtient que u vérifie I’équation aux dérivées
partielles donnée dans le probleme (@.).

Etape 2 Soit 2o € IR™, on veut montrer que u(t, z) — ug (o) quand (z,t) — (z0,0) avec t > 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer que xg = 0 (le point 0 ne joue aucun role particulier dans 1’équation
du probleme (@.I)) et dans les conditions sur ug car la condition (4.3b) signifie seulement que ug est & croissance
au plus polynomiale). Sans perte de généralité, on peut aussi supposer que uo(0) = 0 car si ug est une fonction
constante, la formule pour u donne que w est la fonction constante en question.

11 s’agit donc maintenant de montrer que u(t, ) — 0 quand (z,t) — (0,0) avec ¢ > 0.

Soit e > 0. Comme ug est continue, il existe 6 > 0 tel que |ug(y)| < e si |y| < . On a donc, pour ¢ > 0 et
z € RY, |z| < § (de sorte que |z — y| > % si|y| > 0),

1 _le—y? 1 ey
wrtl e [ as S [ S )y
Y| >

]. Jy|2
<et —/ e~ 357 Juo(y)| dy.
(4nt) % Jiyl>s

On distingue maintenant deux cas pour .
— Si ug satisfait tug € L'(IRY). Dans ce cas, pour t > O etz € RY,

z| < 8,

_ 8
|’LL(£L’,t)| <e+ e 16t HUOHLl(IRN) .

1
T (4mt)E
2
Comme —L ¢ 16t — 0 quand ¢ — 0 (avec ¢ > 0), il existe 5 > 0 tel que |u(x, t) < 2 si |z| < % et0 <t <.

(4mt) 2
Ceci donne bien u(t, z) — 0 quand (x, t) — (0,0) avec ¢t > 0.
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— Si ug satisfies @3D) : il existe C € Ry et p € IN tels que |ug(x)| < C(1 + |z|P) pour tout z € RY (ce qui
contient le cas ug € L‘X’(IRN )). On a alors (toujours avec t > O et x € RY, |z < g), avec le changement de
variable y = 2/t et pour 0 < ¢ < 1,

welser S [ ey a=er S [ e
(4mt) > Jiy>s (4m)> J)

N z\>%
C .2
+— / e (14 |2P) de.
(4m)= Jiz> 2
|=|? s

Comme la fonction z — e~ 16 (1 + |2|P) est intégrable, il existe n > 0 tel que |u(z,t)| < 2¢ si |z| < 5 et
0 < ¢ < n. Ceci donne bien u(t, z) — 0 quand (z,t) — (0,0) avec ¢ > 0.

1212
16

(1+ [=VtP) dz

<e

Sous les hypotheses du théoreme 4.2} il n’y a jamais unicité de la solution classique du probleme (@&.I) au sens de
la définition Plus précisément, on peut construire une solution classique non nulle de (.1) avec ug = 0 : un
exemple de fonction u € C°(IRY x [0, +00]), u # 0 et telle que

3tquu:OdansIRN><]R+,
u(z,0) =0 VreRY,

est donné dans le livre de Smoller [50]. Il n’y a donc jamais unicité de la solution classique de @.I)). Par contre,
si on rajoute une hypothese convenable de croissance sur la solution (voir le livre de Evans [22]] par exemple), on
obtient un résultat d’unicité, ce qui nous permet d’énoncer le théoreme d’existence et unicité suivant.

Théoreme 4.3 (Existence et unicité pour I’équation de la chaleur) Siug € C(IRY,IR) satisfait I’hypothése @3b),
alors il existe une et une seule fonction u vérifiant :

1. w est solution classique du probleme @.1) au sens de la définition[d.1]
2. VYT > 0,3Cr € Ry, Pr € IN tel que |u(z, t)] < Cp(1+ |z|P7), Vo e RN, Vt € [0,T7.

Démonstration

Existence : Le théoréme [4.2] donne que la fonction u définie par la formule (.2)) pour ¢ > 0 et par ug pour t = 0,
est solution classique du probleme (1)) au sens de la définition .1] 11 s”agit donc maintenant de montrer que cette
fonction u vérifie la condition 2] du théoréme.

On remarque tout d’abord que I’hypothése de croissance sur ug donnée dans (.3b) est équivalente & demander
I’existence de C' € IR et ¢ € IN tels que

N
lup(x)] < C'JrCZx?q pour tout = (1, ...,zy)" € R,
i=1

11 suffit donc de montrer que si ug(x) = 227 (pour tout 2 € IR™) avec ¢ € Neti € {1,..., N}, alors u vérifie la
condition 2} Sans perte de généralité, on peut se limiter au cas i = 1.
Soit ¢ € IN. Pour up(x) = z?q (pour tout z € IR™) on a, pour tout 2 € IRY et tout ¢ > 0,

1 _lz—yl? o 1 / _(@-y? o
u(z,t) = ———= [ e = yldy = e T Tdy.
(z,t) (47rt)% / Y ay (47rt)% Y1 a1

Avec le changement de variable (1 — y;) = 2v/t21, on obtient
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1 2
u(z,t) = 7/e_zf|x1 — 2Vt [Mdz < W—%(/e_z%x%qdzl + /6_2%\2\/i21|2qd21)
2
< —1(x%q/e_zfdz1 + (2\/%)2q/e_zfzfqdz1).
2

On en déduit que u vérifie la condition 2]

Unicité : La démonstration de 1’unicité peut se faire en utilisant le principe du maximum pour les équations para-
boliques, nous ne détaillons pas ce point ici mais nous reviendrons sur ce principe en étudiant les solutions faibles
sur un ouvert borné de IR™ (proposition . En utilisant ce principe, le théoréme 7 section 2.3 (heat equation)
de [22] donne I’unicité de la solution classique de (&.1)) sous la condition (plus faible que la condition [2)) que pour
tout T' > 0, il existe ap, Cr € 1R tel que

2
lu(z,t)] < Cret™l” pour tout z € RN et tout 0 < ¢ < T.

Ceci termine la preuve du théoreme .3

4.1.2 Solutions par développement sur une base de fonctions propres

Soit  un ouvert borné de IR™Y , et soit ug : {2 — IR donnée, on s’intéresse maintenant au probléme

Ou—Au=0 dans QxIRY,
u(z,t) = 0pourx € O ett > 0, 4.4)
u(z,0) = up(x) pour z € Q.

On rappelle (voir (Z.12) que 1’opérateur laplacien A, est défini sur son domaine D(A) = {u € H}(Q) ;Au €
L2(Q)} par Au = —Awu. On a déja vu au paragraphe [2.2]que u € D(A) signifie que u € H}(Q) et qu’il existe
feLl*(Q)tq. [, Vu-Vodz = [, fvdz pourtoutv € D(Q2) (ou, de manidre équivalente, pour tout v € Hg (£2)).

On suppose maintenant que ug € L?(£2) et va chercher une solution de (#.4)) au sens suivant :

u € C(]0, +oo, L*(2)) N C([0, +oo, L*(2)),
u(t) € D(A) et/ (t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout ¢ > 0, 4.5)
u(0) = uo p-p-,
ol u(t) désigne la fonction x — wu(x,t). On rappelle (voir le chapitre |2} et plus particulierement le théoréme
2.16) qu’il existe une base hilbertienne de L?() (c’est-a-dire une famille orthonormée dense dans L?(f2)), notée

(en)nemw~, formée de fonctions propres de I’ opérateur A. Pour tout n € IN*, la fonction e,, est une solution faible

de
—Ae, = \,e, dans Q,
e, = 0 sur 99).

avec A, > 0 et A\, T +oo lorsque n — +o0. Pour tout n € IN*, on a donc e,, € D(A) et Ae,, = M\, e,.
Soit ug € L?(€2). En notant (u|v), le produit scalaire de u et v dans L?(£2), on a

—+oo

ug =Y _(uolen)2en

n=1

(cette série étant convergente dans L2(12)).
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+oo
On a aussi Z(u0|en)§ = |luoll3 < +oc.

n=1

On pose, pour ¢t > 0,

+o00
u(t) = Z e M (uplen)aen,
n=1

qui est une série convergente dans L?(Q). On a donc ainsi u(t) € L?(IR") pour tout ¢ > 0 et on a méme (comme
la suite (A, )nen+ est bornée inférieurement par A\; avec Ay > 0) u € C([0,+o0[, L*()) et u(0) = ug p.p..
D’autre part, comme A, T 400 quand n — 400, on en déduit que la fonction u est dérivable de |0, +oo| dans
L?() et que la dérivée de u est obtenue est dérivant la série terme 2 terme (ceci est une conséquence du fait que la
série dérivée terme & terme est, sur |0, +-0c, localement uniformément convergente dans L?((2)). On a donc, pour
tout t > 0,

du X
’U/(t) - CT;L = n;(*)\71)67)\"t(uO|6n)26n.
(La série écrite dans le terme de droite est convergente dans L?((2)).
+o0o
On rappelle que (selon le chapitre | u(t) € D(A) pour tout ¢ > 0 car la série Z Ane M (uglen )2en est
n=1

convergente dans L?(€2). Le chapitre|2|donne aussi, pour tout ¢ > 0,
+oo
Au(t) = 3 Ane ™ (uolen)aen.
n=1

On a donc u € C'(]0, +oo[, L2(Q)) et ' (t) + A(u(t)) = 0 p.p. pour tout ¢ €]0,+oc[. On a ainsi trouvé une
solution au probleme (@.3).

On veut montrer maintenant que cette solution est unique. Pour cela, nous allons montrer que si u est solution du
probleme avec donnée initiale nulle, ¢’est-a-dire

u € C(]0, +ool, L*(2)) N C([0, +oo[, L*(2)),
u(t) € D(A) et/ (t) + Au(t) = 0 p.p., pour tout ¢ > 0,
u(0) = 0 p.p.,

alors u reste nulle pour tout temps, ¢’est-a-dire u(¢) = 0 p.p. pour tout ¢ > 0.
Soit ¢ > 0. Comme u'(t) + Au(t) = 0 p.p., en prenant le produit scalaire avec u(t) € L?(£2), on obtient
(' (t)|u(t)y + (Au(t)|u(t)), = 0. Comme (Au(t)|u(t)), = [, |Vu(t)|? dz, on a donc

(W Ofu(t), = = [ [Vu(OF dz <.

Soit ¢ I’application définie par ¢ — (t) = [ju(t)||7. () L'application 1 est continue sur IR, dérivable sur
R et ¢ (t) = 2(u/(t)|u(t))2 pour tout t > 0. On a donc ¢’'(t) < 0 pour tout ¢ > 0. L’application ¢ est donc
décroissante sur IR | et, comme t(0) = 0, on en déduit que ¥(t) < 0 pour tout ¢ > 0. Donc v (¢) = 0 pour tout
t > 0. On a bien finalement u(¢t) = 0 p.p. pour tout ¢ > 0.

Nous avons ainsi montré I’existence et I'unicité de la solution de ([@.3)). On pourrait appeler cette solution “presque
classique” car la dérivation en temps est prise au sens classique (puisque u est de classe C'! a valeurs dans L?(€2))
et la condition initiale est prise au sens classique dans L?(€2). Par contre le laplacien de u(t) est pris au sens des
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dérivées faibles. Il faut un travail supplémentaire sur la régularité des fonctions e,, pour montrer que I’équation
Oxu — Au est vérifiée au sens classique sur RN x IR?.. Ce travail est effectué pour le cas N = 1 dans I’exercice

41

Remarque 4.4 (Généralisation) On peut aussi montrer I’existence et 1’unicité (pour ug € L?(£2)) de la solution

de @.3) en remplagant, dans la définition de A, Au par ij«zl Dj(a;;D;u), avec a;; € L>(), sous une hypo-

these de coercivité, c’est-a-dire s’il existe a > 0 tel que o|¢]2 < " a;;&; & p.p. dans Q et pour tout & € IRY. On
peut aussi remplacer v/ () + Au(t) = 0 par u/(t) + Au(t) = f(t) si f € C([0, 00, L*(Q2)).

4.1.3 Solutions par semi-groupes

Soit £/ un espace de Banach réel et A : D(A) C E — E un opérateur linéaire. L’ensemble D(.A) est donc le s.e.v.
de E sur lequel A est défini.

Définition 4.5 (Opérateur m-accrétif) On dit que A est m-accrétif si A vérifie :
(i) D(A) est dense dans E,

(ii) YA > 0, (Id + M\ A) est inversible, d’inverse continu et H (I+ XA <L

)_1||£(E,E) =

On rappelle que L(E, E) désigne 1’ensemble des opérateurs linéaires continus de E dans F, et que, pour tout

TeL(EE),
17 (u) g
T = su BT T
| HL(E,E) ueEi);é() l[ull g

Remarque 4.6 (Opérateur maximal monotone) Soit E est un espace de Hilbert réel et A : D(A) C E — E un
opérateur linéaire. L’ opérateur A est m-accrétif si et seulement si il vérifie :

(Aulu)g >0 Yu € D(A),
(Id 4 A) surjectif.
Dans ce cas, on dit que A est maximal monotone.

Exemple : Le laplacien avec condition de Dirichlet homogene Soit 2 est un ouvert borné de RN, E = L?(Q)
et A défini par D(A) = {u € HZ(Q); Au € L*(Q)} et Au = —Au si u € D(A). L’ opérateur A est alors un
opérateur m-accrétif (ou maximal monotone puisqu’on est dans le cas d’un Hilbert).

Remarque 4.7 (Graphe d’un opérateur m-accrétif) Le graphe d’un opérateur m-accrétif est fermé.

On admettra le théoréme suivant dii a Hille et Yosida (voir par exemple [13] pour la démonstration dans le cas
des espaces de Hilbert et [15]] pour des applications) :

Théoréme 4.8 (Hille-Yosida) Soir E un espace de Banach, A : D(A) C E — E un opérateur linéaire m-accrétif
et ug € D(A). Alors il existe un unique v : R, — F tel que

u € CH[0, +oc[, E), (4.6a)
u(t) € D(A)Vt >0, (4.6b)
u'(t) + A(u(t)) = 0Vt > 0, (4.6¢)
u(0) = ug. (4.6d)

1. Carl Einar Hille (1894-1980), mathématicien américain d’origine suédoise, spécialiste d’analyse.
2. Kosaku Yosida (1909-1990), mathématicien japonais, spécialiste de 1’analyse fonctionnelle.
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La démonstration de ce théoréeme peut s’effectuer par une discrétisation en temps : on considere le probleme
% + Aup1 = 0, qui s’écrit encore w1 = (Id + 0t A )_1 Up, Ol 0t > 0 est le pas de la discrétisation.

On effectue ensuite un passage a la limite ¢ — 0.

Définition 4.9 (Semi-groupe) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — FE un opérateur linéaire m-
accrétif. Pour ug € D(A) et t > 0, on pose S(t)ug = u(t), oit u est I'unique fonction vérifiant @.6). Alors
Iopérateur S(t) est un opérateur linéaire continu de D(A) C E dans E qui vérifie

S(t+s) = S(t) o S(s) pourtoust,s > 0;
S(0)=1d
IS@®)uwolle < ||uollz, pour tout ug € D(A).

On dit que {S(t), t > 0} est un semi-groupe de contraction.

Soit t > 0, comme D(A) = E et ||S(t)uo|lg < |luol|r pour tout ug € D(A), I'opérateur S(t) se prolonge de

maniére unique (par densité) a tout E en un opérateur S(¢) et S(t) € L(E, E). Lensemble {S(t), t > 0} est alors
un semi-groupe de contraction sur E.

Définition 4.10 (Solution par semi-groupe ou solution mild) Soit E un espace de Banach, A : D(A) C E — E
un opérateur linéaire m-accrétif. Soit vy € E, la fonction u(t) = S(t)ug, définie de maniére unique, s’appelle
solution par semi-groupe, ou solution mild, du probléeme
Ou+ Au =0,

{ u(0) = up.
Dans le cas ol I’opérateur A est le laplacien avec condition de Dirichlet homogene et E = L2((2), on peut se
demander en quel sens la solution par semi-groupe satisfait (@.4). On peut montrer que la solution mild est solution
en un sens faible que nous définissons dans la section@ De plus, cette solution mild est, dans ce cas particulier,
I’unique solution faible. Cependant, cette situation n’est pas compleétement générale. La solution mild donnée dans
la définition est obtenue par densité a partir de la solution (unique) donnée par le théoreme La solution
mild est donc toujours unique (deés que ug € FE, quelque soit I’espace de Banach E et 1’opérateur m-accrétif A).
Pour les problemes issus d’équations aux dérivées partielles, cette solution mild est en général une solution faible
du probleme que I’on veut résoudre; toutefois le probleme de 1’unicité de la solution faible est beaucoup plus
difficile. On peut avoir non unicité de la solution faible méme si cette derniere est définie dans un sens qui semble
pourtant raisonnable. Il n’y a pas alors d’équivalence entre la notion de solution mild et de solution faible, car la
solution mild est unique alors qu’il n’y a pas unicité de la solution faible.

Pour essayer d’éclairer cette difficulté, nous nous intéressons, dans le paragraphe qui suit, a un probleme elliptique
pour lequel nous montrons que la solution obtenue par densité, a la maniere de la solution mild introduite ci-dessus,
est unique ; nous montrons ensuite qu’en prenant une définition naturelle de solution faible, il n’y a pas unicité des
solutions faibles. Ceci montre en particulier que dans le cas parabolique, il n’y a pas non plus d’équivalence entre
solution mild et solution faible : il suffit par exemple de considérer les solutions stationnaires.

Problémes elliptiques avec donnée L'  On considere un ouvert borné €2 de RY , N > 2, des fonctions a;, pour

1,7 =1,..., N, appartenant a L°>°((Q) et satisfaisant I’hypothése de coercivité :
N
Ja>0; Z Qi £ & > alé? p.p. dans Q, Ve e RY. 4.7)
i,j=1
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On note A la fonction a valeurs dans My (IR ), définie par les fonctions a;j, ¢, = 1,..., N. Par le théoreme de
Lax-Milgram, pour tout f € L?((2) il existe une unique solution u du probléme suivant :

u € Hy(9),
1 4.8)
AVu-Vodx = | fode, Yo € Hy(Q).

Q

On consideére maintenant le méme probléme avec une donnée moins réguliere f € L'(Q).

Etape 1 - Estimation, cas régulier - Pour tout 1 < g < %, on montre qu’il existe C; € IR (dependant seulement
de A et g) tel que si u est I'unique solution de [@38) avec f € L?(f2) alors HUHWOLQ(Q) < CyllfllL1 (- On pose
alors T, (f) = w.

Etape 2 - Solution mild - Par I’estimation précédente, pour tout 1 < ¢ < %, I"application T}, de L*(©2) dans
Wy ?(£2) est continue de L?(Q) muni de la norme de L'(€2) dans W,*?(€2) muni de sa norme naturelle. Par
densité de L*(€2) dans L'(9), on peut donc prolonger T}, de maniére unique sur tout L' (£2). On appelle T, ce
prolongement. On remarque alors que 7'y, f = T'g, f pour tout g1, g2 tels que 1 < g1 < g2 < % On peut ainsi

définir un opérateur linéaire 7' de L' dans ﬂ1<q<% Wy () par T(f) = T,(f) pour tout 1 < ¢ < e

Définition 4.11 (Solution mild pour un probléme elliptique a donnée L') Sous les hypothéses précédentes sur
Qet A, soit f € L' (Q). La fonction T f définie ci-dessus est la solution mild de

u = 0 sur OS). (4.9)

{ —div(AVu) = f dans Q,
Etape 3 - Solution mild et solution faible - 11 est naturel de se demander quel rapport il y a entre la solution mild
u = T f et une solution faible du probléme de Dirichlet homogene. On peut montrer [[10]] que u est solution faible
dans le sens naturel suivantPl:

we () WylQ),

1<q< 725

/AVU~Vvdx:/fvdx Y € U Wy ().
Q Q

r>N

(4.10)

Etape 4 - Unicité mild, non unicité faible - La solution mild est unique par construction. Nous allons voir mainte-
nant que la solution faible est unique dans le cas N = 2, mais qu’il existe des contre-exemples si N > 2.
— Unicité dans le cas N = 2 - Un raisonnement par dualité et un résultat de régularité vont nous permettre
de montrer que si /N = 2, la solution faible est unique. Soit u solution de

we () Wy'(9Q),
1<g<2
/AVu Vo dz=0, Ywe | W7 (Q).

r>2

.11

3. Un résultat analogue d’existence de solution mild et donc d’existence de solution faible est encore vrai si f est une mesure sur 2 (dans
(@I0), on remplace alors fv dz par vd f). Pour montrer ce résultat, on utilise la densité de L2 (2) dans I’ensemble des mesures sur §2 au sens
de la convergence faible-x dans C'(Q)’; en effet, ’ensemble des mesures sur {2 peut étre vu comme une partie du dual de C/(Q2)). On utilise
également le fait que les éléments de Wg ""(2) sont des fonctions continues pour 7 > N. Le lecteur intéressé pourra consulter [10].
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On veut montrer que u = 0. On ne peut pas prendre comme fonction test v = u dans @.10) ou @IT1), en
raison du manque de régularité de u. Pour contourner ce probléme, on va raisonner en utilisant la régularité
des solutions d’un probléme associé. On remarque d’abord que u est solution de (@.11)) et que @11) peut
se reformuler de la maniere suivante :

we () Wyi(9),

1<g<2

L (4.12)
/Atw Vu dz =0, Voe | )Wy (9Q)
r>2
Par le théoréme de Lax-Milgram, si g € L?(£2), il existe un unique v solution du probléme suivant :
v € Hy (),
(4.13)

/Ath~Vw dx:/gw dz, Yw € Hj(9Q).

On aimerait pouvoir prendre w = u dans @13), car on aurait alors, grice a @12), [, gu dz = 0 pour
tout g € L%(f2), ce qui permettrait de conclure que u = 0. Cela est possible si v € I/VO1 ""(Q) pour un
r > 2 (pour utiliser @12)) et si u € H{ () (pour utiliser @.13)). Mais, en général, u ¢ H}(£2). L’astuce
consiste a considérer un second membre g plus régulier dans (#.13)) et d’utiliser le résultat de régularité du
théoreme E.120

Théoreme 4.12 (Meyers, [40]) Soit Q un ouvert borné de RN, N > 2 et soit A une fonction a valeurs
dans My (IR) définie par les fonctions a;;, i, j = 1,..., N, appartenant a L>° () et vérifiant I’hypotheése
@&1). 11 existe alors p* > 2, ne dépendant que de A et ), tel que si g € L™ () et v solution de @13) alors

ve WP (Q).
Soit donc g € L>(R) et v solution de @I3). On a alors v € WP (Q) grice au théoreme de Meyers.
On note (p*)’ I'exposant conjugué de p*, de sorte que (p*)" = ;F— < 2. Par densité de D(£2) dans

Wol’(p*)/ (€2), on déduit de @.13) que

/Ath -Vwdzr = /gw dz, Ywe Wol’(p*)/(Q). 4.14)

Or, comme (p*) = pf:l < 2, toute solution u de (@I2)) appartient a WO1 (")’ (©). On peut donc prendre

w = u dans @I4). Mais comme v € W,” () avec p* > 2, on a également, par @12), Jo ATV -
Vu dz = 0. On a donc [, gu dz = 0, pour tout g € L>°(Q2). On en déduit que « = 0 en prenant
successivement g = 1,50y puis g = 1y, <0}

— Non-unicité si N > 2 - Pour N = 3, le théoréme de régularité de Meyers est encore vrai, la démonstration
d’unicité est donc encore valide si A est telle que p* > N = 3, condition qui permet de prendre v (solution
de @.13)) comme fonction test dans @.10). Mais il existe des fonctions matricielles A = (a;;); j=1,n5
vérifiant les hypotheses du théoreme [4.12] pour lesquelles p* < 3. Lunicité n’est alors plus assurée et on
peut effectivement construire des cas pour lesquels la solution de (#.10) n’est pas unique (voir [43])).

Etape 5 - Unicité de la solution entropique - Que peut-on rajouter 2 la définition (@10) de solution faible pour
en assurer I'unicité ? Pour f € L'(Q), on peut montrer [§]] qu’il existe une et une seule solution & une nouvelle
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formulation, dite formulation entropique, due a Ph. Bénilanﬂ qui s’écrit :
u e Wy(Q), pour tout 1 < ¢ < &, Ty.(u) € H}(Q), VE >0,

(4.15)
/ AVu - VTi(u — @) dz = /ka(u —p)dz Ve e D(Q), Yk > 0.
Q

ol Ty, est la fonction troncature, définie par : Tj(s) = max(min(k, s), —k). L article [8] de Ph. Bénilan et al.
démontre qu’il existe une unique solution au probleme (@.15), qui est donc la solution mild de (.9). Ph. Bénilan
conjecturait que le fait d’ajouter la condition Ty (u) € HE(Q) (pour tout k£ > 0) a la formulation @10) devait
suffire a assurer 'unicité. De fait, dans les articles de Serrin et Prignet [48] |45, le contre exemple consiste a
construire une solution non nulle de #.10) avec f = 0, mais cette solution ne vérifie pas Ty (u) € H{(Q) pour
k > 0. La conjecture de Bénilan reste donc a ce jour une conjecture. . .

Une autre question ouverte consiste a trouver une formulation semblable a donnant I’unicité lorsque f est
une mesure sur 2.

Remarque 4.13 (Limitation de la méthode semi-groupe) Une difficulté importante de cette méthode par semi-
groupe est la difficulté de généralisation au cas ot I’opérateur A du théoreme {8 dépend de ¢.

4.2 Intégration de fonctions a valeurs vectorielles

La formulation faible des équations paraboliques linéaires, telles que 1’équation de la chaleur, nécessite 1’intégra-
tion de fonctions a valeurs dans un espace de Banach de dimension infinie, comme par exemple ’espace L?(2)).
On pourra ainsi définir des espaces tels que L2(]0, T'[, L?(Q2)), L*(]0, T[, Hg(2)) et L2(]0, T[, H~(2)). Il nous
faut donc préciser comment on définit une telle intégrale. Rappelons d’abord comment on définit I’intégrale sur IR
(voir aussi [26l Chapitre 4]. On commence par définir la notion de mesurabilité.

Soit (X, T, m) est un espace mesuré o-fini et soit f une fonction de X dans IR. On peut donner deux définitions
équivalentes de la mesurabilité de f (la proposition donne cette équivalence) :

1. Une fonction f de X dans IR est mesurable si f~!(B) € T pour tout B € B(R).

2. Une fonction f de X dans IR est mesurable si f est une limite simple de fonctions étagées, i.e. s’il existe
une suite (f,,)nen de fonctions étagées telle que f,, — f simplement lorsque n — +oc.

On considere maintenant une fonction f de X dans un espace de Banach E. Les définitions|I|et2]avec E au lieu de
IR donnent alors deux définitions de la mesurabilité de f. Ces deux définitions sont équivalentes si E est séparable
(voir proposition 4. T3]

Mais c’est la définition 2] (limite simple de fonctions étagées) qui est intéressante pour définir I’intégrale. Plus
précisément, comme I’intégrale ne voit pas les différences entre deux fonctions sur un ensemble de mesure nulle,
la notion vraiment utile pour I’intégration est la notion de m-mesurabilité, qu’on définit de la maniere suivante
(voir aussi [26, Chapitre 3]) :

Définition 4.14 (Fonction m-mesurable) Soir (X, 7T, m) un espace mesuré. On dit qu’une fonction f, définie
de X a valeurs dans IR ou a valeurs dans un Banach E, est m-mesurable si elle est limite presque partout de
fonctions étagées.

Proposition 4.15 (Mesurabilité et m-mesurabilité) Soir (X, T, m) un espace mesuré o-fini.

4. Philippe Bénilan (1941-2001), mathématicien francais, spécialiste des EDP, professeur a 1’université de Besancon.
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1. Une fonction [ de X a valeurs dans IR, est m-mesurable si et seulement s’il existe g mesurable t.q. f = g
p-p-.
2. Soit E est un espace de Banach séparable et f une fonction de X dans E. Alors,
(a) f est mesurable au sens “f~Y(B) € T pour tout B € B(E)” si et seulement si f est limite simple de
fonctions étagées.
(b) Comme dans le cas réel, la fonction f de X dans E est m-mesurable si et seulement s’il existe g
mesurable t.q. f = g p.p..

Démonstration On pourra trouver la démonstration des points[I]et[2a pour E = IR dans I’ouvrage [26] chapitre
3], et celle des points[2a] pour E séparable et[2b]dans le polycopié [19, chapitre 1]. ]

Soit (X, 7, m) un ensemble mesuré o-fini, £ un espace de Banach et f une fonction m-mesurable de X dans E.
On remarque que la fonction  +— || f(x)|| ; est m-mesurable de X dans IR,.. Le terme [, ||f(z)| z dm(z) est
donc parfaitement défini dans IRy U {400} ; on peut dés lors définir I'espace £}, (X, T, m) comme suit.

Définition 4.16 (L’espace L£1,(X, T, m)) Soit (X, T, m) un espace mesuré o-fini, E un espace de Banach et f
une fonction m-mesurable de X dans E. La fonction f appartient a LY(X, T, m) si

/X 1£(@)]lp dm(z) < +oc.

On veut maintenant définir I'intégrale d’un élément de L (X, T, m) ot (X, T, m) est un espace mesuré o-fini et
E un espace de Banach. Soit f € £ (X, 7, m). On ne peut pas utiliser la méme techniqueE]que pour E = IR. Par
contre, comme | est m-mesurable, on sait qu’il existe une suite ( f,,),en de fonctions étagées qui converge vers f
p-p-- I existe donc un ensemble A € T tel que m(A€) = 0et f,,(x) — f(x) pour tout z € A. On pose alors

Ap ={z € A |[fa(@)lle <2[f ()|} et gn = fn 1a,.

Notons que le nombre 2 pourrait étre remplacé ici par n’importe quel nombre > 1 et A pourrait &tre remplacé par
un autre ensemble vérifiant les mémes propriétés sans que cela ne change la définition de I’intégrale donnée dans

la définition La suite (gn, )nen Vérifie :

gn, étagée pour tout n € IN|
gn = f PP

llgn. — fllg dm — 0 par convergence dominée.
X

La définition de I'intégrale d’une fonction étagée est immédiate : on pose I,, = [  9n dm. On peut alors montrer
que (I,)nen est une suite de Cauchy dans E, qui est donc convergente. On peut aussi montrer que la limite de
cette suite ne dépend que de f (et non du choix de f,, et de A). Il est donc naturel de définir I’intégrale de f comme
la limite de cette suite comme suit.

Définition 4.17 (Intégrale a valeurs dans E) Soir f : X — E ou (X, T,m) est un espace mesuré o-fini et E un
espace de Banach. Soit f € L1,(X,T,m) (voir définition , s0it (fn)neN une suite de fonctions étagées telle
que f, — f p.p., et soit A € T tel que m(A°) = 0et f,(x) = f(x) pour tout x € A. On pose A, = {x € A;
Ifn@)le <2\f(z)||} et gn = fn La,. On définit 'intégrale de f par :

/fdmz lim gn dm € E.
X X

n—-+oo

5. Rappelons que la construction de I’intégrale dans IR consiste 2 décomposer une fonction f en fT et f~ et commencer par intégrer des
fonctions mesurables positives, voir [26].
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Comme dans le cas £ = IR, on définit alors L}, (X,7,m) comme I’ensemble des classes d’équivalence de
LL(X,T,m) pour la relation d’équivalence = p.p..

On peut ensuite définir les espaces L7 (X, T,m) et LE,(X,T,m) pour tout 1 < p < +oo. Un élément de
L% (X, T,m) est donc un ensemble d’éléments de L%, (X, T, m) (et deux fonctions appartenant a cet ensemble
sont égales p.p.). Comme dans le cas E = R, si F' € LY, (X,T,m), on confond F' et f si f € F (de sorte que
I’on raisonne comme si ' € L£4,(X, T, m)).

Proposition 4.18 (Les espaces L%, (X, T, m)) Soit 1 < p < +o0,(X,T,m) un espace mesuré o-fini et E un
espace de Banach; alors
1. L% (X, T,m) (avec sa norme naturelle) est complet : ¢’est donc un espace de Banach.
2. Sip < +o0 et E est séparable, L, (X, T, m) est séparable.
3. Sip=2et E estun Hilbert, alors L%(X, T, m) est aussi un espace de Hilbert, dont le produit scalaire est
défini par :
(o) oxirm = [ (0@lo(a)) i dm(z).
Par conséquent, de toute suite bornée de L%(X, T, m) on peut extraire une sous-suite faiblement conver-
gente dans L%,(X, T, m).

4. Sil < p < 400 et si E est un espace de Banach réflexif séparable, I'espace Lt (X, T, m) est alors un
espace de Banach réflexif séparable.

5. (Dualité dans L, (X, T,m)) Soit1 < p < 400, p' = ﬁ etv € L%, (X, T,m). L’application T, : u+—

J{v, w) g,z dm est bien définie, linéaire et continue de L',(X, T, m) dans R. (Onadonc T, € (L4,(X,T,m))’).

De plus, Uapplication T" : v — T, est une isométrie de L%/, (X, T, m) sur son image (qui est donc une
partie de L%,(X,T,m)’).
Si E' est séparable et p < +00, I'image de T est (L%,(X,T,m))’ en entier.
6. (Convergence dominée) Soit 1 < p < +00 et (Uy)nen une suite de Lt (X, T, m). Si
(a) up, = u p.p.,
(b) |lunlle < G p.p. pour tout n € IN avec G € L, (X, T,m),
alors u,, — wdans L' (X, T, m).

Démonstration de la proposition [4.18]
Les propriétés 1-4 ne sont pas démontrées ici, on pourra trouver les démonstrations dans [19]]. La propriété 5 est
partiellement démontrée dans 1’exercice [d.2] La propriété 6 est plus facile; il suffit de remarquer que

[un —ulle < llunlle + [lulle < 2G.

On a donc |lu, — ullf, < 2P|G|P € LI (X, T, m). Par le théoréme de convergence dominée pour les fonctions a
valeurs dans IR, on en déduit que [ [lu, — ul% dm — 0 et donc que u,, — u dans L%, (X, T, m). L]

Remarque 4.19 (Espace uniformément convexe) Soit £ un espace de Banach; on dit que F est uniformément
convexe si

r+y
v >0,3e > Otelque (|z]g =1, [ly[e =1, [z —yll 2 n) = [~ <1-e

Les espaces LP(€2) avec 1 < p < + oo et  ouvert de IRY sont uniformément convexes. Une conséquence impor-
tante du fait que E soit un espace de Banach uniformément convexe est que si (z,,),cN est une suite de F telle que
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x, — « faiblement dans E et ||z, || — ||z| 5 lorsque n — 400, alors z,, — x dans E lorsque n — +o0o (voir
par exemple [25] Exercice 4.3]). Cette propriété permet éventuellement de simplifier certaines démonstrations de
la proposition [4.18] (mais n’est pas forcement nécessaire).

Notons par ailleurs qu’un espace de Banach uniformément convexe est toujours réflexif, voir par exemple [25|
théoreme 2.1].

Nous allons maintenant introduire différentes notions de dérivée pour une fonction a valeurs vectorielles dans le
cadre des équations paraboliques, ¢’est-a-dire :

(X7 T, m) = (]07 T[7 B(]07 TD7 )‘)7

ouT > 0, B(]0,T]) désigne la tribu des boréliens de I'intervalle |0, 7] et A la mesure de Lebesgue sur IR. On
va d’abord définir proprement la dérivée par rapport au temps d’une fonction de |0, 7| dans E qui n’est pas déri-
vable au sens classique (c’est-a-dire au sens de 1’existence de la limite, dans F, du quotient différentiel habituel) ;
on notera cette dérivée 9;u. On note maintenant L%,(]0, T') ou LP(]0, T'[, E) I'espace L%,(]0,T'[, B(]0,T[), A) et
L 100(10, T[) ou Ly, (0, T[, E) I'ensemble des (classes de) fonctions a valeurs dans £ localement intégrables sur
10, T'[ (avec la mesure de Lebesgue).

Le lemme suivant est le pendant pour I’intégrale & valeurs dans un espace de Banach du lemme fondamental
qui nous a permis de définir la dérivée par transposition des fonctions a valeurs dans IR. Sa démonstration en est
similaire.

Lemme 4.20 Soit E un espace de Banach. Soient v € Li. (]0,T[, E) et D(]0,T[) I’ensemble des fonctions de

loc
10, T'[ a valeurs dans R, de classe C™ et a support compact. On suppose que

T

V@GD@LHLAUQMUVMZO

Alors u =0 p.p.
On peut ainsi définir la dérivée par transposition d’une fonction w de ]0, T'[ & valeurs dans un espace de Banach E.

Définition 4.21 (Dérivée par transposition) Soit E un espace de Banach, 1 < p < +o0 et u € L%(]0,T[). On
note D 'espace D(]0,T[) (on rappelle que D(]0,T|) est I’espace des fonctions de classe C* a support compact
de 10, T[ a valeurs dans R, et DY, I’ensemble des applications linéaires de D dans E. On définit O,u € DY, par :

T
(Ovu, o)y, D = —/ u(t)y'(t) dt € E.
0

Remarque 4.22 (Dérivée classique et dérivée par transposition) Si v € C'(]0,T[,E) on a, pour tout ¢ €
D(jo, TY),

T T
f/umwmw:/uﬁw@w:@mw%ﬂ
0 0

On confond alors ' (dérivée classique) avec Jyu (dérivée par transposition), ¢’est-a-dire la fonction v’ qui appar-
tient 2 C([0, T, E) avec ’application linéaire de D dans F notée d;u. En effet, grace au lemme [4.20} la fonction
u’ est entierement déterminée par O,u, ce qui justifie la confusion entre u’ et d;u.

Définition 4.23 (Dérivée faible) Soient E et F' deux espaces de Banach et 1 < p,q < +00. On suppose qu’il
existe un espace vectoriel G t.q. E C G et F C G. Soit u € L%,(10,T[) (on a donc dyu € D};); on dit que
Ovu € L.(]0,T) est dérivée faible de u s’il existe une fonction v € L.(]0,T) telle que

T T
@m@%@=—4u@¢@a=équmw.

(S} EF
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Cette égalité n’a de sens que s’il existe un espace vectoriel G tel que £ C G et F' C G. Dans ce cas, on confond
Owu € Dy etv € LE(]0,TY). Ici aussi le lemmeest utile pour faire cette confusion car, grace au lemme
si la fonction v existe elle est alors unique.
En résumé, on a donc trois notions de dérivée d’une fonction u de |0, 7' & valeurs dans E (espace de Banach).

— Dérivée classique : v :]0,T[— E (existe rarement. . .).

— Dérivée par transposition : d,u € D3, (existe dés que u € L1, (]0,T7)).

— Dérivée faible : dyu € L$.(]0,T']) ot F est un espace de Banach tel qu’il existe un espace vectoriel G tel

que ECGetF CG.
Donnons maintenant quelques exemples de dérivées par transposition et dérivées faibles. Soit {2 un ouvert borné
de RY.
1. E=H}Q),F=HQ).0naalors E, F C G =D*(Q).
2. 1<p<+o0,q=L, E=W;P(Q), F=W~19(Q). Onaaussi E, F C G = D*(Q).

3. E = HYQ) F = (H'(2))" et on suppose que (2 est & frontiere lipschitzienne. Pour cet exemple, on a
F ¢ D*(Q). En effet, on prend par exemple ® définie, pour v € H'(Q), par

d(v) = /emv dvy(z).

L application ® est bien une application linéaire continue sur H'(2), donc ® € H'()’. Mais ® = 0 sur
D(Q), et donc, comme P n’est pas ’application nulle, F' ne s’injecte pas dans D* ().
Dans cet exemple, pour injecter E et F' dans le méme espace (G, on commence par identifier le dual
topologique (L2(£2))" de L2(2) avec L?(£2). En effet, par le théoréme de représentation de Riesz, si ® €
L2(€2)', il existe une et une seule fonction u € L%(Q) telle que ®(v) = (v|u)z pour tout v € L(£2). On
confond alors u et ®. Par cette identification, on a donc L?(Q2)’ = L?(£2). On remarque maintenant que, si
FE, H sont deux espaces de Banach tels que £ C H, avec injection continue de F dans H et densité de F/
dans H, onaalors H C E’.Onprendici E = H'(Q) et H = L?(Q) et on a donc, grice a I’identification
entre L2(Q2) et L2(Q2)/,

H' =1%(Q) c HY(Q).
Finalement, on a donc E C G et F C Gavec G = (H'(Q))'.

4. Dans I’exemple précédent, 1’espace H est un espace de Hilbert, et en identifiant H avec H’, on a donc
E C E’. Mais si I’objectif est seulement d’avoir £ C E’, il n’est pas nécessaire d’avoir H' C E’ et on
peut retirer I’hypothése de densité de F2 dans H. Plus précisément, soit &/ un espace de Banach et H un
espace de Hilbert avec £ C H et injection continue de E dans H. On identifie H avec H’. Soit maintenant
u € E, comme u € H, on a donc identification entre u et ®,, qui est I’application v — (v|u)y de H
dans IR. On peut alors aussi identifier u € E avec la restriction de ®,, 2 E, qui est un élément de E’. Cette
identification est 1égitime car si u; et ug sont deux éléments différents de E, les restrictions de ®,,, et ®,,,
a E sont des applications différentes. On a ainsi £ C E’. Dans cet exemple, il faut toutefois noter que (en
I’absence de densité de E dans H) des éléments différents de H’ ont la méme restriction a F (et peuvent
donc correspondre au méme élément de £). Un exemple intéressant de cette situation est obtenu en prenant
H = L*(Q)" ot  est un ouvert borné de R, N > 1,et E = {u € H : divu = 0}.

Remarque 4.24 (Comparaison de L”(]0, T[, L?(Q2)) et L?(2x]0, T[)) Soient T > 0,  un ouvert de R”,
1 <p < +o0.Soitu € LP(]0, T, LP(£2)). Il existe alors v € LP(2x]0, T[) tel que u(t) = v(-,t) p.p. (dans 2) et
pour presque tout ¢ €]0, T'[. (Noter que cette égalité est vraie quelque soient les représentants choisis pour u et v.)
Réciproquement, si v € LP(2x]0,T), il existe u € LP(]0,T[, LP(Q)) tel que u(t) = v(-,t) p.p. (dans ) et
pour presque tout ¢ €]0, T'[. Ces deux assertions permettent d’identifier L? (2x]0, T[) et L?(]0, T'[, L?(2)). Noter
toutefois que le deuxieme assertion est fausse pour p = 400 (voir [[19]] page 28 pour un exemple).
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En conservant ces notations, on peut alors comparer d;u (qui s applique a un élément de D(]0,T[)) et Oyv (qui
s’applique a un élément de D(Q2x]0, T'[)). De fait, pour tout ¢ € D(]0, T) et tout ¢» € D(£2) on a

/Q (Ortt, @)py, p()() dr = — /Q ( / u(t)g' (£) dt) (2 () da

OT
/0 o, ) (D) da dt

= (010, V) Dx (2x]0,T]), D(2x]0,T])

Q

Proposition 4.25 (Commutation de I’action de dualité et de I’intégrale) Soient E un espace de Banach, u €
LL(]0,T[), ¥ € E' et € D(]0, T]). Alors,

T T
(W, / w(t)o(t) dt) pr s = / (6, u(t)  mo(2) .

La preuve de la proposition est laissée en exercice.

Lemme 4.26 (Continuité en temps) Soient E un espace de Banach, 1 < p < +oo et u € L%,(]0,T[). On suppose
que dyu € LE(]0,T]) (on a alors u € WEP(10,T|). Alors, u € C([0,T), E), et méme u € C*'~7([0,T), E).
Plus précisément, il existe a € E tel que u(t) = a + fot Oyu(s) ds pour presque tout t €)0,T[; on peut alors

identifier u a la fonction continue sur [0,T) définie par t — a + fo Oyu(s) ds. En particulier, on a pour tout

Ogtl <t2§T,
ta

u(te) —u(ty) = Jyu(s) ds.
t1
Démonstration La démonstration est semblable au cas E = IR, voir exercice[1.3] On pose d;u = v € LE,(]0, 7))
et on définit w par w(t) = fot v(s) ds, de sorte que w € C([0, T], E). En remarquant que d;w = v = J,u et donc
Ot(w—wu)=0,0ona

T
/ (w — u)0yp dt = 0 pour tout ¢ € D(]0,T7). (4.16)
0

On choisit maintenant une fonction ¢y € D(]0, T) t.q. fOT ¢o(s) ds = 1. Pour ¢p € D(]0,T[) on définit ¢ par

ot) = / () ds - / pols) ds / " u(s) ds,

de sorte que ¢ € D(]0, T'[[) et on peut prendre ¢ dans @.16). On en déduit (la preuve est laissée en exercice) qu’il
existe a € E tel que w — u = a p.p. Donc u € C([0,T], E). Avec I'inégalité de Holder, on montre ensuite que

1
uwe Chr, n

Nous allons maintenant montrer un lemme plus difficile donnant aussi la continuité de u. On suppose que E est
un espace de Banach et F' un espace de Hilbert tel que £ C F|, avec injection continue, et que E dense dans F'.
On a donc aussi F/ C E’. Comme F est un espace de Hilbert, on peut identifier F' avec son dual par le théoréme
de représentation de Riesz, ¢’est-a-dire que ’on identifie v € F avec ’application T}, : u +— (v |u)g (qui est un
élément de F). L application v — T, est une isométrie (bijective) de F' dans F’. Avec cette identification, on a
donc F C F = F’' C E'. Donc, tout élément de E est alors un élément de E’, et pour u,v € E, on écrit que

(v,u)pr g = (v|u)p,
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c’est-a-dire en fait (T}, u) g g = (v|u)p, ot T}, est ’élément de F’ identifié a v € F. Avec cette identification
de F avec F’, on va maintenant donner un résultat de continuité de u dans F si u € L%(]0,T[, E) et dyu €
L?(]0,T[, E’). Attention, cette derniere hypothése n’a de sens que par I'identification de F' avec F”, car si on
change d’espace F, alors on change le sens de 9;u € L2(]0, T[, E'), bien que E’ n’ait pas changé!).

Lemme 4.27 (Condition suffisante de continuité) Soit E un espace de Banach et F' un espace de Hilbert tels
que E C F, avec injection continue, et E dense dans F'. On identifie F avec F' (de sorteque E C F' = F' C E').
Soit u € L%(]0,T), on suppose que Oyu € L%,(]0,T|). Alors u € C([0,T), F) et, pour tout t;,ty € [0,T),
t1 > to,0na

t1
)| — Ju(t2)|% =2 / (O, wy g . @17

ta

Démonstration On va montrer que u € C([0,T']), F). Soit p € D(] — 2, —1]) tel que [ p dz = 1et p > 0. Pour
2 1

n € IN*, on pose p, = np(n-) de sorte que le support de p,, est inclus dans | — —, ——[ et que /pn dz =1.(La
n’ n

suite (p, )ne est une suite de noyaux régularisants.)
On définit u,, par convolution avec p,,, c’est-a-dire u,, = u x p,, avec

On a donc u,, — u dans L%(]0,T[), u, € CX(R, E) et u,, = @ % pl,.
Soitt € IR,ona

On remarque maintenant que p,,(t —s) =0sit — s & } _72, —71 {c’est-é—dire sé¢ } t+ %, t+ % [
Soite > 0ett € [0,T — €[. Pour n > ng avec ng tel que 712—0 <eonat+ % < T etdonc
pu(t =) € D(]0, TY).
On a alors
U%(t)T: (0w, pr(t — *))p3y, D
= /o dyu(s)pn(t — s) ds € E', car dyu € L%,(]0, T).

Ogu sur |0, T'[

0 sur 0, T°.

Mais 5;6 * P —> 5;6 dans L*(IR, E’), et donc u/, = 5;5* pn — Opu dans L2, (]0,T — €).
En résumé, u,, — u dans L%(]0, T[) et u}, — dyu dans L%, (]0,T —¢[) Ve > 0.

On va maintenant montrer que (uy,(t))nen est une suite de Cauchy dans F pour tout ¢ € [0, 7, et méme, pour
tout £ > 0, uniformément si ¢ € [0,T — €.
Soite > 0 et p € C1([0,T],R) définie par ¢(t) = ||un(t) — um(t)||%. On a donc, pour ¢ €]0, T,

En conséquence, u,, = Oyu * py,, sur [0, T — e[, avec Oyu = {

@' (t) = 2((y = ) (1) | (un — um) (1)) -
€E cE
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On rappelle que u,, € C°(IR, E) et donc (u], — ul,)(t) € E. Soient ¢1,t2 € [0, — ], 0ona

olts) — plt)) = / 2 (uty (3) — 1y (8)un(5) — () s
= /t 2<6t(un — U )(8), Un(S) — um(s)) e B ds.

T
/ it — % ds
0

Soit > 0, comme u,, — u dans L% (]0,7T[) et comme la suite (dyuy,)nen+ est bornée dans L%, (]0, T — g[), il
existe ng tel que

Donc,

1
2 2

p(t2) —p(t) <2 (/0 h 19 (= 10 ) I d8>

< 2004t — wn)llzz, lun — il

@(t2) — ¢(t1) < npour m,n > ny.

On a donc
o(ta) < @(t1) +n  pour n,m > ng.

On intégre cette inégalité pour t; €]0,T — ¢[. On obtient

T—¢
(T —)plts) < / ltm — |3ty + T

0
< Jun — um”%% +1n
En utilisant une nouvelle fois que u,, — u dans L% (]0, 7)), il existe n; t.q.

(T —e)p(ta) < (T + 1)np pour n,m > ny.

On a donc ¢(t) < % pour n,m > ny ett € [0,7 — £]. On a ainsi montré que, pour tout t € [0,7 — €],
T+1
mom = 1 = (t) — (03 < S
—c

Ceci montre bien que la suite (u,,(t))nen est de Cauchy dans F' uniformément par rapport a ¢, sit € [0,T — ¢].
Il existe donc une fonction w de [0,7] dans F t.q. u,(t) — w(t) dans F pour tout ¢ € [0,7[. Comme cette
convergence est uniforme sur [0, 7" — ¢] pour tout € > 0, la fonction w est continue sur [0, — ] pour tout € > 0.
On adoncw € C([0, T, F).

Comme u,, — u dans L%(]0,T[) (et donc p.p. sur |0, 7’| apres extraction éventuelle d’une sous-suite), on a donc
u = w p.p., et donc u € C([0,T[,F) (car on identifie, comme d’habitude, la classe de fonctions u avec son
représentant continu qui est justement w).

De maniére analogue, en décentrant les noyaux régularisants de 1’autre c6té, on montre que v € C(]0,7], F'). On
adoncu € C([0,T], F).

Enfin, on a aussi pour t1,t2 € [0, 7],

lun(EO)IIE = lun()lF = 2/ () | () ds

ta

:2/ 1<6t(un)(s),un(s)>E/,E ds.

12
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En passant a la limite sur n, on obtient

\mmm%—mmm@:2/1@M@m@»mEm.

ta

Remarque 4.28 Un exemple classique du lemmeconsiste aprendre E = H}(Q) (ot  est un ouvert de RY,
N > 1), F = L?(Q), F’ identifié a F, et donc E' = H (). Le choix de E’ pour I’espace dans lequel est d;u
est crucial dans la démonstration du lemme mais des généralisations de ce lemme sont possibles. L’exercice
montre que u € L2(]0, 1[, H(]0, +oo]) et yu € L2(]0, 1], H*(]0, +oo[) ('espace L? étant identifié a lui
méme) sont des hypotheéses suffisantes pour obtenir v € C([0,T], L?(2)). Le lemme ne s’applique pas ici
directement car H~*(]0, +00[) est le dual de H} (]0, +00]) et n’est donc pas le dual de H(]0, +o0]). Un argument
de prolongement permet de se ramener au lemme [4.27] (exercice [4.4).

Une conséquence intéressante du lemme [.27) est la formule d’intégration par parties en temps qui est 1’objet du
lemme suivant.

Lemme 4.29 (Intégration par parties en temps) Soir E un espace de Banach et F' un espace de Hilbert tels que
E C F, avec injection continue, et E dense dans F. On identifie F avec F' (de sorte que E C F = F' C E').
Soit u, v € L%(]0,T]), on suppose que dyu, Opv € L%, (]0,T). Alors u, v € C([0,T], F) et

T T
/ (O, 0) 5 dt+/ (O, ) o dt = (u(T) | o(T))r — (u(0) | 0(0)) .
0 0
Démonstration

Le lemme donne u, v € C([0,T1], F). On applique maintenant la formule @.I7) aux fonctions u, v et u + v
(avec t1 = T et to = 0), on obtient

Mu+maw%—Wu+wmw%=2A<@w+w»u+wyﬂdu
T
|m@m%—wmm%=zé<@mwpﬂda

HMﬂW%—M@W%:2A<&ww9Edt

En retranchant a la premiére équation les deux suivantes, ceci donne (en notant que 9¢(u + v) = Jyu + Ov)

T
2(u(T) [v(T))r — 2(u(0) |0(0)) F = 2/0 (Oeu,v) 5 B + (00, u)pr ) dt,

ce qui donne la formule désirée. ]

4.3 Solutions faibles de I’équation de la chaleur

On s’intéresse dans ce paragraphe au 1’équation de la chaleur posée sur un  un ouvert borné de IR et pendant
un intervalle de temps ]0,7[, 7' € IR.. Soient f une fonction de 2x]0, 7’ dans IR et u( une fonction de §2 dans
IR. On cherche u tel que

Opu — Au=f dans Q2x]0,T7,

u=0 sur 9010, T7,

u(+,0) = up.
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Ce probleme linéaire admet une unique solution faible ; ce résultat fait 1’objet du théoreme [4.30] ci-apres. On en
donne deux démonstrations du théoreme [4.30} d’esprit tres différent :
— par la méthode classique de Faedo-Galerkine qui consiste a approcher I’EDP initiale par un systeme diffé-
rentiel,
— par une méthode plus directe par une technique qu’on appelle ici coercivité généralisée, qui fait appel a des
résultats d’analyse fonctionnelle abstraits.
Dans toute la suite, si E est un espace de Banach et T’ > 0, on notera souvent L*(]0, T'[, F) (au lieu de L% (]0,T']))
I'espace L% (10, T, B(]0, T, \).

Théoreme 4.30 (Existence et unicité de la solution faible de I’équation de la chaleur) Soit 2 un ouvert borné
de RN, T > 0 etug € L*(Q), on identifie L*(Q) avec son dual et on suppose que f € L*(]0,T[, H~*(2)). Alors,
il existe un et un seul u tel que

u e L2(]0,T[, HX(Q)), dwu € LQQO,T[,H*(Q)), ,

T

/o (Oru(s),v(s)) g1,y ds +/0 /QVu(S) -Vo(s) dz ds = /o o) vo(sDa-s g ds (4.18)
Yo e L2(]0,T[, H3 (1)),

u(0) = ug p.p..

(On rappelle que u(s) (resp. v(s)) désigne la fonction x© — u(x, s) (resp. v(z, s)).
On a de plus les estimations suivantes sur u et Oyu :

ull 20,71, 13 () < lwolly + 1l L2 go,rp -1 @) - (4.19)

”atU”L?(]O,T[,H Q) = < luolly + 2 ||f||L2 10,T[H-1(Q)) (4.20)
2

lu()ll3 < lluoll; + Hatu‘|L2(]0,T[,H*1(Q)) + ||UHL2(]0,T[,H3(Q)) ; pour tout t € [0,T. (4.21)

On rappelle que I’on a identifié L2 (Q) avec L*(Q2))’, de sorte que H0 (Q) c L¥(Q) = L2(Q)' ¢ H~1(Q). Comme
on cherche u t.q. u € L2(]0,T[, H} () et yu € L*(]0, T[, H~1(2)), on a nécessairement u € C([0,77], L?(12))
(d’apres le lemme [4.27] “ La fonction u est donc définie en tout ¢t € [0, 77, ce qui permet de donner un sens a la
condition ©(0) = ug p.p..

4.3.1 Preuve du théoreme d’existence et unicité par la méthode de Faedo-Galerkine

L’idée de cette méthode est de résoudre d’abord un probleme approché, qui s’écrit sous la forme d’un systeme
différentiel. Pour cela, on peut chercher une solution approchée en espace a I’aide d’une méthode d’éléments
finis, mais le plus simple dans le cas de I’opérateur de Laplace est d’utiliser une base hilbertienne formée de ses
fonctions propres, ¢’est-a-dire une base hilbertienne de L?(2), notée {e,,,n € IN*} telle que e,, est (pour tout 1)

une solution faible de
—Ae, = \,e, dans(,
en, =0  sur 09,

avec A\, € R.

Etape 1. Remarques liminaires. Par le théoreme , il existe une famille famille (e,,),cn+ qui est une base
hilbertienne de L?() et qui vérifie

€n € Hol(Q)7
/ Ve, -Vudz = An/ env dz, pour tout v € Hg(Q),
Q Q
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avec A\, > 0 pour tout n € IN* et \,, T +00 quand n — +oo.

Comme (ey,)nen+ est une base hilbertienne de L?(£2), on a, pour tout w € L2(Q), w = > -« (wlen)2e, au
n

sens de la convergence L2(12) (c’est-a-dire que Z(w|ei)ei — w dans L2(2) quand n — +00).
i=1

_1
On va montrer maintenant que la famille (A, ? €, ),en+ est une base hilbertienne de H}(€2). On rappelle que
H}(Q) est un espace de Hilbert; la norme de u dans H (€2) est définie par Hu||Hé(Q) = || [Vul || 12(q) et donc le

produit scalaire de u et v dans H () est donné par (ulv) gy = Jo Vu- Vo de.

On remarque tout d’abord que pour tout n,m > 1, on a
/ Ve, - Ve, dxr = )\n/ enem AT = Apdp m.
Q Q

On en déduit que (en|en ) 1) = 0sin # met
2
en

‘ _/Ven~Vendx_1
Vaulme Joo A '

Puis, on remarque que 1’espace vectoriel engendré par la famille (e,,)nenN+, noté Vect{e,, n € IN*}, est dense
dans H (€2). En effet soit v € H(Q) t.q. (v]en) gz () = 0 pour tout n € IN*. On a donc, pour tout n € IN*,

0= (vlen) mi(a) = /QVen Vode =M\, 5 env dx.

Comme (€,,)nen+ est une base hilbertienne de L?(€2) (et \,, # 0 pour tout n € IN*), on en déduit que v = 0 p.p..
Ceci montre que I’orthogonal dans H¢ (€2) de Vect{e,,, n € IN*} est réduit a {0} et donc que Vect{e,, n € IN*}

est dense dans H} (). Finalement, on obtient ainsi que la famille (A, e, )nen+ est une base hilbertienne de
Hi ().

Etape 2. Solution approchée.

Soit n € IN*; on pose E,, = Vect{e,, p = 1,...n}, et on cherche une solution approchée u,, sous la forme
un(t) = >0 a;(t)e; avec oy € C([0,T],IR). En supposant que les ; sont dérivables pour tout ¢ (ce qui n’est
pas vrai, en général), on a donc

U;L(t) = Z Ol; (t)eiv

de sorte que, pour tout ¢ € Hg () et tout ¢ €]0, T'[, on a (compte tenu de I’injection de H} () dans L?(12)),

n
(un (), ©Y Er-1(0), 2 () = Za;(t)/ eip dz.
=1

Q

D’autre part, pour tout t € [0,7] on a

—Auy,(t) = — Z a;(t)Ae; = Z ;i (t)e; dans D*(Q) et dans H~1(Q),

i=1 =1

c’est-a-dire, pour tout p € H} (),

(=Aun(t), ) r-1(0),H11(Q) = /QVun(t) Vo de = Z)\iai(t)/geisﬂ dz.

i=1
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Enfin, comme f € L*(]0, T[, H~"), on a pour tout o € H (), (f(-), ) -1 (0),m3 (2 € Lir (10, T[). La quantité
(f(t), 0) -1(),m1 (o) est donc définie pour presque tout ¢ et on obtient finalement, pour presque tout ¢ et pour
tout ¢ € H} (),

n

(un (t) = Aupn(t) = f(), 0) 1), HL(Q) = Z(a;(t) + Aici(t)) /Q eip dz — (f(1), ) 10,1 ()

=1

Pour obtenir w,,, une idée naturelle est de choisir les fonctions a; pour que

(up (t) — Aun(t) = f(1),0) 1), H2(2) = 0

pour tout ¢ € E,. En posant fi(t) = (f(t),€i)g-1(q),m1 () ceci est équivalent a demander pour tout i €
{1,...,n},

a;i(t) + N (t) = filt).
(0)

En tenant compte de la condition initiale et en posant cv; © = (ugle; )2, ceci suggere donc de prendre

t
a;(t) = alVe it 4 / e U=3) fi(s)ds. (4.22)
0

Les fonctions «; ainsi définies appartiennent 2 C'([0,77],IR) et on a donc u,, € C([0,T], E,,) € C([0,T], H}(2))
avec uy, (t) = Y1, ai(t)e;.

Etape 3. Précision sur la dérivée en temps. Soit n € IN* et u,, la solution approchée donnée par I’étape précédente.
Les fonctions a; ne sont pas nécessairement dérivables. On va préciser ici ce que vaut la dérivée par transposition

de u,,. Cette dérivée est notée 9;(u,,) ou, plus simplement, d;u,,. Par définition de la dérivation par transposition,
Ot (uy,) est un élément de D}, avec E = Hj (). Soit ¢ € D(]0,T[) ona

T
<8t(un)a 90>D}3,D = _/() Un(ﬂ@’(t) dt € En C Hé(Q)

Comme u,, = Y., a;e;, on a donc

n

n T T
(Ortin, @)Dy.0 = 72/0 ;i (t)es (t) dt = fZ(/O a;(t)¢' (t) dt)e;.

i=1
On utilise maintenant (d.22)),
T
/ a; ()’ dt =T, + S;,
0

avec

T T
1= [ ot an= [ are N ar
0 0

T t
;= e (=9 £.(s) ds) ' .
S"/o (/ fi(s) ds)¢' () dt

0
Pour transformer S; on utilise le théoreme de Fubini :

T T
S; :/0 (/0 Loy(s)e 79 fi(s) ds) ¢/ (t) dt
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T T
:/0 (/0 1[S7T](t)67)\i(t78)<p/(t) dt) f;(s) ds

-/ N / "N (1) ) fis) s
/ /Ae*“t 2 ()dt)fz()ds—/Tw(S)fi(S)dS

:/OT(/O Aie 9 £ (s) dt—/ fi(t)

On en déduit que T} + S; = fo Ao (t fo Ji(#)p(t) dt, et donc

(Ostin, P)prp = — ;/o Aii(t)eip(t) dt + ;/0 fi(t)eip(t) dt

Comme cette égalité est vraie pour tout ¢ € D(]0,T), on a finalement

Opun = =Y Niove; + » _ fie; € L2(10, T, Ey),

i=1 i=1
ce qui peut aussi s’écrire, avec (") = Sory fieis
Oyt = Dup, + £ € L2(10, T[, By) < L*(J0, T[, Hy () € L*(10, T[, H~(2)).

Soit maintenant v € L2(]0,T[, Hi(Q)). Comme dyu,, € L2(]0,T[, H (Q)), on a (Orun, v) g1 (Q),H1(Q) €
LY(]0,T]) et

T T n T
/ (Opun (1), v(t)) gr-1(0), 11 () At = —/ Vu, - Vv dz dt + Z/ fieiv dx dt.
0 e o Jo —Jo Ja
Ceci donne, en revenant a la définition de f;,

/T@tun()v( O yy— dt+/ /Vun Vo da dt

=Yin fo (@), H() (Jo e dr)dt
:/0 <f(t)7Z( |ez)2€z> -1(Q),H} (Q) dt.
i=1

On note P, 1’opérateur de projection orthogonale dans L?(Q) sur le s.e.v. E,,. L’opérateur P, peut donc étre vu
comme un opérateur de L%(Q) dans H{(Q) (car E,, C Hi()). On note alors P! 1’opérateur transposé qui est
donc un opérateur de H~1(£2) dans (L?(2)) qui est lui méme identifié a L?((2) et est aussi un s.e.v. de H ().
On obtient alors (pour tout v € L2(]0,T[, Hi()))

T T T T
/ (Optin, v) -1 pg dt —I—/ Vu, - Vudzdt = / (f, Pav)g— gy dt = / <P£f,'U>H—17Hé de. (4.23)
0 0o Ja 0 0

On a aussi u,, € C([0,T), H}(Q)) et u,, (0) = P, up.
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Etape 4. Estimations sur la solution approchée. Pour n € IN*, on a u,, € C([0,T], H3(Q)) C L*(J0, T[, H}(Q))
et Dy, = Au, + f € L2(J0,T[, H~(Q)). D’apreés la section on a donc

1 2 1 2 r
n(D)1E = 5 ol = [ Ot by .

En prenant v = u,, dans @.23), on en déduit

S lenDIE = 5ol + [ [ 1V dode = [ (5. Pt} gor.my
0 Q 0

et donc
2 ’ 2 1 2 r
Hun\|L2(]O7T[)H1(Q)) = / / |Vun| dz dt S = HU’OHQ +/ <f, Pnun>H*17H& dt.
0 0o Ja 2 0

On en déduit, en remarquant que Py, = U,

> Lo [T
lunllzzgo,r 0y < 5 luollz +/0 (frun)g— mp dt

1 2
< 5 lwollz + 171 L2 o7, -1 2y 1mll 20,7, 112 (2

2 2 1 2
< 5 lluollz + By 1A 2o, -1 (0)) + 3 ”un”L?(]O,T[)Hé(Q)) .

N | =

On a donc

||Un||2Lz(]o,T[,H3(Q)) < uolly + 1£172qorp a1 ()
ce qui donne aussi

lunll 2o,z )y < llwolly + 11f 1 20,2121 0) -

Comme dyu,, = Au,, + P f (égalité @23)) et que 1Pnwll g3y < llwll g () pour tout w € HL(9), on obtient
aussi une borne sur Oy, :
[0cunll L2 o o1 < Nunll 2o oz )y + 1 L2qo,rpm-10)

et donc
10vunl| L2071 m-1(0)) < Nwolla + 211 2o, rp -1 (0) -

La suite (u,,)nen+ est donc bornée dans L2(]0, T'[, H}(Q)) et la suite (st )nen+ est bornée dans L2(]0, T,
H=1(Q)).

Etape 5, passage a la limite. Grice aux estimations obtenues 2 1’étape précédente, on peut supposer, apres extrac-
tion éventuelle d’une sous-suite, que, quand n — +0o0,

u,, — u faiblement dans L?(]0, T[, H} (),

Oy, — w faiblement dans L*(]0, T'[, H ()

et les estimations sur u,, et 9;u,, donnent aussi les estimations suivantes sur u et w :
lullz2 o,z a0y = luolly + 1l z2gormr-20) -

lwllz2qo,rpa-1@)) < lwolls + 21 flp2qorp-10)) -
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Nous allons montrer tout d’abord que w = J,u (puis nous montrerons que u est solution de O;u = Au+ f au sens

demandé par (@.13)).
Par définition de 0,u, on a, pour tout ¢ € D(]0,T),

T T
/ Ou(t)p(t) dt = — / u(t)y' (t) dt.
0 0
Pour démontrer que d;u = w, il suffit donc de montrer que I’on a, pour tout ¢ € D(]0, T),
T T
/ w(t)p(t) dt = — / u(t)y (t) dt. (4.24)
0 0

On rappelle que le terme de gauche de 1’égalité (#.24) est dans H () alors que le terme de droite est dans
HY(£2). Cette égalité utilise donc le fait que Hi(Q) € H (1), cette inclusion étant due au fait que nous avons
identifié L?(Q)" avec L?(Q2).

Soit ¢ € D(]0,T[), montrons que [@24) est vérifiée. Pour v € HE(Q) donnée, on considere I’application S de
L2(]0,T[, H}(9)) dans IR définie par

S(v) = /Q (- /0 v(t)¢' (t) dt)y(z) dz pour v € L*(]0, T[, Hy(2)).

L application S est linéaire continue de L2(]0,T[, H}(2)) dans IR. Comme u, — u faiblement L?(]0, T,
H}(Q)), on adonc S(u,) — S(u) quand n — +o0. Or, pour v = u,, et pour v = u, on a

T T
S = ([ vO¢ (0 dtlwa = (| o0 O dt V)

0 0
On a donc, quand n — 400,

T

T

([ a0 (0 @t sy = = (OO At .
On utilise maintenant le fait que — fOT un ()’ (t) dt = fOT Opun (t)p(t) dt (par définition de Oyu,, ). On a donc

T T
([ Brunt1ott) dt. 0y = ([ (O 0) Aty
0 0
On considére maintenant I’application S de L2(]0, T'[, H~*(2)) dans IR définie par
T
S(v) = (/ o(t)p(t) dt, ) -1 gy pour v € L2(J0, T[, H~1(€2)).
0

Lapplication S est linéaire continue de L?(]0,T[, H~'()) dans IR. Comme dyu,, — w faiblement L*(]0, T,
H~1(Q)), on a donc S(dyu,,) — S(w) quand n — +o0, ¢’est-a-dire

T T
</0 Detin (£)p () dt, 9) g1 11 — </O w(t)p(t) dt, ) g1 3.

On en déduit que pour tout 1) € HE(£2), on a
T T
([ w1 O s = ([ w0 At )11y
0 0
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On a donc bien montré que — fOTu(t)go’(t) dt = fOTw(t)gp(t) dt pour tout ¢ € D(]0,T]), c’est-a-dire que
Oru = w.
Nous savons donc que u,, — u faiblement dans L2(]0, T[, Hg (2)) et que dyu,, — Oyu faiblement dans L2(]0, T7,

H~'(€2)). Pour montrer que u est solution de d;u = Au + f au sens demandé par (#.I8), il suffit maintenant de
passer a la limite dans @23). Soit v € L?(]0,T[, H}(£2)), on a pour tout n € IN*, selon ([#23),

T T T
/0 <atunaU>H—1,H[} dt+/0 (Un‘U)Hé dt:/o <f7PnU>H—1,H(} dt.

Les deux termes de gauche de cette égalité passent a limite quand n — +oo grice aux convergences de ., et Oyy,.
Pour le terme de droite, on utilise 1’étape liminaire. On remarque que P,v(t) — v(t) dans H} () pour presque
tout ¢ et ||an(t)||Hé(Q) < Hv(t)||Hé(Q) pour presque tout ¢. Cela permet de passer 2 la limite dans le terme de
droite, par le théoréme de convergence dominée. On obtient ainsi

T T T
| ot at+ [l at = [0 at

ce qui est bien le sens souhaité dans la formulation (4.18]).

Etape 6. Condition initiale. Comme v € L*(]0,T[, H3(Q)) et dyu € L2(]0,T[, H~'(£2)), on sait que u €
C([0,T), L*(2)) (voir la section . Pour terminer la démonstration du fait que  est solution de (4.18), il reste
donc seulement & montrer que u(0) = ug p.p. (¢’est-d-dire u(0) = ug dans L*(Q)).

On sait que u(t) — w(0) dans L?(Q2) quand ¢ — 0. On sait aussi que u,(0) = Y1, ago)ei — ug dans
L?(Q) quand n — +oo. Pour en déduire que u(0) = wuyg, il suffit de montrer que la suite (u,)ncn+ est re-
lativement compacte dans C([0,7], H=(92)). En effet, si la suite (u,),en+ est relativement compacte dans
C([0,T], H1(Q)), il existe w € C([0,T], H*(£2)) et une sous-suite, encore notée (ty, )nem+» t.q. un(t) — w(t)
dans H~'(Q) uniformément par rapport a t € [0, 7] (et donc aussi dans L2(]0, T[, H~1(2))). En particulier, on
a donc w(0) = wug. Mais on sait déja que u,, — u faiblement dans L?(]0,T[, H}(2)) et donc aussi faiblement
dans L2(]0,T[, H=1()). Par unicité de la limite, on a donc v = w p.p. sur |0, T'[ et donc u(t) = w(t) pour tout
t € [0,T] car u et w sont continues sur [0, 7']. On obtient ainsi, finalement, u(0) = w(0) = ug.

Il reste & montrer que la suite (u,)nen+ est relativement compacte dans C/([0, 7], H1(2)). Par le théoreme
d’Ascoli (théoreme [1.35), il suffit de montrer que

1. Pour tout ¢ € [0, T, (un(t))nen+ est relativement compacte dans H ().
2. Jlun(t) — un(s)|| y—1 — 0, quand s — t, uniformément par rapport a n € IN* (et pour tout ¢ € [0, T7).

Par démontrer le deuxiéme point, on utilise le fait que d;u,, € L'([0,T], H~1(£2)). La section 4.2| (lemme |4.26)
nous donne que pour tout ¢1, 5 € [0,77, t; > to, et tout n € IN*, on a (dans H~1(Q))

ty
Un (1) — un(t2) = Ogun(s) ds,
ta

et donc

1

ty T
Junt1) = w2l < [ 10un(s)l s ds < ([ @)l ) Va8
ta 0
< HatunHL?(]O,T[,H*l) Vi —ta.

Comme la suite (dyuy, )nen+ est bornée dans L?(]0, T[, H~*(£2)), on en déduit bien que ||u,, (t) — wn ()| -1 —
0, quand s — ¢, uniformément par rapport 2 n € IN* (et pour tout ¢ € [0, 7).
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Pour démontrer de premier point, on utilise encore la section (lemme |4.27). Comme u,, € L*(]0,T[, H}(Q))
et Oyu,, € L2(]0,T[, H~1(£2)), on a, pour tout t, s € [0, 77,

lun ()12 = lun (5)]2 + 2 / (Ortin(€), n(E)) 11 11 dE,

et donc

t
2 2 2

()13 < lun(s)]24+2 / | rtan (), tun(€)) 11,1 1dE < Joun ()12 100t 12 g0 2, -1 1 2o -

En intégrant cette inégalité par rapport a s sur [0, T, on en déduit

2 2
T lun @Iz < lunllz2gorp 2y + 27 10ctunll L2 o -1y 1tnll L2 go, 7y, 1) -

Ceci montre que la suite (u,,(¢))nen+ est bornée dans L?(Q2) pour tout t € [0, 7] (et méme uniformément par
rapport a t). On en déduit que la suite (u,, (t))n e+ est relativement compacte dans H ~1(§2) pour tout ¢ € [0, 7).
On peut donc appliquer le théoréme d’Ascoli (théoréme [T.33)) et conclure, comme cela est indiqué au début de
cette étape, que u(0) = wg p.p.. Ceci termine la démonstration du fait que u est solution de (#18) et donc la
démonstration de la partie “existence” du théoréme [£.30]

Dans la démonstration, nous avons obtenu les estimations suivantes

ull L2 o, 3 ) = luolla + 2oz 1)) »

10vull 2o, 7 -1 (0 < lwolly + 21 f [l p2qo 7 m-1(0)) -
Enfin, comme u € L2(]0, T[, H3(Q)) et dyu € L*(]0, T[, H~1(€2)), le lemme 4.27]donne, pour tout ¢,

t
lu(®)ll5 = ||u0||§+2/0 (Oru(s), u(s)) g1,y ds,
on en déduit que
()]l < luolls + ||3tu||i2(]o,T[,H—1(Q)) + ||U||2L2(]O,T[,H01(Q)) » pour tout ¢ € [0, 7.
Etape 7. Unicité. 1l nous reste a démontrer la partie unicité du théoreme Soient u7,us deux solutions de

(@I8); on pose u = uy — uy. En faisant la différence des équations satisfaites par u; et us et en prenant, pour
t € 10,T], v = uljo,, comme fonction test, on obtient

t t
/ (Oru(s), u(s)) g1 gads + / / Vu(s) - Vu(s) de ds = 0.
0 0 Jo
Comme u € L2(]0, T[, H} () et dyu € L2(J0, T[, H~1(R2)), on a, d’apres la section 4.2}
1 t
SO = (@) = [ (0ru(s) (5D, .
On en déduit, pour tout ¢ € [0, 77,

2 2 K _
(@7 = ([(0)[l2) + 2/0 /QVu(s) -Vu(s) dz ds = 0.

Enfin, comme u(0) = 0, on obtient bien, finalement, u(t) = 0 p.p. dans 2, pour tout ¢ € [0, T]. Ceci termine la
démonstration de la partie unicité du théoréme [4.30}
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4.3.2 Preuve du théoreme d’existence et unicité par coercivité généralisée

Une autre preuve du théoreme [4.30] consiste a appliquer un théoréme général qui donne la bijectivité d’une appli-
cation d’un espace de Banach dans le dual d’un espace de Banach.

Théoreme 4.31 (Application linéaire bijective d’un espace de Banach dans le dual d’un espace de Banach)
Soient E un espace de Banach, F' un espace de Banach réflexif et B une application linéaire continue de E dans
F’. Si la condition

3B > 0tel que Vu € E, ||Bul|p, > Bllul, (4.25)

est vérifiée, alors Im(B) est fermée et B est injective.
De plus, si la condition
[Vue E, (Bu,v)p: :O] —0v=0 (4.26)

est vérifiée, alors B est bijective de F dans F”.

Démonstration On suppose que la condition est vérifiée. Soit (y,)new C Im(B) une suite convergente
dans F’ vers y € F’. 1l existe donc une suite (u,),e;v C F telle que y,, = Bu, pour tout n € IN. La suite
(yn)nen est de Cauchy dans F”, et donc, en raison de la condition (4.23)), la suite u,, est de Cauchy dans E. Elle
converge vers un certain u € E'; de plus, par continuité de B, on a donc y = Bu, ce qui montre que Im(B) est
fermée.

Gréce a la condition {.23)), il est clair aussi que si Bu = Bwv alors u = v, ce qui montre que B est injective.

Supposons maintenant que la condition (#.26) soit vérifiée, et montrons que B est bijective. Comme on a déja
montré que B est injective et que Im(B) est fermée, il suffit de montrer que Im(B) est dense dans F’. On applique
pour cela la caractérisation de la densité d’un s.e.v. d’un espace de Banach vue a I’exercice[I.10] question [2aavec
G = Tm(B), qui s’applique car on a supposé F' réflexif. Cette caractérisation est exactement la condition (4.26)),
ce qui conclut la preuve.

(]

Remarque 4.32 (La condition inf-sup) La condition {#.25)) s’écrit de maniere équivalente

38 > 0telque inf sup (Bu,v)p.p > f|lullg,

€ v
Huul\Ezl |\v||EFF:1
ce qui explique 1’appellation “inf-sup” habituelle.

Donnons maintenant une preuve directe du théoreme [.30]en appliquant le théoreme 4.3} avec
— E={ueL*(0,T[,H}()): 0pu € L*(]0,T[, H*(Q))},

2 2 2
ullz = \|U||L2(]O,T[,H3(Q)) + lullz2qo,rpa-1(0)

(notons que, pour la définition de I’espace E, on a identifié L?(2) avec son dual et que E est inclus dans
C([0,T), L*(2)) par le lemme [4.27),

— F = L*]0,T[, H} () x L*(£2) (avec la norme naturelle associée),

— T’application linéaire B de F dans F’ définie par

Yu € E,¥(v,z) € F,
(Bu, (v, 2)) pr . = (Ot — Au, ) 20,7 -1 (9)), L2 (0,7 HL (@) T /Q uo(z)z(z) dz,

avec ug = u(0).
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Si on montre que B est bijective, on a immédiatement I’existence et I'unicité de la solution de (@.I8), ce qui donne
la démonstration du théoréme 4.30] Montrons donc que B satisfait les conditions du théoréme§.31] On commence
par montrer que

Vu € E,||Bullp = |lullg, 4.27)

en s’inspirant de la preuve de [4, Theorem 3.6, second proof].

On rappelle que —A est un opérateur linéaire continu bijectif de Hg (2) dans H~!(2). On note R son inverse qui
est donc linéaire continu de H~*(Q2) dans H}(Q).

Pour tout u, v € H} (),

(=Au,v) g-1(),m1 @) = (Vu|[ V) r2q) = /QVu(x) - Vo(z)dz
et donc pour tout p € H~1(Q) etv € H} () (comme Ry = u avec —Au = ¢)

/Q V(Ry) - Vo dz = {0,0) 1)1 (@)-

On peut donc écrire

T
(Bu, (v,2))ypr.p = / / V(RO + u) - Vo dz dt + / u(0)z dz.
0o Ja Q

Choisissons (v, z) = (ROu + u,u(0)); on a alors
(Bu, (v, 2)) . r = ||[V(ROu + U)|\i2(]o,T[,L2(Q)d + ||U(0)Hi2(9)
T
2 2 2
= IV (R0 g0 20 + IV elEagoraoane +2 [ [ V(RO - Vude dt+ Ju(O)]aqy

En choisissant comme norme dans H}(2) la norme dans L?(2)? du gradient de la fonction et pour norme dans
H~1(Q) la norme dual, on obtient que ||R<pHH5 @) = 9l g-1(q)- Onen déduit que ||V (ROu)|| 1210, 7, r2(0)0) =
[0cull L2 0,7, 11 (c))» €t done

T
2 2 2
(Bu, (v, 2)) . r = 0wl 20,71, -1y + Ul 20,702 0)) + 2/0 (Opu, u) -1 (), mp (0 + 1w(0)[|72(q) -
Par le lemme (4.27)), on a donc

2 2 2 2 2
(Bu, (v, 2)) . r = 0wl 2 0,71, 1-102)) + Ul 20,711 0)) + 1) 72 0) = 1w(0) 1720y + 1w(0) 1720

2
> [lullg -

Comme H(U,z)||% = (Bu, (v, 2))p/,F et | Bu| g ||(v, 2)|| p > (Bu, (v, 2))pr,F, on adonc (Bu, (v,2))pr p <
|| Bul|%, et on a donc bien montré que I'inégalité (@27 est satisfaite.

On en déduit par le théoréme que Im(B) est fermé (car F est un espace de Banach réflexif) et que B est
injective.

Pour montrer que B est bijective, il reste & montrer que Im(B) est dense. Il suffit pour cela, toujours par le théoréme
que la condition [@26) soit vérifiée. Soit (v, z) € F tel que

Vu € E, (Bu, (v,2))p.r =0,
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ce qui s’écrit encore
Yu € E, <8tu - A’LL, 'U>L2(H*1),L2(Hé) + / ’LL()(I')Z(LL’) dx = 0. (428)
Q
On veut montrer que si cette condition est vérifiée, alors v = 0 et z = 0.
— On choisit d’abord u € E tel que u(z,t) = ¢(t)w(x) avec ¢ € D(]0,T[) et w € HL(Q).
En remplagant dans #.28)),on obtient
Ve € D(10,T), Vw € Hy(9),
T
/ [(p'(t)/ w(z)v(z,t) dz + <p(t)/ Vw(z) - Vo(z,t) dz] dt = 0. (4.29)
0 Q Q

Comme v € L%(]0,T[, H}(2)), sa dérivée (en temps) par transposition d;v est définie par

T
@b = = [ 0l000'() dt € (), ¥ € DT,

On rappelle que cette dérivée par transposition est une dérivée faible appartenant a L2(]0, T[, H~1(Q)),
encore notée 9, v, s’il existe v € L2(]0, T[, H~(9)) tel que

T T
- / o(- 1)/ (t) dt = / B(t)e(t) dt.
0 0
€H-1(Q

€HL(D) )

Remarquons que cette égalité a un sens car on a identifié L?(€2) a son dual, ce qui permet d’identifier
H}(2) avec un sous-espace de H~1(€2). Cette derniere égalité s écrit encore
T T
vw € HY(Q), (- / o(-, )¢/ (1) difw) 2 = ( / B(0)p(t) dbw) g1
0 0
ou encore, grice a la propriété de commutativité de I’intégrale avec I’action de dualité (proposition {.23)),
T

T
Ve HY(@).~ [ ¢ O0CO dt = [ o). 0 at. (4.30)

Or en remarquant que —Av € L?(]0,T[, H~*(£2)) et que, pour presque tout ¢ €]0, T,

(-0t )y = [ Volt)- Vwda,
Q

on voit que I’égalité (@.29) donne exactement (.30) pour 1) = —Aw. On en déduit que d,v = —Aw et donc
veE Bet
O + Av = 0 dans L*(]0, T[, H ().

— Soit maintenant v € E quelconque. Comme v € E, on peut utiliser le lemme[4.29] Il donne

T T
/ (Outt, W) g1 gyt + / (000, Wy g1 gy dt = (W(T)(T)) 12 — ((0)[0(0)) 12
0 0
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D’autre part, comme u, v € L?(]0, T, H} (Q2)),

T T
‘/0 <_AU7U>H*1,H3 dt :A <_A/U7,U’>H’1,Hé dt.

En remplacant dans (4.28)), on obtient

T T

(u(T)|v(T)) 2 — (u(0)|v(0)) 2 —/ (Owv,u) -1 gy dt —|—/ (=Av,u) g1 gz At + (w(0)[z) L2 = 0.
0 0

Et, comme 0;v + Av = 0, on obtient

(u(T)[o(T)) L2 = (u(0)[v(0)) 2 + (u(0)[2) L2 = 0.
En choisissant u sous la forme u(t) = =t w avec w arbitraire dans H} (€2), on obtient (w|z —u(0))z2 = 0
et donc z = v(0). L’égalité précédente devient alors (u(T")|v(T))r2 = 0 et donc v(T) = 0 en prenant
u = v. Finalement, en intégrant sur [0, ¢] plutdt que [0, T'], on montre que v(t) = 0 pour tout ¢ € [0,77]; on
a ainsi bien montré que v = 0 et z = 0, ce qui termine la preuve.

4.3.3 Autres propriétés de la solution de I’équation de la chaleur

Nous allons maintenant donner quelques propriétés complémentaires de la solution faible de I’équation de la
chaleur.

Proposition 4.33 (Dépendance continue)  Soit 2 un ouvert borné de RY et T > 0. Pour ug € L2(Q) et
f € L?(0,T[, H-*(Q)), on note T(ug, f) la solution du probléeme [{18). L’opérateur T est linéaire continu de
L2(Q) x L?(]0,T[, H~*(Q)) dans L*()0, T[, H} (2)) et dans C([0, T], L?(2)).

Démonstration I suffit de reprendre les estimations vues dans le théoréme [4.30] pour u solution de {.T3). :

lull 20,7, m3) < 122 go,rp -1y + luolly

2 2 2 2
lu()llz < lluolly + 19sull 20 71,5 -1) + I1ullL2 0,77, 2y Pour tout t € [0, 71,
10vull 2o, -1y < llwolly + 2 fll 2o, 7, -1y -

On en déduit bien la continuité de 7" dans les espaces annoncés. |

Proposition 4.34 (Positivité et principe du maximum) Soir Q un ouvert borné de R™, T > 0 et ug € L*(Q).
On note v la solution de @18) avec f = 0.

1. On suppose uy > 0 p.p.. On a alors u(t) > 0 p.p. et pour tout t € [0,T)].

2. On suppose que uy € L>(Q). Soit A;B € R tels que A <0 < Bet A < uy < Bp.p.. On a alors
A < u(t) < Bp.p. et pour tout t € [0, 7).

Démonstration Pour démontrer le premier point, on montre plutot (ce qui est équivalent) que ug < 0 p.p. implique
u(t) < 0 p.p. pour tout ¢ € [0,7]. On suppose donc que uy < 0 p.p.. On utilise alors le lemme avec

¢(s) = sT. 1l donne que ut € L?(]0,T[, Hj(Q2)). Pour t € [0,7], on peut donc prendre v = uT 1o, dans
I’équation de {.T8)) et on obtient

/Ot@“‘(S)’WSWHaH& ds + /0 t /g Vu(s) - Va(s) do ds =0
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En utilisant encore le lemme [4.33] on a donc

1 1 ¢
5 It @5 =5 [t O]+ / lu* ()35 ds =0.
0

Comme u*(0) = ug = 0 p.p., on en déduit bien que ||u™(¢)||, = 0 et donc u(t) < 0 p.p..
La démonstration du deuxiéme point est semblable en utilisant le lemme avec (s) = (s — B)T et p(s) =

(s—A)". (]

Lemme 4.35 Soit Q un ouvert borné de RN et T > 0. Soit @ une fonction lipschitzienne de IR dans IR t.q.
©(0) = 0. On définit ® par

3
o(¢) = /0 o(a)da pour £ € R.

Soit uw € L2(]0,T[, H}(Q)) t.q. du € L*(J0,T[, H~Y(Q)). On a alors p(u) = L*(]0,T[, HX(Q)), ®(u) €
C([0,T], L*(S2)) et, pour tout t1,t5 € [0,T),

ta
/ D(u(te)) de — / O(u(ty)) do = / (Oru(s), p(u(s)) -1 mp ds.
Q Q t
On a aussi pour presque tout t €0, T, p(u(t)) € H}(Q) et Vip(u(t)) = @' (u(t))Vu p.p., c’est-a-dire, en étant
plus précis, Vio(u)(z,t) = ¢ (u(x, t))Vu(z, t) pour presque tout z: € Q. Dans cette égalité, on peut prendre pour
¢ (u(z,t)) n’importe quelle valeur si ¢ n’est pas dérivable au point u(x,t). En particulier ceci montre que, pour
tout a € R, Vu = 0 p.p. sur ’ensemble {u = a}.

Démonstration Ce lemme est la version “parabolique” des lemmes [2.25] et[2.26] vus précédemment. La démons-
tration consiste a considérer d’abord (comme dans le lemme [2.25)) que ¢ est de classe C'! et a régulariser u. Puis 2
approcher ¢ par des fonctions de classe C'' (au moins lorsque ¢ est dérivable sauf en un nombre fini de points, le
cas général étant plus difficile). Cette preuve n’est pas détaillée ici. |

On donne maintenant I’équivalence entre la formulation faible (4.18) et une autre formulation faible, la formulation
(@31). Cette deuxieme formulation est, en particulier, intéressante lorsque 1’on cherche a prouver la convergence
des solutions approchées obtenues par une discrétisation en espace et en temps. Cette équivalence est encore vraie
dans le cas non linéaire, voir par exemple la preuve de 1’existence par convergence numérique du probleme de
Stefan dans 1’exercice

Proposition 4.36 (Equivalence entre deux formulations faibles) Soir Q un ouvert borné de RY, T > 0, ug €
L2(Q) et f € L2(J0,T[, H () (on identifie, comme d’habitude L2(2) avec L2(2)'). Alors u est solution de
(4.18) si et seulement si u vérifie :

u e L2(]0, T], H()),

T
/ /u@twdxdt—/uo( )o(z,0) dx+/0 /QVU~V<pdxdt 4.31)

/0 (f(s), (-, 8)) g1 H} ds pour tout ¢ € D([0,T[x).

Démonstration On montre tout d’abord que “u solution de (#.18) = w est solution de (.31)”. On suppose donc
que u est solution de @-18). Soit p € D(Q x [0, T). Pour n € IN*, on pose

n—1
)= Lt (Dp(x, 1), (4.32)
i=0
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Comme ¢ est une fonction réguliere, il est clair que ¢, € L?(]0,T[, H}(£2)) et que ¢,, — ¢ dans
a(€)) quand n — +oo. Comme ¢,, € L?(]0, T, H} (£2)) et que u est solution de @.I8), on a

=
=<
S
&

T T T
/ (Ou, on) -1 gy dt + / / Vu -V, dedt = / (f,on) -1 my dt.
0 0o Jo 0

On pose T,, = f0T<3tu,<pn>H717Hé dt. Comme ¢,, — ¢ dans L2(]0,T[, H}(Q2)) quand n — +oo, I'égalité
précédente donne

T T T
lim T, = / (Ou, @)1 gy dt = —/ / Vu - Ve dx dt —|—/ (f, o) my dt. (4.33)
0 0o Ja 0

n——+oo

On va maintenant calculer lim,,_, - T, en utilisant (4:32). On a

it+1
Tn:/ 8{(11 Zl]t t1+1[ ) H- 1H1 dt = Z/ atu )>H 1H1 de
t;
it1
= Z / Ou(t) dt, (- ti)) -1 -

Comme u, dyu € L2(]0, T[, H~1(Q)) (on rappelle que Hg (2) C H~1(Q) par I'identification de L?(2) avec son
dual), on a (d’apres la section ue C([0,T), H1(Q)) et

/ti+1 Opu(t) dt = u(tiy1) —u(t;) € H1(Q).

On a donc

n—1

n—1
Z (tiv1) —ulti), o(ti)) g my = Z/(u($7ti+1) —u(z,t;))p(x,t;) dz.
i=0 /9

=0

La derniere égalité venant de la maniére avec laquelle un élément de H} () est considéré comme un élément de
H~1(Q). Une intégration par parties discréte donne alors (en remarquant que (-, ,,) = 0)

Tn = _/ U(.%‘,O)LP(SU,O) d$+Z/((P($,tl,1) _@(xatl))u(xatz) dz.
Q /o
Puis, comme ¢ est une fonction réguliere,
T, = / o(x)e(x,0) dx—Z/ at@xt)dt) (z,t;) da
Q ti—1
T
=— [ wo(x)p(x,0 da:—/ Orp(x,t L, (e, t) )de dt
[w@eoyar— [ [ o )(;]t e )
T
— [unle)ote. 0 do— [ [ Oplast)(uet) + Rue.t) drat,
Q 0o Ja

avec Ry (2,t) = Y1 1y, ¢ qu(z, t;) — u(z,t). Pour tout ¢ € [0, 7], ona

T
1Ra ()l 20y < max{flulsy) —uls2)llp2(qy > s1,52 € [0, 1], [s1 = 52| < —}-
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Comme u € C([0,T], L*(2)), on en déduit que lim,, [Bn(, )l 12() = O uniformément par rapport a
t € [0,T] et donc que
T
li =0.
n—1>r—41-100/0 /Q Opp(z, t) Ry (z,t) de dt =0

En résumé, on a donc

T
lim T, = —/ uo(z)p(x,0) de — / Opp(x, t)u(z, t) dz dt.
Q 0o Ja

n—-+o0o

Avec (@33)) on a donc, pour tout ¢ € D([0, T[x£2),

T T T
—/ Opo(x, t)u(z, t) de dt — / uo(x)p(x,0) do + / Vu-Vepdrdt= / (fo o) gy dt.
o Ja Q 0o Ja 0

Ceci montre que u est bien solution de (43T).

On montre maintenant que “u solution de @.31)) = u est solution de (@.I8)”. On suppose donc que u est solution
de (@3T). On veut montrer que u est solution de (#.18). On va raisonner en deux étapes. On va d’abord montrer que
Owu € L2()0,T[, H-Y(Q)) et Oyu = Au + f (remarquer que Au, f € L]0, T[, H~1(Q2)) puis que u(0) = uo.
Etape 1 On montre ici que ;u € L?(]0,T[, H='(Q)) et dyu = Au + f. On utilise la définition de d;u. On a
Owu € Dy, avec E = HJ (), et pour tout ¢ € C°°(]0, T[,IR)

T
O S /0 w(t)d' (1) dt € HL(9).

Pour montrer que dyu € L%(]0,T[, H1(2)) et d,u = Au + f, il s’agit donc de montrer que, pour tout ¢ €
D(]0,T1),

T T
- [ us@rae= [ @t + s d.
0 0
Noter que le membre de gauche de cette égalité est dans H3 () et donc dans H~1(€2) (grice a I’identification

entre L2() et son dual) et que le membre de droite est dans H ~1(£2). Pour montrer 1’égalité de ces deux termes,
il suffit de montrer que

T

T
(- / w(t)6!(8) dt, 0 g1 gy = { / (Au(t) + F(£)(t) dt, ) g1 o pour tout § € HL(9),
c’est-a-dire que
T T
— [ 00 00yt = [ (Bte) + FO)00. )11,y b pour ou v € H (@),

Par densité de D(2) dans Hg (9), il suffit de considérer ¢ € D(12). En utilisant la maniére donc H{ (€2) est inclus
dans H~1(2), ona

- / ()6 (8), ) s gy it = — / / u(ar, )@ (£ () de dt.

D’autre part, on a
T T
[ A0+ F00 )y = [ SO0 + 10 61y
T T
_— / 6(t) / Vu(z,t) - V(o) dz dt + / () >0 s 3 .
0 Q 0
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En résumé, pour terminer 1’étape 1, il suffit donc de montrer que

T
/ / (e, )¢ (D)) de dt = /O qs(t)(—/ﬂvu(x,t)-w(x) Ao dt 4 {f, ) gror iy )
pour tout ¢ € D(]0,T|) et tout ¢p € D(Q). (4.34)

Comme cela a été déja dit, ceci donnera d;u € L2(J0, T[, H 1 (2)) et dyu = Au + f.

Pour montrer (#.34), on utilise @31). Soit ¢ € D(]0, T'[) ety € D(£2). On choisit dans @31), (z,t) = ¢(t)Y(x)
(ce qui est possible car on a bien ¢ € D(]0, T[x€2). On obtient

/ / (2.1) dxdt+/ /Vua:t Vi(x ))qb(t)dmdt:/0T<f(t),¢(t)w)H_17Hé dt.

Ceci donne ([#34) et termine donc I'étape 1, ¢’est-a-dire dyu € L2(]0,T[, H1(Q)) et du = Au + f (ce qui
I’équation demandée dans (@.18)).

Etape 2 Comme u € L*(]0,T[, H} (Q)) et dyu € L*(J0, T[, H~(£2)), on a, d’aprés la section 4.2} u € C([0, T,
L?(£2)). On montre dans cette deuxieme étape que u(0) = wug. Pour n € IN*, on choisit une fonction r,, de
D(]0, T) décroissante et t.q. |7, (¢ )| < 2n pour tout t, 7,,(0) = Letr,(t) =0sit > L

Soit 1 € D() et n € IN* tel que = < T'. On prend ¢(x,t) = 7, (t)y(x) dans @31). On obtient

1

/ / (2, )7 )dxchf—/Q o(2)0(z) dx+/0; [ Vut@.t) V(@0 do i

n

= [T U@ yrae)

0

ce qu’on peut encore écrire
T, = / uo(x)(x) de — Ry, + Sp, (4.35)
Q

avec

T, =— /oi /Qu(m,t)r;(t)w(x) de dt, R, = /Oi /Q Vu(z,t) - Vip(a)r,(t) dsj dt

et S, = / TP, ) s a () dt.

On montre tout d’abord que R,, et S,, tendent vers 0. En effet, on a

R, < / ' / Vu(e, )| V()] dz dt

< / /|vuzt)\2dzdt //\w; |2dxdt>%

< Mlull 20,7, 12 ﬁ 191l 7 -

On a donc lim,,_, ; oo R, = 0. On a aussi lim,,_, ; o S;,, = 0 car

1
1Snl < NNl 2o, m-1) n 91l g -
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On remarque maintenant que

T, = — /0 ; /Q w(z, 0)r! () da dt — /0 /Q (ulz, £) — u(, 0))r, ()v(z) da dt
= /Qu(x,O)w(x) dx — /0; /Q(u(x,t) —u(z,0))r], (H)y(x) dz dt

(On a utilisé ici r,, (0) = 1 et r,,(+) = 0.) On majore le dernier terme de cette égalité :

W 1
[T [ (wtet) = ato. 00 (o) do dt] < S 2n 0]y o u8) = (00
0 Q n tE[O,E]
Comme u € C([0,T], L*(R)) ce denier terme tend vers 0 quand n — o0 et on a donc, finalement,

lim Tn:/ﬂu(sc,O)w(x) dz.

n—-+o00

Avec ([@33), comme lim,, 4 oo Ry, = limy, 5100 S, = 0, on en déduit

/ u(z,0)(x) doe = / uo(x)y(x) do pour tout ¢ € D(2).
Q

Q
Ceci permet de conclure que u(0) = ug et termine la démonstration de la proposition m ]

Nous donnons maintenant un théoreme de compacité qui sera tres utile pour la résolution de problemes non li-
néaires comme ceux de la section .4l C’est I’équivalent parabolique des théorémes de compacité vus pour les
problemes elliptiques. Soit 2 est un ouvert borné de IR™. Pour f € H~'(f2), on note T(f) la solution faible de
I’équation —Au = f avec u € H} (). On a déja montré que I’opérateur T était compact de H~*(£2) dans L?(2).

Proposition 4.37 (Compacité) Soit Q un ouvert borné de RN et T > 0. On identifie L*(Q)" avec L2(2). Pour
f € L]0, T[, H 1(Q)) et up € L*(2) on note T(f,uq) la solution de [@-13).
L’opérateur T est compact de L*(]0,T[, H=1(Q)) x L*(Q) dans L*(]0, T, L*(2)).

Démonstration La proposition donne déja la continuité de 7. Il reste donc a montrer que 7" transforme les
parties bornées de L2(]0, T[, H~1(£2)) x L?(2) en parties relativement compactes de L?(]0, T[, L?(£2)). Soit donc
A une partie bornée de L2(]0, T[, H~1(Q)) x L?(2). On pose B = {T(f,uo), (f,uo) € A}. Les estimations
vues dans le théoréme [4.30] montrent que B est une partie bornée de L2(]0, T[, H(R)) et que {du, u € B} est
une partie bornée de L*(]0, T, H~1(2)). Le lemme de compacité donné ci-apres (lemme 4.38), dd a J. L. Lions,
donne alors la relative compacité de A dans L2(]0, T'[, L?(£2)). [

Lemme 4.38 (Compacité espace-temps, cadre L2?) Soit Q un ouvert borné de RY et (un)neN une suite de
L2(]0,T[, L*(Q)). On identifie L>(?)" avec L2(Q2). On suppose que

1. la suite (un)ne est bornée dans L2 ()0, T, HE (),

2. la suite ((Oyun))new est bornée dans L()0, T[, H=(Q)).

Alors, la suite (uy,)neN est relativement compacte dans L*(]0, T[, L2(2)).

Démonstration Ce lemme sera démontré plus loin dans un cadre plus général, voir théoreme [4.42] "
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Remarque 4.39 (Opérateurs elliptiques généraux) Les résultats de ce paragraphe, c’est-a-dire le théoreme
et les propositions [4.33 |4.34] [4.36| et [4.37] sont encore vrais en remplagant 1’opérateur Au par div(AVu) si la
matrice A est  coefficients dans L™ (Q) et qu’il existe a > 0 tel que A¢ - & > a¢|? p.p. et pour tout £ € IRY (voir
exercice[d.5)). Il est aussi possible de considérer le cas ol les coefficients de la matrice A dépendent aussi de ¢. Une
possibilité est alors de faire une discrétisation en temps et de remplacer sur chaque intervalle de temps la matrice
A par sa moyenne sur I’intervalle considéré. On résout alors le probléme sur chacun de ces intervalles temporels. 11
suffit ensuite d’obtenir des estimations sur la solution approchée et de passer a la limite sur le pas de discrétisation.

4.4 Existence et unicité pour des problemes paraboliques quasi-linéaires

Comme dans le cas elliptique, 1’existence de la solution d’un probléme parabolique non linéaire peut se prouver
par point fixe de Schauder ou par degré topologique. Nous donnons ci apres deux exemples.

4.4.1 Premier exemple : diffusion non linéaire

Considérons d’abord I’exemple suivant : Soient {2 un ouvert borné de RY (N >1etA: R — My (IR) (ou
My (IR) désigne I’ensemble des matrices N x N a coefficients réels) t.q.

Vs € R, A(S) = (ai7j(8))i’j:1,,..’1\[ ou Qi € LOO(IR) n C(IRJR), (4.36)
Ja > 0; A(s)E - € > al¢]?, V6 e RV, Vs € R, (4.37)
feL?]0,T[, H *(Q)) etug € L*(Q). (4.38)

Alors on peut montrer par le théoréme de Schauder qu’il existe u solution de (toujours avec L2(f2) identifié a
L2(Q)):

u € L2()0,T[, H}(2)), 0w € L2(]0,T[, H~(Q)) (et donc u € C([0,T], L*())),

/ <3tuvH1H1 dt+/ / w)Vu - Vo de dt
0 4.39)

- / (Froh o gy At Vo€ L2(00,T1 HY(Q),
u(+,0) = up.

Pour utiliser le théoréme de Schauder, on utilise la résolution de problémes linéaires : soit 4 € L*(]0, T'[, L*(£2)),
on définit I"opérateur T' de L2(]0, T'[, L?(Q2)) dans L?(]0, T[, L*(£2)) par T'(&i) = u ou u est la solution du pro-
bleme (@.39) ot on a remplacé A(u) par A(a@), ¢’est-a-dire :

u e L*(]0,T[, Hy(2)), o € L*(]0, T[, H(£2)),

/ <8tuvH1H1 dt+/ / @)Vu - Vo dx dt
0

- / (Fovhgrosy dt, Vo € L2(0, T HY(9),

u(+,0) = up.

On montre ensuite qu’il existe R > 0 tel que I'image de T est incluse dans By ot By, est la boule (de L?(]0, T,
L?(£2))) de rayon R et de centre 0. On montre que 7" est continu et que 7" est compact (par le lemme de compacité
espace-temps [4.38)). On conclut avec le théoreéme de Schauder. Ceci est laissé a titre d’exercice (exercice [.6).
Notons qu’on peut aussi montrer 1’unicité si A est lipschitzienne.
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4.4.2 Deuxiéme exemple : diffusion convection non linéaire

Etudions maintenant un deuxieme exemple en utilisant le degré topologique pour I’existence de la solution. Soit
Q un ouvert borné de RY (N > 2, le cas N = 1 est plutdt plus simple). On considere 1’équation de convection-
diffusion suivante (avec une convection éventuellement non linéaire) :

Oru + div(bf(u)) — Au =0,
avec b € L*(]0, T[, (L*(Q)N) et ug € L*(Q).
On suppose que f est une fonction lipschitzienne bornée de IR dans IR (et f(u) désigne, comme d’habitude, la

fonction (z,t) — f(u(x,t))).
Une formulation faible du probléme sécrit (avec L2(0) identifié 2 L2(Q)") :

u € L2()0,T[, H (), 0,u € L2(]0,T[, H=(Q))(et donc u € C([0,T], L?(£2))),

T T
/ (Opu, ) -1 g1 dt — / / bf(u)-Vodxdt
0 oY 0 g (4.40)
+/ / Vu - Vo dzdt =0, Yo € L*(]0,T[, H3 (),
0o Ja

u(+,0) = up.
Montrons I’existence d’une solution au probleme {.40) par degré topologique. Pour cela on va montrer que le

probleme ([4.40) peut s’écrire sous la forme u — h(1,u) = 0, ot I’application h, définie de [0, 1] x E dans E, avec
E = L?(]0,T[, L*(Q)), vérifie :

1. h est compacte,
2. ilexiste R € IR t.q.
u—nh(s,u)=0,s€0,1],u € F = u¢ IBg,
3. I'application définie de E dans E par u — u — h(0, u) est linéaire.
(Ceci est suffisant pour obtenir I’existence d’une solution au probleme (@.40).)
Soit s € [0,1] et u € E. On note h(s, u) la solution du probleme suivant :

w e L2(]0,T[, H} (Q)), dyw € L2(]0,T[, H~1(Q)),
T T
/o (Orw, v) g1 g1 dt—/o /stf(u)-Vvdmdt

T 4.41)
—I—/ / Vw - Vudzdt =0, Yo € L*(]0,T[, H3 (Q)),
0o Ja

w(-,0) = sup.

Notons que h(s,u) = w est bien définie car bf (u) € L?(]0, T, (L*(Q)V).

De plus, le point 3 ci-dessus est vérifié car h(0,u) = 0 et donc v — h(0,u) = u. Il reste & montrer les points 1 et
2, ¢’est-a-dire que h est continue, que {h(s,u), s € [0,1],u € B} est une partie relativement compacte de F, si
B est une partie bornée de E, et qu’il existe R > 0 tel que u — h(s,u) = 0 n’a pas de solution avec s € [0, 1] et
u € 0BR.

Montrons d’abord que h est continue. Soit (s, )nen une suite de [0, 1] et (uy, )neN une suite de F t.q. s, — s dans
R et u, — u dans E lorsque n — +00. On pose w,, = h(sy,u,), w = h(s,u) et on veut montrer que w,, — w
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dans F. Les fonctions w,, vérifient :

wy, € L*(]0,T[, H} (), Oyw,, € L?(]0,T[, H~Y(Q)),
T T
/0 <8twn,v>H,1’Hé dt — /0 /an bf(uy) - Vo dz dt

T (4.42)
+/ / Vw,, - Vo dz dt =0, Yo € L*(]0,T[, Hy (),
0o Jao

wp(+,0) = spug.

En prenant v = w,, dans (#@42), on montre que la suite (w,)neN est bornée dans L2(]0, T'[, H}(Q)) et que la
suite (J;wy,))nen est bornée dans L2(]0, T, H~*(£2)). On en déduit par le lemme [4.38| que w,, —  dans E,
apres extraction éventuelle d’une sous-suite. Mais les bornes sur w,, et d;w,, donnent aussi w,, — w faiblement
dans L?(]0,T[, H}(2)) et dyw,, — Oy faiblement dans L2(]0,T'[, H~'(Q)). Enfin, on peut supposer, toujours
apres extraction éventuelle d’une sous-suite que u,, — u p.p.. En passant a la limite dans 1’équation satisfaite par
w,, et en passant a la limite sur la condition initiale, on montre alors que w = w (comme cela a été fait dans la
démonstration du théoréme @.30). Ceci permet de conclure (sans extraction de sous-suite, grice a la partie unicité
du théoreme [4.30) que w,, — w dans E et donne donc la continuité de h.

On pose maintenant A = {h(s,u), u € L*(]0,T[,L*(Q)), s € [0,1]}. On remarque que A est borné dans
L2(]0,T[, H}(Q)) et que {0,w, w € A} est borné dans L2(]0,T[, H 1(Q2))}. Le lemme donne alors la
relative compacité de A dans E. Enfin ’existence de R > 0 tel que u — h(s,u) = 0 n’ait pas de solution avec
s € [0,1] et u € OBp vient du fait que A est borné dans L?(]0, T'[, H (£2)) et donc aussi dans E.

En conclusion, on peut utiliser I’invariance par homotopie du degré. On obtient d(Id — h(1,-), Bg,0) = d(Id —
h(0,-), Br,0) = d(Id, Bg,0) = 1. Dong, il existe u € Bg t.q. u — h(1,u) = 0, ¢’est-a-dire u solution de ({#.40).
On montre maintenant 1’unicité de la solution de (4.40). On va montrer cette unicité dans un cadre un peu plus
général, c’est-a-dire en considérant 1I’équation

Opu + div(bf(u)) — div(a(u)Vu) = 0,

avec une fonction a lipschitzienne de IR dans IR et vérifiant o« < a(s) < 8 pour tout s € IR et deux nombres
strictement positifs «, 5. Notons qu’on pourrait aussi montrer 1’existence dans ce cadre, il suffit de reprendre la
preuve précédente avec dans .A41) (sa(u) + (1 — s)a)Vw au lieu de Vw) en remplacant Aw par div(a(u)Vu),

Soit u, us deux solutions de (4.40) (avec div(a(u)Vu) au lieu de Aw). On pose v = u; — ug et on va montrer
que u = 0 p.p..

Pour ¢ > 0 on définit la fonction T, de IR dans IR par T, (s) = max{—e, min{s,e}}. On note aussi ¢ la primitive
de T, s’annulant en 0. En prenant v = T, (u) dans les formulations faibles satisfaites par u; et ug, on obtient

T T

/ (v, T () s gy lt — / / b(f(ur) — F(us)) - VTo(u) de dt

0 0o Ja
T T
+ /0 /Qa(ul)Vu VT (u) dz dt = /0 /Q(a(uQ) —a(u1))Vug - VI (u) dx dt.
Comme VT (u) = Vulc|y|<c P-p., on en déduit que
T
/Q%(U(%T)) dz — /Q ¢e(u(z,0)) de + a/o /QVu - Vulocjy<e do dt

T T
< / / DL (1) — £ (u2) [Vl Lo e da i + / la(ur) — a(uz)|[Vas| [Vullocjujce do dt.  (4.43)
0 Q 0 Q
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Comme a et f sont des fonctions lipschitziennes, il existe L t.q.
|f(s1) — f(s2)] < L|s1 — s2| etla(s1) —a(s2)| < L|s1 — s2|, pour tout s1,s2 € IR.

On utilise alors le fait que ug = 0 p.p. et ¢ > 0 pour déduire de @.43), avec A, = {0 < |u| < e} ety = (z,1),

T % T %
a/ VT (u)|? da dt§L5</ bf? dy) (/ / VT (w)f? de )
0 Q Ac 0 Q

+Ls(/A |VuQ|2dy);(/OT/QVTE(u)|2 dxdt)%.

Onadonc o [|[ VT (u) [[| 12(g) < ace, avec Q =]0, T[x (2 et

aE:L(/A |b|2dy)%+L</A |Vu2|2dy)%.

Comme N.soA. = () la continuité décroissante d’une mesure donne que la mesure de Lebesgue (N + 1 dimen-
sionnelle) de A, tend vers 0 quand e — 0 et on a donc, comme b, Vuy € L2(Q)™ (On rappelle que L?(Q) peut
étre identifié a L2(]0, T[, L%(Q2)), remarque [4.24),

lim/ |b|2dy:hm/ |Vug|* dy = 0,
e—0 A, e—0 A,

ce qui donne lim._, a. = 0. Il nous reste maintenant a utiliser, par exemple, I’injection de VVO1 1 () dans v (Q)

(on rappelle que 1* = &) pour obtenir que, pour ¢ €]0, 7],

N-1
ITe ()l e () < NIVT(u() L1 q) - (4.44)

On rappelle que A désigne la mesure de Lebesgue dans RY. On remarque maintenant que pour ¢ €]0, T

< </Q T (u)|'" dz)7+.

1
3

eAn{lu(®)] = e}
On a donc, avec [@.44),

exvflu(®)] = e} < I VT () [l 1) = /Q VT (u(z,1))] dz,

et, en intégrant par rapport a ¢, sachant que 1% = % et utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

T N1 T .
S [l =y ar < [ ] VTt )] de e < 9T 0] gy (Thn ()

1
L @w@)E
«
On a donc . )
- T )2
/ An{[u(t)] > e} 7 dt < Mas_
0 [0

Quand £ — 0, par convergence dominée, on en déduit (comme lim._, a. = 0)

T
/ An{Ju®)] > 0% dt < 0.
0

On en déduit que Ay {|u(t)| > 0} = 0 p.p.ent €]0,T[ et donc u = 0 p.p., ce qui termine cette preuve d’unicité.
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Remarque 4.40 (Hypothéses supplémentaires sur b et ug) Voici trois propriétés supplémentaires (dont la dé-
monstration est laissée en exercice) au résultat d’existence et unicité de solution que nous venons de donner dans
cette section pour ce probléme de convection diffusion, sous des hypotheéses supplémentaires sur b et ug. Ce com-
plément sera utile pour 1’étude des équations hyperboliques, théoreme [5.29]

1. On ajoute I’hypothese divb = 0 et on suppose uy € L(). Il existe donc A < 0et B > 0 t.q.
A < ug < B p.p.. Soit u la solution de {#.40), on a alors A < u < B p.p.. Pour démontrer ce résultat, il
suffit de prendre v = (u — B)™ (pour montrer v < B p.p.) et v = (A — u)™ (pour montrer u > A p.p.)
dans la formulation faible (#.40).

2. On ajoute toujours 1’hypothese div b = 0. Dans 1’étude de ce probleéme de convection diffusion, on a sup-
posé f lipschitzienne et bornée. En fait si ug € L°°(Q), et donc A < uy < B p.p.. avec A < 0 < B, on
peut remplacer cette hypothese sur f par “f localement lipschitzienne” (exemple : f(s) = s2). La démons-
tration consiste a remplacer dans f par f, ot f est définie par f(s) = f(max{A, min{s, B}}). La
solution obtenue, u, vérifie alors A < u < B p.p. (d’apres I'item précédent) et est donc solution de (#.40)

(avec f).

3. Enfin si divb € L*(Q), ||divd|,, = C, si f lipschitzienne de constante de Lipschitz L (mais f non
nécessairement bornée) et uy € L>°(R), |lugl|,, = M, on peut aussi montrer un résultat d’existence et
d’unicité de solution a (@.40). La solution w vérifie alors ||u(t)||., < M exp(CLt) pour tout ¢ € [0, T].

oo

4.5 Compacité en temps

Dans ce paragraphe, on généralise le lemme de compacité dans L? (lemme |4.38)) utilisé dans le paragraphe précé-
dent comme conséquence du théoreme .46 et on en donne sa démonstration. Ce résultat de compacité est utile
pour la résolution de nombreux problemes paraboliques.

Commencons par la version abstraite du lemme [4.38, qu’on obtient en remplacant 1’espace L? par un espace de
Hilbert quelconque.

Lemme 4.41 (Compacité en temps, cadre hilbertien) On suppose que X et H sont des espaces de Hilbert, que
X s’injecte compactement dans H, et que X est dense dans H ; on identifie H avec H' (par le théoréme de
représentation de Riesz). On suppose que (uy)new est une suite bornée de L*(]0,T[, X) (T > 0 est donné) et
que (Oyun)ne est une suite bornée de L*(]0, T, X'). Alors, la suite (u,)ncN est relativement compacte dans

L*(]0,T[, H).

Notons que dans le lemmeon aX = H}(Q) et H= L*). Ce résultat de compacité dans le cadre hilbertien
(attribué a J.L. Lions) a ensuite été généralisé par Aubin dans le cadre d’espaces de Banach [6] :

Théoreme 4.42 (Compacité en temps, cadre LP, p > 1) Soit X, B,Y trois espaces de Banach et 1 < p <
+00. On suppose que X s’injecte compactement dans B et que B s’injecte continiiment dans Y. On suppose
maintenant que (U, )ncN- est une suite bornée de LP(]0,T[, X) (T > 0 est donné) et que (Optn )neN est une suite
bornée de L?(]0,T[,Y). Alors, la suite (up)nc est relativement compacte dans L?(]0, T'[, B).

Ce résultat a lui-mé&me été étendu par J. Simon [49] au cas p = 1. C’est ce dernier résultat que nous énoncerons sous
le nom de théoréme d’ Aubin-Simon (voir théoreme f.46) et démontrerons dans ce paragraphe (ce qui démontrera
donc également les lemmes de Lions #.38]4.4T]et le théoréme d’ Aubin [4.42).

Nous donnons enfin quelques généralisations du théoreme d’ Aubin-Simon, qui se révelent utiles en particulier lors
de I’étude mathématique de schémas numériques (voir exercice 4.9).

Nous donnons d’abord le théoréeme fondamental de compacité de Kolmogorov (sous deux formes légerement
différentes) dont nous déduisons ensuite les théorémes [£.46]et[4.53]
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Théoréme 4.43 (Kolmogorov (1)) Soit B un espace de Banach, 1 < p < +o00, T > 0et A C LP(]0,T[, B). Le
sous ensemble A est relativement compact dans L? (|0, T'[, B) si A vérifie les conditions suivantes :

1. Pourtout f € A, il existe Pf € LP(IR, B) tel que Pf = f p.p. dans 10, T et HPfHLp(RB) < C,ouC ne
dépend que de A.

2. Pour tout ¢ € D(R), la famille { [, (Pf)¢ dt, f € A} est relativement compacte dans B.

3 |NPf(-+h)— Pf||L,,(RB) — 0, lorsque h — 0, uniformément par rapport a f € A.

Ces trois conditions sont donc des conditions suffisantes pour la compacité relative ; de fait, ces conditions sont
aussi nécessaires mais ceci n’est pas la partie intéressante du théoréme.

Démonstration du théoreme
Soit (pn)nen+ une suite de noyaux régularisants (symétriques), ¢’est-a-dire :

pn(x) = np(nx), V¥n € N*, Vz € R,

avec p € D(IR), / pdx =1, p >0, p(—x) = p(x) pour tout = € IR. (4.45)
R

Onpose K = [0, T et,pourn € IN*, A,, = {(Pf*pn)|,, f € A}. Lapreuve se fait en deux étapes. ATl’étape 1, on
utilise le théoreme d’Ascoli (théoréme et I’hypothese 2 du théoreme pour montrer que, pour 1 € IN*,
I’ensemble A,, est relativement compact dans 1’espace des fonctions continues C (K, B) muni de sa topologie
habituelle. On en déduit que A,, est aussi relativement compact dans L?(]0, T, B). A I’étape 2, on montre que les
hypotheses 1 et 3 du théorémedonnent que Pf*p, — Pf dans LP(IR, B), lorsque n — +00, uniformément
par rapport a f € A. Ceci permet de conclure que la famille A est relativement compacte dans L?(]0, T'[, B).

Etape 1. Soit n € IN*; pour montrer que A, est relativement compact dans C(K, B), on utilise le théoréme
d’Ascoli (théoreme|1.35) ; on doit donc démontrer que les propriétés suivantes sont vérifiées :

(a) pourtoutt € K, I’ensemble {Pf  p,(t), f € A} est relativement compact dans B,

(b) la suite {Pf * p,,, f € A} est équicontinue de K dans B (c’est-a-dire que la continuité est uniforme par
rapporta f € A).

On montre d’abord la propriété (a). Soitt € K ;

Prepu(t)= [ PHOIpalt=s)ds= [ Prs)p(s) s

R

L’hypothése 2 du théoréme donne la propriété (a), a savoir que { P f * p,(t), f € A} est relativement compact
dans B.

Voyons maintenant la propriété (b). Soient t1,t5 € K et g = p%l ; grace a I’inégalité de Holder, on a

[Pf *pn(te) = Pfxpul(ts)]p < /R [Pf(s)l 5 lon(ta = s) — pu(ts — 5)| ds
< ||Pf||Lp(1R7B) Hpn(tz - ) - Pn(tl - ')HL‘I(IR,IR) :

Comme p,, est uniformément continue a support compact, on déduit de cette inégalité (et de I’hypothese 1 du
théoreme et que la famille (A,,)nenN est uniformément équicontinue de K sur B. Ceci donne la propriété
(b) ce qui permet de conclure que la famille (A,,) e est relativement compacte dans C'(K, B). Cette compacité
relative est équivalente a dire que pour tout € > 0, il existe un nombre fini de boules de rayon £ (pour la norme
naturelle sur C(K, B)) recouvrant I'ensemble A,,. Puisque ||| 1,0 7,5y < Tw Illc(x, > on obtient aussi la
compacité relative de A4,, dans L?(]0, T, B).
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Etape 2.
Soit ¢t € IR, comme [i; p,(s)ds = 1lets =ns,ona

Pf 5 pu(t) — PF(t) = /m (Pf(t— 5) — PF(®))pals) ds = / (Pt -

-1

)= Pf(t)p(s) ds.

S| wl

Puis, par I’inégalité de Holder, on a, avec ¢ = pf T

p
121 < onte) - 1l < ([ [Pre=2) = prap]]) as) ol
En intégrant par rapport a ¢t € IR et en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient

I1Pf*pn = PflLogorym < 250p{IPf(+h) = PflLomw py, 18I < 1}Ipll7. -

Enfin, la troisiéme hypothése du théoréme entraine que || Pf % pn — Pfl| 1,0 7,5y — 0 lorsque n — +oo0,
uniformément par rapport a f € A. En conséquence, la compacité relative de A,, dans LP(]0, T, B) pour tout

n € IN (démontrée a I’étape 1) donne la compacité relative de A dans LP(]0, T, B). Ceci conclut la preuve du
théoreme [4.43] L]

Donnons maintenant une forme alternative du théoréme précédent qui a I’avantage de ne pas demander de prolon-
gement de f en dehors [0, T].

Théoréme 4.44 (Kolmogorov (2)) Soit B un espace de Banach, 1 < p < 400, T > 0et A C LP(]0,T[, B). Le
sous ensemble A est relativement compact dans LP(]0,T'[, B) si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. le sous ensemble A est borné dans L?(]0, T, B).

2. Pour tout ¢ € D(IR), la famille {fOT fedt, f € A} est relativement compacte dans B.

3. 1l existe une fonction croissante 1 de |0, T'[ dans IRy telle que limy,_,o+ n(h) = 0 et, pour tout h €]0, T et
tout f € A,

/0 A+ R) = F@IB dt < ().

Démonstration :
La preuve utilise le théoréme avec Pf = 0 sur [0, T]¢. Les deux premiers points des hypotheses du théoreme
[4.43]sont clairement satisfaits. La seule difficulté est de prouver le troisieme point. On le fait en deux étapes.

Etape 1. On va d’abord montrer que lim;_,o foé I f(®)|'; dt — 0 lorsque 6 — 07, uniformément par rapport a
feA

Soit §, h €]0, T tels que § + h < T. Pour tout t €]0,5[ona ||f(t)[|s < || f(t+h)|s+ |f({t+ h) — f(t)|5 et
donc

1FOI < 270 fE+ W5 + 2+ k) = FOl5-

En intégrant cette inégalité pour ¢ €]0, §[, on obtient

) ) )
/ £ 5 dt < 2 / £+ B2, 4 27 / 1£(t+ h) — F@)IE dr. (4.46)
0 0 0

Soient maintenant hg €]0,T[ et 6 €]0,T — ho[. Pour tout h €]0, hg[, 'inégalité @.46) donne, comme n(h) <
n(ho),

) )
/ £, dt < 29 / £t + h)II% dt + 2n(ho).
0 0
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En intégrant cette inégalité pour h €]0, hy[, on a :

S ho
to [ 12 [ ([ mi a0 an+ 2nontn).

Puis, grace au théoreme de Fubini-Tonelli,

ho 8 5 rho
[l ay an= ([ dh)dt<//uf )T, ds) dt < 81715 g0z
d’ou I’on déduit que
ho / LF@IE dt < 622 112, o215 + 2hon(ho). “.47)

Soit maintenant € > 0; on choisit d’abord hg €]0, T tel que 2Pn(hg) < &, puis, on choisit § = min{T —hy, 62};—00 1,
avec C = sup ¢ 4 ||f||ip(]o 7(,3)- On obtient alors, pour tout f € A,

0<5<3 =>/||f Y7, dt < 2,

ce qui entraine que f0§ I f(®)|'5 dt — 0 quand 6 — 07, uniformément par rapport a f € A. On a ainsi terminé
I’étape 1.

Noter que des arguments similaires donnent que f;l s IIf @)’ dt — 0lorsque 6 — 07, uniformément par rapport
a f € A (ceci se prouve en utilisant g définie par g(t) = f(T — t) au lieu de f).

Etape 2. On montre maintenant que le troisiéme point des hypothéses du théoreme est satisfait, ce qui conclut
la preuve du théoreme [4.44]

On rappelle que Pf(t) = 0sit € [0,T]°, et donc, pour tout h €]0,T[et f € A,

T

0 T—h
/ IPf(t+h) =PI dté/ 1+ 1)l dt+/ If(t+h) = fO dt+/ IF )N dt
R —h 0 T—h

h T—h T
< [ e [ isesn - s as [ 1ol o

Soit e > 0. I existe hy > 0 tel que n(h1) < e. Grice a 1’étape 1, il existe ho > 0 tel que pour tout f € A,

h T
0<h<ho= [l d<e e [ IOl d<e
0 T—h
En définissant h3 = min{hq, ho}, on a pour tout f € A,
0<h<hs= / |Pf(t+h)—Pf(t)|% dt < 3e,
R

ce qui conclut I’étape 2 et la preuve du théoreme [4.44] n
On déduit alors du théoréme[d.44un corollaire qui sera utile pour la preuve du théoréme d’ Aubin-Simon (théoréme

Corollaire 4.45 (Compacité en temps)
Soient B un espace de Banach, 1 < p < +o00, T > 0 et A C LP(]0,T[, B). Soit X un espace de Banach inclus
dans B avec injection compacte. On suppose que A vérifie les conditions suivantes :
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1. A est borné dans L?(]0,T[, B).
2. Aest borné dans L*(]0, T, X).
Noter que ces deux conditions sont vérifiées si A est borné dans L (]0, T[, X).

3. 1l existe une fonction croissante 1 de |0, T'| dans IRy telle que lim,,_,o+ n(h) = 0 et, pour tout h €]0, T et
tout f € A,

T—h
| s b = s e < nih)
0
Alors I’ensemble A est relativement compact dans L (]0, T[, B).

Démonstration Pour appliquer le théoréme , on doit vérifier que, pour tout ¢ € D(IR), la famille { fOT fopdt,
f € Alest relativement compacte dans B.

)

Soit ¢ € D(IR). Si f € A, on a, en notant |||, = max;er |¢(t)

[

Comme A est borné dans L*(]0, T'[, X), la famille { fOT fe dt, f € A} est bornée dans X et donc relativement
compacte dans B. ]

< H@”U ||f||L1(]O,T[,X) :
X

Nous donnons maintenant un théoréme, essentiellement di a J. P. Aubin (pour p > 1) [6] et J. Simon (pour p = 1)
[49], qui généralise le lemme de Lions (lemme [.38) utilisé dans la section précédente pour prouver I’existence
d’une solution pour des équations paraboliques.

Théoreme 4.46 (Aubin-Simon) Soit 1 < p < 400, et soient X, B, Y trois espaces de Banach tels que
(i) X C B avec injection compacte,
(ii) X CY etsi(fn)nen estune suite d’éléments de X telle que la suite (|| f,|| x )new est bornée dans IR,
fn— fdans Bet f,, - 0dans Y (lorsque n — +00), alors f = 0.
Soit T > 0 et (un)new une suite d’éléments de LP(]0, T, X) telle que

1. (un)nen est bornée dans LP(]0,T[, X),
2. (Oyun)nen est bornée dans L1 (10, T[,Y).
Alors il existe u € LP(]0, T, B) tel que & une sous-suite prés, u, — u dans LP(]0,T[, B).

Remarque 4.47 Noter que I’hypothese (ii) du théoreme |4.46|est plus faible que 1’hypothese des articles originaux
d’Aubin et Simon, qui est :
B C Y avec injection continue.

L’hypothese (ii) ne demande en particulier pas que B C Y/, ce qui est intéressant par exemple dans les applications
a des solutions de schémas numériques, qui sont dans des espaces discrets pas forcément inclus dans I’espace
continu. On peut aussi noter que I’hypothese (i) peut aussi s’écrire

Si la suite (||wy]| y )nen est bornée, alors, & une sous-suite pres, il existe w € B tel que w,, — w dans B.
Cette reformulation conduit a une généralisation trés utile pour la preuve de convergence des approximations
numériques de la solution des équations paraboliques : dans cette généralisation, X est remplacé par une suite
(X, )new, voir le théoreme ci-dessous.
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Preuve du théoreme La preuve utilise le corollaire avec A = {u,, n € IN}. L’ensemble A est borné
dans LP(]0, T[, B) (car X s’injecte continiiment dans B) et donc dans L'(]0,T'[, X), de sorte que nous n’avons
plus qu’a prouver le troisieme point des hypotheéses du corollaire 4.45] c’est-a-dire

T—h
/ ltn (- + h) — uy||’y dt — 0 quand h — 0, uniformément par rapport a n € IN. (4.48)
0

Soit0 < h < Tete > 0.Pourt €]0,T — hl, on a, en utilisant le lemme donné plus loin,

[un(t +h) = un(t)| g < & llun(t + 1) = un(®)llx + Cc llun(t + ) — un()ly
< e llun(t+ )l x +ellun®lx + Ce llun(t +h) = un(®)lly

et donc
[un(t +h) —un () < (32)” lun(t + h)|% + (36)” llun ()15 + (BC)P lun(t + k) — un (B3 -
L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ (entre 0 et ' — h) conduit a
T—h T—h
L ) = a0l at < 260 o) + GO [ ualt 1) = (0] d. 449)
On utilise maintenant le deuxieéme point de la remarque [4.50} également donné dans la section[#.2] qui nous donne

que uy, € C([0,T],Y) et u,(t1) —un(t2) = j;tQ Orun, () ds pour tout ¢y, to € [0, T). Ceci nous permet de majorer
le deuxieme terme du second membre de :

P

T—h T—h t+h
| ey =y e < [ ( [ 1ol ds) i
0 0 t
T—h t+h
gMp—l/ (/ 18run($)lly ds) dt
0 t
T—h T
S Mp_l/ (/ 1[t,t+h](8) Hatun(s)HY dS) dt7
0 0

ou M est un majorant de la norme L'(]0, T[,Y’) de O;u,,, ¢ est-a-dire [0suunll L1 0,7,y < M pour tout n.
En utilisant le fait que 1p; ¢y 5)(s) = Ljs_p (%) et le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient

T—h
/ lwn (t + h) — un ()| dt < hMP. (4.50)
0
Donc, en tenant compte de (@.30), @#-49) donne
T—h

[ Tl = a0l at < 2627 oy ) + (BCRA?. (451)
On peut alors conclure : Soit 7 > 0, on choisit £ > 0 pour majorer le premier terme du second membre de @51)
par 1 (indépendamment de n € IN). Comme C est donné, il existe ko €]0, T'[ tel que le second terme du second

membre de (£.51) est majoré par 1) (indépendamment de n € IN) si 0 < h < hy. Finalement, on obtient

T—h
0<h<ho= [ Junlt+h) = un(o)lfy dt <20,
0

ce qui conclut la preuve du théoreme [4.46] "
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Lemme 4.48 (Essentiellement dii a J. L. Lions [38]) Soient X, B, Y trois espaces de Banach tels que
(i) X C B avec injection compacte,
(if) X CY etsi(up)new est une suite d’éléments de X telle que la suite (||, || )ne est bornée, u, — u
dans B et u, — 0dans Y (quand n — +00), alors u = 0.
Alors pour tout € > 0, il existe C. tel que, pour w € X,

lwllp < e llwllx + Ce [[wlly -

Remarque 4.49 (Sur les hypothéses du lemme[4.48) Comme dans le théoréme [4.46] 1"hypothese (i) du lemme
[4.48| peut étre remplacée par I’hypothese plus forte
(il B C Y avec injection continue.

Preuve du lemme On raisonne par contradiction : On suppose qu’il existe € > 0 et une suite (u, )ne telle
que (un)new telle que u, € X et 1 = |luyllz > €|lunllx + 7 ||unlly, pour tout n € IN. Alors (uy,)nemn est
bornée dans X et donc relativement compacte dans B. On peut donc supposer (2 une sous-suite pres) que wu,, — u
dans B et |lul|; = 1. De plus u,, — 0 dans Y (car [|u,||y, < 2). L’hypothese (ii) du lemmeMdonne donc que
u = 0, ce qui contredit ||ul ; = 1. m

Remarque 4.50 (Sur la dérivée faible de u) On rappelle ici (points 1 et 2) certains résultats essentiellement don-
nés dans la section[4.2] (avec une preuve différente pour le deuxieéme point). Soient X, Y deux espaces de Banach
et Z un espace vectoriel tel que X, Y C Z (bien sir, un cas simple est Z = Y'). Soient p, ¢ € [1, 0.

1. En supposant que u € LP(]0,T[, X), la dérivée faible de u, notée O;u, est définie par son action sur les
fonctions test, ¢’est-a-dire son action sur ¢ pour tout ¢ € D(]0,T[) (noter que ¢ prend ses valeurs dans
IR). Plus précisément, si ¢ € D(]0,T]) (et ¢’ est la dérivée classique de ), la fonction ¢'u appartient a
LP(]0,T[, X) etdonc a L*(]0, T[, X) et I'action de d;u sur ¢ est définie comme

(Oru, )y, D = —/O ¢’ (t)u(t) dt.

Noter que (O, u, @)D},D c X.
Puis 0;u € L9(]0,T[,Y") signifie qu’il existe v € L9(]0, T[,Y") (et ce v est unique) de telle sorte que

T T
f/ O (H)u(t) dt = / e(t)v(t) dt pour tout ¢ € D(]0,T). (4.52)
0 0

Noter que fOT O (tu(t) dt € X C Zet fOT o(t)v(t) dt € Y C Z, donc I'égalité dans (@.52) est dans
I’espace Z. Enfin, on identifie la dérivée faible de u (qui est une forme linéaire sur D(]0, T[)) avec la
fonction v (qui appartient a L4(]0, T, Y)).

2. Montrons que si w € LP(]0,T[, X) et yu € LI(]0,T[,Y), alors w € C([0,T],Y) et
t
w(t) = u(0) + [ Owu(s) ds, pourtoutt € [0,T].
0

En effet, posons v = d;u et définissons w € C([0,T7],Y) par

t
w(t) = / v(s) ds pour tout ¢ € [0, 7.
0
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Pour n € IN*, soit u,, = u x p,, avec p,, défini par @.43)) et en ayant prolongé v par 0 en dehors de [0, T'.
Comme u € LP(IR, X), on a u, — u dans L?(IR, X)) et donc, a une sous-suite prés, u,(t) — u(t) dans
X (lorsque n. — +00) pour presque tout ¢t €]0, T7[.

Soient t1,t2 €]0, T tels que 0 < t1 < to < T etuy(t;) — u(t;) dans X (lorsque n — +o00) pouri = 1, 2.
Pour n € IN* tel que = < ¢ et + < T’ — t5, on définit ¢,, par

to
Qon(t) = _1]t1,t2[ *pn(t) = _/t pn(t - 3) ds.
Onap, € D(]0,T]) et @, (t) = pn(t — t2) — pu(t — t1) pour ¢ €]0,T7.
Comme uy, (t) = [ u(s)pn(t — s) ds (et p(—-) = p),

T T
Up(ta) —un(ty) = /0 u(s)pl,(s) ds = —/0 v(s)en(s) ds.

De plus, ¢, — —1j;, ¢,[ p-p- et puisque |@,,| < 1 p.p. (pour tout 1), le théoréme de convergence dominée
donne

T ta
—/ v(s)en(s) ds — / v(s) ds dans Y.
0 ty

On obtient alors, en faisant n — +o00,

to
u(te) —u(ty) = / v(s) ds = w(ta) — w(ty).
t1

Ceci prouve qu’il existe ¢ € R tel que u = w + ¢ p.p. sur 0,7 puis que u € C(]0,T[,Y) (puisque,
comme d’habitude, nous identifions u avec la fonction continue w + c).

3. Dans le théoréme [4.46| grice au point précédent, on a u,, € C([0,7T],Y") pour tout n € IN. Cependant, la
limite u n’est pas nécessairement continue. Un simple contre-exemple est obtenu avec p = 1, X = B =
Y = IR et, par exemple, T' = 2. On peut alors construire une suite (u,, ), bornée dans W11(]0, T'[) dont la
limite est la fonction caractéristique de [1, 2].

Remarque 4.51 (Un cas classique plus simple) Il existe un cas classique ou le lemme [4.48|est plus simple. Soit
B un espace Hilbert et X un espace Banach X C B. On définit sur X la norme duale de ||-|| , pour le produit
scalaire de B, a savoir

[ully = sup{(ulv)s, ;v € X, [[v]lx <1}

L’espace X est donc muni de deux normes, la norme ||-|| y et la norme |||, .
Alors, pourtoute > 0Oetu € X,ona

lullp < ellullx + = llully -

Z|
La preuve est simple, puisque

1 1 1
lullp = ()3 < (lully Tullx)?* < ellullx + 2 llully -

Noter que la compacité de X dans B n’est pas nécessaire ici (mais, méme dans ce cas simple du lemme [4.48] la
compacité de X dans B est nécessaire pour le Théoreme [4.46])
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Nous donnons maintenant une généralisation du corollaire d.45]et du théoréme[4.46] en utilisant une suite de sous-
espaces de B au lieu des espaces X et Y, ce qui permet d’utiliser ce résultat pour la compacité de suites obtenues
par approximation numérique. Un exemple est donné dans 1’exercice (voir [21} chapitre 6] pour des exemples
plus généraux).

Définition 4.52 (Suite compactement incluse) Soit B un espace Banach et (X,,),cw une suite d’espaces de
Banach inclus dans B. On dira que la suite (X,,)ncN est compactement incluse dans B si toute sous-suite d’une
suite (un)neN telle que

— up € X, pour tout n € IN,

— la suite (|lun | x Jnew est bornée,
est relativement compacte dans B.

Un exemple simple de suite (X, )nen compactement incluse dans B est donné dans l’exercice

Proposition 4.53 (Compacité en temps avec une suite de sous-espaces)
Soient 1 < p < +ooetT > 0. Soient (X,,)new une suite (d’espaces de Banach) compactement incluse dans B et
Soit (fn)nen une suite de L? ()0, T[, B) satisfaisant aux conditions suivantes

1. La suite (fn)new est bornée dans LP(]0, T, B).
2. La suite (|| full 1 o, 7}, x,,) Jnew est bornée.

3. 1l existe une fonction croissante 0 de 10, T[ a Ry telle que limy,_,g+ n(h) = 0 et, pour tout h €)0,T] et
n € IN,

T—h
| e+ 1) = a0l dt < i),
0
alors la suite (fn)nen est relativement compacte dans LP(]0,T[, B).

Démonstration Comme dans le corollaire pour appliquer le Théoréme il suffit de prouver que, pour
tout » € D(IR), la suite { fOT fntp dt,n € IN} est relativement compacte dans B.
Soit ¢ € D(IR). Pour n € IN, on a, avec ||¢||, = max¢cr |@(t)],

T
H / Fup dt
0

Puisque la suite (an||L1(}o T[,X ))ne]N est bornée, la suite {HfoT fnp dtH ,n € IN} est également bornée. Par
’ b n Xn

< Nl [1fnll 22 go,rp, x,0) -
Xn

conséquent, la suite { fOT fntp dt, n € IN} est relativement compacte dans B. |

Voici maintenant une généralisation du théoreme [4.46] utilisant une suite de sous-espaces de B.

Définition 4.54 (Suite compacte-continue) Soit B un espace de Banach, (X, )neN une suite d’espaces de Ba-
nach inclus dans B et (Yy,)new une suite d’espaces de Banach. On dira que la suite (X,,, Yy, )neN est compacte-
continue dans B si les conditions suivantes sont remplies

1. La suite (X,,)ne est compactement incluse dans B (voir définition .

2. X, C Y, (pourtout n € IN) et si la suite (uy,)ncw est telle que u,, € X, pour toutn € IN, (Hun”Xn)nE]N
bornée et ||u,lly. — O (lorsque n — +00), alors toute sous-suite de (u,)ne convergeant dans B
converge (dans B) vers Q.
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Théoreme 4.55 (Aubin-Simon avec une suite de sous-espaces) Soit 1 < p < 4o¢. Soient B un espace Banach,
(Xn)new une suite d’espaces de Banach inclus dans B et (Yy,)ne une suite d’espaces de Banach. On suppose
que la suite (X,,, Y, )new est compacte-continue dans B (voir définition m

Soit T > 0 et (fn)new une suite d’éléments de LP(]0, T, B) satisfaisant aux conditions suivantes

1. la suite (f)new est bornée dans LP(]0,T|, B),
2. fn € LP(]0,T[, X;,) (pour tout n € IN) et la suite (|| full 1.0 (10,71, x,,))neN est bornée,

3. Oufn € L*(J0,T[,Y,) (pour tout n € IN) et la suite (19 fnll L2 o7 v, ) Ime est bornée,
alors il existe f € LP(]0, T, B) telle que, a une sous-suite prés, f, — f dans LP(]0,T|, B).

Démonstration La preuve utilise la proposition 11 suffit de prouver la troisieéme hypothese sur (f,,)nenN de
la Proposition #.53] ¢’est-a-dire

T—h
/ | fn(- +h) = fulls dt — 0 quand h — 0, uniformément par rapport a n € IN.
0

Pour tout n € IN, comme f,, € LP(]0,T][, B), on a fonh |l fn(- +h) = fally dt — 0 lorsque h — 0. La seule
difficulté est de prouver 1’'uniformité de cette convergence par rapport a n € IN. Ainsi, il suffit de prouver que pour
tout n > O il existe ng € IN et 0 < hy < T tels que

T—h
n2n0,0<h§h0:>/ ||fn(~+h)—fn||% dt <n. (4.53)
0

Soite > 0;le lemme@donne I’existence de ng € IN et de C; € IR tels que
n>no, u € Xn = |lullp <ellullx, +Cclluly, -
On a donc, pourn > ng, 0 < h < Tett €]0,T — hl,
[fa(t+h) = fa(Dllp <ellfult +h) = fu(®)llx, + Celfnt+h) = fu(®lly,
<ellfalt+Mlx, +elfa®lx, +Cellfnlt+h) = fu@®lly,
puis
lfn(t +h) = fn@)ls < B)” Ifn(t + W), + B)” Ifa®), + BC)” Ifult + 1) = DY, -

L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ conduit a

A

T—h T—h
/0 Lt h) = LDl At < 2)7 1l g0z, + (BC)7 / 1l 1) — Fu(DZ, dt. (4.54)

Rappelons (voir la remarque ) que fr, € C([0,T),Yy) et fu(t1) — fulte) = fttf O; fn(s) ds pour tous t1,ts €
[0, T]. On peut donc majorer le second terme du second membre de (#.54) :

p

T—h T—h t+h
/ Vfult + 1) — Ful)] dt < / < / 10ufa(3)]ly. ds) dat
0 0 t

T—h t+h
< -1 (/ 10: fa(s) ]y ds) dt
t

0
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T—h T
SMHA (Almm>@mmmM>%

ot M est une borne de la norme L(]0, T, Y;,) de 0; f,.
En utilisant 1p; 4 5)(s) = 1js_p, 5 (%) et le théoréeme de Fubini-Tonelli, on obtient

T—h
/ I fo(t+ 1) = fu ()5, dt < hMP. (4.55)
0

Grice a cette dernieére inégalité, (4.54) donne

T—h
A b+ 1) = Fu(OI% dt < 237 [ FallZn o x,) + (3C)PRMP. (4.56)

On peut maintenant conclure. Soit n > 0; on choisit € > 0 de maniere a majorer par 7 le premier terme du second
membre de (indépendamment de n € IN). Ce choix de € impose ng et C.. Pour ce C. donné, il existe
ho €]0, T tel que le deuxigme terme du second membre de (@.56) est majoré par i (indépendamment de n € IN)
si 0 < h < hg. Enfin, on obtient

T—
n2n070<h<h0:>/ | fn(t+h) — ()] dt < 2n.
0
Ceci conclut la preuve du théoreme [4.53] [

Lemme 4.56 (Lemme [4.48] pour une suite de sous-espaces)

Soient B un espace de Banach, (X, )nec une suite d’espaces de Banach inclus dans B et (Yy,)neN une suite
d’espaces de Banach. Supposons que la suite (X,,, Yy, )new est compacte-continue dans B (voir définition ;
alors, pour tout € > 0, il existe ng € IN et C; tels que, pour n > ng et w € X, ona

wllp <ellwlly, +Cellwlly, -

Démonstration La preuve peut se faire par contradiction. Supposons qu’il existe £ > 0 tel que pour tout ng et tout
C il existe m > ng et w € Xy tels que |lwllp > e llwl|x + Cllwly, .

Par homogeneité, on peut supposer ||w|| ; = 1. Puis, on peut prendre, pour tout n € IN, C' = n et m = ¢(n) avec
©(n) > o(n — 1) pour n > 1 (et, par example, ©(0) = 0).

On a ainsi une fonction strictement croissante ¢ de IN 2 IN et, pour tout n € IN, u, () € Xy(n) €t

L= [lupolls > lluem iy, +7 luemlly,,, -

@(n)

Afin de définir w,, pour tout n, on pose u,, = 0 pour n & Im(y). La suite (u,),cn est telle que u,, € X,, (pour
toutn € IN), la suite ([|un || x, Jnen est bornée (par 1/¢) et |[uy |y, — 0 quand n — +o0; la deuxieme hypothése
de la définition [4.54] “ donne que toute sous-suite (de la suite (un)nem) convergeant dans B converge (dans B) vers
0. Mais, comme (|[u,||y, Jnew est bornée, la premiere hypothese de la définition [4.54] “ donne que la sous-suite
(tp(n))ne admet une sous-suite convergeant dans 3. La limite de cette sous-suite doit étre 0 et sa norme dans 1B
doit étre égale a 1, ce qui est impossible. Ceci conclut la preuve du lemme [4.56 |

I est également possible de remplacer dans le Théoreme [.55|1a dérivée temporelle par une dérivée discrete. Ceci
est intéressant pour prouver la convergence de la solution approximative d’un probleme parabolique en utilisant un
schéma numérique, comme on le propose dans exercice [4.9) pour le probleme de Stefan. C’est le but du théoréme

457
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Théoreme 4.57 (Aubin-Simon pour une suite de sous-espaces et une dérivée en temps discrete)

Soit 1 < p < +00, soient B un espace de Banach, (X,,)neN une suite d’espaces de Banach inclus dans B et
(Y,)new une suite d’espaces de Banach. On suppose que la suite (X, Yy )new est compacte-continue dans B
(voir définitionH.54). Soit T > 0 et (up)new une suite de LP(]0, T|, B) satisfaisant aux conditions suivantes

1. pour tout n € IN, il existe N € IN* et ki, ..., ky dans R tel que ZZ\LI ki = T et uy(t) = v; pour
t € (ti—1,ti), 8 € {1,...,N}, to =0, t; = t;—1 + ki, v; € X,,. (Bien entendu, les valeurs N, k; et v;
dépendent de n).

La dérivée discrete en temps Ou,, est définie p.p. par

= w pourt G]tifl,ti[.

Orun (t) 3

2. La suite (un)neN est bornée dans L?(]0,T[, B),
3. Lasuite (||unl| 1o (10,7, x,,)Jne est bornée.
4. La suite (|[Ogun || 110,71y, ) Inew est bornée.

Alors, il existe w € LP(]0,T[, B) telle que, a une sous-suite prés, u, — u dans L?(]0,T[, B).

Démonstration
Le début de la preuve suit de pres celle du théoréme [4.55] Comme pour cette derniere, on utilise la proposition
et il ne reste qu’a prouver la troisieme hypothese sur (u, ),enN de cette proposition, ¢’est-a-dire

T—h
/ ltn (- + h) — uy||’y dt — 0 quand h — 0, uniformément par rapport a n € IN.
0

Ici aussi, pour tout n € IN, puisque u,, € L?(]0,T[, B), on a foT_h ltn (- + h) — |’y dt — 0 lorsque h — 0.
La seule difficulté est de prouver I’'uniformité de cette convergence par rapport a n € IN. Ainsi, il suffit de prouver
que pour tout > O il existe ng € IN et 0 < hg < T tels que

T—h
n>mng, 0 < h < hg é/ lwn (- + h) — ||’y dt <. (4.57)
0
Soit & > 0. Le lemme [4.56|donne I'existence de ng € IN et C; € IR tels que
n=mno, u€ Xy = |lullp <ellullx, +Celully, -
Pourn > ng, 0 < h<Tett€]0,T —h[,ona

[un(t +h) —un ()] g < €llunt +h) —un()lx, + Cc lun(t +h) = un(®)lly,
< ellun(t+h)llx, +ellun®)lx, + Cellunt +h) —un(t)lly, ,

et donc

[un(t + h) = un (B < (3e)” lun(t + W), + B)” un(®)ll, + BC)? lun(t + 1) — un(B)ly, -

L’intégration de cette inégalité par rapport a ¢ conduit a
T—h
/ (4 B) — un (D] dt
0
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T—h
<23 ualo iy + GO [ e+ 1) = w0, dt. @58)

La preuve differe maintenant de celle du théoréme [£.53] car on a affaire a la dérivée discréte de u,, au lieu de la
dérivée de u,,. Nous remarquons que pour presque tout ¢ €]0, 7 — h[ (n et h sont fixes)

N-1 N-1
V; — U;
un(t+h) —u,(t) = Z (Vigr —vi) = > (Vg1 — vi) Ly qn(ti) = Z %ki+ll]t,t+h[(ti)v
i3t €]t t+h] i=1 i=1 it+1

ot 1y p((ts) = 1sit; €]t t + het0sit; ]t t + hl.

Soit M une borne de la norme L*(]0,T7,Y,,) de Osu, : M > Zf\:ll % , ki1 pour tout n. On obtient
alors "
i [P v
i+l — U
l[wn (t +h) —ua (DI, < ( Z A kiv1 1y in(ti))”
i=1 i+l Yo
_ — Vi+1 — Vs
< MPTH( 27 kis11)14n((ti))
=1 i+1 Y,

L’intégration de cette inégalité par rapport a t € (0,7 — h) donne, puisque 1y 1 5((t:) = Ly¢,—p,,( (1),

T—h
/ ln(t + h) — un(®)|F, dt < hAP.
0

En utilisant cette inégalité dans (#.38), on a

T—h
/ ot (t + ) — (8], dt < 23)7 [l 0.7 x.) + (3C)PMPh. 4.59)
0

On peut alors conclure comme dans le Théoréme [4.53]: soit n > 0, on choisit & > 0 pour que le premier terme
du second membre de (@.59) soit majoré par 1) (indépendamment de n € IN). Ce choix de ¢ impose ng et C.
Pour C. donné, il existe hy €]0,T] tel que le deuxieme terme du second membre de (@39) soit borné par 7
(indépendamment de n € IN) si 0 < h < hg. Enfin, on obtient

T—h
n2n0,0<h<h0é/ lwn (t+ h) — un(t)|5 dt < 2n.
0

Ceci conclut la preuve du théoreme [#.57] "

Sous les hypotheses du théoréme .55 ou du théoréme .57} une autre question intéressante est de prouver une
régularité supplémentaire pour u, a savoir que u € LP(]0, T[, X) ot X est un espace 1ié aux espaces X, (et inclus
dans B). La définition qui suit introduit la notion de suite B-limite-incluse, qui précise le lien entre I’espace Xet
les espaces X,. Le résultat de régularité pour une telle suite est énoncé dans le théoréme [4.59]

Définition 4.58 (Suite B-limite-incluse) Soient B un espace Banach, (X, )neN une suite d’espaces de Banach
inclus dans B et X un espace de Banach inclus dans B. La suite (X,,)nc est dite B-limite-incluse dans X
s'il existe C' € R tel que si u est la limite dans B d’une sous-suite d’une suite (u,)neN Vérifiant u, € X, et
lunllx, <1 alorsu € X et|luflx <C.
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Théoreme 4.59 (Régularité de la limite) Soient 1 < p < +o0o, T' > 0, B un espace de Banach, X un espace
de Banach inclus dans B, et (X,,)neN une suite d’espaces de Banach inclus dans B et B-limite-incluse dans X
au sens de la définition Pour n € IN, soit u,, € LP(]0,T[, X,,) telle que la suite (||un||Lp(]0’T[7X"))nem est
bornée et que u, — u dans L?(]0, T[, B) quand n — +o0. Alors uw € LP(]0, T, X).

Démonstration
Puisque u,, — u dans L?(]0, T[, B) lorsque n — 400, nous pouvons supposer, a une sous-suite pres, que u, — u
dans B p.p.. Comme la suite (X,,),ecn est B-limite-incluse dans X, on obtient, avec C' donné par la définition

[.58]

< C'limi ’
Jull x < Clﬁm}rrgof Hun”Xn p-p-
Par le lemme de Fatou, on a

T T T
p < CP lim inf 4 < CPliminf L .
[ o at< o [ tmint ol at < o tmint [ 0%, a

Enfin, puisque la suite (||unl| (0 7(, x,,))nen est bornée, on a bien u € LP(]0,T7, X). [

4.6 Exercices

Exercice 4.1 (Solution classique en dimension 1 (xx)) Corrigé en page
Soit ug € L2(]0,1[) ; on s’intéresse ici au probléme suivant :

Opu(z,t) — 02, u (x,t) =0, x €]0,1][, t €]0, o],
uw(0,¢) = u(1,t) =0, ¢ €]0,+o0], (4.60)
u(z,0) = uo(x), z € [0,1].

La notation 0;u désigne la dérivée de u par rapport a t et 92, u désigne la dérivée seconde de u par rapport a 2. On
dit que w est une solution classique de (4.60) si u vérifie les trois conditions suivantes

(c1) u est de classe C? sur ]0,1[x]0, +-oc[ et vérifie au sens classique dyu — 92, u = 0 en tout point de
10,1[x]0, 400,
(c2) pour tout ¢ > 0, les fonctions u, 8, u et 92, u sont continues sur [0, 1] x [t, +oo[ et u(0,t) = u(1,t) = 0,
(c3) u(-,t) — ug dans L2(]0, 1[) quand t — 0 (¢ > 0).
1. Montrer que le probleme #.60) admet au plus une solution classique. [On pourra reprendre la méthode
développée a la sectiond.1]]

2. Montrer que le probleme (4.60) admet une solution classique. [On pourra reprendre la méthode développée
ala section en explicitant une base hilbertienne convenable de L?(]0, 1[), voir I’exercice ]

Exercice 4.2 (Dual de L% (x%xx)) Corrigé en page
Soit (X, 7, m) un espace mesuré, E un espace de Banach et 1 < p < 4+00; on pose p’ = ﬁ.

1. Soit v € L%/, (X,T,m) etu € LE%(X,T,m). Montrer que I'application z — (v(z),u(x))p g est m-
mesurable de X dans IR puis que (v,u) g/ g € Liz (X, T, m) et

[ vl dm < ol o
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2. Soitv € L, (X, T,m).
(a) Montrer que I'application u — [ (v, u) g/ g dm est bien définie, linéaire et continue de L% (X, T, m)
dans IR.

On note T;, cette application (on a donc T, € LL,(X,T,m)".)

(b) Montrer que ||TvHL%(X17-7m)/ < HUHLZ,(X,T,m)'

(c) (Question plus difficile) Montrer que ||| 17 (x 7y = ”UHLZ}’E’,(X,T,m)’

Exercice 4.3 (Dérivée faible pour une union de domaines (x)) Corrigé en page[268|

On suppose que Q; et Oy sont deux ouverts disjoints de IR™ (N > 1) et on note Q I'intérieur de I’adhérence
de Q; U Qy ('ouvert Q peut donc étre différent de ; U Qo). Soient T > 0 et f € L%*(]0,T[, L*(2)); pour
i = 1,2, on note f; la fonction obtenue en restreignant f a Q;, on a donc f; € L2(]0,T[, L*(€;)). On identifie
(comme d’habitude) L?(2) avec son dual et L%(£);) avec son dual (pour i = 1,2). On suppose que 0;f; €
L2(]0,T[, H*(%)") (pour i = 1,2). Montrer que

O:f € L*(10, T[, H*(Q)).

Exercice 4.4 (Sur la continuité A valeurs L? (xx)) Corrigé en page

On pose T" > 0 et  =]0, +o0|. On identifie, comme d’habitude, L?({2) avec son dual. On suppose que u €
L2(J0,T[, HY(Q)) et dyu € L3(]0, T[, H~(Q)). La notation u(-, t) désigne la fonction = — u(x,t). Noter que
S u( )¢/ (t) dt € HY(€).

On rappelle aussi que 9;u € L?(]0,T[, H1()) signifie qu’il existe une fonction v (encore notée d;u et appelée
“dérivée faible de u”) appartenant a L>(]0, T'[, H~1(2)) telle que

<atu7 90>D*

H1(Q)’

T T
= _/0 u(-, )¢’ (t) dt:/o v, t)ep(t) dt.

Noter que fOT v(-,t)p(t) dt € H=1(£), et que 1’égalité a bien un sens car H(Q2) C L?(Q) = L?(Q)' ¢ H~1(Q).
On montre dans cet exercice que u € C([0, T, L*(Q)). Le lemmene s’applique pas directement car H ()
n’est pas le dual de H'(92) (noté H'()’). On peut d’ailleurs remarquer que I’application qui a 7' élément de
H(Q) associe sa restriction a Hg (£2), qui est donc un élément de H~1(€2), n’est pas injective.

La méthode proposée ici consiste a se ramener au lemme (avec E = H'(R) et F = L%(IR)) en utilisant un
prolongement convenable de w. On se donne trois nombres «, /3 et «y strictement positifs vérifiant & — 3 = 1 et
(a+1)— g = 0 (un exemple possible est o = 2, 8 = 1,y = £). On définit % de IR x]0, T'[ par

(1) = {u(w,t) siz >0,

au(—z,t) — fu(—yz,t) siz < 0.

1. Montrer que 4 € L*(]0,T[, H'(IR)).
2. Le but ici est d’établir une égalité essentielle pour calculer 9,4, ¢’est-a-dire |, OT a(-, 1)’ (t) dt.
Soit ¢ € D(]0,T]) et¢p € D(IR). Pour = > 0, on pose

B

¥(z) = ¥(@) + ap(-z) - =

P(=2)

x
i
(a) Montrer que

T T %) B
</0 ()¢ (£) db, B g (.11 () = / ( / u(a, )P (x) da) @' (1) dt.

[Utiliser la proposition [4.25] puis des changements de variables.]
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(b) Montrer que ¢» € H}(€2). En déduire que

T

T —
</ u(-,t)' (t) dt, ) g—1(m), o1 (R) = / (1), V) 1), m @ (t) dt,
0 0

ou v = dyu (et donc v € L2(]0, T[, H~1(Q))).
3. Montrer que 9;u € L2(]0, T[, H1(IR))).
En déduire que @ € C([0, 7], L*>(IR)) et que u € C([0,T7], L*(2)).
N.B. Par un argument de cartes locales (voir par exemple [11, Annexe C1]), le résultat démontré dans cet exercice
reste vrai si (2 est un ouvert borné de R, N > 1, a bord fortement lipschitzien (remarque [I31].

Exercice 4.5 (Diffusion non homogene et non isotrope (xxxx)) Corrigé en pagiﬂ
On reprend les hypotheses du théoréme Soient donc € un ouvert borné de R™, T > 0 et ug € L?(); on
identifie L?(Q2) avec son dual et on suppose que f € L?(]0, T[, H=(Q)).

On se donne aussi une application, notée A, de € dans My (IR) (ensemble des matrices carrés a N lignes et
N colonnes, a coefficients dans IR). On suppose que les coefficients de A appartiennent a L>°(Q) et qu’il existe
a>0tq.

A€ - € > al€)? p.p., pourtout & € RY.

En suivant la démonstration du théoreme .30] montrer qu’il existe une unique fonction u telle que

u € L2()0,T[, H5 (), 0pu € L*(]0, T[, H~(2)),
T

T
/0 (Oru(s),v(s)) g1 mp ds Jr/o (/QAVU(S) - Vo(s) dz) ds = @.61)
Jo F(),0(9)) 12,3 s pour tout v € L2(10, T, HY (),
u(0) = ug p.p..

Exercice 4.6 (Existence par le théoréme de Schauder (xxx%)) Corrigé en page
Soit  un ouvert borné de R™ et A : IR — My (IR) (ot My (IR) désigne les matrices N x N 2 coefficients réels)
telle que

Vs € ]R,, A(S) = (ai’j(s))i’jzl ’’’’’ N ol aij € L™ (]R,) n C(IR,]R,), (462)
Ja > 0; A(s)E - € > al¢)?, Ve e RN, Vs € IR, (4.63)
feL?]0,T[, H *(Q)) etug € L*(Q). (4.64)

On identifie L?(£2) a L? (Q)/, comme d’habitude. On veut, dans cet exercice, montrer I’existence d’une solution au

probleme (@.39).
Soit @ € L*(]0, T, L?(£2)), on définit I'opérateur T' de L?(]0, T'[, L*(2)) dans L2(]0, T[, L*(2)) par T'(@) = u
oll u est la solution (donnée par I’exercice [.5)) du probleme

we L2()0,T[, H: (), du € L2(]0, T[, H(2)),
/0 (Oru, v) 1 gz dt +/0 /QA(a)Vu Vo dz dt

= | by at v e 220 7L (@),
u(+,0) = up.

1. Montrer que 7T est continu de L2(]0, T'[, L?(2)) dans L?(]0, T'[, L?()).
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Montrer que T est compact de L2(]0, T'[, L?(2)) dans L?(]0, T'[, L(f2)).
Montrer qu’il existe R > 0 tel que [|T(a@)| 120 71 12 (qy) < R pour toutu € L*(]0, T[, L*(2)).
Montrer qu’il existe u solution de (4.39).

On suppose maintenant de plus que a; ; est, pour tout ¢, j, une fonction lipschitzienne. Montrer que {.39)
admet une unique solution.

ok we

Exercice 4.7 (Exemple de suite compactement incluse (x)) Corrigé en page
Pour m € IN*, on pose h = %,xi =dhpouri € {0,...,m},

X, = {u € L*(]0,1[), u(x) = u; € R pour tout = €]z;_1,x;[, i € {1,...,m}}

et pour u € X,

m—1

2 2
lull%, = 7w = wil® + ullz20.1p -
1=1

En utilisant le théoreme [4.44] montrer que 1a suite (X,,)men+ est compactement incluse dans L2(]0, 1[) au sens
de la définition 4.52]

Exercice 4.8 (Théoréme de Kolmogorov, avec B = IR (xx)) Corrigé en page[279)

Le but de cet exercice est de refaire la démonstration du théoreme [4.44]dans le cas (plus simple) B = R et p = 1.
Soit T' > 0; dans la suite on note L' I’espace L'(]0,T[,IR). Soit (u,)nen une suite bornée de L' (on a donc
SUP, e ||un|l; < +00). On suppose que pour tout i €]0,T[ et tout n» € IN on a

T—h
/0 ot () — 1 (B)|dt < (B,

ol 7 est une fonction croissante de ]0, T[ dans R, telle que limy,_.o+ n(h) = 0. L’objectif de 1’exercice est de
démontrer que la suite (u, )nen est relativement compacte dans L'.

1. Soit §,h €]0,T[t.q. § + h < T. Montrer que

5 5 )
/|un(t)\dt§/ |un(t+h)|dt—|—/ (£ 4+ ) — un ()] dt. 4.65)
0 0 0

2. Soit hg €]0,T[ et d €]0,T — hg[, montrer que
4
o [ ua )]t < & un], + (o). (4.66)
0

3. Montrer que f06 |un(t)| dt — 0 quand 6 — O, uniformément par rapport a n.

4. Montrer que la suite (u, ),eN est relativement compacte dans L'.
[Appliquer le théoréme de Kolmogorov, théoreme .43] en utilisant le prolongement de w,, par 0.]

Exercice 4.9 (Existence pour le probleme de Stefan, par schéma numérique (xxx)) Corrigé en page

On se propose, dans cet exercice, de montrer 1’existence d’une solution faible & un probleme parabolique non
linéaire en passant a la limite sur une solution approchée donnée par un schéma numérique. On considere le
probléme suivant.
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Opu(w,t) — 02, 0(uw)(z,t) = v(z, t), x €0, 1], t €0, T, (4.67a)
am@(u)(oﬂt) = a:r@( )(L ) 0,1 ]O7T[7 (4.67b)
u(z,0) = ug(z), x €]0, 1], (4.67¢)

ot 9, (resp. 0, 92,.) désignent la dérivée d’ordre 1 par rapport a ¢ (resp. d’ordre 1 et d’ordre 2 par rapport a ), et
ol p, v, T, ug sont donnés et sont tels que

1. T >0,v e L>(]0, 1[x]0, ),
2.  croissante, lipschitzienne de IR dans IR,
3. wug lipschitzienne de [0, 1] dans IR (et donc, en particulier, ug € L>°(]0, 1])).

Un exemple important est donné par ¢(s) = ayssis <0, ¢(s) =0si0< s < Letp(s) =az(s—L)sis> L,
avec a1, o et L donnés dans IR, . Noter que pour cet exemple, ¢’ = 0 sur |0, L|.

Les ensembles |0, 1[ et |0, 1[x]0, T'[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette tribu.
On appelle “solution faible” de (@.67) une fonction u vérifiant

u € L®(]0,1[x]0, T]), (4.682)
T p1
| [Tt t0(.t) + plat )02, 0(0.0) + ol (e, 0] da

1
+ / uo(2)Y(z,0) dz = 0, Vip € C°(R?), (4.68b)
0

C*(R?) = {¢ € C®(R%* R) ; 9,4(0,t) = d,4(1,t) = 0 pour tout t € [0, T
et(x,T) =0 pour toutz € [0,1]}. (4.69)

1. (Question indépendante des questions suivantes.) On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de
classe C'2, v est continue sur [0, 1] x [0, T] et ug € C2([0, 1], R). Soitw € C?(IR?,IR) et u la restriction de
w 4]0, 1[x]0, T'[; montrer que u est solution de (#.68) si et seulement si u vérifie #.67) au sens classique
(c’est-a-dire pour tout (x,t) € [0, 1] x [0,T)).

2. (Passage a la limite sur une non linéarité)
Soit (up,)new une suite bornée de L>°(]0, 1[x]0, T]).
Soient u € L*>(]0, 1[x]0,T) et f € L*(]0, 1[x]0, ).
On suppose que lorsque n — 400,

(a) u, — u *-faiblement dans L°°(]0, 1[x]0, T'[),
() ¢(uy) — f dans L(]0, 1[x]0, T7).
(On rappelle que ¢(u,,) est la notation usuelle, mais incorrecte, de ¢ o w,,.)

Montrer que fOT fol o(up)u, de dt — fOT fol fu dx dt lorsque n — +oco. En déduire que p(u) = f p.p.
sur ]0, 1[x]0, T'.
[Indication : Utiliser I’astuce de Minty, décrite dans la section [3.2.1] page [I68|ou dans I’ exercice [3.10]]

On cherche maintenant une solution approchée de (4.67).
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1 T
Soient N, M € IN*. O h=—etk=—.
oien n pose N U
On va construire une solution approchée de ([4.67) a partir de la famille {u},i=1,...,N,n=0,...,M}
vérifiant les équations suivantes
1 ih
ud = f/ uo(z) dz, foralli =1,... N, (4.70a)
hJi-yn
n+1 n n+1 n+1 n+1
up ™ = () = 20(w ) Hp(uiy)
B — L h; : =0, (4.70b)
foralli =1,...,N, foralln=0,...,M — 1,
ugtt =t uit =l foralln =0,..., M — 1, (4.70c)
1 (n+1)k pih
avec v}’ = — / v(x,t) dz dt, pour touti = 1,... N, pourtoutn =0, ..., M.
kh nk (i—1)h

(Noter que cette famille est obtenue par discrétisation par un schéma de différences finies classiques en
espace et par le schéma d’Euler implicite en temps.)

3. (Existence et unicité de la solution approchée.)

Soitn € {0,..., M — 1}; on suppose connue la famille {u?, ¢ = 1,..., N}. On va prouver dans cette
question I’existence et I’unicité de la famille {ulm'l, i=1,..., N} vérifiant (4.70) avec cette valeur de n.

(a) Soita > 0, pour s € IR, on pose g,(s) = s + ap(s). Montrer que g, est une application strictement
croissante bijective de IR dans IR.

N € RY; on pose wy = wy et w41 = wy. Montrer qu’il existe un et un seul

.....

©(u;) = w;, pourtouti € {1,..., N}, 4.71)
2k k
U; + ﬁwi = ﬁ(wi,1 + @Z‘+1) + ’U,:L + k"UZ-n, pourtouti=1,...,N. 4.72)

(¢) On munit R" de la norme usuelle ||| .- Montrer que 1’application F" est strictement contractante. [On
pourra utiliser la monotonie de ¢ et remarquer que, sia = p(a) etb = ¢(8),ona|a—g| > i la—b
ou L, ne dépend que de ¢.]

(d) Soit {uf“, i =0,...,N + 1} solution de (.70). On pose w = (w;)i=1,... N, aVec w; = <p(u?+1)
pouri € {1,..., N}; montrer que w = F(w).

s

(e) Soitw = (w;)i=1,....n tel que w = F(w). Montrer qu’il existe {u;”rl, i=0,...,N + 1} solution de
@70) avec w; = p(u?*") pour touti € {1,...,N}.
(f) Montrer qu’il existe une unique famille {u"*",i =0, ..., N + 1} solution de @70).

Les trois questions suivantes donnent des estimations sur la solution approchée dont on vient de montrer
I’existence et I’unicité.
4. (Estimation L>°(]0, 1[x]0, T'[) sur la solution approchée)
On pose A = ||uo|| = (j0,17) €t B = [|v]| o (j0,1x]0,7])-
Montrer, par récurrence sur n, que u}’ € [-A — nkB, A + nkB] pour tout i = 1,..., N et tout n =
0,..., M. [On pourra, par exemple, considérer (4.70Db) avec i tel que u?“ = min{u?“,j =1,...,N}]
5. (Estimation L2(]0, T'[, H}) de ¢(u), ot H} est un équivalent discret de I’espace H')
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Montrer qu’il existe Cr,, 4,4, (ne dépendant que de 7', ¢, v et ug) tel que, pour tout n =0,..., M — 1,
M-1N-1 i
S 3 (el — o < Crn @
n=0 i=1

[Indication : multiplier par u ! et sommer pouri =1,...,Netn=0,...,M.]
6. (Estimation L2(]0, T[, L?) d’un équivalent discret de ;¢ (u) et estimation L>(]0, T'[, H}) de ¢(u))

C’est pour ces estimations que 1’on utilise le fait que wug est lipschitzienne (les estimations précédentes
utilisaient uniquement ug € L*°(]0, 1|).

(a) Question préliminaire. Soit {w!,i = 0,...,N + 1,n = 0,..., M} une famille de réels tels que
wy = wy et wy = wyr,q pour toutn = 0, ..., M. Montrer que
M-1 N 1 N-1 N-1
+1 +1 +1 +1_
Z Z i w T —wiy ) (w) 5 Z 2+1 w! Z Wiy —w;) (4 74)

n=0 =1 i=1 i=1

[Indication : on pourra remarquer que cette formule est 1’équivalent discret, avec > au lieu de =, de
I’égalité

_ /OT /01 Oppw(z,t) Opw(x,t) do dt = ;(/Ol(amw(ac,T))2 dz — /01 9, (w(z,0))? dx)

pour des fonctions régulieres w vérifiant les conditions de Neumann homogene en O et en 1, et s’inspirer
de la démonstration de cette égalité.]

(b) (Bstimation L2(]0, T'[, L?) de dyp(u))
Montrer qu’il existe C (ne dépendant que de T', ¢, v et ug) t.q.

ZhZ ufthy = p(ul)? < Cok. @.75)

[Indication : multiplier par p(ut) — (ul), sommer sur i et n et utiliser la question prélimi-
naire avec w}’ = p(ul).]

(c) (Estimation L>°(]0,T[, H}) de ¢(u))
Montrer qu’il existe C'3 (ne dépendant que de T, o, v et ug) t.q., pourtout n =1,..., M

N—-1
ufy ) — o(uf)? < Csh. (4.76)

i=1
Cette estimation, intéressante en soi, ne sera pas utilisée dans la suite de 1’exercice.

Pour M € IN* et N € IN* donnés (et donc h et k sont donnés par h = % et M = %), on définit, presque partout
sur [0, 1] x [0, 7], avec la famille {u}, 7 € {1,...,N} n € {0,..., M}} solution de @.70), une fonction u par

u(z,t) = u"Y (), sit €nk, (n + 1)k|

et
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u™(z) = ul,siz €)(i — )h,ih[,i=1,...,N,n=0,..., M.
L’objectif est maintenant de passer a la limite sur les parametres de discrétisation pour obtenir une solution de

Soient (hy,, kn)neN une suite de paraméetres de discrétisation (et donc NN,, = L M, = kl € IN™) telle que

Tn9
limy, 4 o0 by, = limy,— 4 o0 by, = 0. On note u,, la solution (4.70) obtenue avec ces parametres.
7. Montrer que la suite (u,,)n,eN admet une sous-suite x—faiblement convergente L°°(]0, 1[x]0, T[) et que la
suite (¢(un))nen admet une sous-suite convergente dans L?(]0, 1[x]0, T'[).

En déduire que 1’on peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que
(a) w, — u *-faiblement dans L*°(]0, 1[x]0, T'[),
(b) ¢(un) — ¢(u) dans LP(]0, 1[x]0, T[), pour tout p € [1, co].

8. Montrer que la fonction u trouvée a la question précédente est solution de (4.68).

Remarque 4.60 On peut aussi montrer 1’unicité de la solution de (#.68)). Une autre méthode pour montrer I’exis-
tence de la solution au probleme (4.68) en utilisant la solution approchée donnée par un schéma numérique est
décrite dans [23]). Elle utilise seulement uy € L>°(]0,T[) au lieu de ug lipschitzienne.

Exercice 4.10 (Existence pour le probleme de Stefan, par régularisation (xx)) Corrigé en page

Soient © un ouvert borné de RY (N > 1),0 < T < +oo, f € L*(]0,T[,(L*(R)), ug € L*(Q) et ¢ une
fonction lipschitzienne de IR de IR croissante (mais non nécessairement strictement croissante, la fonction ¢ peut
étre constante sur un intervalle de IR de mesure strictement positive).

Dans cet exercice, on donne une preuve alternative a la méthode classique d’existence de la solution de Alt et Lu-
khaus [3]; elle consiste en une technique de régularisation, d’une solution (faible) a I’équation d,u — A(p(u)) = f
(dans 2x]0, T'[) avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes et ug comme condition initiale. Plus précisé-
ment, la fonction u sera solution au sens suivant :

u € L>(10,T[, L*()), Opu € L*(10,T[, H~'(Q)),u € C([0, T}, H(Q)),
p(u) € L*(10, T, Hy (%)),

/0 <8tu(s),v(s)>H,1_’Hé ds —l—/o /QVgo(u(m, s)) - Vou(z,s) dz ds (4.77a)

= /T/ f(z, s)v(z,s) dz ds, Yo € L2(]0,T[, H} (),
0o Ja
u(+,0) = uo, (4.77b)

On rappelle que L2(€2) est, comme d’habitude, identifié 2 L2(€2)". Dans @.77), u(s) (resp. v(s)) désigne la fonction
x — u(z,s) (resp. v(x, s)). Puisque L2(2) est identifié 2 L2(€2)’, on peut écrire H} (Q) c L2(Q) = L*(Q)’
H~1(Q). La fonction dyu est la dérivée faible de u (définition [4.23). Le fait que u € L2(]0,T[, H~(Q)) et
Oyu € L*(J0,T[, H~1()) donne u € C([0,T], H~'(R2)) (lemme [4.26). La fonction u est définie pour tout
t € [0,T], ce qui donne un sens a la condition initiale u(0) = wuo.

Pour résoudre ce probléme, on introduit pour n > 0 la fonction (,, définie par ¢, (s) = ¢(s) + —. On montre
n
I’existence d’une solution au probleme avec ,, au lieu de ¢. Puis, on passe a la limite quand n — +o0.

1. Montrer que le résultat de 1’exercice ff.6|donne I’existence de w,, solution de (@.77) avec ¢, au lieu de ¢,
avec la régularité supplémentaire u,, € L*(]0,T[, H}(Q)) (et donc u,, € C([0,T]), L*(Q2)).
[On rappelle que le lemme donne Vi (v) = ¢'(v)Vu p.p.siv € L2(]0, T[, Hi (Q)).]
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Dans les deux questions suivantes, on étudie cette suite (ty,)pemnNs-

2. Montrer que la suite (¢(uy))nen+ est bornée dans L?(]0, T'[, H} (2)), que la suite (Osuy, ) e+ est bornée
dans L2(]0, T[, H~1(Q2)) et que la suite (uy )nen+ est bornée dans C(]0, T[, L?(£2)).
[Le lemme [£.33]est encore utile ici.]

3. Montrer qu’il existe u et ¢ tels que (quitte a extraire une sous-suite, non renumérotée) p(u,) — ¢ faible-
ment dans L2(]0, T, H} (Q2)) et u,, — u dans L%(]0, T[, H~1(£2)) et faiblement dans L2(]0, T, L?(9)).
[Pour la convergence de u,,, utiliser le théoreme @]

Dans les questions suivantes, on montre que cette fonction u est la solution recherchée.

4. Montrer que lim,, _, 4 fOT Jo olun)uy, do dt = fOT Joy Cu dz dt lorsque n. — +oc.

5. Utiliser I’astuce de Minty (voir par exemple au chapitre [3] 1a démonstration de (3.25)), pour montrer que
p(u) = ¢ p-p.

6. Montrer que u € C([0,T], H™!) et en déduire que u(0) = ug..

[Raisonner alors comme dans 1’étape 6 du théoreme [4.30] |

7. Montrer que u est solution de @.77).

4.7 Corrigés des exercices

Exercice[4.1] (Solution classique en dimension 1)

1. Si w et @ sont deux solutions classiques de ([@.60); la fonction (v — @) est alors une solution classique de
#@.60) avec ug = 0 p.p. (sur |0, 1[). Pour montrer que u = 4, il suffit donc de montrer que la fonction nulle
est I'unique solution de (@.60) lorsque uy = 0 p.p.. On suppose donc que u est une solution classique de
avec up = 0 p.p.. On va montrer que u(z, t) = 0 pour tout (x,t) € [0, 1]x]0, +-00][.

Soit ¢ > 0, les hypotheses (c1) et (c2) permettent de dire que

1d
/atuxt (z,1) /5} dx_i%(/ u?(z,t) dz)

1 1
/ 02 u (z,t)u(x,t) de = —/ dpu(z,t)? da
0 0

Comme Jyuu — 02, uu = 0 sur |0, 1[x]0, +-00[, on en déduit que

1d 1 1
f—(/ u?(z,t) dz) —|—/ Opu(z,t)* daz = 0.

Soit 0 < ¢ < T < 400, en intégrant I’équation précédente entre € et T', on obtient

1 /1 T 1 1 1
f/ u?(z,T) da +/ / Opu’(z,t) do dt = f/ u(z,e) dz,
2 Jo 0o Jo 2 Jo

1 1
/ u?(z,T) do < / u?(z, ) da.
0 0

Lorsque € — 0, le membre de droite de cette inégalité tend vers O (par (c3)), on a donc fol u?(x,T)dz = 0,
ce qui donne u(-,7) = 0 p.p. et donc u(z,T) = 0 pour tout = € [0,1] (car u(-,T) est supposée &tre
continue sur [0, 1]). Comme 7' > 0 est arbitraire, on a bien montré que u(x,t) = 0 pour tout (x,t) €
[0,1]%]0, 4o0].

et

ce qui donne
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2. On utilise un résultat de l’exercice Pour n € IN*, on pose ¢,, = 2 fol ug(t) sin(nmt) dt. L’exercice

donne que
n

luo — ZCP sin(pr+)||2 — 0, quand n — oc.
p=1
(On rappelle que |[-[|, désigne ||| 2o 1()- Comme [c,| < 2 |uol, pour tout n € IN™, la suite (¢n)nen+

est bornée. On en déduit que la série
—+o0

— 2 2 .
E e~ " te, sinnwx

n=1

est convergente (dans IR) pour tout x € IR et ¢ > 0. De plus, pour tout € > 0, les séries

+o00o 5 5 +o00 )

2
E ne "™ e, et g n%e™™ 7 e,
n=1 n=1

sont convergentes. Ceci montre que la fonction
—+oo
p— 2.2 .
T, t— E e~V ™ e, sinnrx
n=1

est, pour tout € > 0, de classe C? sur IR x|, +00] (elle est méme de classe C>) et que la série peut étre
dérivée terme a terme, une fois en ¢ et deux fois en z. On pose donc, pour z €]0, 1[et¢ > 0

+o00
— 2 2 .
u(z,t) = E e " te, sinnra.
n=1

La fonction w ainsi définie vérifie bien les conditions (c1) et (c2).

Il reste a montrer que u vérifie (c3). Soit € > 0. Pour tout¢ > O etng > 0,on a

no no
() = uolly < |3 el — e ) sin(nm) || +2|lug — D ¢ sin(nr)
n=1 2 n=1 2

On commence par choisir ng pour que le deuxieéme terme du membre de droite de cette inégalité soit
inférieur a €. Puis, comme ng est maintenant fixé, on remarque qu’il existe ¢p > 0 tel que le premier terme
du membre de droite de cette inégalité est inférieur a € des que ¢ €]0, ¢p]. On en déduit bien que u vérifie
(c3).

Exercice[4.2] (Dual de L%,

1. On choisit pour u et v des représentants, de sorte que v € EI}’EI, (X, T,m)etu e L (X,T,m). La m-
mesurabilité de I"application (v, u) g/ g : © — (u(x),v(z)) g g est assez simple & démontrer (et ne dépend
pas des représentants choisis pour u et v). En effet, il suffit de remarquer qu’il existe deux suites de fonctions
étagées (vp)nenN et (un)neN (vy, est une fonction de X dans E’ et u,, de X dans F) telle que v,, — v p.p.
et u, — u p.p. quand n — +oc. Pour tout n € IN, la fonction (v, u,,) E,E est alors une fonction étagée
de X dans IR. Quand n — 00, elle converge p.p. vers la fonction (v, u) g/ g qui est donc m-mesurable.

On remarque ensuite que |(v(x), u(z)) g 5| < ||v(2)| g ||u(x)|| 5 pour tout 2 € X. En intégrant par rap-
port & la mesure m (on utilise ici la monotonie de I’intégrale pour les fonctions m-mesurables a valeurs dans
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IR et I’inégalité de Holder), on obtient que (v, u) g g € Liz (X, T, m) (etdonc (v, u) g g € Lz (X, T,m)
avec la confusion habituelle entre £ et L) et

[t aenelam < [ ol ully dm < ol ooy (4.78)

(a) La question précédente donne bien que (v, u)p g € L1 (X, T,m) pour tout u € L% (X, T, m). Lap-
plication u + [(v,u) g/ g dm est donc bien définie de L%, (X, T, m) dans IR. Elle est trivialement
linéaire. Sa continuité est une conséquence de 1’inégalité ({#.78).

(b) Par définition de la norme dans le dual d’un espace de Banach, on a

ITull sy = sup{I T, v € Ly ta. [lul 1y = 1}.

La question précédente donne que | T, (u)| < ||v]|,, si ||u||Lp =1, on a donc

HLP
IToll e (x,7my < ||“HLP (X, Tm)

(¢) On pose ¢ = p’. On raisonne ici en deux étapes. On commence par montrer I’égalité demandée si v est
une fonction étagée. Puis, on traite le cas général.

Etape 1
On suppose, dans cette étape, que v est une fonction étagée non nulle. Il existe donc n € IN*, une
famille Ay, ..., A, d’éléments de la tribu 7 et une famille b1, ..., b, d’éléments de E’, non nuls, t.q.

v = ibllAz
i=1

Soit ¢ > 0; de la définition de la norme dans F’, on déduit que, pour tout i € {1,...,n}, il existe
a; € E tel que
laill g = Let(bs,ai)pr.p > (1 —€) [|bill g -

On pose a; = ||bi||‘]13_,1 a; pourtouti € {1,...,n}et

n
u = E ailAi.
i=1

La fonction u est une fonction étagée (de X dans F) eton a
[t dm = Zm b a5 > (- ym(A) [l = (1<) ]2y -

D’autre part, on a (comme p(qg — 1) = q)

- 1
lullzy —Zm(Ai)Hbill”q = Zm )bl = lloll7e
=1

On a donc p
o2,
Jwweednz 1-o— 1o ol

P
o),

1

il
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En posant 4 = H |1|L ,on a donc ||ﬂ||L% =1let [(v,a)p g dm > (1 —¢)|v|a .Ceciprouve que
u LP E/
E
ITollay > (=) ol o, -
Comme £ > 0 est arbitraire, on obtient donc, avec la question 2(b), || T || ey = v fa -
E/
Etape 2

On traite maintenant le cas général. Soit v € L%, non nulle (si v = 0 p.p. I'égalité demandée est
triviale). Il existe une suite (v,),cw de fonctions étagées (de X dans E) telle que v,, — v dans L,
(cette suite peut se construire comme cela a été pour la définition de L', c’est-a-dire en construisant v,,
telle que ||v, ()| g < 2||v(x)]| 5, pour presque tout x € E’ et pour tout n € IN).

Soit ¢ > 0, il existe donc w fonction étagée telle que ||w — v||;» < e.Par I’étape 1, il existe u € L,
E/

t.q. HUHL% =1let
Jtw e dm > ful,y, -
On a donc (avec la question 1)

Jwweedn= [twaesdnt [©-wuwpedn > el - o=l

Comme |jv — w||L<}13/ <cet ||w||LL};E/ > ||vHL%/ — ¢, on adonc

[tz dm > oy, -3

Comme ¢ > 0 est arbitraire, ceci permet d’affirmer que |73 Ly 2 |||l « - Finalement, avec la
E/

question 2(b), on a bien ||TUH(L%), =||v|lq -
B/

Exercice[d.3] (Dérivée faible pour une union de domaines)
1 s’ agit de montrer qu’il existe u € L?(]0, T'[, H(£2)') tel que, pour tout ¢ € D(]0, T)),

T T
- [ g ae= [ ue a
0 0
Le terme de gauche de cette égalité est dans L?(12) et le terme de droite est dans H!(©)’. Comme on a identifié

L?(2) avec son dual et que H'(£2) est dense dans L?(Q2), on a L?(Q) C H'(£2)" et montrer cette égalité consiste
donc a montrer que pour tout ¢» € H*(£2) on a

T T
/ (- / )¢ (t) dt) (x)y(x) de = </ u(t)p(t) dt, ) gy, 11 (Q)- 4.79)
Q 0 0
On cherche donc u € L2(]0,T[, H*(2)") vérifiant @79) pour tout » € D(]0, T) et tout t» € H(Q).

Pour i = 1,2, on sait que d,f; € L*(]0,T[, H'(£;)), il existe donc u; € L2(]0,T[, H'(£;)") (qu on peut
confondre avec d; f;) telle que, pour tout ¢ € D(]0,T'[) et toutv» € H*(£2;) on a

T T
/ (- / F(0)/(t) at) (2)pa) da = ( / wi(t)p(t) A6, ) s ey ). (4.80)
Q; 0 0
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Soient € D(]0,T) et) € H(£2). On note 1; la restriction de v a ;. On a donc ; € H'($;) et [
S22 Il Hiﬂ(Qi)' En utilisant (#.80) (et la proposition |4.25)) on a

/Q (_ /OT f()#' (1) dt) dw—z / < / fi(t) t) (2)i(z) dz

*Z

) <

t) dt, i) .y HY(90)

T 2
/ (us () (L), i) .y, 51 () dt
0o

i=1

/Zuz i) @) HY () P(t) dE

T
- / (t), ) i ey it (1) dt

T
= </o u(t)o(t) dt, ) oy, o ()

ol u(t) est défini (pour presque tout t) par

2
(u(t), ) m(y 11 (0) = Z<U(t)7 V)1 () HY ()
i=1

2 2 2
Comme U; € LZ(]OvT[a Hl(Qz),) et ||wHH1(Q) S Zz 1 ||¢l||H1(Q
termine la démonstration.

j»onabienu € L*(0,T[, H'(R)') et cela

Exercice 4.4 (Sur la continuité a valeurs L?)

1. Lacondition @« — 8 = 1 donne que u(-, t) est continue au point x = 0 (pour presque tout ¢). Cette continuité
en 0 permet alors de montrer que i € L? (]O T[ Hl(IR))

2. (a) Comme w € L'(J0,T[, H}(R

fo L)@’ (t) dt € H'(IR). Grace a I’identification de L?(IR) avec
son dual, H}(R) C LQ(IR) L (]R) C H1 (]R) H~1(IR) (les inclusions étant avec continuité)
On calcule maintenant ( fOT U

a(-, )’ (t) dt, ) g-1(m),m1 (r) €n utilisant la proposition . le fait que
u(-,t) € H-1(IR) (par I'identification de L?(IR) avec son dual) et des changements de variables

</0Tu-,t

T
()" (t) dt, V) g-1(R), 11 (R) :/0 (@(-t)" (), V) g-1(w), 1 (r) At

_/0T<U(-’t)7¢>H—1(]R),H1(]R)<p/(t) dt:/OT(/IRU(x,tW(f) dz) ! (¢) dt

T oo 0 .
/0 (/0 u(z,t)(x) dar:—!—/iOo au(—z,t)(x) dx—[m Bu(—ya, ) (z) da)¢! (t) dt
/OT (/OOO u(z, t)y () dz + /OOO au(z, )(—z) do — /OOO B

;u(a:, t)w(—%) dz)e'(t) dt
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T ) B
_ /0 ( /O u(e, 0P (x) dz) ! (¢) dt.

(b) La fonction v appartient 2 D(Q2) (c’est-a-dire qu’elle est la restriction a 2 d’un élément de D(IR)) et
sa trace en 2 = 0 est nulle grice au fait que (o + 1) — ﬂ{ = 0. La fonction v appartient donc & Hg ()

et il existe C, ne dépendant que de «, (3 et v, tel que H@Hm <C ”w”Hl(IR)' Dans I’égalité obtenue
0

()
a la question précédente, on utilise le fait que u(-,t) € H () (par I'identification de L*(£2) avec son
dual), de nouveau la proposition et le fait que Oyu = v € L2(]0, T[, H~1(Q2)). On obtient

T T oo
<Aiwm¢m&wmﬂmwwnzé(é w(e, () d) /(1) di
=/<()¢>u9m@ ow=/<w> (O R T
0 0
T B T B
= </ u, )" (t) dt, ) g-1(a),mi () = <—/ v(, 1)p(t) dt, V) 1), H1 (9
0 0

:—A<()@>u9m@(ﬂ@

3. Pour ¢ € D(]0,T]) et € D(IR), on note 1 & ¢ la fonction (x,t) — 1 (x)p(t).
On note S I'application de D(IR) x D(]0, T[) dans IR définie par

T —_
S ®p)= /0 (W), ) -1 (), m e(t) dt,

ol ¢ est définie comme 2 la question
Par linéarité, S se prolonge sur I’espace vectoriel, noté G, engendré par les fonctions 1 ® .
Sip e G, d(z,t) =31 aipi(t)yi(z), avec n € IN, p € D(]0,T]) et ; € D(IR) (pour tout i), et

S((b) / Z Clz% I(Q) Hl(Q) dt

On a, pour tout ¢, avec C' donné a la question [2b}

Zai%‘(t)% c Zaz‘%‘(t)% = [loC Ol g2 (w) -
=1 =1

Hg () H(IR)

On en déduit que

|aws/nv Dl m§}M

T
ascAnwwmmwnwummwnw

Hj(Q)
< Clllp2gor 100 19 2o, e (R)) -

L application S se prolonge donc en une application linéaire continue de L2(]0, T[, H'(IR)) dans IR (ce
prolongement est méme unique car G est dense dans L?(]0, 7], H!(IR))). Ceci montre qu’il existe w €
L2(]0,T[, (HY(IR)") (qui est le dual de L?(]0, T[, H*(IR))) tel que

T
ﬂ@zé@%ﬂ%ﬁ>%mm)&
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En particulier ceci donne pour tout ¢ € D(]0,T]) et v € D(IR),

T T
( / A ) (8) b, ) - (. ) = —S(6 © ) = — / (0 £), (090 -1 . )
0 0
T
— (- / W(t)p(t) b, ) 11 (s -
0

On a donc foT a(-, 1) (t) dt = — fOT

o = w € L*(J0,T[, (H*(R)).

w(t)p(t) dt pour tout ¢ € D(]0,T), c’est-a-dire

Le lemme [4.27)donne alors @ € C([0, T], L*(IR)) et donc u € C([0, T, L*(2)).

Exercice (Diffusion non homogene et non isotrope) Si A est symétrique, le plus simple consiste & utiliser
une base hilbertienne de L?(£2) formée de fonctions propres de 1’opérateur u — —div(AVu) (avec condition de
Dirichlet, ¢’est-a-dire u = 0 sur 9€2). On a vu dans la section qu’une telle base existait. On considere donc une
famille {e,,n € IN*} telle que e,, est (pour tout n) une solution faible de

—div AVe,, = \,e,, dans €,
en =0 sur0f,

avec A, € IR. La démonstration de I’existence (et de 1’unicité) d’une solution de (@.61) est alors trés voisine de
celle donnée pour le cas ou A est la matrice identité.

Le cas ot A est non symétrique est plus difficile car on n’a pas nécessairement une base hilbertienne de L?(12)
formée de fonctions propres de I’opérateur u — —div(AVw). Il faut alors modifier légérement la démonstration.
On considere alors la base hilbertienne {e,,,n € IN*} associée au laplacien (avec condition de Dirichlet). Pour
n € IN*, la fonction e,, est donc solution faible (non nulle) de

—Ae,, = \pe, dans €,
e, = 0 sur 09).

On rappelle que ||en||L2(Q) =1, A > 0etlim, 1o A, = 400. On a aussi ||enHH3(Q) = /), et la famille

¢n_ n € IN*} est une base hilbertienne de Hj (). C’était ’étape 1 de la démonstration du théoreme [4.30).
Vo 0 p

Remarque 4.61 (Famille orthonormée) Compte tenu de la maniere dont H}(2) s’injecte dans H~1(Q) (par
I'identification de L2(€2)" avec L2(Q)) et de la définition du produit scalaire dans H~*(£2) (a partir du produit
scalaire dans H (£2)), on peut aussi remarquer que

(enlem) -1 =0sin #m,
1

(enlem)m—1 = 5= sin=m. (4.81)

La famille {\/\,e,,n € IN*} est donc une famille orthonormée de H ~!() (c’est méme une base hilbertienne de
H=1(Q)).

Pour montrer (-81), on rappelle tout d’abord la définition du produit scalaire dans H (). Si u € H}(12), on
définit T,, dans H~1(€2) par

(Tur @i = (ul) sy = /Q Vu- Ve da.
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L application 7T est bijective de H} () dans H~*(Q). Pour u,v € Hg (), on définit alors le produit scalaire dans
H~1(Q) par

(TulTo) r-1(0) = (u|v)mp Q) = /QVU - Vo dz.

Soit n € IN*, compte tenu de la maniére dont H} () s’injecte dans H ~*(£2) (par I'identification de L2(Q) avec
L?(€)), on a, pour tout ¢ € H}(Q),

Anl€ny @Y1 g1 = )\n/ enp dr = / Ve, - Vo dz,
o Q Q
ce qui montre que T, = A e,. On a donc, pour n, m € IN*,
AnAm(enlem) a1y = (Te, Te, ) u-1(0) = (en|em)Hé(Q) = / Ve, - Ve, dz = Apdp m.
Q
On en déduit bien (.8T).

On construit maintenant une solution approchée (étape 2 de la démonstration du théoréme {4.30).
Pour n € IN*, on pose E,, = Vect{ep, p = 1,...n}, et on cherche une solution approchée w,, sous la forme
up(t) = Y0, ai(t)e; avec oy € C([0,T],IR). Le calcul formel fait dans la démonstration du théoréme
donne ici (en supposant que les ; sont dérivables pour tout ¢), pour tout € Hg () et presque tout ¢ €]0, 77,

(up (t) — div(AVu, (1)) — f(), ¥) g-1(0),H1 ()

n

- ; (aé(t) /Q eio dx + ay(t) /Q AVe; - Vo dx) — (F(£), ) 10,113 0

On souhaite alors choisir les fonctions a; pour que (uy, (t) — div(AVun)(t) — f(t), ) m-1(q), 11 (e) = 0 pour tout
p € B,

On pose fi(t) = (f(t),€)n-1(q),m1() et on note F(t) le vecteur donc les composantes sont les f;(t), i =
1,...,n. On définit aussi la matrice n x n (a coefficients réels) M en posant M; ; = fQ AVe; - Ve; do (M, ;
est le coefficient de M en ligne ¢ et colonne j). En notant «(t) le vecteur donc les composantes sont les c;(t),
i =1,...,n, on souhaite donc avoir

a'(t) + Ma(t) = F(t).
(0)

En tenant compte de la condition initiale et en posant cv; * = (ugle; )2 et a9 Ie vecteur donc les composantes sont

(0)

lesa, ', 7 =1,...,n, ceci suggere donc de prendre

t
at) = e Mta® 4 / e M=) P (s)ds. (4.82)
0
Les fonctions «; ainsi définies appartiennent 2 C([0, 7], IR) et on a donc u,, € C([0,T}], E,)) C C([0,T], HZ(£2))
avec uy, (t) = Y1, ai(t)e;.

Nous avons ici raisonné a n fixé. La matrice M et les fonctions F' et o dépendent donc de n.

Adaptons maintenant I’étape 3 du théoreme Soit n € IN* et u,, la solution approchée donnée par I’étape
précédente. On va préciser ici ce que vaut la dérivée (par transposition) de u,,. Cette dérivée est notée Oyu,,. Par
définition de la dérivation par transposition, ;u,, est un élément de D%, avec E = HE(Q). Soit p € D(]0,T) on a

T
(Brtin, @)y 0 = — / () (1) dt € B, C HL(9),
0
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Comme u,, = > ., a;e;, on a donc

n T n T
(Ovtn, @)Dy, 0 = — Z/ ai(t)ep(t) dt = = (/ a;(t)¢' (t) dt)e;.

i=170 i=1 70

On utilise maintenant (4.82),
T
/ a;(t)e dt =T, + S;,
0

avec

T T
Tz:/ (e=Mta(9)), 0/ (1) dt:/ (Me M) 0(t) dt,
0

0

T t
;= e ME=5) P (s) ds) ¢ .
s= [ (f F(s) ds) /(1)

0

Pour transformer S; on utilise le théoréme de Fubini et on obtient

L e M9 B, ds Y
S — / ( / (Me=M=9) F(s), ds) (1) dt / fi(0)p(t) dt

On en déduit que T} + S; = fOT(Ma(t)) t) dt — fo fi(t)p(t) dt, et donc

n T n T
@i p ==Y [ (Ma@)ess®) dt+ 3 [ et d

Comme ¢ est arbitraire dans D(]0, T'[), on a donc (p.p. en t)

n

Oy, = —Z(Ma)iei + ifiei € L*(10,T[, E,).

i=1 i=1

Le premier terme du membre de droite de cette égalité est méme continu de [0, 7] a valeurs dans E,,. En reprenant
la définition de M, cette égalité donne (p.p. en t)

n

Opuy, = — Z (/ AVu, - Ve; da:)ei + Z fi€i- (4.83)

i=1 79 i=1
La situation est 1égerement différente de celle du théoreme [4.30] Mais on a toujours

dyun € L*(10,T[, Bn) € L*(10,T[, Hy () € L*(0, T, H~H(Q)).

Compte tenu de la maniére dont H}(Q) s’injecte dans H ' (€2) (par I'identification de L2(2)" avec L2(Q)) on a
pour tout v € L2(]0, T'[, H} (2)),

/0T<8tun(t)7v(t)> ~1(a),Hi () At = / /Z Ma(t))ev dz dt+Z/ /fzez'U dz dt.

Ceci est intéressant surtout lorsque v € L?(]0, T, E,,) car en reprenant la définition de M on obtient
T
/ (Orun(t), v(t) g—1(Q),m1(0) At = / / AVu, - Vo dz dt + Z/ / fie;v dx dt.
0
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Ceci donne, en revenant 2 la définition de f;, toujours pour v € L2(]0, T, E,,),
T
/ (Outin(£), (1)) 112y 3 ) It +/ / AV, - Vo dz dt
T
= Z/ H-1(9), Hl(n)(/gew dz) dt = /0 (f(O)sv) -1(0),m1 (o) At

On rappelle aussi que u,, € C([0, 7], H}(2)) et u,,(0) = P,ug ot P, est I'opérateur de projection orthogonale
dans L2(2) surle s.e.v. E,.

On cherche maintenant (étape 4) des estimations sur la solution approchée. Pour n € IN*, on a

(4.84)

up € C([0,T], Hy () € L*(]0, T[, Hy () et dyun, € L*(10, T, B,) € L*(10, T, H~H ().
D’apres la section[4.2} on a donc

1 2 1 2 r
2 lun(Dlz = 5 lluolly = [ (G, wn) -1 py At
0

En prenant v = u,, dans (#84), on en déduit

S lenDIE = 5 Il + [ [ AV, Vudode= [ (o) gory .
0 Q 0

et donc
2 T 1 2 T
allunllz2go,rpmy() < s Jo AV - Vuy dz dt < 5 Juoll; + ; (frun) g—1 gy dt.

On en déduit

2 Lo [T
aflunllz oo i) < 5 [[uoll5 + ; (frun) - gy dt

2
<5 ||U0H2 + 11l 2o, 7,2~ Q)) [unll 20,7 2 2))

1
<5 luoll3 + ||f||L2(]o TLH @) T 5 ||Un||L2 10,7 H () -
On a donc
2 2
aflunllz2gorp i) < luoll3 + Hf“LQ(]O,T[,H*l(Q)) ;

ce qui donne une borne sur u,, dans L2(]0, T[, HJ (2)).
Pour obtenir la borne sur d;u,,, on utilise (.83). Pour presque tout ¢ on a

n

Opun (t) = — Z ( AVu,(t) - Ve, dx) e; + Z filt)e

i=1 79

Soitv € H}(2),onav = > 77 (v|e;)r2€; et cette série est convergente dans L?(€2) et dans H{ (€2). En posant
Po(v) =31 (v|e;)r2¢e; ona HPnU”Hg(Q) < HU||H5(Q)- Comme

(Orun(t), Pav) g1 gy = (Osun(t),0) g1 gy = / Oy, (t)v dz

i(/ AVu,(t) - Ve; dz) (v]e;) 2 +Zfz vlei)r

i=1 79

(4.85)
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on en déduit que
100 (8) 5712y = SUDL Dt (6),0) 1 11z, v € B 0]l gy < 1)

Or, pour v € E,,, on obtient avec {#.83)
Orn(0):0) 111,35 = [ AVu(®)- Vo (£, o),

En utilisant le fait que les coefficients de A sont dans L°°(£2), on en déduit I’existence de 5 , ne dépendant que de
A, t.q. pour presque tout ¢,

||3tun(t)||H71(Q) <pB Hun(t)”Hg(Q) + ”f(t)HH*l(Q) :
La suite (up)new+ est bornée dans L2(]0, T[, H}(2)), la suite (Oyty)nen+ est donc bornée dans L?(]0, T,
H1(5).

Il s’agit maintenant (étape 5) de passer a la limite quand n — 4-o00. Grace aux estimations obtenues a 1’étape
précédente, on peut supposer, apres extraction éventuelle d’une sous-suite, que, quand n — 400,

u, — u faiblement dans L*(]0, T[, H (),

O, — w faiblement dans L?(]0, T[, H~*(Q2)).

Comme nous I’avons dans la démonstration du théoreme [4.30} on a w = ;.

Soit v € L2(]0,T[, H}()). Soit n € IN*. On pose v,,(t) = P, (v(t)), de sorte que, par convergence dominée,
vp, — v dans L2(]0, T'[, H} (£2)). On utilise alors (#-84) avec v,, au lieu de v. On obtient

T T T
/ (Ortn, vn) g1, 11 dt+/ /AVun-an dx dz dt:/ (fyvn) g1 gy dt.
0 0o Ja 0

Les trois termes de cette égalité passent a limite quand n — 400 grice aux convergences de u,,, v, et Jyu,. On
obtient ainsi

T T T
/ (Oru, v) -1 gy dt +/ AVu-Vude dt = / (fov)g— gy dt,
0 0 0

ce qui est le résultat souhaité.

Comme u € L*(]0,T[, H}(Q)) et dyu € L]0, T[, H~1(2)), on sait que u € C([0,T], L*(Q2)). Pour terminer la
démonstration du fait que u est solution de (.61), il reste donc seulement 2 montrer que u(0) = ug p.p. (c’est-2-
dire u(0) = ug dans L?(12)). La démonstration de ce point est identique 2 celle donnée dans la démonstration du
théoreme [4.30] Cela termine la démonstration de I’existence d’une solution a (@.61).

On montre maintenant ’unicité de la solution de (4.61)). La démonstration est trés proche de celle donnée pour le
théoreme [4.30] Soit u1, us deux solutions de (@.61). On pose u = u; — uo. En faisant la différence des équations
satisfaites par u; et uq et en prenant, pour ¢ € [0,T], v = ul]w[ comme fonction test, on obtient

/Ot@t“(s)vu(s»Hl,Hgds + /Ot /Q AVu(s) - Vu(s) dz ds = 0.

Comme u € L2(]0,T[, H3()) et dyu € L*(]0, T[, H~1(2)), on a, d’apres la section 4.2}
1 t
§(||U(t)||§ — (Ju(0)[3) = /O (Opu(s),u(s)) g1 my ds.
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On en déduit, pour tout ¢t € [0, T,

2_ u 2 t uls) - uls X = U.
a1 = (| <o>uz>+2/0 /QAV (s) - Vu(s) dz dt = 0

Enfin, comme u(0) = 0 et AVu - Vu > 0 p.p., on obtient bien, finalement, u(t) = 0 p.p. dans 2, pour tout
t € [0,T]. On a ainsi terminé la démonstration de 1"unicité de la solution de (4.61).

Exercice 4.6/ (Existence par le théoreme de Schauder)
1. Soit (@, )nen une suite de L2(]0, T'[, L*(Q)) et i € L2(]0, T[, L*(Q2)) telles que i,, — @ dans L?(]0, T,
L?(Q)) quand n — +o00. On pose u,, = T (i) et u = T ().
Pour montrer que u,, — u dans L?(]0, T'[, L?(£2)) quand n — +oc , on raisonne par I’absurde. Si u,, /4 u
dans L2(]0, T[, L?(€2)), il existe € > 0 et une sous-suite, encore notée (uy ) e, telle que

lun — ullp20, 7, 12(0)) = € Pour toutn € IN. (4.86)

Pour n € IN, u,, est la solution de @]} avec i, au lieu de %. En prenant v = u,, comme fonction test, on
en déduit, grice a [@#.64), que la suite (uy,), e est bornée dans L2(]0, T'[, H(€2)). Puis, comme

Opuy, = div(A(ty,)Vuy) + f

dans L?(]0, T[, H1(£2)), on en déduit que la suite (Jyuy, )ne est bornée dans L2(]0, T, H !
extraction éventuelle de sous-suite, on peut donc supposer qu’il existe w € L2(]0,T[, Hi(Q2)) et ¢ €
L2(]0,T[, H~1(Q)) telles que

u,, — w faiblement dans L?(]0, T[, H} (Q2)) lorsque n — +o00,
dyup, — ( faiblement dans L2(]0, T[, H~1({2)) lorsque n — +oo.

Par le théoréme [4.46, on a aussi u,, — u dans L?(]0,T[, L?(©2)). Comme cela a été montré dans la dé-
monstration du théoreme 4.30/on a nécessairement ( = Jyw.

On peut également supposer, toujours apres extraction de sous-suite, que 4,, — 4 p.p. lorsque n — +o0,
de sorte que A(%,) — A(@) p.p. (grice a la continuité des a; ;).

Soitv € L2(]0, T'[, H}(92)), on peut alors passer a la limite quand n — +o00, dans ([@.6) écrit avec i, et u,,
(au lieu de @ et u). On obtient que w est la solution de (4.6), c’est-a-dire que w = w = T'(@). On a donc
u, — udans L2(]0,T[, L?(€2)), en contradiction avec (4-.86).

On a bien ainsi montré la continuité de 7.

2. Le début du raisonnement de la question précédente montre que Im(7’) est bornée dans L?(]0, T, H (2))
et que {O;u, u € Im(T')} est une partie bornée de L2(]0, T'[, H~1(2)). Le lemme de compacité donne
alors que Im(7") est relativement compacte dans L?(]0, T'[, L?(2)), ce qui donne la compacité de 7.

3. Ici encore, ceci découle du raisonnement fait a la premiére question. En effet, on sait que Im(7") est bornée
dans L2(]0, T[, H}(Q)) et donc aussi dans L2(]0, T[, L*(£2)).

4. Onnote By laboule de L?(]0, T'[, L*(€2)) de centre 0 et de rayon R, avec R donné a la question précédente.
L’ opérateur T est continu et compact de By dans Bg. Le théoreme de Schauder donne alors I’existence de
u € Bg (etdonc u € L?(]0,T[, L?(£2))) telle que u = T'(u), qui est donc solution de (#.39).
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5. La démonstration est ici trés proche de celle faite pour montrer I’unicité de la solution de @.40).
Soit u1, uz deux solutions de @.39) ; posons u = u; — uz et montrons que u = 0 p.p..

Pour £ > 0 on définit la fonction T, de IR dans IR par T, (s) = max{—e, min{s,c}}. On note aussi ¢. la
primitive de 7. s’annulant en 0. En prenant v = T.(u) dans les formulations faibles satisfaites par u; et
U, On obtient

T T
/ (Butt, To () -1,y It + / A1)V - VT (u) d di
0 T 0 Q
_ /O /Q (Auz) — A(ur)) Vg - VT () da dt.

Comme VT (u) = Vuloc|y|<c p-p., on en déduit que

T
/qus(u(x,T)) dz — /Q ¢e(u(x,0)) dz + a/o /QVu - Vulocu<e dz dt

. (4.87)
g/ /Q\(A(ul)—A(ug))Vu2||Vu|lo<‘u|<5 dz dt.
0

Comme les a; ; sont des fonctions lipschitziennes, il existe L t.q., pour tout 4,5 € {1,...,N} et sq,
s2 €R,
|aij(s1) = aij(s2)] < Lls1 — saf,

On utilise alors le fait que ug = 0 p.p. et ¢. > 0 pour déduire de {@.87), avec A, = {0 < |u| < €} et
y = (x’ t)’

T % T %
a/ /|VTE(u)|2dx dthQLg(/ Wy dy) (/ /|VTE(u)\2dx dt) .
0 Q Ae 0 Q

Onadonc a ||| VT (u) [[| 12(g) < ace, avec Q =]0, T[x € et

a. = N2L</ |V |? dy)%.
Ae

Comme N.s9A. = 0 la continuité décroissante d’une mesure donne que la mesure de Lebesgue (N + 1
dimensionnelle) de A. tend vers 0 quand ¢ — 0; comme Vus € L2(Q)N (noter que L?(Q) peut étre
identifié & L2(]0, T'[, L(£2))), on a donc

lim |Vus|? dy = 0,
Ae

e—0

ce qui donne lim._,¢ a. = 0. Il nous reste maintenant a utiliser, par exemple, I’injection de VVO1 o (2) dans
LY (92); elle donne que pour ¢ €]0, T/,

1T ()l L1 ) < NVTE(u@)ll gy - (4.88)

On remarque maintenant que pour ¢ €]0, T'[ (on rappelle que Ay désigne la mesure de le Lebesgue dans
R™),

v {jut)] > e} < </Q () da)?.
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On a donc, avec ([@.88),

exn{lu(t)] 2 e} 7 < I VTe(u(®) | 1) = /Q VT (u(z, t))] dz,

et, en intégrant par rapport a ¢, sachant que 1% = % et utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz,

T —1 T 1
e / A {lu(t)] > e} 7 dt < / /Q (VT (u(z, £))] da dt < | [VTo()] | 2(0) (TAN(2)

T 3
< )
(8%

On a donc ) 1
Not T 0))z

/ An{lu(t)| > e} v dt < %aa_

0

En passant a la limite ¢ — 0, par convergence dominée, on en déduit (comme lim._,o a. = 0)

T
/ An{lu(®)] >0} v dt <o,
0

ce qui donne Ay {|u(t)] > 0} = 0 p.p. ent €]0,T[; on en déduit que v = 0 p.p., ce qui termine cette
preuve d’unicité.

Exercice (Exemple de suite compactement incluse) Soit (u,, )necN+ une suite telle que

— Uy € X, pour tout m € IN*,

— lasuite (||um| x, Jmen~ est bornée,
On va montrer que la famille A = {u,,, m € IN*} vérifie les trois hypotheses du théoréme avec T = 1,
p=2et B=1R.
La premiére hypothése du théoréme est vérifiée car [[um| v, = [|umll12(0,1p- La deuxieme hypotheése du
théoreme est vérifiée car B = IR et la suite () men+ est bornée dans L2(]0, 1[) et donc aussi dans L' (]0, 1[).
Il reste & montrer que la troisieme hypothese est également bien vérifiée.
Soit 0 < 1 < 1; on définit la fonction x; par x;(z) = 1siz; €]z, z+n[et0 sinon, de sorte que, pour tout u € X,
ettout x €]0,1 — n[, z # x; et x + n # x; pour tout i,

m—1
u(z +n) —u(z) = Z (wiv1 — ui)xi(@).

i=1
1— . . se 2 cpz

Comme fo K Xi(x)Q dr < n(carx < x; < z + nsietseulement si x; —n < x < x;), 'inégalité de Cauchy-

Schwarz entraine que

m—1

1-n
/ fu(a+ 1) — (@) ? dz < mn 3 Jusa — wf? < nllull%
0 i=1

-
On a donc,

1-n
VmeIN*,/ ttn (@ + 1) = (@) Az < 17 il
0

m

ce qui prouve que la troisieme hypothese du théoréme est vérifiée et donc que la suite () men+ admet une
sous-suite convergente dans L2(]0, 1[).

Mais, une sous-suite de la suite (u,, )memn+ vérifie aussi les trois hypothéses du théoréme(avec T=1p=2
et B = IR) et admet donc une sous-suite convergente dans L?(]0, 1]).

Ceci prouve bien que la suite (X,,)men+ est compactement incluse dans L?(]0, 1).
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Exercice[d.8] (Théoréme de Kolmogorov, avec B = IR)

1. Pour tout ¢ €]0,6[ on a |uy, (t)| < |un(t + h)| + |u,(t + k) — w,(t)|. En intégrant cette inégalité entre O et
d, on obtient bien @.63).

2. Comme d’habitude, on choisit pour u,, I'un de représentants, de sorte que u, € L (]0,T[, B(]0,T]), \)
(pour tout n € IN).

L’inégalité (@.63) est vraie pour tout i €]0, ho[. En intégrant (.63) entre 0 et h( et en remarquant que
f(f |tn (t + h) — u, ()| dt <n(h) < n(hg) (carh < hgetd <T — hy < T — h) on obtient

5 ho ) ho g
hO/ |un(t)|dt§/ (/ lun (t + h)| dt) dh+/ (/ lun (t + h) — u, (t)| dt) dh

0 0 0 0 0
ho 4
g/ (/ |un (t + k)| dt) dh + hon(ho).
0 0

La mesure de Lebesgue est o -finie et I’application (¢, h) — u, (t + h) est borélienne de ]0, §[x]0, ho[ dans
IR (car c’est la composée de (t,h) — ¢ + h qui est continue donc borélienne et de s — uy,(s) qui est
borélienne). On peut donc appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli pour obtenir que

ho 6 5 rho s T
L e miag an= [T e mian aes [ @) < s,
On en déduit (#.66).

3. Soit € > 0. On choisit d’abord ho €]0, T tel que n(hg) < ¢. Puis, avec C' = sup,, ¢y [[unl|;, on pose
0 = min{T — hy, 5%"} On obtient alors, pour tout n € IN,

6
0§5§g:>/ lun (t)| dt < 2e.
0

On a donc f06 |un(t)] dt — 0 quand 6 — 0, uniformément par rapport a n.

Une démonstration analogue donne aussi que fTT_ slun(t)| dt — 0 quand & — 0T, uniformément par
rapport a n (il suffit de raisonner avec v, (t) = u, (T — t)).

On prolonge w,, par 0 hors de |0, 7’| (et on note toujours u, la fonction prolongée). Pour appliquer le
théoreme [4.44] il suffit de montrer que

/ [t (t + h) — up(t)| dt — 0 quand h — 0, uniformément par rapport a n € IN.
R

Pour cela, on remarque que pour h > 0 etn € N,

/ (£ 4 ) — un ()] dt
R
T

0 T—h
g/h|un(t+h)|clt+/O |un(t+h)—un(t)|dt+/ [un (t)] dt

h T—h T
:/0 |un(t)|dt+/0 |un(t+h)—un(t)|dt+/ ().

T—h
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Soit e > 0. Il existe hy > 0 tel que n(h;) < €. Puis, avec la question précédente, il existe hy > 0 tel que
(pour tout n € IN)

h T
0<h<hs :,/ lun(8)] dt < ¢ et / lu (£)]d < .
0 T—h
Avec hg = min{hq, ha}, on a donc (pour tout n € IN)
0<h<hs= / (£ + ) — un ()] dt < 3e.
R
Ceci termine la question.
Exercice (Existence pour le probleme de Stefan, par schéma numérique)
1. Comme w € C?*(IR?,TR), on a bien u € L>=(]0, 1[x]0, T|) ¢’est-a-dire (#.68a).

On note D I’ensemble ]0, 1[x]0, T[.

Supposons que u satisfait (#-.67) et montrons qu’alors u vérifie @-68b). Soit ¢ € C5°(IR?). En multipliant
(#674d) par 1 et en intégrant sur D, on obtient :

[ ouuta tystat) dode— [ 32 (o) 0t t) do e
D D
_ / o(z, )z, ) dr dt.  (4.89)
D
Par intégration par parties, il vient :
1 1
/ ou(z, t)(z,t) do dt:/ w(z, T)(z,T) dx—/ u(z,0)(x,0) dx—/ u(z, t)0pp(z, t) da dt.
D 0 0 D

Comme ¢ € C(IR?) on a donc ¢(x,T) = 0 pour tout z € [0, 1] et comme u vérifie @#67d), on a
u(z,0) = ug(x). On en déduit que

1
/ Owu(z, t)(z,t) de dt = —/ uo(x)Y(z,0) de — / O (z, t)u(z, t) da dt. (4.90)
D 0 D

Intégrons par parties le deuxieme terme de (4.89) :

/D 02 (p(w)) (@, )9 (z, 1) dz dt = /0 [0 (0 () (1, 1)1(1,£) — B (p(w)) (0, 1) (0, £)] dt
- /D O (p(u))(@,t)0x9 (2, 1) da dt,  (4.91)
et comme u vérifie (#.67b), on a

02 (0(u))(0, 1) = 9x (p(u))(1,8) =0 ¢ €]0, TT.

En tenant compte de ces relations et en ré—intégrant par parties, on obtient :

/ 2. (p(w)) (@, )o(, ) da dt = — / () (2, )02, b (x, £) dz dt. 4.92)
D D
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En remplacant dans @.90) et #.92) dans (@.89), on obtient (#.67a).

Réciproquement, on suppose que u satisfait @.68b). Soit ¢) € C'2°(D). En intégrant (#.68b) par parties et
en tenant compte que 1) et toutes ses dérivées sont nulles au bord de D, on obtient :

/D [—0u(w,t) + 02, (p(u))(z,t) — v(z, )] ¢ (x,t) dz dt = 0,V € C°(D).

Comme u est de classe C? sur D, ceci entraine que I’équation ([#.67a) est satisfaite par u. On prend ensuite
¢ € C(IR?), et on integre ([@-.68D) par parties ; en tenant compte de (@#.69), on obtient :

—/ u(:mO)zb(:v,O)dx—/ Opu(z, t)(z,t) dxdt—/ 0 (p(u))(1,t)(1,¢) dt
0 D 0
T
+ / 0 (1)) (0, £)(0, ) dt + / 102, () (2, 1) — (e, D], £) da dt
0 D

1
+/ uo(x)(2z,0) de = 0. (4.93)
0

En regroupant et en utilisant le fait que u satisfait (#.67a)), on obtient :

/ (uo(x) — u(z, 0))(z,0) d — / B (ip(w)) (1, )01, 1) dlt + / B (ip(u)) (0, £)(0, £) dt = 0.
0 0 0

Comme 1 peut étre pris arbitrairement comme la trace sur D d’une fonction appartenant 2 C'°(]0, 1[x] —
00,T[), on en déduit que w satisfait la condition initiale (@.67c). Puis, ¢ peut étre pris arbitrairement
comme la trace sur D d’une fonction appartenant & C$°(] — oo, 1[x]0,T[) ou d’une fonction apparte-
nant & C2°(]0, +00[x]0, T'[) vérifiant (#.69), on en déduit que u satisfait les conditions aux limites (#.670)),
ce qui conclut la question.

2. On remarque que

T T 1
| / / o(Up )ty dz dt — / / fudz d
o Jo o Jo

< /OT/:(so(un)f)un dxdt|+/0T/01f<unu> dz di

T 1
< Nl o oo 196m) = £l goapagozy + | / / F(t — ) de ).

Le premier terme du membre de droite de cette inégalité tend vers 0 car la suite (u,, ),en est bornée dans
L°°(]0,1[x]0,T) et p(u,) — f dans L1(]0, 1[x]0, T'[). Le deuxieme terme du membre de droite de cette
inégalité tend vers 0 car u,, — u x-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T[) et f € L'(]0,1[x]0, T[). On a ainsi
montré

T 41 T 41
/ / o(up)u, de dt — / / fu dz dt lorsque n — +oo0. (4.94)
o Jo o Jo

Soit v € L>°(]0,1[x]0,T[). Comme ¢ est croissante, pour tout n € IN,
T 1
/ / (@(un) - QO(U))(U” — U) dx dt > 0.
0o Jo
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Quand n — 400, cette inégalité devient, grice a [#.94)

/0 /0 (f =) (u —v) dz dt > 0. (4.95)

On choisit maintenant v = u — s (de sorte que u — v = syb) avec s > 0 et ¢p € C°(D). En passant a la
limite dans (@.93) quand s — 0 on obtient, avec le théoréme de convergence dominée,

/OT /Ol(f — p(u))¥ dz dt > 0.

Comme 1 est arbitraire dans C'2°(D) ceci donne bien p(u) = f p.p. dans D.
3. (Existence et unicité de la solution approchée.)

(a) Lapplication s — s est strictement croissante, et par hypothése sur ¢, I’application s +— ap(s) est
croissante; on en déduit que g, est strictement croissante, comme somme d’une fonction strictement
croissante et d’une fonction croissante. D’autre part, comme ¢ est croissante, on a ¢(s) < ¢(0), Vs <
0, et donc limg_, o ga(s) = —o0. De méme, v(s) > ¢(0), Vs > 0, et donc lim,_, 4o ga(s) = +00.
La fonction g, est continue et prend donc toutes les valeurs de Iintervalle | — 0o, +00[; comme elle est
strictement croissante, elle est bijective.

(b) Posons a = 2% ; I’équation ([@.72) s’écrit alors :

k )
ga(u;) = ﬁ(m,l + Wiy1) +ul + kv, pourtouti =1,..., N.
Par la question précédente, il existe donc un unique réel u; qui vérifie cette équation; il suffit alors de
poser ¢(u;) = w; pour déterminer de maniére unique la solution de (@.71)-(@.72). On peut donc définir
une application F' de IRY dans IRY par @ + F() = w ot w est, avec u, solution de @7T)-@.72).
(c) Soitw' etw? € RY et soit w! = F(w") et w? = F(w?). Par définition de F', on a :

2k k
uf —u? + = (wp —w?) = ﬁ((w},l +wi,,) — (Wi, +W5,)) Vi=1,...,N.  (4.96)

h2
Comme ¢ est monotone, le signe de w)} — w? = ¢(u}) — ¢(u?) est le méme que celui de u} — u?, et
donc
1 2 2k 2 1 2, 2k, 4 2
|ui_ui+ﬁ(wi_wi)|:‘ui_uil""ﬁ‘wi_wil' 4.97)
De plus, comme ¢ est lipschitzienne, en notant L., une constante de Lipschitz de ¢ (avec L, > 0), on
a
wi —wi| = lo(u;) = o(uf)| < Lpluj —ufl,
d’ou : 1
luf —u?| > Z@mg —w?|. (4.98)
On déduit donc de @.96)),@.97) et@.98) que
1 2k ko, __ _ _ _ .
Z@|wil —wi| + ﬁ|wzl —wi| < ﬁ(lw%_l — Wiy |+ Wiy —wh|) Vi=1,...,N.
On a donc 1
b —w?| € —— max_[@}-w! Yi=1,.. N

= i=1,...N
Lt o
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d’ott on déduit que [|[w! — w?|| < C||w! — W?||o avec C = ﬁ < 1. L’application F est donc
Ty

bien strictement contractante.

(Noter que I’on a utilisé Wy = W; et Wy41 = Wy pour obtenir la majoration de |w} — w?| pouri = 1
eti =N.)
(d) 1l suffit de remarquer que

uftt 4 ﬁ@(ui A

%

k
)= ﬁ(@( ul ) + o(u f_fll)) +ul + kv, pourtouti =1,..., N,

n+1

(u ”+1) et wny1 = p(uj’ ), on obtient bien wy = w1, wy41 = wy (par

et donc, en posant wg = @(u

BT09) et

2k

k ,
ul T+ 72Wi = 73 (wi—1 + wit1) +ul + kv, pourtouti =1,... N,
ce qui montre bien que F'(w) = w et aussi que, pour tout i € {1,..., N}, u?"** est 'unique solution
de I’équation sur z.
2k k

Z+ﬁ¢() hg(wl 14+ wig1) +uit + kgt
(e) Comme w = F(w), la définition de F' donne wo = wy, wx11 = Wo,
¢(u;) = w;, pourtouti € {1,..., N},

et
2k k

Ui + 7o wi = 35 (Wio1 +wit1) +ui + kv, pourtouti =1,..., N.

+1 N} et un—i—l n+1 n+1 n+1 n+1

En prenant " = u,; pour tout ¢ € {1,.. =uy", Uy, = uy' o, la famille {u;
i=0,...,N + 1} solution de @.70) avec w; = p(u "*1) pour tout i € {1,. N}.

(f) L’existence d’une famille {u?“, i =20,...,N + 1} solution de (@.70) est donnée par la question
(car F' aun point fixe).

Pour montrer I’unicité, on remarque que si {u" ™, i = 0,..., N + 1} est solution de @ la question
.montre que w est I’'unique point fixe de F' avec w; = ga(u”“) pourtouti =1,..., V.

On a donc par (.70)
k
u?” = ﬁ(wi,l — 2w; + wi41) + ul + kol, pourtouti =1,..., N, (4.99)
et donc I'unicité de {u™,i =0,..., N +1}.

4. (Estimation L>°(]0, 1[x]0, T'[) sur la solution approchée)

La relation a démontrer par récurrence est clairement vérifiée au rang n = 0, par définition de A. Supposons
qu’elle soit vraie jusqu’au rang n, et démontrons—la au rang n + 1. La relation (#.70D) s’écrit encore :

k k
W = T () — ) + e () 4 kg
pouri=1,...,Netn=0,..., M — 1. Supposons que i est tel que u}*' = min;—y _ y u}*"'. Comme

( est croissante, on a dans ce cas :

e(ut) — !ty >0 et Ul — el >0,

- '3 -

283



4.7. CORRIGES DES EXERCICES CHAPITRE 4. PARABOLIQUE

et on en déduit que

min  w?t! > ul — kB
j=1,....,.N J

d’ou, par hypothese de récurrence

, I{linNu?+1 > A —nkB — kB.
J=1,...,

+1 _

Un raisonnement similaire en considérant maintenant % tel que u" = max;—1,.. N u""'

! conduit 2 :

maXNu"'*'1 <ul +kB <A+ nkB+kB.
j=1,...,

On a donc bien :
~A—(n+DkB<uM <A+ (n+1)kB Vi=1,...,N, Yn=0,...,M —1.

On en déduit alors que, pour tout n = 0, ..., M, ||u™||Leqo,1) < Cug,v,T AVEC Cyy v, = A+ BT.
. (Estimation L2(]0, T[, H}) de ¢(u), ou H} est un équivalent discret de I’espace H')
Comme ¢ est croissante et lipschitzienne,

N-1

Z uf) = et < Lo XM avee X =Y (p(ui!) — o(uf ) (uih! — upth,
i=1 i=1

ol L, désigne la constante de Lipschitz de ¢. On va maintenant montrer qu’il existe Cr 4, (ne dépendant
que de T, v et ug) tel que X" < CT,MUO% pour tout . = 0, ..., M — 1. Multiplions @70B) par """ et
sommons pour ¢ = 1,..., N ; on obtient

X4 X5 = X3

avec

N
avec X" = i > [pth)? = (u)?], (4.100)

N
m 1 ’I’L n n n
X3 =- ,TZ P = 20(uf ) + p(u)u
- . |
=73 Z (i) = ()Wl — ™) = 5 X @10

et Xp = SN wrultt

=1 "1

On déduit de @.100), @.10T) et de la question précédente que

xr + - X" < Zv" "< ZB(A+ (n+ 1kB).

b\'—‘
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En sommant pour 7 = 02 M — 1 et en remarquant que > nr ' X7 = L SN (uM)2 - 2N L (u0)2,
on obtient que
M-1

2 X<

d’ot I’on déduit @.73) avec C7, 0,0y = Lo (BT(A+ TB) + A?).
6. (Estimation L?(]0, T'[, L?) d’un équivalent discret de 9;p(u) et estimation L>(]0,T'[, H}) de ¢(u))

T(A+TB) + i;AZ

??‘\3

(a) On va écrire le pendant discret de 1’égalité suivante satisfaite par des fonctions régulieres w vérifiant

les conditions de Neumann homogene en O et en 1. Par intégration par parties et par le théoreme de
Fubini-Tonelli,

/ / (x,t) Opw(z,t) do dt

T 1
/ / Opw(w,t) 02,w(x,t) do dt
o Jo

;/01 /OT 0 ((Oyw(, 1))2) dz dt

3 | (el 1)) = @, 0))2)] d ar.

M-1 N
Posons Y = Z Z(Qw?“ —wt — M (Wit —wl).

3

n=1 =0
Par intégration par parties discréte et en tenant compte des €galités wj = wi et wi = wi ;, on
obtient
M-1 N
Y= 30 S [t = wp )+ (w = wl] (wft — w)
n=0 i=1
M—-1N-1
1 1 1 1
= D (Wit =W (Wit = wf) = (Wi — wiy)]
n=0 i=1
M—-1N-1
1 1 1 1
= (W™ = w ) [(wi™ = wil) — (w! —wiyy)]
n=0 i=1
En utilisant I'inégalité a(a — b) = 3(a — b)*> + 3a® — 1b* > a® — £b?, on obtient alors
| MIN-1
1 1)2 2
Y23 [ = wl)? = (wf — wiy)?)
n=0 i=1

ce qui donne bien I'inégalité [@.74).
(b) Multiplions @70B) par o (u*!) — @ (u}) et sommons sur i et n pour obtenir :

X+Y =2 (4.102)
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avec
11X un+1 —unl
X = 33 ) — pu)
n=0 i=1
M—-1 N n+1 n+1 n+1
y=- Yy Aot S (o) — ()
n=0 =1
M-1 N
Z =33 vi(eu™) —pu))
n=0 i=1

| M1 N
X2 LS S ) - ol @109
Lok n=0 i=1
En utilisant I'inégalité (.74) avec w? = ¢(ul") pour Y, on obtient :
| N
V> o [D (i) — o) = D _(w(ulyn) - e(u))’] (4.104)

1 = 1 M—-1 N
Z< o D0 D (™) — i)+ S Lok DY ()
¥ A i A
n=0 i=1 o S
1 M—-1 N 'L
- wt) = ()t 5 B 4.105
= 2Lk ;(%’( ) = e(ui))’ + 5 4.105)

En utilisant (#@.102)), @.103)), (#.104) et (#.103), on obtient :

M-1 N

2L 2L,k Z Z ui ™) Z Uugy1) U?))2+%%B2. (4.106)

n=0 i=1 i=1

On en déduit que

M—-1 N 1 N 1
n+1 2 2 2
PRI W) < 2Lk 3 (e(ulh) = plul) + FLB),

Or [p(udy 1) — @(uf))] < Lycoh, ol ¢ ne dépend que de ug (car ug est lipschitzienne), on a donc

Z hz uth) ul))? < QLWk:(ﬁLi 2h? + 2L B?) = Cyk.

ce qui donne [@73).

(c) Dans I'inégalité (#.106), on a omis le terme positif de droite de (#104). Si on tient compte de ce terme,

(@106) devient
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an
3
+
H
5,
ﬁ
=
5

N M-
E z+1 Ui E

N 1L
<o (u)? + ==2B% (4.107
= g ’L+1 uz)) + 2 h ( )
La multiplication (¢.107) par 2h L,k donne alors
N
Z z+1 I))Q S CQk

ce qui donne @.76) pour n = M. La méme estimation pour n < M s’obtient en sommant de 0 a n — 1
aulieude 0a M — 1.

7. La questiond] donne que

¥ € N, [lunl Lo go,11x10,77) < Cuow.1-

La suite (un)nen est donc bornée dans L*°(]0, 1[x]0,T) et elle admet une sous-suite x—faiblement
convergente dans L>°(]0, 1[x]0,T[). Comme ¢ est continue, la suite (¢(un)nen est aussi bornée dans
L>(]0,1[x]0, T'[) et donc bornée dans L?(]0, 1[x]0, T'[) (que I’on identifie a L*(]0, T'[, L]0, 1])).

On applique maintenant le théoréme a la suite (p(uy,))nenN avec pour X, Uespace X, avec m = N,,
défini dans l’exercice Y, =B=1L*(]0,1]) etp = 2.

On remarque tout d’abord que la suite d’espaces (X, Y,,)nen est compacte-continue dans B. En effet,
le fait que la suite (X,,)nen est compactement incluse dans B est montré a 1’exercice ceci donne la
propriété 1 de la définition#-54] On remarque ensuite que la propriété 2 de la définition[d.54]est immédiate
car Y, = B.

Puis, la fonction ¢(u,,) a bien la forme demandée par le théoréme On a déja remarqué que 1’hy-
pothése 2 du théoreme [£.57] est vérifiée. L'hypothese 3 du théoreme [4.57] est donnée par I’estimation
@73). Enfin, I'hypothese 4 du théoreme [i.57] est donnée par I’estimation (#.73). Le théoréme #.57 donne
donc que la suite (¢(uy,))new admet une sous-suite convergente dans L?(]0, T[, L2(]0, 1[) (identifié a
L2(]0,1[x]0,T)).

De cette suite (uy,)necn On peut donc extraire une sous-suite, encore notée (i, )nenN., telle que

— u, — u *-faiblement dans L>°(]0, 1[x]0, T"]),

— o(u,) — fdans L2(]0, 1[x]0, T]).

Comme la suite (p(uy,))nen est bornée dans L, on a donc aussi ¢(u,) — f dans LP(]0,1[x]0,T),
pour tout p € [1, o0].

Enfin, la question 2] montre que f = ¢(u) p.p..

. Pour h, k donnés, on note w la solution de (#70) obtenue avec ces paramétres. Soit ) € C2°(IR?). On pose
Yt = 4p(2i, (n + 1)k), on multiplie @70b) par )" et somme sur i et n, on obtient

Ty + Ty = T;,
M-1 N 71+1

Tl—hkzz z,(/)n-&-l

n=0 i=1
M—-1 N n+1 _2()0( n+1)+90( n+1)

——hkY Z 3 DL g,

n=0 =1
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M-1 N

Ty = hk Z Zuwy“.

n=0 i=1
Une intégration par parties discrete en temps donne

M-1 N Yot

Tl—hk:ZZu P

n=1 =1

1+Zhu pM — Zhu%

On en déduit qu’il existe C; ne dépendant que de ¢, 7 (borne sur u), ug et 9 tel que

T 1 1
_ / / w(er, 9, t) de dt + Ry g + Rio — / w(ar, ) (2,0) dar + Ry,
0 0 0

avec |R171| < Cl(k‘ + h), |R172| < (Ciket |R1,3| < Ol(k' + h)
Une double intégration par parties discréte en temps donne, en posant 1y = ¢(—h,nk) et Y%, =
(1 + h,nk),

M—-1 N n+1 n+1 n+1 n+l n+1
=29 + ot Ly nt1
= —hk E 2 — kh E —

n=0 i=1

— n+1 ,(/}n+1
— kh Z N VT N+1 (px]«kl.

On en déduit qu’il existe C; ne dépendant que de c,,, ., 7, @ et ¢ tel que

T 1
—/ / AY(z,t)p(u)(z,t) de dt + Ry 1 + Rp2 + Ro 3,
0 0
avec |R2’1| < Cz(k + h), |R272| < Cyh et |R272| < Csh.

La majoration de R ; est due au caractere C' 3 de . Pourla majoration de 22 o et I3 3 il suffit de remarquer
que la condition de Neumann sur 1) donne une majoration en Ch? (C ne dependant que ) de |1/)”+1 —

Ui let gt =t
T 1
T3 = / / v(x, t)Y(x,t) de dt + R
o Jo

Enfin,
et il existe C3 ne dépendant que de v et ) tel que Rz < C3(h + k).
1l suffit maintenant d’écrire T} + 7> = T3 avec la fonction w,, construite avec les parametres h,, et k,,.

Quand n — o0, puisque lim,,—, o by, = limy, 100 by = 0 et que uw, — wet p(u,) — ©(u) dans
L1(]0,1[x]0,T7), on obtient (#.68b) (et on savait déja que u vérifie (#.68a)).

Exercice[d.10| (Existence pour le probleme de Stefan, par régularisation)
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1. Le résultat de I’exercice [.6]donne I’existence de u,, solution de

up € L2()0, T, HA(R)), dpun € L2(0,T], H-1(Q)),
/Z@%u 0()) i1,y ds
/ / (tn (2, 5) 1)Vun(x,s) Volz, s) dz ds (4.108)
/ /f s,x)v(s,x) dz)ds, Vo € L*(]0,T[, Hy()),
0o ac.

Grace au lemme@ on obtient bien que u,, est solution de (#.77) avec ,, au lieu de ¢, avec la régularité
supplémentaire u,, € L2(]0, T[, H}(Q)) (et donc u,, € C([0,T)), L*()).

2. Soit  une primitive de ¢. Comme u,, € L2(J0,T[, H}(R)) et dyu,, € L*(]0,T[, H~1(2)), le lemme [4.35]
donne que ®(u,) € C([0,T], L*(Q)) et, pour 0 < t; <ty < T,

/Q@(un(tg)dx—/QCI)(un(tl)dxz/t12<8tun(s),g0(un(s))>H17H3 ds.

En prenant alors v = (u,,) dans(@.108), on obtient un controle de ®(u,,) dans C([0, 7], L}(Q2)) et un
contrdle de ¢(u,) dans L?(]0, T[, H (£2)), au sens ot il existe C' € R, ne dépendant que de f et de ug
tel que pour tout ¢ € [0, 77,

1 (un (D)l 102y < C (4.109)
||<P(Un)||L2(]o,T[,H01(Q)) <Cet ||Un||L2(]o,T[,H5(Q)) < Cvn. (4.110)

En vertu de (#.110) et (#.108), on obtient alors une estimation sur dyu,, dans L?(]0, T[, H~(2)) qui s’écrit

19et 2o -1y < C- @11

On va maintenant obtenir une estimation sur u,, dans C([0, 7], L?(2)) grace au fait que f € L?(]0,T],
L?(€2)). Rappelons tout d’abord que u,, € C([0,T], L*()); en prenant v = u,, dans {#.108) on obtient
(avec le lemme [4.27)), que pour tout ¢ € [0, T,

5 lun@®)7220) — 5 lluoll 72 S/ /fa:,s)un(ac,s dx ds
5 220 = 5 lwollzz(q) A ( )
t
< [ U0y )y s

T t
sA|vwﬁmDM+Auw@ﬁmnm

ce qui donne une estimation ||u,, (t) ||2LQ(Q) par la technique classique de Grénwall On peut alors encore
supposer que pour tout ¢ € [0, T,
()l 20y < C- (4.112)
6. Thomas Hakon Gronwall (1877-1932), mathématicien suédois.
7. Lemme de Gronwall : Soient v > 0,¢ € C([0,a],IR) eta,b > 0;onsuppose que, pour toutt € [0, ], 0 < ¢)(t) < a+b fot P(s)ds.
On a alors , pour tout ¢t € [0, o], (t) < aeb®.
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3. L'estimation @.1T0) nous permet de supposer qu’a une sous-suite pres, qu’on note toujours (uy, ),eN, On
a p(u,) — ( faiblement dans L?(]0, T[, H3 (£2)). De plus, comme L?(2) s’injecte compactement dans
H~1(€), on peut aussi supposer qu’a une sous-suite pres, toujours notée (u, )n,eN, On a u,, — u dans
L2(]0,T[, H1(2)), grace a @IT1)-@112)) et en appliquant le théoreme [4.46] avec B =Y = H~1(Q)
et X = L%(Q).

En vertu de (#.112)), on a aussi u,, — u faiblement dans L?(]0, T'[, L?(Q2)) etu € L*>=(]0, T[, L*(R)).

4. La question [3] donne que ¢(u,) — ¢ faiblement dans L2(]0, T, H} (%)) et que u,, — u dans L2(]0, T,
H~1(Q)) lorsque n — +o0.
Comme u € L2(]0, T[, L*(92)), on a aussi

[ [ stunteuntot) dedt = [ (@) olun®) s,y e
0 Q 0

T
— / (u(t),C(t)) g1,y dt lorsque n — +o00.
0

On en déduit que

T T
/0 /an(un(x, y))up(z,t) de dt — /0 /QC(x,t)u(x,t) dz dt lorsque n — +o0.

5. Comme ¢ est croissante, on a pour tout v € L?(]0, T'[, L*()),

0< /0 /Qso(un(x,t)) — o(v(@, 1)) (un (2, t) — v(z, 1)) dz dt

T
— /0 /Q(C(x,t) — p(v(z,t))(u(z,t) — v(z,t)) de dt lorsque n — 400,
et donc .,
/0 /Q(C(x,t) —o(v(z, ) (u(z,t) —v(x,t) dz dt > 0. (4.113)

Soit w € C°(2x]0,T[) ett > 0. En prenant v = u + 7w dans (#113), il vient

T
/O /Q(C(w,t) — o(u(z,t) + Tw(z, t)w(z,t) de dt <0,

et par le théoreme de convergence dominée (qui s’applique car ¢ est lipschitzienne, en faisant tendre 7 vers
0, on obtient que

T
/ /(C(ﬂf,t) — o(u(z, t))w(z,t) dz dt < 0.
0 Ja

Comme w est arbitraire, ceci entraine que p(u) = ¢ p.p..

6. Comme u,, € L*(]0,T[,L?(2)) c L2(]0,T[, H *(Q)) et dyu, € L*(]0,T[, H (Q)), la fonction wu,,
appartient 2 C([0, 7], H~*(£)) (et méme a C%2 ([0, 7], H () par le lemme.
On montre que la suite (u,)n,en+ est relativement compacte dans C/([0,7], H=*(£2)) par le théoréme
d’Ascoli (théoreme @ ; pour cela, il suffit de prouver que :
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(a) Pour tout ¢ € [0, 77, la suite (un(t))nen+ est relativement compacte dans H ~1(€2).
() ||n(t) — un(s)||y-1 — 0lorsque s — ¢, uniformément par rapport a n € IN* (et pour tout ¢ € [0, 7).

Le point [6b]est une conséquence du fait que dyu, € L1([0,T], H~(R)) grice au lemme qui donne
que pour tous t1,t2 € [0,T], t1 > t3 et tout n € IN*,

ty
Un (1) — un(tz) = Opun(s) ds,
to

et donc

t1
[l (t1) _un(tQ)”H—l S/ Hatun(s)”H—l ds
ta

[N

T

< ([ 1o a9 V=T
0

< Hatu"”L"’(]O,T[,H—l) m

La suite (Oyu,)nen+ est bornée dans L2(]0, T'[, H1(12)), et donc |luy,(t) — un(s)|| -1 — O, lorsque
s — t, uniformément par rapport 2 n € IN* (et pour tout ¢ € [0, T)).

Pour prouver le point|6a on utilise I’estimation {.112)), qui implique que la suite (u,,(t))nem+ est bornée
dans L?(2) pour tout ¢ € [0, T et est donc relativement compacte dans H ~*({2) pour tout ¢ € [0, 7.

On peut donc appliquer le théoreme d’ Ascoli (théoréme|1.35)) et obtenir, comme annoncé, que u(0) = uo.

7. ParI'estimation @.TTT) et la linéarité de I’opérateur 9y, il vient que dyu,, — dyu faiblement dans L2(]0, T,
H~1(Q)). Lestimation (#@.110) donne aussi que

1 (T C
— \Y -V dr ds| < —
|n/o /Q tn(2,8) - Vo(a,s) do dsf < T2 olegorimycen)
et donc
T
lim */ / Vuy(x,s) - Vo(z,s) de ds = 0.
o Ja

11 est maintenant possible de passer a la limite dans (@.108).
On obtient que pour tout v € L2(]0, T, H3 (2)),

/0T<6tu(s),v(s)>H1’Hé ds—|—/OT/QVC(:17,s)-VU(:E,5) de ds_/OT(/Q £(s,2)v(s, z) dz) ds.

La question[5]donne que ¢ = ¢(u) p.p. et la question[6]donne que u(0) = uo. On a donc que u est solution

de @.T7).
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Chapitre 5

Problemes hyperboliques

Les équations de type hyperbolique interviennent par exemple en mécanique des fluides (aéronautique, écoule-
ments diphasiques, modélisation de rupture de barrage et d’avalanches). Elles sont souvent obtenues en négligeant
les phénomenes de diffusion (parce qu’ils sont faibles a I’échelle considérée) dans les équations de conservation de
la mécanique (par exemple, conservation de la quantité de mouvement ou de 1’énergie). L’exemple de base d’une
EDP hyperbolique linéaire est I’équation de transport qui s’écrit, en une dimension d’espace, d;u + ad,u = 0.
Un autre exemple est 1’équation des ondes unidimensionnelle, 9Z,u — ¢202, u = 0, qui peut se réécrire comme un
systeme de deux EDP du premier ordre.

De fait, les solutions des équations hyperboliques sont dites de type “onde”, au sens ou une perturbation dans les
données initiales d’une EDP hyperbolique n’affectera pas tous les points de I’espace en méme temps. Par rapport
a une coordonnée temporelle fixe, les perturbations ont une vitesse de propagation finie. Cette propriété distingue
qualitativement les EDP hyperboliques des EDP paraboliques pour lesquelles une perturbation des données ini-
tiales est ressentie au méme instant par tous les points du domaine.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser tout d’abord aux équations hyperboliques scalaires linéaires et non
linéaires, pour lesquelles la théorie mathématique est bien avancée. Nous démontrerons en particulier le théoreme
d’existence et d’unicité de la solution entropique, dfi a Kruzhkov[l Nous étudierons le cas unidimensionnel (section
[5.1) puis multidimensionnel (section[5.2). Dans la section[5.3] nous donnerons quelques éléments pour I’étude des
systemes hyperboliques non linéaires, dont la théorie mathématique est loin d’étre complete. Nous étudierons plus
particulierement le probleme de Riemann, qui est I’un des outils principaux des méthodes numériques classiques
dédiées a ces problemes.

5.1 Equations scalaires : le cas unidimensionnel

Nous commengons par étudier les équations scalaires dans le cas ol I’espace considéré est de dimension 1, c’est-
a-dire que la solution recherchée u de I’équation est une fonctionde x € Rett € R .
Prenons en premier lieu I’exemple simple de 1’équation de transport (ou d’advection).

Owu—co,u=0,te€ R, v €R,
ol le nombre réel c est la vitesse de transport, avec condition initiale :

u(x,0) = up(x).

1. Stanislav Nikolaevich Kruzhkov (1936-1997), mathématicien russe, spécialiste de I’analyse des EDP non linéaires
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Dans le cas ou la condition initiale ug est suffisamment réguliere, on remarque que la fonction :
u(z,t) = up(x + ct),

est solution au sens classique de ce probleme. Si ug est non réguliere (par exemple discontinue), nous verrons qu’il
y a encore moyen de montrer que la fonction ainsi définie est solution en un sens que nous qualifierons de faible.

Si on considére maintenant une équation non linéaire, i.e. dyu+0,(f(u)) =0, t € Ry, « € IR, avec par exemple
f(u) = u? (équation dite de Burgersﬂ), et la méme condition initiale, on peut encore définir des solutions faibles,
mais leur calcul demande plus de travail, comme nous le verrons par la suite.

On se donne donc f € CY(IR,IR) et ug € C*(IR) et on considére maintenant le probleme de Cauchy suivant,
constitué d’une équation hyperbolique non linéaire et d’une condition initiale :

Opu+ 0x(f(u) =0, (2,t) € R x RY, (5.1a)
u(z,0) = ug(z), z€R. (5.1b)

Remarque 5.1 (Loi de conservation et régularité de la fonction flux)

L’équation est appelée loi de conservation hyperbolique non linéaire. Une loi de conservation décrit I’évo-
lution temporelle d’une quantité conservée dans le temps. La fonction f est le flux de la loi de conservation. Par
souci de simplicité, on considérera ici que f est continfiment dérivable. Cependant la plupart des résultats exposés
dans ce paragraphe sont encore valides si f est seulement lipschitzienne, voir localement lipschitzienne, mais cette
derniere hypothese engendre un peu plus de technique.

5.1.1 Solutions classiques et courbes caractéristiques

Commencons par donner la définition de solution classique du probleme (5.1) mé&me si, comme nous le verrons
apres, ce probleme n’a pas en général de solution classique.

Notations. Soit @ une partie de IR™ (m > 1) et k € IN. On rappelle que u € C*(Q) si u est la restriction a
Q) d’une fonction de classe C* sur IR™ (voir Définition |[1.28). On rappelle également que ceci est équivalent a
la définition usuelle de la continuité si k& = 0 (voir exercice [1.17). On utilisera aussi la notation v € C*(Q) qui
signifie que u € C*(Q) et qu’il existe K C @, K compact tel que u = 0 sur K°. Cette notation sera utilisée par
exemple pour @ = IR x Ry ou @ =R x [0, T7.

Définition 5.2 (Solution classique) On suppose que ug € C*(R) et f € C'(IR,IR). Alors u est dite solution
classique de (5.1) siu € C*(IR x Ry, R) et si u vérifie les équations (5.1a) et (5.1B).

Avant de donner un résultat de non existence d’une solution classique (proposition [5.6), nous énongons le résultat
classique d’existence et d’unicité locale de solutions pour une équation différentielle non linéaire (théoreme de
Cauchy-Lipschitz).

Théoreéme 5.3 (Cauchy-Lipschitz) Soit a une fonction localement lipschitzienne de IR x R  dans R et zyp € R,
on considere le probleme de Cauchy suivant.

{ i’((t)):;ts.x(t),t), t>0, 5.2)

Pour tout T > 0, le probleme (5.2) admet au plus une solution (classique) définie sur [0,T[. Il existe Tpax >
0 (éventuellement égal a +o0o) et une fonction x continue sur [0, Trax|, de classe Ct sur |0, Tyax|, solution
(classique) de (5.2). De plus, si Tynax < +00 alors |x(t)| — +oo lorsque t — Tipax.

2. Johannes Martinus Burgers (1895-1981), physicien néerlandais.
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Soit u une solution classique de (5.1). On définit alors

aeC(R xR, R)
(z,t) = a(z,t) = f(u(z,t)). (5.3)

Il est clair que la fonction w est alors une solution classique du probleme suivant :

{ Opu(z,t) + a(x,t)0u(zr,t) =0, (z,t) € R x RY, 5.4)

u(z,0) = up(x).
Donnons maintenant la définition des courbes caractéristiques pour 1’équation (5.4)), qui permet le lien entre les
équations hyperboliques linéaires et les équations différentielles ordinaires.

Définition 5.4 (Courbe caractéristique) On suppose que la fonction a définie par (5.3) est localement lipschit-
zienne de R x Ry dans R. Soit o € R. On appelle courbe caractéristique du probleme (5.4)) issue de x¢ € R,
la courbe définie par le probleme de Cauchy (53.2), avec a définie par (5.3).

Proposition 5.5 (Solutions classiques et courbes caractéristiques) Soit f € C2(IR,IR), ug € C*(IR) et u une
solution classique de (5.1). Alors, pour tout zo € IR et tout t € Ry, on a u(zo + f'(uo(xo))t,t) = ug(zo).
Autrement dit, pour tout o € IR, la fonction u est constante sur la droite t — x(t) = xo + f'(uo(x0))t. (Cette
droite est la courbe caractéristique du probléme (5.4) issue de xo € IR avec a(z,t) = f'(u(z,t)).)

Démonstration On pose a(z,t) = f'(u(z,t)). Comme f € C?(R,R) et que u € C*(IR x IR, IR), la fonction
a est bien localement lipschitzienne de IR x IR ;. dans IR. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique donc pour
le probleme (5.4). Soit 29 € IR, le probleme (5.4) admet alors une solution maximale x(t) définie sur [0, Tiyax|,
et |z(t)| tend vers 'infini lorsque ¢ tend vers Tiax i Tmax < +00. Les trois étapes de la démonstration sont les
suivantes :

1. Toute solution classique u est constante sur les caractéristiques. En effet, soit ¢ définie par p(t) =
u(z(t),t); en dérivant ¢, on obtient : ¢'(t) = Opu(xz(t),t) + dyu(z(t),t)z’(¢). Comme la fonction =
vérifie (3.2)), ceci entraine : ¢'(t) = Oru(x(t),t) + f'(u(x(t),t))0ru(x(t),t), et donc

¢'(t) = deu(a(t),t) + 0u(f (u))(x(t),1) = 0.
La fonction ¢ est donc constante, et on a :
u(x(t),t) = o(t) = ¢(0) = u(x(0),0) = u(zo,0) = ug(xo), V¢ € [0, Trax|-

Donc u (solution de (5.1))) est constante sur la caractéristique issue de .

2. Les courbes caractéristiques sont des droites, car u(x(t),t) = ug(zo), pour tout ¢ € [0, Tiyax[, et donc
2’ (t) = f'(uo(z0)). En intégrant, on obtient que la solution de (5.2)) vérifie :

z(t) = f'(uo(wo))t + xo. (5.5)

3. Thax = +00 et donc u(x,t) = ug(xg) pour tout t € [0, +o00[. En effet, puisque z vérifie (5.3)), on a donc,
si T’max < +o00, 1imt_>'Trnax ‘.I‘(t)| = +o0.

On en déduit que T}, = +00.
]

La notion de courbe caractéristique permet de se rendre compte que les solutions classiques n’existent pas tou-
jours, méme si I’on part d’une donnée wu réguliere. En effet, nous allons montrer que deux courbes caractéristiques
peuvent se croiser. Comme on vient de montrer qu’une solution classique est constante le long d’une caractéris-
tique, on en déduit la non existence d’une solution classique.
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Proposition 5.6 (Non existence d’une solution classique) Soir f € C?(IR,IR), on suppose que f' n’est pas
constante, alors il existe ug € C2°(IR) telle que (5.1) n’admette pas de solution classique.

Démonstration Comme f’ est non constante, il existe vy, vy tel que f/(vg) > f/(v1), et on peut construire ug €
D(R) telle que up(xo) = vo et ug(z1) = vy, olt 2 et 21 sont donnés et z( < 1, Voir ﬁgure Supposons que

t

Vo

FIGURE 5.1 — Droites caractéristiques, cas non linéaire
 soit solution classique avec cette donnée initiale. Alors, par la proposition[5.3]:
u(xo + f'(uo(20))t, 1) = uo(wo) = vo et u(z1 + f'(uo(1))t, t) = uo(21) = v1.
Soit T tel que zg + f'(vo)T = x1 + f'(v1)T = T, c’est-a-dire

L1 — Zo

T= Floo) — Fon)”

On a alors :
w(Z, T) = uo(xo) = vo = ug(x1) = v1,

ce qui est impossible (car vy # v1). On en conclut que (5.1) n’admet pas de solution classique pour cette donnée
initiale. "

5.1.2 Solutions faibles

Il n’existe donc pas toujours de solution au sens classique au probleme (3.1). On va donc affaiblir le sens des
solutions, et définir des solutions dites faibles. On donne cette définition dans un cadre 1égerement plus général
consistant a supposer que f est localement lipschitzienne (au lieu d’étre de classe C'). On note Lip,,.(IR,R)
I’ensemble des fonctions localement lipschitziennes de IR dans IR. Remarquons que si f € Lip,,.(IR,IR), la

fonction f est alors derivable p.p., sa dérivée est localement bornée et on a f(d) — f(c) = fcd f'(t) dt pour tout
c,d € R.

Définition 5.7 (Solution faible) Soiruy € L°(IR) et f € Lip,,.(IR,IR), On appelle solution faible de (5.1)) une
fonction u € L®(IR x R ) telle que

// [u(z, )dsp(z, t)+ f (u(z, t))Op(z, t)]dz dt—i—/ ug(z)p(x,0) dr = 0,Yp € CH(R xR, R). (5.6)
RxR R
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Notons que la condition initiale est bien prise en compte dans ces conditions. En effet, le fait que ¢ € C}(IR x
R, IR) entraine que (z,0) peut prendre n’importe quelle valeur, puisque ¢ est a support compact sur IRy =
[0, +00[. Donnons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.
Proposition 5.8 (Solution classique et solution faible) Soient f € C*(IR,R) et ug € L*°(IR).

1. Si u est solution classique de (B.1)) (et donc ug € C* (IR, R)) alors u est solution faible de (5.1).

2. Siu € CYHIR x Ry) est solution faible de (5.1)) alors ug € C*(IR,IR) (au sens oil la classe de fonctions

ug admet un représentant de classe C* et est alors identifiée a ce représentant) et u est solution classique

de (5.1).
Démonstration

1. Supposons que  est solution classique de (5.1, c’est-a-dire de :

{ Ou+05(f(u)) =0, (x,t) € R xR},
u(z,0) =up(x), =e€lR.

Soit p € C}(R x IR, IR). Multiplions (5-I) par ¢ et intégrons sur IR, x IR, . On obtient :

/ Opu(x, t)p(x,t) dt do + / Oz (f(uw))(x,t)p(z,t) dt dz = 0.
R /R, R /R,

L’ application du théoréme de Fubini et une intégration par parties donnent alors :

f/IRu(x,O)go(x,O) dz — /[R/IR+ uw(z, t)0sp(z,t) dt dow — /IR+ /Rf(u)(x,t)axw(m,t) dz dt = 0,

(car le support de ¢ est un compact de IR x IR ;). On obtient donc bien la relation (5.6)), grace a la condition
initiale u(z, 0) = ug(x).

2. Soit u une solution faible de (5.1), qui vérifie de plus u € C*(IR x [0, +0c[). On a donc suffisamment de
régularité pour intégrer par parties dans (5.6).
Commencons par prendre ¢ a support compact dans IR x]0, +o00[. On a donc p(x,0) = 0, et une intégration
par parties dans (5.6) donne :

_/m [ e netan a dx—A+Aﬁx(f(u))(x,t)@(x,t) dz dt = 0.
On a donc :

/]R /]R (Opu(z, t) + 0, (f () (x, 1)) p(z,t) dt dz = 0,Yp € CL(IR x]0, +o0]).

Comme O;u + 0, (f(u)) est continue sur IR x IR’ , on en déduit que dyu + 9,(f(u)) = 0. En effet,
par le lemme si h € Li, (IRx]0,+o0l) et [ f]R+ h(z,t))e(z,t) dt dz = 0 pour toute fonction ¢

appartenant a C,, (IR x]0, +00[), alors h = 0 p.p.; si de plus h est continue sur IR x]0, +-o0], alors h = 0
partout sur IR x]0, 4+o0[.

On prend alors ¢ € C(IR x IR ). Dans ce cas, une intégration par parties dans (5.6) donne

/]R u(z,0)p(x,0) de — /IR /]R+ (Opu(z,t) + 0 (f (u))(z, 1)) o, t) dt dz — /]R ug(x)p(x,0) dz = 0.
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Mais on vient de montrer que J;u + 0 (f(u)) = 0. On en déduit que
| (w0l) = u(a,0)¢(2.0) de = 0,¥p € CLR X )
R

Ceci donne ug = u(-,0) p.p.. Comme u est continue, on a donc ug continue (au sens ol on identifie ug et
u(+,0)) et u est solution classique de (5.1).
[

Si la fonction w est continue et vérifie 1’équation (5.1a)) par morceaux, alors on peut donner une CNS pour qu’elle
soit solution faible (mais elle n’est pas forcément solution au sens classique). C’est I’objet de la proposition sui-
vante.

Proposition 5.9 (Solution faible continue ou continue par morceaux, condition de Rankine-Hugoniot)
Soitoc € R, Dy = {(z,t) e R x R};x < ot} et Dy = {(x,t) € R x R’ ;2 > ot}.

1. On suppose que u € C(R x RY), que ujp, € C*(D;,R), i = 1,2 (au sens de la définition , que
I’équation est vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (5.1D)) est satisfaite
p.p.. Alors u est solution faible de (5.1).

2. Plus généralement, on suppose que u|p, € CY(D;,R) (i = 1,2), que I’équation est Vvérifiée pour
tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale (5.10)) est satisfaite p.p.. Pour t € R 4, on pose
ug(ot,t) = lim u(x,t) et u_(ot, t) = lim u(x,t),
zlot zTot
[u](ot,t) = uy(ot,t) — u_(ot,t),
[f(w)](ot,t) = fuy(at,t)) — f(u(ot,1)).

Alors u est solution faible de (5.1)) si et seulement si
olul(ot,t) = [f(u)](ot,t) pour toutt € R. 5.7
Cette condition s’appelle relation de RankineHugoniotEl

Démonstration

On montre directement le point qui contient le point On suppose que u|p, € C YDi,R) (i = 1,2), que la
premiere équation de (5.1)) est vérifiée pour tout (x,t) € D; (¢ = 1,2) et que la condition initiale (de (5.I)) est
satisfaite p.p. sur IR. Nous allons montrer que u est solution faible de (5.1)) si et seulement si est vérifiée.
Pour cela, on pose

X = / /1R+ x,t)Opp(x, t) dt dx—l—/ /]Rf(u)(gc,t)ﬁww(x,t) dz dt.

Onadonc X = X; + X5, avec

X = / / u(z, t)0rp(x, t) dt do et Xo = / / t)0xo(x, t) da dt.
R R

Calculons X ; comme u n’est de classe C' que sur chacun des domaines D;, on n’a pas le droit d’intégrer par
parties sur R x IR ; entier. On va donc décomposer I’intégrale sur D; et Do ; supposons par exemple que o < 0,
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D1 D2

FIGURE 5.2 — Les domaines D et Dy

voir figure [5.2] (Le cas 0 > 0 se traite de fagon similaire et le cas o = 0 est plutdt plus simple). On a alors
Dy ={(z,t)jzeR_et0O<t<Z}etDy =Ry xRy U{(z,t);z €IR_etZ <t < +oo}. Onadonc:

B oo
X, = / / u(z, t)Opp(x, t) dt do + / / u(x, t)Orp(x,t) dt do + / / u(z, t)Orp(x,t) dt de.
R_Jo R_Jz Ry JR,

Comme u est de classe C'' sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, ce qui donne

X = / u_(z, g)go(a:, g) dz — / u(z,0)p(x,0) de — / 0; Opu(z, t)p(x, t) dt dz

x +oo
—/ uy(x, 7) = dx—/ / Opu(z, t)p(x, t) dt dz
R_ O'

/ z,0) dz — / Opu(z, t)p(x,t) dt dz.  (5.8)
Ry R, JR,

En regroupant, il vient :

X1 =~ /IR u(x,O)go(x,O) dz — b, atu(wvt)W(xat) d(l’,t) - A (%u(l',t)(p(x,t) d(l’,t)
- / [ul (@, 2)p(a, =) da.
R_ o o

Dans la derniere intégrale, on effectue le changement de variable ¢ = Z. On obtient

Xl = _/ u(‘rvo)@(%o) dx — atu(xvt)(p(x’t) d(l’ﬂf) o
R

Dy

Opu(z, t)p(x,t) d(z, 1)

D»
+o [u](at, t)p(ot,t) dt.
R+
3. William John Macquorn Rankine (1820-1872), ingénieur écossais qui contribua aussi en physique et mathématiques.
4. Pierre-Henri Hugoniot (1851-1887), inventeur, mathématicien et physicien francais spécialiste de mécanique des fluides, en particulier
des chocs.
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On décompose de méme X5 sur D; U Do, en remarquant maintenant que D7 = {(z,t) € R x ]Ri; x < ot} et
Dy ={(z,t) e R x R ;x> ot} :

XQ/]R+ /Z F) (@, )0pp(z,t) da dt+/}R+ /:o F(w)(x, )0 (. 1) du dt.

La fonction u est de classe C'! sur chacun des domaines, on peut 1 encore intégrer par parties. Comme ¢ est a
support compact sur IR x IR 4, on obtient :

Xo=— aﬂﬂf(u)(x7t)<p(x7t) d(z,t) — 5 6wf(u)(mvt)@(x7t) d($>t>

D,
— [ [f(w)(at,t)p(ot,t) dt.
Ry

Comme Oyu + 9, (f(u)) = 0 sur Dy et Do, on a donc :

X:X1+X2:—/

u(z,0)p(z,0) dx+/ (o[ul(ot, 1) = [f(w)](at, 1)) p(ot, 1) dt.
R

Ry
On en déduit bien que u est solution faible de (5.1)) si et seulement si (5.7) est vérifiée. L]

Notons qu’il existe souvent plusieurs solutions faibles. La notion de solution entropique nous permettra d’obtenir
I’unicité. Donnons tout d’abord un exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela on va considérer le
probleme de Cauchy associé a I’équation modele de Burgers, qui s’écrit

Opu + 0y (u?) =0, (5.92)
ug(x) = ug(x) (5.9b)

pour cela, on considere une donnée initiale particuliere, sous la forme

uo () = ug siz <0,
7 wgsiz >0,

avec ug, ug € IR. Ces données initiales définissent un probleéme de Cauchy particulier, qu’on appelle probleme de
Riemannf|

Nous considérons maintenant I’exemple simple obtenu avec v, = —1 et ug = 1. Le probleme considéré est donc
le probléme suivant, avec f(u) = u?, ug=—lug=1:

| ugsiz <0, (5.10)
uo(x) = { uZ siz > 0.

On cherche tout d’abord une solution faible de la forme :

ug siz < ot,
u(z,t) = _ (5.11)
Ug S1x > ot.

5. Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), mathématicien allemand qui a apporté de nombreuses contributions importantes en
particulier en topologie, analyse, et géométrie différentielle
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Cette éventuelle solution est discontinue au travers de la droite d’équation =z = ot dans le plan (x,t). On remplace
u(x, t) par ces valeurs dans (3.6). D’apres la propositionon sait que u est solution faible si la condition suivante
(condition de Rankine-Hugoniot) est vérifiée :

o(ug —ug) = (f(ua) — f(ug)),

ce qui, avec la condition initiale particuliere choisie ici, donne 20 = 12 — (71)2 =0.

Mais on peut trouver d’autres solutions faibles. Si w est solution réguliere, on sait que sur les courbes caracté-
ristiques, qui ont pour équation x(t) = xg + f(uo(x0))t, la fonction u est constante. Comme f’(u) = 2u, les
courbes caractéristiques sont donc des droites de pente -2 si g < 0, et de pente 2 si xy > 0. Construisons ces
caractéristiques sur la figure[5.3: Dans la zone du milieu, ot I’on a représenté un point d’interrogation, on cherche

T =21 T = x0 > =&

u(z, t) =44 =[—1 (2,8) =jua 51 ‘-)

FIGURE 5.3 — Probléme de Riemann pour I’équation de Burgers

u sous la forme u(z,t) = ¢ (%) et telle que u soit continue sur IR x IR . La fonction u suivante convient :
—1lsix < —2t,
x .
u(z,t) = 5 S~ 2t <z < 2t (5.12)

1six > 2t.

5.1.3 Solution entropique

On vient de voir qu’il peut y avoir non unicité des solutions faibles. Comment choisir la “bonne” solution faible,
entre (3.11)) et (5.12) ? Comme les problemes hyperboliques sont souvent obtenus en négligeant les termes de
diffusion dans des équations paraboliques, une technique pour choisir la solution est de chercher la limite du
probléme de diffusion associé qui s’écrit :

Opu+ 0z (f (1)) — €0zgu =0, (5.13)

lorsque le terme de diffusion devient négligeable, ¢’est-a-dire lorsque ¢ tend vers 0. Soit u. la solution de (5.13)
avec la condition initiale wu.(+,0) = uo(+) (on admet pour I’instant 1’existence et I’unicité de w.). On peut montrer
que u. tend vers u (en un sens convenable) lorsque € tend vers 0, ol u est la “solution faible entropique™ de (5.1,
définie comme suit.

Remarque 5.10 Le fait que la solution entropique de (5.1) est la limite (en un sens convenable) de la solution de
(3-13) permet aussi de montrer des propriétés intéressantes sur cette solution. C’est, par exemple, un moyen de
montrer le principe du maximum, proposition [5.23]
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Définition 5.11 (Solution entropique) Soir ug € L°(IR) et f € Lip,,.(IR,R). Soit u € L*(IR x R). On dit
que u est solution faible entropique de (5.1)) si pour toute fonction n € C*(IR,IR), appelée “entropie”, et pour ®
définie par ®(s) = fos f' (7' (7) dr (pour s € RR), appelé “flux d’entropie”, on a :

/ / (1) D + () Dy0) (2, 1) dar dlt +/ (o (@) (x,0) dz > 0,¥p € CL(R x Ry, Ry). (5.14)
R, /R R

Comme la fonction 7 est convexe de IR dans IR, elle est localement lipschitzienne, ce qui permet de remarquer que
® est bien définie. Il est intéressant aussi de remarquer que dans la définition[5.1T|on peut se limiter a des fonctions
n de classe C? (il suffit de régulariser 1 avec une famille de noyaux régularisants pour s’en convaincre). Si f et n
sont des fonctions de classe C!, la fonction ® est simplement une fonction de classe C'* telle que ®’ = 7’ f’. Enfin,
bien sir, si u est solution faible entropique alors u est solution faible (proposition [5.14).

Remarque 5.12 (Condition initiale) Noter que dans la définition on prend une fois de plus ¢ € C}(IR x
R;,IR ) de maniere a bien prendre en compte la condition initiale, formulation introduite dans [24] ; ceci n’est
pas toujours fait de cette maniere dans les travaux plus anciens sur le sujet, ou la condition initiale était assurée
par la condition supplémentaire, u(t) — uo dans Llloc quand ¢ — 0 (voir par exemple [[16, Definition 5.11]). Si
la condition initiale est prise en compte seulement dans la définition de solution faible (et n’est pas reprise dans la
condition d’entropie), le choix de 1’espace fonctionnel dans lequel on recherche la solution devient crucial pour ne
pas perdre 1’unicité de la solution entropique. Un exemple est donné dans 1’exercice [5.8] On peut remarquer que
si u est solution entropique au sens de la déﬁnition@ alors u € C([0,4+00[, L{,.(R)) et u(t) — up dans Li_

quand ¢t — 0.

Nous démontrerons plus loin le théoréme[5.29]dans le cadre multidimensionnel (mais avec la variable spatiale dans
un domaine borné plutdt que dans tout I’espace). Ce théoreme affirme que si ug € L*°(IR) et f € Lip,,.(IR,R)
alors il existe une unique solution entropique de (5.1)) au sens de la définition [5.T1] Voyons maintenant les liens
entre solution classique, solution faible et solution entropique.

Proposition 5.13 (Solution classique et solution faible entropique) Soit f € C'(IR,IR) et ug € L*(IR) N
CHIR,R). Si u est solution classique de (5.1), alors w est solution (faible) entropique.

Démonstration Soit u une solution classique de (5.1)) et soient € C*(IR) (la convexité de 7 est inutile ici) et ®
tel que &’ = f'n’ (P est la fonction flux associée a 7). Multiplions (3.1)) par n’(u) :

7' (u)Opu + f'(u)dpun'(u) =0
Soit encore, puisque &’ = f'n/,
de(n(u)) + @' (u)dpu =0

On a donc finalement :
dr(n(u)) 4 0x(®(u)) =0 (5.15)

De plus, comme u(z,0) = ug(z), on a aussi : n(u(z,0)) = n(ug(z)). Soit ¢ € CL(R x R, R), on multiplie
(5.19) par ¢, on inteégre sur IR x IR et on obtient (5.14) (avec égalité) en intégrant par parties. Dans le cas d’une
solution classique, 1’inégalité d’entropie est une égalité. ]

Une solution faible entropique est solution faible :

Proposition 5.14 Soit f € Lip,,.(R,R) et ug € L*>°(IR). Si u est solution faible entropique de (3.1)), alors u est
solution faible de (5.1).
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Démonstration 11 suffit de prendre n(u) = u et n(u) = —u dans (5.14) pour se convaincre du résultat. L]

On déduit de la proposition et du théoréme de Kruzhkov que si on a plusieurs solutions faibles au
probleme (5.1 et que 'une d’entre elles est réguliere, alors cette derniere est forcément la solution entropique. La
caractérisation suivante, que I’on admettra, est souvent utilisée en pratique :

Proposition 5.15 (Entropies de Kruzhkov) Soit ug € L*(IR) et f € Lip,,.(IR,IR). Soit u € L>°(IR x R ).
La fonction u est solution entropique de (5.1) (au sens de la définition[5.11)) si et seulement si pour tout k € IR
(5.13) est vérifiée avec n définie par n(s) = |s — k|, et ®, flux d’entropie associé, défini par :

O (u) = f(max(u, k) — f(min(u, k)).
Notons que la fonction 0, dite “entropie de Kruzhkov”, n’est pas de classe C.

Nous examinons maintenant le cas particulier des solutions ayant une ligne de discontinuité, comme dans la pro-
position [5.9]
Proposition 5.16 (Discontinuité et entropie) Soient f € C'(R,R) et ug € L>®(R). Soit 0 € R, D; =
{(z,t) € R x Ri;2 < ot} et Dy = {(z,t) € R x Ri;x > ot}. On suppose que up, € C*(D;,IR)
(i = 1,2), que la premiére équation de (5.1) est vérifiée pour tout (x,t) € D; (i = 1,2) et que la condition initiale
(de (5.1)) est satisfaite p.p.. Pourt € R, on pose

uy (ot t) = lim u(z,t) et u_(ot,t) = lim u(z,t),

zlot zTot
) (0, £) = wy (ot 1) — u_ (ot ),
[f(w)l(ot, ) = f(uy(ot, b)) = flu_(ot,1)).

Alors u est solution faible entropique de (5.1)) si et seulement si

— la condition de Rankine-Hugoniot (5.7) est satisfaite,
— pour toute fonction n € C*(IR) convexe et ® € C* telle que ' = f',

on(u)](at,t) > [@(u)](ot,t) pour toutt € R 4. (5.16)

Démonstration La proposition montre que u est solution faible si et seulement si la condition de Rankine-
Hugoniot (5.7) est satisfaite. En reprenant la démonstration de la proposition [5.9] on montre que u est solution
faible entropique si et seulement si (5.7) et (5.16) sont satisfaites. Ceci fait ’objet de 1’exercice[5.8] L]

Dans le cas ol la fonction f est strictement convexe, la proposition [5.16] peut étre précisée. Ceci est fait dans la
proposition [5.18]donnée ci apres, dont la démonstration repose sur le petit lemme technique suivant.

Lemme 5.17 (Un résultat pour des fonctions convexes)  Soient f et n deux fonctions convexes de R, dans R.
Soient a,b € R, a < b, et 0 = w. Soit © défini par D(s) = ()Sn’(t)f’(t) dt pour s € IR (de sorte que
Q" =1/ f" p.p. sur R). Alors,

1. o(n(b) —n(a)) < (2(b) — ®(a)),
2. sin est strictement convexe et f est convexe et non affine entre a et b, alors o(n(b) —n(a)) < (®(b)—P(a)).

Démonstration Rappelons d’abord que si ¢ est une fonction convexe de IR dans IR, alors c’est une fonction
localement lipschitzienne. Elle est donc dérivable presque partout, sa dérivée est localement bornée et ¢(8) —

ola) = ff ¢/ (t) dt pour tout (a, ) € R, Pour tout vy € IR,
b b
(®(b) — B(a)) — o(n(b) — n(a) = / 7O (1) — o) dt = / W) - NP —o)dt  GT)
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Puisque f est convexe, la fonction f’ est croissante. Puisque o est la valeur moyenne de f’ sur |a, b[, il existe
¢ €la, b[ tel que

f'(t) < o pour presque tout ¢ €a, c[, f'(t) > o pour presque tout ¢ €]c, b|.

Soit maintenant v = sup{n’(s), s < ¢} dans (5.17) de sorte que 1(s) < vysis < cetn’(s) > v si s > c; bien sir,
si i’ est continu, on a y = 7’(c). Comme (1/(t) — v)(f'(t) — o) > 0 pour presque tout ¢ €]a, b], on obtient

b
((b) - ®(a)) — o(n(b) - n(a) = / (' (t) = )(f'(t) — o) dt = 0,

ce qui donne le premier point du lemme.

Pour le deuxiéme point, on remarque que o(n(b) — n(a)) = (®(b) — ®(a)) donne (v’ (t) —v)(f'(t) — o) = 0 p.p.
sur |a, b[. Puisque 7 est strictement convexe, on a (' —«) # 0 p.p. sur ]a, b[. On a alors f' = o p.p. sur |a, b[ et
cela donne que f est affine sur ]a, b[, ce qui contredit I"hypothese. |

Proposition 5.18 (Solution entropique, cas strictement convexe) Sous les hypothéses de la proposition[5.16] on
suppose que u est solution faible de (5.1). On suppose de plus que f est strictement convexe, les trois conditions
suivantes sont alors équivalentes :

1. w est solution faible entropique,
2. u_(ot,t) > uy (ot,t) pour tourt € RT,
3. il existe n € C1(IR,IR), strictement convexe, telle que est vérifiée (avec P telle que ®' = f'n’).

Démonstration Prouvons d’abord 1’équivalence entre les deux premiers points.

Si u est une solution faible entropique, on a (5.16)) pour tout ¢ et pour toute fonction C'! convexe 7. En prenant pour
7 une fonction strictement convexe, le lemme donne nécessairement, grice au fait que f est aussi strictement
convexe, u_(ot,t) > uy (ot,t) pourt € R™T.

Réciproquement, si v satisfait u_ (ct,t) > u, (ot,t) pourt € R, alors le lemmedonne (3.16) pour tout ¢ et
toute fonction C'* convexe 7 (et c’est également vrai si f n’est qu’une fonction convexe). Ceci conclut I’équivalence
entre les points 1 et 2.

Pour conclure la preuve de la proposition [5.18] on remarque que le premier point implique bien sfir le troisieéme.
Réciproquement, si u satisfait le troisieme point, le lemme donne nécessairement, grace au fait que f est
également strictement convexe, que u_(ot,t) > uy(ot,t) pour t € IR, et u est donc une solution faible entro-
pique. |

Remarque 5.19 (Contre-exemple si f n’est pas strictement convexe)

L’équivalence entre les deux premiers points de la proposition est fausse si I’on remplace 1’hypothése “f
strictement convexe" par “f convexe". Bien siir, cela est évident si u( prend ses valeurs dans un intervalle ou f est
une fonction affine mais c’est aussi le cas pour les ug plus généraux. On commence par donner un exemple qui
apparait dans certains articles concernant la modélisation de la circulation routiere. Ensuite, on adapte 1égerement
cet exemple afin d’étre exactement dans les hypotheses de la proposition [5.18]

Soitaw > 0,8 < Oeta = —%7/3 (noter que a €]0,1[ et acw = B(a — 1)). On définit f par f(s) = as pour
s €[0,al, f(s) = B(s — 1) s €]a, 1]. Soit uy €la, 1] et ug €]0,al et uyg = ug en IR_, ug = ug en IR. Dans ce
cas, on laisse le soin au lecteur de prouver que la solution faible entropique de (5.1) est la fonction « définie par

ug si x < B,
w(z,t) =< a si ft <z <at,
ug si x> at.
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Puisque uy, > a (et aussi a > ugq) et puisque f est concave, cette solution semble en contradiction avec la

proposition [5.18]
Dans cet exemple, la fonction f est lipschitzienne et la solution comporte deux lignes de discontinuités. En modi-

fiant 1égérement cet exemple, on va obtenir une fonction f € C''(IR) et une seule discontinuité. On prend a = %

2
et f(s) = aspours € [0,a], f(s) = Bs —ys* + daveca = =3, 8= 3,8 = —%. La fonction f est de la
classe C'!, strictement concave sur [a, 1], affine sur [0, a]. Comme précédemment, on prend u, €a, 1[ et ug €0, a
etug = ug dans IR _, up = ug dans IR ;. La solution faible entropique de (3:1) est alors la fonction u définie par

(puisque f'(a) = a)

ug si x < f'(ug)t,
u(@,t) = & si flug)t <z < fla)t et f'(§) =7, & €la,ugl,
uq si x> f'(a)t = at.

Ici aussi, puisque a > ug et f est concave, cette solution semble en contradiction avec la proposition [5.18]; en fait
il n’en est rien, puisque les hypotheses de la proposition ne sont pas respectées.

Dans le cas ol f est strictement convexe ou concave, on peut vérifier qu’une solution faible est entropique grice
a la condition de Lax [33] : cette condition énonce qu’une solution faible discontinue est entropique si les carac-
téristiques issues de part et d’autre d’une courbe de discontinuité rencontrent la ligne de discontinuité. Elle s’écrit
de la maniere suivante :

Théoreme 5.20 (Condition de Lax, équation scalaire) On se place sous les hypothéses et notations de la pro-
position et on suppose de plus que ug # uq et que f est strictement convexe ou strictement concave ; une
solution faible u (c’est-a-dire satisfaisant (5.7))) est entropique si et seulement si elle vérifie la condition de Lax,
qui s’écrit

[(ug) >0 > f'(uq) (5.18)

Si la condition de Lax est vérifiée, on dit que la ligne de discontinuité est un choc (ou une discontinuité entropique).

La démonstration du fait qu’une solution faible vérifiant la condition de Lax est une solution faible entropique fait
I’objet de I’exercice[5.3] Attention, il est fondamental de supposer que la solution est faible. Si tel n’est pas le cas,
la condition de Lax n’implique pas que la solution soit entropique, voir la question 3 de 1’exercice sus-mentionné.
Une autre condition d’entropie est la condition d ’OIeinikEl, qui a I’intérét de ne pas demander I’hypothese de stricte
concavité ou convexité de la fonction f (voir [42] pour la démonstration).

Théoreme 5.21 (Condition d’Oleinik) On se place sous les hypothéses et notations de la proposition On
suppose ug # uq et on définit intervalle I(ug, uq) par

I(ug,uq) = {Oug + (1 — O)ug, 6 €]0,1[.}
Alors u est solution faible entropique de (5.1)) si et seulement si elle vérifie la condition d’Oleinik, qui s’écrit

fua) — f(u) fua) = f(uy)

VUGI(Ug,Ud)7 Uy — <o= ﬁ (519)
g9

Notons que si f € CY(IR, IR) et que f est strictement convexe ou concave, alors la condition d’Oleinik entraine la
condition de Lax.

Les propositions [5.9] [5.16]et[5.18| peuvent étre généralisées aux cas de courbes de discontinuité.

6. Olga Oleinik (1925-2001) mathématicienne russe a qui 1I’on doit des contributions importantes a I’étude théorique des EDPs.
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Proposition 5.22 (Rankine-Hugoniot, cas courbe) Soient f € C'(IR,IR) et ug € L*®(IR). On suppose qu'’il
existe un nombre fini d’ouverts a frontiere lipschitzienne, D;, 1 = 1,..., N, tels que
I. R xRy =UY,D,.
2. Pouri # j, D; N D; = {(04;(t),t), t € I;;} ou I ; est un intervalle de R et o; ; une fonction
lipschitzienne de I; ; dans IR.

3. Pour tout i, w|p, appartient a CY(D;,R) et est solution (classique) de la premiere équation de (B-1) et
satisfait (p.p.) la condition initiale (de (3.1)) lorsque D; rencontre I’axe t = 0.

Pouri,j € {1,...,N}ett € I, ;, on pose

uy(oij(t),t) = lm wu(z,t)etu_(o;;(t),t) = lm wu(z,t),

xlo; j(t) wtoi;(t)
[u] (0,3 (t), 1) = uy(0i; (1), t) —u—(0i;(t),1),
[F())(i5(t),t) = fug(oi;(t), 1) — fu—(oi;()t)).
Alors w est solution faible entropique de (5.1) si et seulement si
027]- (t)[u)(04,5(t),t) = [f(w)](04,;(t), t) pour presque tout t € I; ;, (5.20)
et, pour toute fonction n € C*(IR) convexe et ® € C* telle que ' = f'1/,
O’éwj () [n(w)] (04,5 (), t) > [®(u)](04,5(t), t) pour presque tout t € I; ;. (5.21)

Démonstration La démonstration est trés voisine de celles des propositions et On explique seule-
ment ci-dessous pourquoi (3.20) est vérifiée si u est solution faible (3.1)).

Soit ¢ # j et D; ; I'intérieur de D; U Dj. Soit ¢ € D(D; ;). En notant u; le prolongement par continuité de u sur
D;, une intégration par parties (espace-temps) sur le domaine D; donne, en notant d(z, t) Iintégration par rapport
a la mesure de Lebesgue espace-temps,

| @atat)+ 0.5 D) et 0da1) =

- / (ule D)o, ) + flu(er, £)Daipla))d(z, 1) + /
D;

Di ﬂDj

i) ot

ol 7y désigne la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle sur D; N D;, n;,j est le vecteur normal a D; N D, extérieur
a4 D,. Bien sir, le dernier terme est (éventuellement) non nul que si D; N D; = {(0; ;(t),t),t € I, ;} o I, ; est

un intervalle de longueur strictement positive de IR ;. Une formule analogue existe pour j.
Comme u est solution classique sur D; et D,

[ @)+ o)) (e D@ t) =0
DiUDj
Mais, comme w est solution faible de (5.1)), on a aussi
| @)+ o))l D@ 6) =0
DiUD]‘

Ceci montre que

P e R W 7 R

D; ﬂD]‘
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. . s -1
Cette égalité est vraie pour tout ¢ € D(D; ;). Comme n; ;(o; ;(t),t) est colinéaire au vecteur [0/ ( t)] (et que
.9

n;j = —n;,;), on obtient la condition (5.20). ]
Remarquons que les solutions d’une équation hyperbolique non linéaire respectent les bornes de la solution initiale.

Proposition 5.23 (Principe du maximum) Soit ug € L (IR) et soient A et B € R tels que A < ug < B p.p..
Soit f € Lipy,.(IR, R), alors la solution entropique u € L (IR x R) de (3.1) vérifie : A < u(z) < B p.p.
dans R x R.

Cette propriété se démontre en passant a la limite soit sur les solutions de I’équation visqueuse associée, équation
(5.13) (remarque [5.10), soit sur les solutions approchées par schéma numérique ; il faut pour cela avoir pris soin
de mettre au point un schéma qui respecte les bornes, mais ceci est de toutes fagon souhaitable pour respecter les
bornes naturelles pour ce probleme.

Remarque 5.24 (Domaine borné) Que faire si le domaine spatial est différent de IR, par exemple si le probleme
(5.1) est posé pour =z € I ou I est un intervalle de IR ? Si f’ ne change pas de signe, on peut donner une bonne
définition de solution entropique et de montrer un théore¢me d’existence et d’unicité de la solution entropique. Dans
le cas ol f/ change de signe (et ce cas est trés intéressant pour de nombreux problémes), le probléme est beaucoup
plus difficile. Le premier résultat sur la question est celui de Bardos-Leroux-Nedelec [7]. Dans sa these [43], F.
Otto donne une tres jolie formulation pour les conditions aux limites, dont I’intérét considérable est qu’elle est tres
pratique pour montrer la convergence des schémas numériques. Cette formulation est abordée dans le paragraphe
[5.1.4]en dimension 1 d’espace et dans le paragraphe [5.2.2]dans le cas multidimensionnel.

LEINNT3

On termine ce paragraphe en introduisant les notions de “discontinuité de contact”, “onde de choc” et “onde de
détente”.

Si f est linéaire (ou affine, ce qui revient au méme car on peut supposer f(0) = 0) et si ug € L>°(IR), la solution
faible de est unique (voir I’exercice[5.5)), ¢’est donc la solution entropique. On peut aussi montrer dans ce cas
que les inégalités d’entropie (5.14) sont des égalités. Si la solution u a une courbe de discontinuité (nécessairement
une demi droite en fait), on parle alors de “discontinuité de contact”.

Si f est strictement convexe (ou concave) et que la solution faible entropique w de (5.1)) a une courbe de disconti-
nuité, on parle d’un choc ou d’une onde de choc. On peut montrer dans ce cas que les inégalités d’entropie (5.14)
sont strictes pour certains 7 et . Toujours dans le cas f ou est strictement convexe ou concave, si ug a une discon-
tinuité en un point mais que cette discontinuité ne se propage pas dans la solution faible entropique, on parle d’une
détente” ou d’une onde de détente.

5.1.4 Conditions limites

On donne maintenant un résultat d’existence et d’unicité pour une équation hyperbolique avec conditions aux
limites en utilisant la formulation due a Otto [44]].
On s’intéresse donc au probleme :

O+ 0, (f(u)) =0, (z,t) €0,1[XR, (5.22a)
u(r,0) =uo(z), =z €0,1], (5.22b)
u(0,t) = u(t), u(l, ) a(t), telRy. (5.22¢)

Comme nous le verrons, les conditions aux limites ne sont que partiellement prises en compte dans la formulation
faible entropique du probleme.
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Définition 5.25 (Solution entropique avec conditions aux limites)
Soient ug € L>°([0,1]), 4, w € L*(]0, 4+o0]) et f € Lip,,.(IR,IR). Soient A, B tels que A < ug, u, u < B p.p..
On dit que u € L*°(]0, 1[xIR ;) est solution entropique de (5.22) s’il existe M > 0 tel que

/+oo/ u(z,t))orp(x,t) do dt+/01n(u0(x))<p(m70) da

/+OO/ VOrp(z,t) da dt + M w(0,t)n(u(t)) de (5.23)

400 h i
M / (1 () di > 0,

pour tout ¢ € CL([0,1] x ]R+,IR+) et pour toute fonction 7 convexe positive telle qu’il existe sg € [4, B]
avec 1(sp) = 0, et  telle que P(s f 7' ( ) dt. On rappelle qu’une fonction convexe de IR dans IR est
localement lipschitzienne et donc derlvable pP-p- par le théoreme de Rademacherﬂ

Théoréme 5.26 (Existence et unicité, avec conditions limites) Soient ug € L>(]0,1]), 4, u € L*(]0, +00]) et
f € Lip,,.(IR,R). Soit A, B tels que A < ug < Bpp.et A< u,u < B p.p.. Soit M 2 maxgeia,) | f(5)].
Alors il existe une et une seule fonction u € L (IR, x IR.1) solution entropique de (5.22)). De plus,

A <wu(z,t) < Bp.p. (x,t) €0, 1[xR.

Un moyen assez simple de prouver cette existence est de passer a la limite sur des schémas numériques a flux
monotone, voir la démonstration du théoreme dans le cas multidimensionnel. L’unicité est vraie pour toute
valeur de M (mais, évidemment, n’est intéressante que s’il y a existence) et la solution (qui existe donc si M >
max,e(4,p) | f'(s)]) ne dépend pas de M.

Si la solution est de classe C'!, cette solution est solution entropique sur |0, 1], ¢’est-a-dire est solution de (5.23)
pour tout p € C(]0, 1[xIR4, IR ) et pour toute fonction 7 convexe, et vérifie les conditions aux limites au sens
donné par [7].

Ceci est encore vrai si la solution est encore de classe BV (on dit aussi a variation bornée) en espace pour tout
t, de sorte a ce que la solution ait, pour tout ¢, une limite en 2 = 0 et x = 1). L’espace BV ([0, 1]) est défini en
prenant ) =]0, 1] dans la définition qui suit.

Définition 5.27 (Fonction a variation bornée, espace BV') Soit () un ouvert de RN, N > 1. On dit qu'une
fonction v : Q — R est a variation bornée, ce qu’on note v € BV (Q), siv € L*() et si |U|BV(§) < +00, avec

vl By (e = sup{ / vdiv g dz, ¢ € C2 (RN, RY), [l¢[|l 1= (Q) < 1}. (5.24)
Q

Bien siir, si u € L>(]0,1[xIR) est solution de (5.23) comme dans la définition la fonction u est aussi
solution de (5.23) avec les entropies de Kruzhkov, c’est-a-dire 7 définie (pour k& € [A, B]) par n(s) = |s — k|
(et donc @, flux d’entropie associé, défini par ®(s) = f(max(s,k)) — f(min(s, k))). Par contre, le fait que
u € L®(IR x R4) vérifie (5.23)) pour toutes les entropies de Kruzhkov n’est pas suffisant pour assurer ’unicité
(alors que c¢’était suffisant dans le cas du probleme posé sur tout IR, sans conditions aux limites). Un exemple de
non unicité est donné dans la remarque On obtient toutefois I’unicité si v € L (IR x R.) vérifie (5.23) pour
toutes les “semi-entropies de Kruzhkov”, ¢’est-a-dire les fonctions 7 définies (pour k € [A, B]) parn(s) = (s—k)™
(et donc ®(s) = f(s) — f(k)sis > ket0sinon)etn(s) = (s— k)~ (etdonc ®(s) = f(k) — f(s)sis < ketO
sinon).

7. Hans Rademacher (1892-1969), mathématicien américain, connu pour ses travaux en analyse et théorie de nombres.
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Remarque 5.28 (Contre exemple a ’unicité avec les entropies de Kruzhkov)

Nous donnons dans cette remarque un exemple de non unicité si on se limite dans la définition[5.25]aux entropies
de Kruzhkov, c’est-a-dire aux fonctions 7 définies (pour k € [A, B]) par n(s) = |s — k| (et donc @, flux d’entropie
associé, défini par ®(s) = f(max(s, k)) — f(min(s, k))).

Pour cet exemple, f(s) = s2, up = 1 p.p. dans ]0,1[, @ = —1 p.p. sur Ry etw = 1 p.p. sur IR ;. Il est donc
possible de prendre A = —1, B = 1 et M = 2. Le théoréme [5.26 nous donne une solution entropique de (5.22)
avec ces valeurs de A, B et M. On peut vérifier que cette solution est la fonction v définie par

u(z,t) = % siz < 2tu(z,t) =1, siz > 2t

Elle correspond & une onde de détente. Cette solution reste donc aussi solution de (3.23)) en se limitant aux entropies
de Kruzhkov.

On considére maintenant la fonction constante v = 1 p.p. dans ]0, 1[xIR .. Cette fonction constante est aussi
solution de (5.23) si on se limite dans cette définition aux entropies de Kruzhkov. Cette solution consiste en fait &
propager une discontinuité non entropique au point x = 0.

On a ainsi deux fonctions qui vérifient (5.23) si on se limite dans cette définition aux entropies de Kruzhkov.

5.2 Equations scalaires : le cas multidimensionnel

Soit Q CIRN, N =2,3,T>0,bc C'(Qx[0,T])N et f € C'(IR,R) (mais on pourrait aussi considérer le cas
f € Lip},.(IR,IR)). On étudie maintenant le probléme suivant :

Opu + div(bf(u)) = 0 dans 2x]0, T'[,
u(x,0) = up(x) dans Q. (5.25)

Plus précisément, nous allons démontrer, avec des hypotheses convenables sur les données, le théoréme d’existence
et d’unicité des solutions entropiques de ce probleme, d’abord dans le cas sans conditions limites (Sect.[5.2.1)), puis
dans le cas d’un probleme avec conditions limites (Sect.[5.2.2).

5.2.1 Cas sans condition limite
On suppose ici que b = 0 sur 92 x [0, T, et donc on n’a pas besoin de conditions aux limites sur 9.

Théoréme 5.29 (Kruzhkov, en domaine borné) Soit 2 un ouvert borné de RN (N > 1) a frontiére lipschit-
zienne. Soit T > 0 et b € C1(Q x [0,T))Y une fonction telle que b = 0 sur 9 x [0,T] et divb = 0 dans
Q x [0,T). Soit ug € L>() et f € C*(IR,R). Il existe une unique solution entropique de (5.23)), c’est-a-dire
solution de

u € Lo(Qx]0, T)),

[ [ o + 2w 99) aras [ w0 s =0,
Q
Yo € C°(Q x [0, T[,R),¥n € C*(IR,R) convexe et ® tel que &' = n' f'. (5.26)

Soient A < 0 et B > 0tels que A < ug < B p.p. surQ, onaalors A < u < B p.p. sur 2x]0,T.
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La preuve de ce théoréme est constructive : on construit une suite (u(™)), e convergeant vers une limite u qui
satisfait (5.26). On choisit ici de prendre pour u(™ 1la solution d’un probléme parabolique “proche” du probléme
(5.23), au sens ol I’on rajoute & ce dernier un terme de diffusion qui tend vers 0 lorsque n — +o0c. Une autre
approche possible est de construire une suite (u(”))nem par schéma numérique, voir [23} Section 29] et la preuve
du théoréme [5.37) ci-apres.

Sous les hypotheses du théoréme soient n € IN* et u(™) solution de

ul™ € L2()0,T[, Hy (),
T T 1 T
- /u(")atcpdxdt—// bf(u("))~V<pdmdt+f// Vu™ . Vo dz dt
0JQ 0JQ nJoJa

- / uo(z)p(z,0) de = 0,Vp € C(Q x [0,4+00]). (5.27)
Q

On sait qu’il y a existence et unicité de u(™ solution de (5.27) par Iétude de 1’équation de convection-diffusion du
chapitreEl (Le fait d’avoir % au lieu de 1 ne pose aucune difficulté dans cette étude.)
On a vu aussi au chapitre 4] que cette formulation est équivalente au probleme suivant :

u™ e L2(]0, T[, Hy (), 0pu'™ € L2(10, T[, H (), u™ (0) = uo,
T T 1 [T
/ <8tu(”),v>H717Hé dt — // bf(u™) - Vo dz dt 4+ = // Vu™ . Vo dz dt = 0,
0 0o 0o

n
Yo € L2(]0,T[, H} (). (5.28)

On va se servir fortement de cette équivalence.
Pour passer 2 la limite sur la suite (u(™),,cq, il nous faut tout d’abord avoir des estimations sur cette suite.

Lemme 5.30 (Estimations sur les solutions approchées) Sous les hypotheses du théoreme|5.29
— la suite (u™),,e des solutions de (5.27) est bornée dans L>°(Q2x]0,T]);
— la suite (ﬁvu(n))neﬂ\] est bornée dans L?(2x 10, T[)%.

— Side plus ug € BV (), alors la suite (u™),cix est bornée dans BV (2 x [0, T)).

Démonstration Sous les hypotheses du théoréme[5.29] on a A < uy < B p.p., et les résultats du chapitre [4] (voir
remarque donnent que pour tout t € [0,7], A < u(™ < B p.p.. La suite(u(™), e est donc bornée dans
L>(Q2x]0,T).

On prend maintenant v = u(™ dans (5:28), on obtient, en utilisant fQ bf(u™) - Vu™ dz = 0 p.p. (grice a

divb = 0, voir (3.12)) :

1 1 [T
- (n) 2 - 2 - (n)|2 .
5 (I Dy~ lolte) + 5 [ [ 19aPR doat =0,

On en déduit que

17 . 1
5/0 /Q|Vu( )12 da dt < §Hu0||%2(m < 400 (5.29)

ce qui donne une estimation L?(Qx |0, T'[)? sur (ﬁVu(”))nelN. Notons que cette estimation ne donne rien pour
la compacité, mais elle est utile pour passer a la limite (quand n — +00).

Enfin, si ug € BV (), en dérivant la premiere équation de (5.23) par rapport a x; et en multipliant par sgn(9;u),
on montre ensuite que la suite (u(™),,cy est bornée dans BV (Q x [0, T]) (voir définition |5.27). L]
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Le théoréme suivant, di a Hellyﬂ permet d’obtenir la compacité d’une suite bornée dans BV, qui nous sera utile
dans I’'une des démonstrations du théoréme

Théoréme 5.31 (Helly) Soient d > 1 et (uy,)new une suite bornée dans L*(Q) et bornée dans BV (Q) ol Q est
un compact de R?, alors (u,)new est relativement compact dans L*(Q).

Donnons maintenant les grandes lignes de la preuve du théoréme d’existence et unicité [5.29]

Démonstration du théoreme

Existence

Nous supposons ici, par souci de simplicité, que ug € BV (). La preuve de I’existence d’une solution sans cette
hypothese fait I’objet de la remarque[5.32]

Soit (u(™),,c1y la suite des solutions du probleme (5.27) ; grice a I’estimation de u(™) dans L>(Q2x]0, T'[)) obte-
nue au lemme a une sous-suite pres, u™) — u x-faiblement dans L> (92 x]0, T).

Si f(u) = u, alors on laisse le soin au lecteur de montrer que u est solution faible de @]) c’est-a-dire solution
de avec seulement 7(s) = s mais avec tout ¢ dans C'°(2 x [0,T[,IR) et avec = au lieu de >. Puis on
peut montrer (mais ¢’est un peu plus difficile) que u est solution de (5.20) et cela termine la partie “existence” du
théoreme

Si la fonction f’ est non constante, la situation est beaucoup plus difficile, méme pour montrer seulement que u est
solution faible de (5.23), car la convergence de u(™ vers u n’est que faible et donc on ne sait pas si f (u(”)) tend
vers f(u) (et, plus généralement, on ne sait pas si (u(™) tend vers n(u) et ®(u(™) tend vers ®(u)).

Puisqu’on a supposé ug € BV (Q), par le lemme [5.30] la suite (u(™)), v est bornée dans BV (Q x [0, T]) et on
peut donc appliquer le théoréme de Helly avec Q = Q x [0,7] (et d = N + 1). Puisque (™ — u dans L*(Q),
a une sous-suite pres, on a u(™ — u dans LP(Q) pour tout p < 400 et on peut aussi supposer (toujours apres
extraction éventuelle d’une sous-suite) que u(™ — u p.p..

Montrons maintenant que  est solution de (5.26), ce qui donne I’existence d’une solution a (5.26) si ug € BV (Q).

1. Montrons que w est solution faible. Soit ¢ € C'2°(£2 x [0, 4+0c[), on a

T 1 (T
// (™80 4+ bf (™) - Vi) da dt + / uo(x)p(x,0) de — — // Vu™ - Vi dedt =0
0JQ Q nJoJa

On remarque tout d’abord que le dernier terme du membre de gauche tend vers 0, grace a I’estimation
(:29) et a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, en effet

17 . 11 N
& | [ 7 e dwat € o2 (96 iz ol 196l sy

1 1 1
et Hﬁ\VU(")|||L2(szx]o,T[) < 75 lluoll 2 (o) par 5:29) et done L [vu™ . Ve — 0lorsque n — 0.
Les autres termes convergent par convergence dominée, et donc en passant a la limite, on obtient

T
// (uOpp + bf (u) - Vo) da dt + / uo(z)p(x,0) dz = 0. (5.30)
0Jo Q

8. Eduard Helly (1884-1943), mathématicien autrichien, prisonnier en Sibérie pendant et aprés la premiére guerre mondiale, il n’obtient
pas de poste universitaire en raison de sa judéité et il s’exile aux USA apres 1’ Anschluss en 1938. Il a donné de nombreuses contributions en
Analyse fonctionnelle.
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2. Montrons que u est solution entropique. Comme (™) est solution faible de

ul™ + div(bf(u™)) — %AW) =0, (5.31)
on peut montrer (on I’admettra) que (™) € C?(£2x]0, T[) (c’est ce que 1’on appelle Ieffet régularisant pour
une équation parabolique). La fonction u(™ est donc solution classique de (3:31). On peut alors multiplier
cette équation par 7’ (u(™) avec n € C?(IR, IR) convexe. Comme divh = 0, on obtient

0y (n(w™)) + bf (™) (W™ - Vi, — %n'(u(”))Au(”) — 0 sur 2x]0, 7.
On en déduit :
A (n(u™)) +b- V(™) - %div(n'(u(”))VU(”)) + %n"(u("))\VU(”)F =0.
Mais 15 (u(™)|Vu(™[?> > 0, on a donc
2u(n(u™)) +b- V(@) ~ Ldiv(of (u)Vul)) < 0.

En multipliant cette équation par ¢, avec ¢ € C°(2 x [0, T[,IR), on obtient, toujours sur 2x]0, T,

PO (™)) + b V(@) — Lpdiv( () V™)) < 0.

On intégre sur [e, T[xQ avec € > 0 et, apres intégration par parties, on obtient :

-/ T/Q(n(u(")))@tw - [ a et e - [ T/ (b0(u™) - Vi

1
+ =1 (u™)Vu™ - V) dz dt < 0.
n
Mais on a, quand £ — 0, u(" (¢) — u(™(0) = ug dans L?(Q) et n(u™ (¢)) — n(ug) dans L?(Q) et donc
T T 1
- [ [t oe - [ atuoewoydo— [ [ (400™)- Vot ot @)Va® - V) dode <0,
oJa Q 0Jo

Lorsque n — oo, on a n(u(”)) — n(u) et <I>(u(”)) — ®(u) dans L%(Qx]0,T]) et, avec CyaB =
max{[if(s)], A < 5 < B},

17 " n 1,1 n
o | [ AT 9 da dt) < Gy bl T2V aa@ngurpl Vel lzry 0

lorsque n — +00.
On obtient ainsi, finalement,

T
/ / (n(w)0p + b- B(u™) Vo da dt + / n(uo)p(x,0) dz > 0
0JQ Q

pour tout € C°(2 x [0, T[, IR ), ce qui termine la preuve de I’existence dans le cas ug € BV ().
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Unicité

Soit u une solution de (3.26); montrons tout d’abord que 1’on peut prendre ¢ € C°(RY x [0,T[,IR.) dans
(5.26). C’est ici que I’hypothese b = 0 sur le bord de  est utile.

On admet ici que 1’on peut construire une suite (¢, ),eN appartenant a D(S2) et telle que ,, = 1 sur K,, = {z €
Q;d(x,00) > %} 0 <, <let|Vp,| < Caon,ou Cq ne dépend que de 2 (la régularité lipschitzienne de (2 est
importante ici). Soit o € C°(R™ x [0, T[,IR4 ), on prend alors o(z, t)@, () comme fonction test dans (5.26)),
on obtient

T T
// (enn(u)dep + ©n®(u)b - Vo) da dt+/ n(uo(z))en(z)p(z,0) da:+// b®(u)p - Ve, da dt > 0.
0JQ Q 0JQ

Les premiers termes convergent par convergence dominée. Appelons I?,, le dernier terme. On va montrer sa conver-
gence assez facilement grice au fait qu’on a supposé b nul sur le bord.

T T
Rn:// D(u)p - Vo, dmdt:/ / b®(u)p - Vo, dz dt,
) 0o Jcn
ou Cp, = Q\ K,.On adonc

|R| < T)|b]| oo (0,) Cu,2 |0l 0o CanAn (Cr),

ol Cy g = max{|(s)], s € [~7, ]}, avee ¥ = |4l oo 20
Comme b = 0 sur 9Q2x [0, T (et b continue), on a ||b| L (¢,) — 0 quand n — +oc. Enfin, la suite (nAn (C))nen
est bornée, et on a donc lim,,_, ;o R, = 0, d’ou ’on déduit que

T
// 0()dh + bB(w) - Voo da dit +/ n(uo)p(x,0) dz > 0 ¥ € C2(RY x [0,T[, R.,),
0JQ Q

pour tout n € C%(IR, IR), 1) convexe.

Par un procédé de régularisation, on montre que 1’hypothese de régularité sur 7 (c’est-a-dire 1 de classe C?) peut
étre remplacée par I’hypothese plus faible “n localement lipschitzienne”, ce qui a I’intérét de pouvoir utiliser les
entropies de Kruzhkov.

On peut maintenant montrer 1’unicité de la solution de (5.26). Soient u et v deux solutions de (5.26). On va utiliser
en prenant pour 7 une entropie de Kruzhkov et des fonctions ¢ € C°(IRY x [0,T[,R;) (on vient de
montrer que cela est possible). On reprend ici une idée de Kruzhkov, dite de dédoublement de variables. Elle
consiste tout d’abord a choisir, dans (3.26), k = v(y, s) et & prendre ¢(x,t) = ¥ (t)pn(z — y)p, (t — s) avec
€ C([0,T[,IR4), pu(z) = n p(nx) et p,(t) = np(nt), o p et p sont des noyaux régularisants, et a intégrer
par rapport 2 y et s. La fonction p est a valeurs positives, elle est de classe C> sur IR, elle a son support dans la
boule de rayon 1 et son intégrale sur IRY vaut 1. De méme, la fonction p est a valeurs positives, elle est de classe
C*° sur IR, elle a son support dans la boule de rayon 1 et son intégrale sur IR vaut 1. De plus, on choisit p de
maniere a ce que son support soit dans IR _. Avec ce choix de fonction test (et n assez grand pour que la fonction
test soit admissible dans (5.26)) écrit avec des éléments ¢ € C°(IRY x [0, T'[,TR), on obtient :

Al,n + A2,n + A3,n + A4,n 2 07 (532)

avec
T T

Apn = / / / / lu(z,£) — v(y, )’ ()pn (& — ¥)pn(t — ) da dt dy ds,
0 QJO Q
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T T

Ay = / /Q / [ Jue.t) = o 0o o = )7, (= ) dr e dy s,

Ay = / / / / (Flu(, 1)) — F(0(y, 9))(sgn(u(z, ) — v(y, $)}P(E)b - Vou(z — 4)pa(t — ) da di dy ds,
T

App = / / /Q o () — v(y, 8)[$(0)pn (& — ¥)pn(~5) da dy ds.

On passe maintenant 2 la limite quand n — +oo dans (3.32). Il n’est pas difficile de montrer que

lim AM:/O /Q|u(m,t)—v(:c,t))\1p’(t) dz dt.

n—-+4oo

On montre ensuite que As ,, + A3z, < 0. Pour cela, on considére la formulation entropique pour v, écrite avec y et
s comme variables. On choisit I’entropie de Kruzhkov associée a k = u(x,t) et o(y, s) = ¥(t)pn(x—1y)p,, (t—$).
Enfin, en intégrant par rapport a z € Q ett € IR, on obtient

T T
- / / / / 0(y, 8) — u(@, 1) (t) pn(x — y)p,(t — 5) dy ds dz dt
o JaJo Ja
_/0 /Q/O /Q(f(v(% S)) - f(U(:v,t))(sgn(v(y, s) _U($7t))¢(t)b'vpn($—y)ﬁn(t— S) dy ds dz dt > 0,

ce qui donne A, ,, + A3, < 0. On notera que le terme associé a la condition initiale est nul car p,,(t) = 0sit > 0.

11 suffit maintenant de montrer que lim,,_, ; o A4, = 0 pour conclure en passant a limite dans (3.32)) que

T
/ / lu(z,t) — v(z,t)|Y'(t) dz dt > 0. (5.33)
o Ja

Pour montrer que lim, 4 A4, = 0, on reprend la formulation entropique pour v écrite avec y et s comme
variables. On choisit I’entropie de Kruzhkov associée a k = uq(z) et p(y,s) = ¥(0)pn(z — y) [ p,(—7)dr
(avec n assez grand pour que cette fonction test ¢ soit admissible). Enfin, on intégre par rapport a x € 2. On
obtient

T o
Mg / /Q /Q (F(o(y, 8)) — Fuo (@) (s8n(0(y, 5) — w0 (@) (0)b-Vp (z — y) / Pu(—7) dr dy ds da
+ /Q /Q o () — (@) $(0)pn(z — ) dz dy > 0.

On a donc
0 S A4,n S A5,n + AG,nv

T [e%)
Asp = — / /2 /Q (F(0(y ) — £ (uo(2))(s80(0(y, 5) — t0())$(0)b - Vpu( — 1) / pu(—7) dr dy da ds,
Agn = /Q /Q o) — 10(x) $(0)pz — ) dz dy.
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I n’est pas difficile de montrer que lim,,—, oo A5 5, = lim;,, s 4 o0 A6,» = 0. On en déduit que lim,,_, 4 o A4, =0
et, finalement, on obtient (3.33).

On peut maintenant conclure. Soit 0 < ¢ < T, on choisit ¢ € C°([0,T[, R ;) telle que ¢’ < 0 sur |0,T — ¢].
L’inégalité (5.33) donne alors v = v p.p. sur 2x]0,7 — ¢[. Comme ¢ est arbitrairement petit, on en conclut que
u = v p.p. sur 2x]0, T[, ce qui termine la preuve de I"unicité. [

Remarque 5.32 (Existence dans le cas ou ug & BV)

Si ug n’est que dans L°°(Q2) une premiere méthode, employée par Kruzhkov, consiste a approcher uy par une
suite d’éléments de L>°(Q) N BV () et montrer que la suite des solutions entropiques associées converge (en
un sens convenable, apres extraction d’une sous-suite) vers une solution entropique associée a ug. L’inconvénient
majeur de cette méthode est qu’elle ne semble pas pourvoir s’adapter pour montrer la convergence des schémas
numériques ; en effet, méme si la condition initiale est supposée étre dans BV (2), la solution approchée obtenue
par un schéma numérique n’est pas bornée dans BV (2 x [0, T]) indépendamment des paramétres de discrétisation

(sauf dans le cas des maillages cartésiens).

C’est pour cela qu’on peut lui préferer une autre méthode, qui ne passe pas par I’estimation BV, et qui a été
développée historiquement pour la convergence des schémas numériques [24]. Cette méthode est utilisée plus loin
pour la preuve du théoréeme L’idée est la suivante : Avec ug dans L°°(£2), on ne cherche plus a2 montrer
directement une compacité de la suite u(™ dans L' (€2x]0, T[), mais grace a I’estimation du lemme de u(™
dans L (£2x]0, T'[), on montre la convergence, & une sous-suite preés et un sens convenable, de la suite (u n) YneN
vers une limite & qui dépend d’une variable supplémentaire appartenant a Uintervalle [0, 1]. Il s’agit donc d’un
théoréme de compacité un peu inhabituel donnant une convergence que nous appelons “convergence non linéaire
faible-*". Puis, on montre que @ est une solution du probleme en un sens plus général que (5.26)), que nous appelons
“solution processus”. Cette preuve est trés voisine de celle de I’existence du théoréme[5.29] On démontre ensuite
I’unicité de la solution processus et que cette solution processus est solution entropique (c’est-a-dire solution de
(5.26)). Cette preuve d’unicité de la solution processus est trés voisine de celle du théoréme[5.29] voir aussi [24]).
Notons que la preuve d’unicité du théoreme s’applique toujours dans le cas ot ug n’est que dans L>° ().

Un sous produit de cette démonstration est la convergence de u(™ vers u dans tout les espaces LP(2x]0, ),
p < +o0o, y compris si f est linéaire (ou est linéaire sur des intervalles de IR). L’idée essentielle a donc été de
remplacer le théoréme de compacité de Helly par un théoréme de compacité plus faible combiné avec un résultat
d’unicité de la solution processus de (voir, par exemple, [23, Chapter 5]).

Remarque 5.33 (Pour le cas ou €2 est non borné) Dans la partie “unicité” de la démonstration du théoréme|5.29]
il aurait été possible de prendre une fonction ¢ dépendant aussi de z. On aurait alors obtenu

T T
// lu — ol da dt + // b(F(u) — f(v)sen(u —v) - Vi da dt > 0¥ € C2(RY x [0, T, Ry). (5.34)
0JQ 0JQ

Ceci est intéressant pour montrer alors I’unicité dans le cas ou ’ouvert €2 est non borné (par exemple, ) = RY)
en profitant de la propriété de “propagation a vitesse finie”” pour les problemes hyperboliques. Plus précisément,

on prend dans (5.34)
Y(x,t) = r(t)ea(|z] + wt) avec w = Lg||b]o,

ol Ly est un majorant de | f’| sur I'intervalle [—, 7], avec

7 =max{llul ol r6) = (T~ 0)*

©vq € C(]0,00[,IR4), avec ¢, = 1 sur [0, a] avec a > 0 donné et ¢, décroissante ;
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on peut remarquer qu’un argument simple de régularisation autorise a prendre une telle fonction ¢ dans (5.34). On
obtient alors

1 /7 T
- = // |t — v|pa(|z] + wt) da dt —|—/ / [u —v|r(t)@l (2| + wt)w do dt
T JoJmy 0o Jmy

! x
+ /0 /1RN b(f(u) — f(v))sgn(u — v)r(t)ey (] + wt)m dz dt > 0.

Mais
T x T
L[ = rwsente = or@eiel + it <= [ plEdu— oo ] + o) dr at
< - / / lu —vlr(t)e)(|z| + wt)w dz dt,

car w = Ly ||b]|. On a donc

——/ / —v|pa(|z| + wt) dz dt > 0.

On en déduit, avec B, ; = {x t.q. |z| + wt < a} que fo ([, , lu—v| dz) dt = 0. On fait tendre maintenant a
vers +00. On obtient, par convergence monotone, fOT Jo lu—v| da dt = 0 et donc u = v p.p. sur 2x]0, T7.

Remarque 5.34 (hypothéses sur b)

1. On a utilisé la régularité C' de b pour obtenir I’estimation BV sur les solutions approchées. Si on n’utilise
pas I’estimation BV, on utilise quand méme la régularité C* de b pour I’unicité. En fait, on peut remarquer
que les démonstrations de I’estimation BV et de ’unicité restent justes dés que b est localement lipschit-
zienne.

2. On a supposé divb = 0. On pourrait remplacer cette hypothese par divb € L° a condition de supposer
que f soit lipschitzienne. On a aussi supposé que b = 0 sur 0f) (pour ne pas traiter le cas, difficile, des
conditions aux limites) mais on pourrait remplacer cette condition par b - n = 0 sans grande difficulté
supplémentaire. Le probléme des conditions aux limites interviendrait si b - n # 0.

5.2.2 Cas des conditions aux limites

Cette section est consacrée a une généralisation du théoréme@]dans le cas scalaire multidimensionnel ainsi qu’a
une esquisse de preuve. Nous considérons le probléme ( et ne supposons plus que b = 0 sur la frontiere.

Définition 5.35 (Solution faible entropique, avec conditions limites, [44]) Soit ) un sous-ensemble ouvert bor-
né de RN (N > 1) avec une frontiere de Lipschitz. Soit T > 0, f € CY{IR,R) (ou f : R — IR lipschitzienne)
ethb € CH(Q x [0, T))N. Soit ug € L>=(Q) etw € L>(90x]0, T[). Soient A, B € IR tels que A < ug < B p.p.
sur Qet A <u < B p.p. sur 002x]0,T7.

Une fonction v : Qx]0,T[— R est une solution entropique faible de (5.25)) satisfaisant (faiblement) la condition
limite w si

we L®(Qx]0,T|) etV € [A, B, Yo € CLHQ x [0,T), R+ ),

/ /Q u — k) E0up + signy (u — k)(f(u) — f(r))b - grady] dz dt (5.35)
—k)Fo(x T
+M/ | @0 =0t da(@) i+ [ (o= m*p(@,0) do >0,
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ou dv(z) représente l'intégration par rapport & la mesure de Lebesgue (N — 1)—dimensionnelle sur la frontiere
de Y introduite au paragraphe([1.3] et M est tel que ||b||o| f(51) — f(s2)| < M|s1 — 52| pour tous $1, 2 € [A, B],
oit |[bl|oc = SUP(, 1ycaxo,r [0(, )| (et | - | désigne ici la norme euclidienne dans R?).

Remarque 5.36

1. Si u satisfait la famille d’inégalités (5.35)), on peut prouver que u est une solution d’une forme faible de
(5.25) et qu’elle satisfait certaines inégalités d’entropie dans €2x]0, T'[, & savoir

|u — k¢ + div(b(f(max(u, k)) — f(min(u, )))) < 0 pour tout x € IR,

mais aussi sur la frontiere 02 et au temps ¢ = 0. La solution faible entropique w satisfait la condition
initiale (u(-,0) = wg) et satisfait partiellement les conditions aux limites. Par exemple, si f/ > 0 et siu et
Q sont suffisamment réguliers, alors u(z,t) = @(x,t) siz € 00, t €]0,T[et b(z,t) - n(x,t) < 0, ot n est
le vecteur normal extérieur a 0f2.

2. Soit M > 1.1l est intéressant de remarquer que  est une solution de (5.35) si et seulement si u est solution
de (5:33) ou le terme [, (ug — k) ¢(x, 0) da est remplacé par M [, (ug — ) *¢(z,0) dz.

Théoréme 5.37 (Existence et unicité, Otto, 1996) Sous les hypothéses de la définition si divb = 0 dans
Q x [0,T]; alors il existe une solution entropique unique u € L (IR x IR ,.) satisfaisant (5.33). De plus,

A < wu(z,t) < Bp.p. (z,t) €0, 1[xR.

Démonstration Nous ne donnons ici qu’une esquisse de la preuve dans le cas ol {2 est un sous-ensemble ouvert
borné polygonal (ou polyédrique) de IR™ ; cette preuve est basée sur la convergence des approximations numé-
riques [53].
Etape 1 : Solutions approchées. En considérant un maillage assez général de © (avec des triangles, par exemple
dans le cas bidimensionnel), noté 7, et un pas de temps k, une solution approchée u j, du probleme peut
&tre définie en utilisant des flux numériques a deux points (sur les bords des mailles) construits avec une fonction
de flux numérique g telle que

* g est croissante par rapport a son premier argument et décroissante par rapport a son second argument,

* g(s,s) = f(s), pourtout s € [A, B],

* g est localement lipschitzienne (ou localement “Lip-diag”, voir [27, Définition 3.1]).
On note h la borne supérieure des diametres des éléments du maillage. Sous une condition dite de CFL, du type
kE<(1- C)% avec ¢ > 0, on peut montrer que

A <wuyy < Bp.p.sur 2x]0,T7.

Malheureusement, il ne semble pas facile d’obtenir directement un résultat de compacité sur la famille des solutions
approchées (bien que ce résultat de compacité soit vrai, comme nous le verrons plus loin).

Etape 2 : Compacité faible. En utilisant seulement cette borne L sur UT &, ON peut supposer (a une sous-suite
pres) que u r — u, lorsque le pas du maillage tend vers O (avec la condition CFL), dans un "sens non linéaire
faible" (similaire a la convergence vers une mesure de Young, voir [23, Section 30] par exemple), c’est-a-dire
u € L*®(0Qx]0,T[x(0,1)) et

/ / (ur (2, t)) (1) dxdt—)// / u(z, t,a))p(z, t) de dt de,

Vo € L1 (2x]0,T[), V@ € C(R,R).
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Etape 3 : Passage a la limite. En utilisant la monotonie des flux numériques, les solutions approchées satisfont
certaines inégalités d’entropie discréte. En passant a la limite sur ces inégalités, on obtient que w (définie a I’ étape
2) satisfait certaines inégalités trés similaires a (5.33)), a savoir :

u e L®(Qx]0,T[x(0,1)),
/ / / u — k) E0pp + signy (u — K)(f(u) — f(x))b- grady] dz dt da

+M [y [oo(@(t) = £)F (1) dy() dt+/9(uo — k) Fo(z,0) dz > 0,
Vi € [A,B], Vo € CH(Q x [0,T), R).

(5.36)

Nous choisissons ici M non seulement plus grand que la constante de Lipschitz de ||b|| f sur [A, B], mais aussi
plus grand que la constante de Lipschitz (sur [4, B]?) des flux numériques associés aux bords des mailles. Ce
choix de M est possible car la solution unique de (5.35) ne dépend pas de M a condition que M soit supérieur
a la constante de Lipschitz de ||b||oo f sur [A, B] et car la fonction de flux numérique peut étre choisie avec une
constante de Lipschitz bornée par la constante de Lipschitz de ||b]|o f (le flux de Godunov par exemple). Cette
méthode conduit a un résultat d’existence avec M seulement supérieur a la constante de Lipschitz de ||b||oo f sur
s € [A, BJ, en passant a la limite sur les solutions approchées données avec ces flux numériques.

Etape 4 : Unicité de la solution de (5.36). Dans cette étape, la méthode de dédoublement de variables de Krushkov
est utilisée pour prouver 1'unicité de la solution de (5.36). En effet, si u et w sont deux solutions de (5.36), la
méthode de dédoublement de variables conduit a :

/// /‘“xt@—w(wtﬁ)\@@dazdtdadg

/ / / / (max(u,w)) — f(min(u,w)))b - grade dz dt da df > 0,
o Jo Q _
Vo e CL@ % [0,T),R.),

(5.37)

En prenant ¢(z,t) = (T — ¢)™ dans (5.37) (ce qui est en effet possible), on obtient que u ne dépend pas de o, w
ne dépend pas de § et u = w p.p. sur 2x]0, T'[. Par conséquent, u est également la solution unique de (5.35).

Etape 5 : Conclusion. L étape 4 donne, en particulier, I'unicité de la solution de . Elle donne également
que la limite non linéaire faible-x des suites de solutions approchées est solution de (5.35) et, par conséquent,
I’existence de la solution de (5.33).

De plus, puisque la limite faible non linéaire des suites de solutions approchées ne dépend pas de «, il est assez
facile de déduire que cette limite est “forte” dans LP(2x]0,T[) pour tout p € [1,00) (voir [23], par exemple);
grace a ’unicité de la limite, la convergence a lieu sans extraction de sous-suite.

5.3 Systemes hyperboliques

La théorie des systemes hyperboliques est largement moins développée que celle des équations scalaires, et nous
insistons ici sur les aspects de cette théorie qui nous semblent les plus utilisés dans les applications. Comme dans le
cas des équations scalaires, les solutions des systemes de lois de conservation hyperboliques non linéaires peuvent
faire apparaitre des discontinuités qui se propagent sous forme d’ondes de choc. La théorie mathématique est
particulierement difficile, en particulier parce que le critere d unicité des solutions faibles reste, pour les systemes
généraux, une question ouverte. Nous renvoyons aux ouvrages [47] et [28] pour des compléments tant sur la théorie
que sur les applications.
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5.3.1 Définitions

On s’intéresse dans ce paragraphe aux systemes hyperboliques dans le cas unidimensionnel, ¢’est-a-dire que la
variable dite “d’espace”, généralement notée x, appartient a IR (et la variable dite “de temps”, notée ¢, appartient
a IR ) et référons a [9] pour I’étude des systemes multidimensionnels.

Soit p € IN le nombre d’équations (scalaires) aux dérivées partielles du systeme considéré (p = 1 dans le cas
des équations scalaires considérées dans les paragraphes précédents) et soit D le domaine des valeurs admissibles,
défini comme le sous-ensemble de IR? dans lequel I’inconnue vectorielle de ce systeme de p équations prend ses
valeurs. Soient F' € C'(D,IR”) et Uy € (L*°(IR))P, a valeurs dans D, ce que noterons parfois L°°(IR; D) ; on
cherche une fonction vectorielle U : R x IR — D solution, en un sens a définir, du systeme

U+ 0,(F(U)) =0,z € R,t € R, (5.38a)
U(z,0) = Up(z), z € R. (5.38b)

Par exemple, dans le cas des équations d’Euler pour un écoulement compressible isentropique, on a p = 2,

U= {pf; } ou p est la masse volumique (p > 0) et u la vitesse (pu est donc la quantité de mouvement) et donc le

domaine des valeurs admissibles est D = IR, x IR C IR?. La fonction F est donnée par F(U) = [(puéﬂfk p)} ’
avec p = p7, oll v > 1 est un nombre réel donné.
Le systeme (5.38)) n’est pas toujours bien posé, et sa nature hyperbolique dépend des valeurs propres de la matrice

jacobienne de F', ce que I’on précise dans la définition qui suit.

Définition 5.38 (Systéme hyperbolique et strictement hyperbolique) Soient p > 1, D un domaine de IR? et
F € CY(D,IRP). Le systeme est dit :

— hyperbolique (plus précisément hyperbolique dans D) si, pour tout U € D, la matrice jacobienne Jip(U) €
My (IR) de lapplication F' au point U est diagonalisable dans R (rappelons que les coefficients de la
matrice jacobienne de F sont (Jp(U)); ; = 0;F;(U));

— strictement hyperbolique si, pour tout U € D, la matrice jacobienne Jr(U) admet p valeurs propres
réelles distinctes.

L’ exemple le plus simple de fonction F’ est le cas linéaire : F(U) = AU o A € M, (IR) et D = IR”. D’apres la
définition[5.38] le systéme est alors hyperbolique si A est diagonalisable dans IR, ¢’est-a-dire s’il existe une
base (¢1, ..., ¢p) de IR? et une famille (Aq, ..., A,) € IR? telles que Ap; = A;p; pourtouti =1,...,p. Dans ce
cas, on peut décomposer la condition initiale Uy sur la base (¢1,...,¢p); en notant o, . . ., o, les composantes
de Uy dans cette base, on a donc :

et I’'unique solution faible du systeme (5.38)) s’écrit alors

P

Uz, t) = Zai(x — Ait) i,

i=1

voir a ce sujet I’exercice[5.4]

5.3.2 Solutions faibles, solutions entropiques

On se place dans ce paragraphe dans le cadre de la définition [5.38] Comme dans le cas scalaire (qui en est de fait
un exemple particulier), le probleme (5.38) n’admet en général pas de solution classique (c’est-a-dire une fonction
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réguliere qui satisfait la condition initiale (5.38D) et le systeme (5.38a)). On définit donc la notion de solution
faible, qui revient, comme dans le cas scalaire (voir définition @, a porter les dérivées sur les fonctions test.

Définition 5.39 (Solution faible d’un systeme hyperbolique) Soient p > 1, Uy € (L*°(IR))? une fonction (vec-
torielle) de R, a valeurs dans le domaine D de R? et F € C*(D,IRP). On dit que U est solution faible du systeme
B38) si U € L*(IR x Ry ; D) et vérifie

/ / xt@tcpa:tdxdt—F/ / VOpp(z,t) da dt
R R

/ Uo(z)e(z,0) dz =0, Vo € CH{IR x R;IR).
Considérons par exemple le cas d’un probléme de Riemann, c’est-a-dire le systeme ((5.38]) avec comme condition

initiale
U, <0
Uy = ¢ oPoure == (5.39)
U, pour z > 0,

avec Uy, Ug € D. Comme dans le cas scalaire (p = 1), on peut montrer qu’une fonction de la forme suivante, avec

oc€lR,
Ul t) = Uy pour x < ot,
Uy pour z > ot,

est solution faible si et seulement si la relation de Rankine-Hugoniot est vérifiée, c’est-a-dire si et seulement si
o[U] = [F(U)]

(on rappelle que [U] = Uy — U, désigne le saut de U). La démonstration de cette équivalence utilise la preuve du
méme résultat dans le cas p = 1, pour chacune des p équations scalaires du systeme (indépendamment des autres
équations).

Voyons maintenant le cas du probleme de Riemann pour un systeéme hyperbolique linéaire, c’est-a-dire pour le
systeme (3.38) avec F(U) = AU, ol A est une matrice diagonalisable dans IR, et avec une condition initiale de
la forme (5.39). Soient Aq, ..., A, les valeurs propres (réelles) de A et 1, ..., ¢, une base (de IR”) de vecteurs
propres associés. On décompose Uy sur la base des vecteurs propres :

P
Uy = g Q;ip; avec o =

i=1

ayg; pour z < 0,
aq,; pour x > 0.

On peut alors montrer (voir exercice que la fonction U définie par

P
U(z,t) = Z a;i(x — A\it)p;
i=1

est 'unique solution faible. Examinons un peu la structure de cette solution : elle est formée de p états constants,
et on change d’état a chaque fois que I’on traverse une droite © = \;t, puisque

i — Aot = 05 pour & < Ait,
! ! o pour & > Ajt.

Revenons au cas général du systeme (5.38). Comme dans le cas scalaire, pour un systéme non linéaire, on n’a pas
unicité des solutions faibles. On imite le cas scalaire et on introduit la notion de solution entropique.
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Définition 5.40 (Entropie et flux d’entropie) Soient p > 1, D un domaine de R* et F € C*(D,IRP). Une
fonction n de D dans IR est une entropie pour le systéme (5.38) si

1. n € CY(D,R) et n est convexe;
2. il existe une fonction ® € C*(D,IR), appelée flux d’entropie, telle que, pour tout U € D,

Ve(U) = Jr(U)" Vn(U),
ce qui s’écrit encore, composante par composante :

8,B(U) = Ep:aiFj(U)aj ).

Jj=1

Existe-t-il des entropies ? La réponse est évidemment oui, il suffit de prendre 7 et ® constantes (ce qui ne donne
pas beaucoup d’information sur les solutions), ou encore (U) = U; et ®(U) = F;(U) (ce qui nous rameéne aux
solutions faibles). Ce sont des entropies dites “triviales”. En existe-t-il des non triviales ? La réponse est différente
selon la valeur de p :
— p = 1 (cas scalaire). Toute fonction 7 convexe est une entropie, et le flux associé est une primitive de n' F”.
— p = 2. Des entropies non triviales existent (voir, par exemple, [47]).
— p > 3. Pour un systeme hyperbolique quelconque, il n’existe pas en général pas d’entropie (autre que les
entropies triviales). Toutefois, de nombreux systeémes modélisant des phénomenes physiques possedent une
entropie, bien connue de la physicienne (qui I’'indique généreusement a la mathématicienne).

Définition 5.41 (Solution entropique d’un systéeme hyperbolique) Soir Uy € (L°°(IR))? une fonction (vecto-
rielle) de R, a valeurs dans D C IRP. On dit que U est solution entropique du systéme (5.38) si U € L (IR x
R ; D) et vérifie

// n(U(z,t))0p(x,t) da dt + // O(U(x,t))0rp(x,t) do dt
RxIR RXIR
—|—/ n(Uo(x))p(z,0) dz > 0, Vo € CHIR x R ;R ), pour (1, ®) entropie et flux d’entropie associé.
R
Notons qu’une solution entropique est forcément une solution faible. Il suffit pour s’en convaincre de prendre 7

linéaire.
Comme dans le cas p = 1, on peut montrer qu’une solution de la forme, avec Uy, Ug € D, 0 € IR,

Ul t) = Uy pour x < ot,
e Uy pour x > ot.

est solution entropique si et seulement si, pour toute entropie 1 de flux associé ®, les conditions de Rankine-
Hugoniot

sont vérifiées (on rappelle que [V] = V — V). Notons que (i¢) = (). La démonstration de cette équivalence est
ici aussi identique a cette faite pour p = 1 car (4¢) est une équation scalaire (et (¢) est équivalent a dire que U est
solution faible).
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A t-on existence et unicité de la solution entropique? On a vu le théoreme de Kruzhkov qui nous permet de
répondre par I’affirmative dans le cas p = 1. Dans le cas p > 1 la situation est plus complexe. En particulier
parce qu’un systeme strictement hyperbolique n’admet pas toujours une entropie (non triviale). On utilise alors, en
particulier lors de I’étude du probléeme de Riemann (section[5.3.3), 1a condition de Lax déja vue dans le cas scalaire
(condition (5.18)). Rappelons que dans le cas p = 1 et si F est strictement convexe ou strictement concave, cette
condition énonce qu’une solution faible discontinue présente un choc (c’est-a-dire une discontinuité entropique)
si les caractéristiques issues de part et d’autre d’une courbe de discontinuité, rencontrent cette courbe, voir le
théoreme Toujours dans ce cas, la condition de Lax est équivalente a la condition d’entropie, voir 1’exercice
Cette équivalence est encore vraie pour certains cas avec p > 1. Ceci est démontré dans I’exercice [5.18| pour
les équations de Saint-VenantEl La démonstration est faite dans le cas d’une ligne de discontinuité de la solution
autosimilaire du probleme de Riemann mais se généralise au cas d’une courbe réguliere de discontinuité.

5.3.3 Résolution du probléme de Riemann

La résolution du probleme de Riemann problem pour une loi de conservation scalaire hyperbolique 1D avec un
flux strictement convexe ou concave est traitée dans 1’exercice

Nous considérons ici des systemes hyperboliques décrits dans définition La résolution du probleme de Rie-
mann pour certains de ces problemes issus de la physique est intéressante d’une part parce qu’elle permet de
comprendre la structure des solutions entropiques, et d’autre part parce que certains schémas numériques pour le
calcul de solutions approchées de ces systémes sont fondés sur cette résolution.

Définitions

On rappelle que le probleéme de Riemann s’écrit

U + 3x(F(U)) =0,zeR,te ]R+, (5.40a)
Uz, 0) = { Yo Poure <0, (5.40b)
Ug pour z > 0,

avec F € CY(D,IRP) et U,,U,; € D. La solution en est connue lorsque F'(U) = AU (et D = RR?, voir le

paragraphe précédent). On cherche une solution “autosimilaire” c’est-a-dire une solution de la forme U (x,t) =
V(%). On rappelle qu’une telle solution définie par zone est solution faible si et seulement si

1. elle est solution classique sur chaque zone

2. elle satisfait les conditions de Rankine-Hugoniot au passage de chaque discontinuité x = ot entre deux

zones : o[U] = [F(U)].

A cette notion de solution faible, il faut ajouter une condition d’entropie. Si le systéme admet une entropie (ou
des entropies) non triviale(s) naturelle(s), la solution faible est entropique si et seulement si au passage de chaque
discontinuité x = ot, elle vérifie o[n(U)] > [®(U)] pour toute entropie 7 et flux associé ®. En pratique, on utilise
aussi la condition de Lax, qui ne demande pas 1’existence d’une entropie, voir la définition[5.51] Le lien entre ces
deux conditions d’entropie est étudié dans 1’exercice[5.18] pour les équations de Saint-Venant.
Dans la suite de ce paragraphe sur I’étude du probleme de Riemann, nous considérons des systeémes strictement
hyperboliques, au sens de la définition
Plagons-nous sous les hypotheses et notations suivantes :

F e C*(D,RP).
Le probleme (5.40) est strictement hyperbolique, et on note A (U) < ... < A,(U) les valeurs (5.41)
propres de Jp(U) et (¢1(U), ..., p,(U)) une base de IRP formée de vecteurs propres associés.

9. Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886), ingénieur et mathématicien spécialiste de mécanique des fluides.
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On admettra que pour touti = 1,...,p, \;(U) € C1(D,R), et qu’il est possible de choisir la fonction ¢; pour
que ¢; € C1(D,RP).

Définition 5.42 (Champ vraiment non linéaire, champ linéairement dégénéré)
Sous les hypothéses (5.41)), on dit que le i-éme champ associé a la fonction non linéaire F est
— vraiment non linéaire (VNL) si
VAi(U) - ¢i(U) #0, VU € D,

et on normalise alors ¢;(U) de maniére a ce que V\;(U) - p;(U) =1,
— linéairement dégénéré (LD) si

(On admet ici aussi qu’il est possible de choisir ¢; € C*(D,IRP).)

Pour I’étude du probleme de Riemann, nous utiliserons fortement le fait que le systeme étudié est strictement
hyperbolique et que tous les champs soient VNL ou LD.

Remarquons que dans le cas d’un systéme linéaire, les valeurs propres A; ne dépendent pas de U et tous les champs
sont linéairement dégénérés.

Dans le cas scalaire p = 1, il n’y a qu’une seule valeur propre A1 (U) = EF'(U), on peut choisir ¢1(U) = 1, et

— le cas VNL correspond au cas ot F”/ ne s’annule jamais, auquel cas F' est strictement convexe ou concave

(et c’est alors cette hypothese un peu plus générale qui est importante).

— le cas LD correspond au cas F'(u) = 0 pour tout u, auquel cas la fonction F est linéaire.
Ce ne sont évidemment pas les seuls cas possibles. Un exemple est donné par 1’équation de Buckley-Leverett
(exercice . Un exemple plus simple, avec p = 1 et D = IR, consiste a prendre F'(s) = s%sgn(s). Le probleme
dans cet exemple est que F/(0) = 0 (Le systéme est strictement hyperbolique mais le champ n’est ni VNL ni LD).
Comme dans le cas de I’équation de Buckley-Leverett, la solution du probleme de Riemann avec £ non nul comme
donnée initiale sur | — oo, 0] et —¢ sur |0, +-o00[ est formée d’une partie “choc” et d’une partie “détente”.
Il est intéressant aussi de remarquer que pour p > 2, il est possible que tous les champs soient VNL ou LD sans
que le systéme soit strictement hyperbolique, voir exercice[5.14}

Un exemple intéressant est le systeéme des équations d’Euler pour I’écoulement des fluides compressibles. Pour le
systeéme complet (conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie) avec la loi d’état des gaz
parfaits, on peut montrer qu’on a deux champs VNL et un champ LD. Le cas des équations d’Euler barotrope (la
pression ne dépend que de p) est un peu plus simple. Pour ce systeme, ona D = IR} x IR et le systeme s’écrit :

Orp + 0 (pu) =0, (5.42a)
Ot (pu) + 0z (pu® 4 p) = 0, (5.42b)

ou p est relié a p par une fonction donnée P strictement croissante, convexe et dérivable de IRi dans IR:, c’est-a-
dire p = P(p). Notons que les équations de Saint-Venant pour les écoulements en eau peu profonde rentrent dans
ce cadre, avec p la hauteur d’eau, et p = ap?, avec o > 0 (voir exercice|5.15).

Posons ¢ = pu (l1a quantité de mouvement) ; le systeme (5.42) s’écrit alors :

q

£ 1+ P(p)

U + 0, (F(U)) =0, avec U = [Z] , F(U) =

On pose ¢ = \/P’(p). La matrice jacobienne de F est alors :
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Jr(U) =

0 1 0 1
_Zé +’P’(p) 27‘1 T —u? 4+ 2|’
et son polyndme caractéristique de Jp(U) s’écrit donc
SN P
Prou)(X) =X - QZX + 2 P'(p)
= X? - 2uX 4 u? - 2

Les valeurs propres et des vecteurs propres associés (non normalisés) sont donc

M) = u—e, Ao(U) = ute, wl(U):{ 1 ],apg(U):[ L }

uU—=c u—+c

Comme P’ > 0 et P” > 0, on a donc,

VAO) - p1(U) = oo 77'2/(/)) <0,
W eD={(pq) p>0}, )
VAQ(U)-wz(U)=;+ >0

Les deux champs sont donc vraiment non linéaires.

Etude d’un systéme découplé

L’étude d’un systeme découplé strictement hyperbolique dont tous les champs sont soit LD soit VNL est facile et
instructif, donc nous n’allons pas nous en priver...Un systeme découplé s’écrit sous la forme

Opui + 0 (fi(ui(x,t))) =0,z € R,t€Ry,i=1,...,p (5.43a)
u;i(2,0) =u;(0), z€eR,i=1,...,p, (5.43b)
ou chaque composante f; de la fonction F' ne dépend donc que de la composante u; de I’inconnue. Le domaine D
dans lequel I’inconnue vectorielle U (dont les composantes sont w1, . .., u,) est ici égal a IRP.
Pour U = (uy,...,u,)" € IR? les valeurs propres de la matrice jacobienne de F au point U (notée Jp(U)) sont
fl(u;), i =1,...,p. Comme le systéme est strictement hyperbolique et que D = IR”, on a donc, pour tout ¢ # j

ettoutu,v € R, f;(u) # f}(v). Quitte & changer I’ordre des équations on peut donc supposer f;(u) < f;(v) pour
tout ¢ #£ j et tout u # v (avec u, v € IR).

Comme tous les champs sont soit VNL soit LD, chaque fonction f; est soit strictement convexe, soit strictement
concave, soit linéaire.

Prenons par exemple le cas p = 2 et f; et fo strictement convexes. Considérons le probleéme de Riemann associé,
c’est-a-dire

U(:C,O):{

Nous avons donc pour chaque composante de U un probléme de Riemann scalaire. Ces deux problemes de Rie-
mann correspondent 2 des détentes. En notant u; et us les composantes d’un vecteur U de IR?, les valeurs propres
de la matrice jacobienne du flux de ce systeéme sont fi(u1) et f5(uz). La stricte hyperbolicité du systeme (cf.
définition [5.38)) nous permet alors d’affirmer (quitte a changer 1’ordre des équations) que

Uy pour z < 0, Ug 1 < Ud,1
, avec

Uq pour z > 0. Ugo2 < Ud,2-

f{(ul) = )\1(U) < /\Q(U) = fé(’l@), pour tout u1,us € IR. (5.44)

323



5.3. SYSTEMES HYPERBOLIQUES CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

En particulier f{(ug,1) < f3(ug,2), et donc les zones de détentes (dans le plan IR x IR”) pour les inconnues u; et
us sont complétement séparées, la solution du probléme de Riemann, dans le plan IR x IR’ , apparait comme la
superposition des solutions des deux problemes de Riemann sur w4 et us.

On peut noter que sans la condition de stricte hyperbolicité, les ondes de détente ne sont plus séparées. (On peut
toutefois construire la solution du probléme de Riemann en profitant du fait que les deux équations du systeme
sont découplées, ceci sera moins facile pour les systemes ou les équations sont couplées.)

Les autres cas des positions relatives entre ug 1, ug,1 €t Ug 2, Uq,2 S€ traitent de maniere similaire. Par exemple,

si ug1 > ug1 et uga < Ugz, la solution est formée (dans le plan IR x IR’ ) d’un choc, que I’on appellera

ug,l)—ud,l
détente, que I’on appellera “2-détente”, située entre les droites z = f5(ug2)t et © = fi(uq,2)t (correspondant

a la deuxieme équation). Le 1-choc n’est pas dans la zone de 2-détente car o €] f](uq,1), f1(ug1)[ et, grice a
(544, f1(ug1) < f5(ug 2). Attention, ici encore, sans la condition de stricte hyperbolicité, les ondes ne sont pas
forcément séparées (voir exercice[5.14).

“I-choc”, situé sur la droite * = ot, avec 0 = (correspondant a la premiere équation), et d’une

Le cas général

Dans le cas d’un systeme non découplé, on se sert des relations de Rankine-Hugoniot pour construire les solu-
tions discontinues, appelées “ondes de choc”, correspondant aux champs VNL, comme dans le cas scalaire. Pour
déterminer les solutions continues correspondant aux champs VNL, qui sont les “ondes de détente” (on dit aussi
“ondes de raréfaction”), on va se servir des invariants de Riemann qui sont définis ci-apreés. Enfin pour déterminer
les “ondes de contact”, qui correspondent aux champs LD et sont discontinues, on se servira soit des relations de
Rankine-Hugoniot soit des invariants de Riemann (car une onde de contact peut étre vue comme le cas limite d’une
onde de détente ou d’une onde de choc).

Invariants de Riemann et ondes de détente
On se place toujours dans le cadre des systemes hyperboliques (définition [5.38) avec les hypotheses et notations

5.41l

Définition 5.43 (Invariant de Riemann) Soit 1 < ¢ < p, on appelle i-invariant de Riemann pour le systéme
(5:384) une application r € C*(D,R) non constante telle que Vr(U) - p;(U) = 0 pour tout U € D.

La notion d’invariant de Riemann n’a d’intérét que pour p > 2. En effet pour p = 1, 1 (U) est n’importe quel réel
non nul. Il n’y a pas d’invariant de Riemann.

Dans le cas du systeme découplé vu précédemment, on a A\;(U) = f/(u;) et ¢; est colinéaire au i-eme vecteur de
la base canonique. Donc toutes les applications U — u;, j # 1, sont des i-invariants de Riemann. (On rappelle
que uq,...,u, sont les composantes du vecteur U de IRP.) On a ainsi pour chaque champ, c’est-a-dire pour
chaque 4, (p — 1) invariants de Riemann indépendants (dans le sens que ces (p — 1) applications sont linéairement
indépendantes). On peut montrer que cette situation se généralise de la maniere suivante (voir, par exemple, [47]) :
pour tout Uy € D, il existe un voisinage V de Uy et (p — 1) i-invariants de Riemann définis sur V et linéairement
indépendants, ce qui est équivalent a dire que leurs gradients sont indépendants.

Calculons les invariants de Riemann pour les équations d’Euler barotrope (5.42). Les valeurs propres et des vec-
teurs propres (non normalisés) de la jacobienne Jp(U) sont

M) =u—c, M(U) =u+e, o1(U) = {uic]  ea(U) = [uic} .
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Cherchons un 1-invariant de Riemann sous la forme r(U) = % + h(p). On a alors
-4 4+ p
V() = { et (p)] ’
P

et donc 1
q / q ’ c
VrU)-o1(U) = =5 +h(p)+ (= —c) ='(p) — -
p? pp p
La fonction 7 est donc un 1-invariant de Riemann si (et seulement si) h/(p) = %.
11 suffit donc de prendre pour h une primitive de la fonction p — 7”;/(’)). Dans le cas du systeme des équations
de Saint-Venant (pour lequel P(p) = ap?, a > 0), on a c = /2ap, et un l-invariant de Riemann est 71 (U) =
% + 2¢ = u + 2c, voir aussi I’exercice
De la méme maniere, on calcule un 2-invariant de Riemann : ro(U) = % — h(p), avec pour h une primitive de

la fonction p — 7”;/@). Dans le cas des équations de Saint-Venant, ce 2-invariant de Riemann s’écrit : 75(U) =
U — 2c.

Sous des hypotheses de régularité, pour un systeéme de p équations, un invariant de Riemann commun a p — 1 ondes
satisfait une équation particulierement simple, comme le montre la proposition suivante (voir aussi, par exemple,
[470).

Proposition 5.44 (Equation d’évolution pour un invariant de Riemann) Soit p > 1; on considére un systeme
strictement hyperbolique (définition de la forme (5.38). On note \;(U), i = 1,...,p, les p valeurs propres
réelles distinctes de la matrice jacobienne Jp(U) de F au point U € D. Soiti € {1,...,p}; on suppose qu’il
existe une application r € CY(D,IR) qui soit un j-invariant de Riemann pour tout j # i. Alors, pour toute
fonction U € CH(IR x R, D) satisfaisant (5.38a), on a

Oy (r(U)) + Xi(U)0x(r(U)) = 0.

Démonstration : Pour tout V' € D, on note {¢1(V),...,¢p(V)} une base de IR? telle que Jp(V)p;(V) =
A;jp; (V) pour tout j € {1,...,n}. Comme les valeurs propres de Jr (V)" sont les mémes que celles de Jx(V), il
existe aussi {91 (V), ..., 1, (V)} base de R” telle que Jr(V)'4),; (V) = X, (V) pour tout j € {1,...,n}.

Soit k # j, comme A, (V) # A;(V),ona

X (V)i (V) - ou(V) = Tr(V)' 45 (V) - ou(V) = 45 (V) - Tr(V)er(V) = Me(V)15(V) - (V)

etdonc (A; (V) — Ae(V)¥; (V) - o (V) = 0. Ceci entratne que ¢ (V) - (V) = 0.

On en déduit aussi, comme {p1(V),...,¢p(V)} et {¢1(V),...,9¥,(V)} sont des bases de R", que ¢;(V) -
;(V) #0pourtoutj € {1,...,n}.

On utilise maintenant la régularité de 7, et on décompose Vr(V') dans la base {1)1(V),...,¢¥,(V)}, Vr(V) =
Y peq @k (V)i (V). Comme r est un j-invariant de Riemann pour j # 4, on a, pour tout j # i,

0=Vr(V)-0;(V) =D ar(V)er(V) - ¢;(V) = a5 (V)ih;(V) - 9;(V),
k=1

et donc o (V') = 0, ce qui prouve que V7 (V) = a; (V)i (V).
On utilise enfin la régularité de la fonction U,

Oyr(U) = Vr(U) - 0,U = a;(U)(U)" 0, U
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= —a;(U)i(U) Tp(U)0:U = = (U)(0:U) Jp(U)'hi(U) = =i (U)X (U)(0:U) 1p5(U)
= —Xi(U)(0:,U) (0 (U)ps(U)) = =N(U)Vr(U) - 0,U = =X (U)0,r(U).

La proposition permet en quelque sorte d’obtenir un systeme diagonal avec les fonctions r;(U) comme in-
connues (ol r; est un j-invariant de Riemann pour tout j # 7).

Supposons par exemple p = 2 dans la proposition [5.44] Iapplication r; est un 1-invariant de Riemann et I’appli-
cation 75 est un 2-invariant de Riemann. La proposition [5.44]donne, si U est réguliere,

Oy (r1(U)) + A2(U) 8 (r1(U)) = 0,

O (r2(U)) + M (U)0:(r2(U)) = 0.

U)

U)

réciproque, de sorte que U = s(R). Les fonctions (z,t) — r1(U(z,t)) et (x,t) — ro(U(x,t)), que 1’on note 7;
et 7o ci apres, sont alors solution du probleme de transport suivant :

0e(T1) + A2 (s(R))(71) = 0,

Ot (T2) + M (s(R))0x(72) = 0,

Si I’application U — R(U) = [:1E est un difféomorphisme (de D dans son image), on note s son application
2

ou R est la fonction vectorielle dont les composantes sont 7'y et .
Ceci permet par exemple d’obtenir des estimations sur les invariants de Riemann en les considérant comme solution
de ce probleme de transport.

Les invariants de Riemann vont nous permettre de construire les ondes de détente, qui sont des solutions du pro-
bleme de Riemann autosimilaires et continues sur IR x lRi, c’est-a-dire qu’il existe —oco < a < b < o0 tels
que U = Uy sur Dy = {(z,t), z < at}, U(x,t) = V(3) sur Dy = {(x,t), at < x < bt}, U(z,t) = Uy sur
D3 = {(z,t), x > bt} et U solution classique dans D,. La continuité de U impose donc que V' (a) = U, et
V(b) = Uy.

On fixe a et b (a < b). On cherche donc V € C([a, b]) N C*(Ja, b]) tels que V (a) = Uy, V(b) = Uy, et U solution
classique de dans Dy avec U(x,t) = V(%). On a, dans Do,

x x

QU (,1) = — 5 V'(5) et 0L (F(U 1)) = T (U, )0 (U, 1)) = 1 Te(VE)V'(S).

Donc, dans D>,
T T T
=V,

t t

Si on se limite & chercher une solution avec V' # 0 sur ]a, b, pour que 0;U + 9, (F(U)) = 0 dans D, il faut donc
que, pour tout £ €]a, b],

O (,) + D (F(U (1)) = 5 (Jr(V(

% soit valeur propre de Jp (V(%

), et V’(%) soit vecteur propre associé non nul.

Il existe donc 7 € [1,p] tel que § = X;(V($)). On est stir que i ne dépend pas de 7, parce qu’on a supposé V'
continue et que le systeme est strictement hyperbolique.

Noter que I’existence et 1’unicité de ¢ est encore valable si V' s’annule en un point entre |a, b[ (toujours grace au
fait que le systeme est strictement hyperbolique). Par contre si V/ = 0 sur tout un intervalle [¢,d], a < ¢ < d < b,
i peut étre différent sur |a, c[ et sur ]d, b|. Cette situation apparait lorsque le probleme de Riemann considéré a une
solution formée de deux détentes (chaque détente correspondant a une valeur de 7).
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Finalement, sous la condition V/ # 0 (ou si V' ne s’annule qu’en des points isolés), pour que la fonction V' €
C([a, b]) N C*(Ja, b]) recherchée convienne, il faut et il suffit qu’il existe i € [1, p] tel que

Vs €la,b], \i(V(s)) =setV'(s) = a(s)p;(V(s)), avec a(s) € R, (5.45)
V(a) = Uy, V(b) = Ua. (5.46)

Noter que la condition (5.46) et le fait que \;(V'(s)) = s (pour s €]a, b| et donc aussi s € [a, b]) donne \;(Uy) = a
et /\1(Ud) =b.

La condition (5.43) implique que le champ 4 est VNL. En effet, comme 1’application U +— X;(U) est dérivable et
que I’on cherche V' de classe C? sur ]a, b], les égalités précédentes donnent que

1=VN(V(s)) - V'(s) = a(s)VNi(V(s)) - i (V(s)), Vs €]a, b. (5.47)

Ceci prouve que VA;(V (s)) - p;(V(s)) # 0 (et aussi a(s) # 0) et donc que le champ 4 est VNL. Enfin, en
normalisant o;(U) par la condition V;(U) - ¢;(U) = 1, I'égalité (5.47) donne a(s) = 1et V'(s) = ¢;(V(s))
pour tout s €]a, b].
La condition nécessaire et suffisante sur V' est donc que V' soit solution de 1’équation différentielle avec condition
initiale et finale suivante :
V € C([a,b], D) N C'(Ja,b[, D),
V'(s) = p;(V(s)), forall s €]a, b], (5.43)
V(a) = Ug, \i(Uy) = a, V(b) = Ug.
En effet, on vient de montrer que cette condition est bien nécessaire. Pour voir qu’elle est suffisante, il suffit de
remarquer que si V' est solution de cette équation différentielle, on a bien \;(V(s)) = s pour tout s €]a, b[ car
Ai(V(a)) = Mi(Ug) = aet Ai(V(s)) = VN(V(s)) - V'(s) = VAi(V(s)) - pi(V(s)) = 1 pour tout s €]a, b[. En
particulier, ceci donne \;(Uy) = X;(V (b)) = b.
Définition 5.45 (Onde de détente) Une i-onde de détente du systeme (5.40) est une solution de (5.40) telle que
1. U(z,t) = Uy siz < X(Uy)t,
2. Uz, t) = Ugsiz > X(Ug)t (on a donc X\i(Uq) > A (Uy)),
3. Uz, t) = V(F) si \i(Ug)t <z < Xi(Ua)t, avec T = N(V (%)),
4. V e C([Xi(Uy), Xi(Ua)], R), V(Ai(Uy)) = Uy et V(Xi(Ua)) = Us.
5. Ve C (Xi(Uyg), \i(Ua)[, D), V'(£) = @i (V (%)) pour X;(Ug)t < x < Xi(Ug)t.
On dit alors que Uy est reliable a U, par une i-détente (noter que cette relation est non symétrique car \;(Uy) <
Ai(Uq)). On note T';(Uy) Iensemble des Uy reliable a U, par une i-détente.
Rappelons que p;(U) est normalisé par la condition V\;(U) - ¢;(U) = 1.

Le calcul précédent montre donc que Uy est reliable a U, par une i-détente (c’est-a-dire Uy € Fi(Ug)) si et
seulement si Uy € {V(s), s > a, V solution de (5.49), avec a = \;(Uy)},

V'(s) = pi(V(s)),s > a,

V()= Uy e

En effet, si Uy est reliable a U, par une i-détente, la fonction V' donnée par la définition [5.45]est solution de (5.49)
sur I'intervalle [a, b] avec b = A\;(Uy) et Ug = V(X;(Ug)) = V(b) € T';(Uy). Réciproquement si Uy € {V (s),
s > a, V solution de (5.49), avec a = \;(U,)}, il existe b t.q Uy = V(b) avec V solution de (3.49) sur I’intervalle
[a, b] et donc V est solution (5.48), ce qui donne bien que U, est reliable a U, par une i-détente.

Comme la fonction ¢; est de classe C, le probleme de Cauchy (5.49) admet une unique solution locale. Len-
semble I';(U,) est donc la trajectoire (dans IR”) de la solution de cette équation différentielle. Le vecteur ¢;(Uy)
est un vecteur tangent a cette trajectoire au point Uy. Ceci est résumé dans le théoréme qui suit.
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Théoreme 5.46 (Courbe de détente) Soient i un champ VNL et Uy € D, alors I';(Uy) (défini dans la définition
est une courbe (dans I’espace R? ) partant de U, et le vecteur ;(Uy) est un vecteur tangent a cette trajectoire
au point Uy.

Lorsqu’on veut résoudre le probleme de Riemann, on veut déterminer s’il existe des ondes de détente, et si un
état Uy a droite est reliable a un état U, a gauche par une onde de détente, c’est-a-dire si Ug € I';(Uy). Pour
cela, un moyen assez simple est de faire intervenir les invariants de Riemann. Supposons que U soit une ¢-onde de
détente. En reprenant les notations de la définition |5.45, U (x,t) = V() pour a = X\i(Uy) < § < Xi(Uq) = D,
V € C'(Ja,b]) N C([a, b]). Soit r un i-invariant de Riemann, alors 7(U,) = r(U,), puisque 7(U) est constant dans
la zone de détente : en effet, pour tout £ €]a, b,

r(V(€)) = Vr(V(€)) - V'(§) = 0car V'(§) = pi(V(E)).
Ceci montre que
Ii(U,) C T:(U,) = {Uq € D : r(Uyg) = r(Uy), pour tout r invariant de Riemann}.

Comme on a en général p — 1 i-invariants de Riemann indépendants, I'; (U,) est une courbe de IR passant par Uy
etU,.

D’autre part si Uy € T';(Ug), on a nécessairement \;(U,) < X;(Uq). L'ensemble I';(Uy) correspond donc a “la
moitié” de la courbe I'; (U ). Plus précisément,

T;(U,) C {Uq € T;(Uy) tel que \i(Uy) < \i(Ug)} = Ty(Uy).

On aen général I';(U,) = T;(U,) (siil y abien p — 1 i-invariants de Riemann indépendants).
Résoudre un probléme de Riemann passe donc par la construction des courbes I';(Uy). En pratique, on construit
I’ensemble I';(Uy ), et on ne conserve que la partie telle que A\, (Uy) < A;(Uq).

Commencons par 1’exemple simple d’un systeme découplé, avec p = 2. Dans ce cas on a vu qu’un l-invariant
de Riemann est us, et donc I’ensemble fi(Uq) est la droite up = ug4 2. Si fi est strictement convexe, la condition
M (Uy) < A1(Uq) donne que u,y 1 < ugq,1, ce qui donne une demi droite. L’ ensemble des points Uy reliables a U,
sont les points tel que ug,2 = g2 €t Uy 1 > Ug,1. La solution U est alors une fonction dont la seconde composante
est constante (et égale a u4 2) et dont la premiere composante correspond a une détente pour une équation scalaire.

Considérons maintenant le cas du systeme des équations d’Euler barotrope (5.42). On a vu qu’un 1-invariant de

VP (p)
P

ap?, a > 0,onadonc 71 (U) = u+2c (on rappelle que ¢ = \/2ap); on peut tracer la courbe 'y (U,) = {Uy € D :
r(Uq) = r(Uy) pour tout  l-invariant de Riemann}; dans les variables p,u, en posant 8, = ug + 2,/2ap,,
r1(Uq) = r2(Uy) revient a écrire que u + 24/2ap = 3, soit encore

Riemann est 71 (U) = u+h(p), ol h est une primitive de p . Pour les équations de Saint-Venant P(p) =

u =B —2\/%@.

On obtient alors la demi courbe I'; (U, ) en imposant que A1 (Uy) < A1 (Ua), ¢’est-a-dire u, — ¢, < u— c ou encore

Z—Z = /2apy < L —/2ap.

Ondes de choc, discontinuités de contact
On s’intéresse toujours au probleme de Riemann (5.40). Comme pour I’étude des ondes de détentes, on fixe Uy et
on cherche une éventuelle solution autosimilaire reliant U, et Uy avec une discontinuité, ¢’est-a-dire qu’il existe
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o € IR tel que la fonction U définie par U(z,t) = Uy siz < ot et U(z,t) = Ug si ¢ > ot soit solution de (5.40).
On a déja vu que pour qu’une telle fonction U soit solution faible de (5.40) il faut et il suffit que

olU] = o(Us — Uy) = (F(Ua) — F(Uy)) = [F(U)]. (5.50)

La relation (5.50) donne de nombreux couples (U, Uq) possibles, et en particulier des couples pour lesquels il
existe une valeur propre \; de la matrice jacobienne vérifiant A\;(U,) < A;(Ug) avec un certain i correspondant
a un champ VNL; dans ce cas, il y a une solution sous forme de détente et il n’y a pas unicité de la solution
faible. Le probleme est le méme que dans le cas scalaire, il faut ajouter une condition supplémentaire pour tenter
d’assurer I'unicité. Dans le cas général des systemes étudiés ici, il n’existe pas toujours d’entropie au sens de la
définition @I) ; I’idée, due a Lax [33]], est d’utiliser condition de Lax déja introduite pour les équations scalaires,
voir Théoréme

Définition 5.47 (Condition de Lax, cas systeme) On se place sous les hypothéses (5.41); soit U une solution
faible du probleme (5.10). On dit que U vérifie la condition de Lax s’il existe i € 1,...,p t.q.

Ai(Ug) > o > Xi(Uqg) sile champ i est VNL, (5.51a)
Xi(Ug) = 0 = X;(Uqg) si le champ i est LD. (5.51b)

Pour un systeme comme celui de Saint-Venant, cette condition de Lax est équivalente a la condition d’entropie de
la définition (5.41). Ceci est démontré dans 1’exercice [5.18]
En éliminant o par I'une des équations (5.50) et en le remplagant dans les autres, on obtient (p — 1) équations sur
Ug. Les solutions de ces p — 1 équations donnent en général, au moins dans un voisinage de U, p courbes dans
le plan RY. (Ceci n’est pas démontré dans ce cours mais un exemple est donné dans 1’exercice ) On peut
alors déterminer comment ces courbes se comportent au point U,. Soit V' : [0, &[— (IRd)* une application telle
que lim,_,o V(s) = 0 et telle que, pour tout s € [0,&[, Us = Uy + V(s) est reliable a U, par une discontinuité,
c¢’est-a-dire que (3.50) est vérifiée pour un certain o = o (s).
On considere une suite (s, )nen de 0, [ telle que lim,, o0 S, = 0. Quitte & extraire une sous-suite, on peut
supposer que
m V(sn) S,
noroo [V(sn)| 7

avec p € IR (et ||| = 1). On écrit la relation de Rankine-Hugoniot (3.50) avec Uy = U, + V (s,,) ; en utilisant
le caractere C'! de F, on obtient donc

o(sn)V(sn) = F(Ug + V(sn)) — F(Uy)) = DF(Ug)(V(sn)) + [V (0]l €n,
avec lim,,_, 4 o €, = 0, et donc

V(sn) V(sn)

Wl ~ 2o e o

Ceci montre que la suite (0(s,,))nen @ une limite, que I’on note A et que Ap = DF(U,)p. Comme ¢ # 0, il existe
donci € {1,...,p}telque A = \;(U,) et ¢ est colinéaire a ¢, (U,) (et non nul). Les vecteurs @1 (Uy), . .., ¢p(Uy)
sont donc des vecteurs tangents (au point U,) aux p courbes de vecteurs Uy reliables a U, par une discontinuité.

On note I';(Uy) la courbe associée au champ ¢ (c’est-a-dire que le vecteur ¢;(U,) est tangent a cette courbe au

point U,) et on suppose que ce champ est VNL. La condition de Lax de la définition donne alors
Ai(Ug) > o(sn) > Ai(Ug) au moins pour n assez grand et pour ||U, — Uy|| assez petit (pour assurer, grice a la

o(sn)
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condition de stricte hyperbolicité et au fait que o(s,) — X;(Uy), que cette condition de Lax ne puisse pas étre
vérifiée pour une autre valeur de 7).
En utilisant le caractere C! de )\;, cette condition de Lax donne alors

Ai(Ua) = Xi(Ug) + VAi(Uy) - V(sn) + IV (sn)l en < 0(sn) < Xi(Uy),

avec lim,,_, 4 o €, = 0, et donc
V(sn)
Vi(Uy) VGl +e, <0.
Quand n — 400 on en déduit VA;(Uy) - ¢ < 0, ce qui prouve que p = ayp;(U,) avec v < 0 (car ¢;(U,) est
normalisé par V;(Uy) - ¢;(Uy) = 1 et ¢ est non nul colinéaire a ¢; (Uy)).
La courbe I';(U,) a donc la méme tangente au point U, que la courbe I';(U,) vue dans le cas des détentes mais
ces deux courbes partent de U, dans des directions opposées.

Dans le cas des équations de Saint-Venant, P(p) = ap? avec a = %, I’exercice donne I’ensemble des états U
reliable a U, par un 1-choc (resp. 2-choc) Avec les inconnues (h, u), ¢’est I’ensemble des couples (h, u) tels que

h> hg (resp. h < hy)etu =1, — S, 5 = \/(h — hy)(h? — h2)/(2hyh).

Etant donnés deux états Uy et Uy, on peut alors construire, pour les équations de Saint-Venant, tous les états
reliables a Uy par un 1-choc ou une 1-détente et tous les états reliables a Uy par un 2-choc ou une 2-détente. On
obtient ainsi deux courbes (I’'une passant par U, et I’autre par Uy). L'intersection de ces deux courbes donne un
état, appelé état intermédiaire, qui permet de construire la solution du probleme de Riemann. Celle ci est formée
d’une 1-onde reliant U, a I’état intermédiaire suivie par une 2-onde reliant I’état intermédiaire a Uy. La figure[5.4]
donnent ces courbes avec un choix particulier de U, et Uy.

Courbes detentes (b) et chocs (r), ug=ud=1.5 hg=1 hd=2

15

10

0.5

0.0

-1 0 1 2 3

FIGURE 5.4 — La vitesse (u) est en abscisse et la hauteur (h) en ordonnée. L’état intermédiaire est donné par
I’intersection de la courbe rouge partant de U, et de la courbe bleue partant de Uy

A partir de cette étude (ondes de choc, ondes de détentes et discontinuités de contact), il est possible de démontrer
le théoreme [5.48] da a P. D. Lax, voir [33] Theorem 5.4] pour I’énoncé initial et la démonstration.

Théoreme 5.48 (Solution du probléme de Riemann, Lax) On considere un systéme strictement hyperbolique,
avec des champs VNL ou LD, et Uy € D. Alors il existe € > 0 tel que si |Uy — Ug| < ¢, il existe une solution au
probléme de Riemann (5.40), formée d’au plus p + 1 états constants reliés par p ondes (détentes, discontinuités de
contact ou chocs) et vérifiant la condition de Lax.
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5.4 Un exemple : les équations de Saint-Venant

On considere dans ce paragraphe le systeéme des équations de Saint-Venant a une dimension d’espace, c’est-a-dire
le systéme suivant :

Oth(z,t) 4+ 0y (hu)(z,t) =0, x € R, t € Ry, (5.52a)
Oy (hu) (z,t) + Oy (i + gfﬂ)(:p,t) =0, z€R, teR,, (5.52b)

ol g est un nombre réel donné, g > 0. Le systeme (5.52)) est une modélisation simple du probleme de I’écoulement
d’un fluide en eau peu profonde. L’inconnue h(x, t) est la hauteur de la colonne d’eau située au point x a 1’instant
t. On considere ici que le domaine sur lequel se produit I’écoulement a un fond plat. Le cas d’un fond non plat est
évoqué dans les exercices et L’inconnue wu(x, t) est la vitesse de cette colonne d’eau (située au point z
a I'instant t). Le nombre g correspond a I'intensité de la gravité. La fonction h prend ses valeurs dans IR, et la
fonction u prend ses valeurs dans IR.
On introduit deux nouvelles inconnues :

— la quantité de mouvement, ¢ : IR x IR — IR définie par ¢ = hu,

— la célérité des ondes, ¢ : R x R4 — IR, définie par ¢ = \/gh.
On note également

_ h _lu _gh2 - h 2
U= M,V[Qc],ertD{M € R* h > 0}.

5.4.1 Premiéres propriétés

q
En définissant la fonction F' de D dans IR? par F(U) = | ¢ L9 le systeme (5.52)) s’écrit aussi
h 2

OU(x,t) + 0,(F(U))(z,t) =0, x e R, t € R,. (5.53)
La matrice jacobienne de F' au point U est
0 1
DF(U) = {—u2 +gh 2u] '

Le polyndme caractéristique de cette matrice est Pr(\) = A2 — 2u\ + u? — gh = (u — \)? — gh. Les valeurs
propres de DF(U) sont donc A\ (U) = u — cet \2(U) = u + c. Elles sont réelles et distinctes, et le systeme est
donc strictement hyperbolique. Une base de IR? formée de vecteurs propres de cette matrice jacobienne est alors

{p1(U), p2(U)} avec
p1(U) = Lic} et py(U) = Lic] .

Examinons la nature des deux champs associés aux valeurs propres. Soit U € D, on a:

4, 9 v, 9
2 V/ o
V) = h 12 ghl = hl 2c )
h h
ce qui donne, avec les notations précédentes :
u g u—c g
MU) p(U)=——+ = =—-=—#0.
VA(U) - ¢1(U) o T T 207é
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Comme A\o(U) = u+c,ona

u g

V)= | Py 2| a V@) e =7 - Lt
h

h 2 h EE#&

Les deux champs sont donc VNL.

Calculons les invariants de Riemann (non triviaux) associés a chacun des deux champs du systeme (on rappelle
que les invariants de Riemann sont donnés par la définition [5.43).

Un 1-invariant de Riemann est une fonction 71 de D dans IR de classe C* telle que Vr1(U) - ¢1(U) = 0 pour tout
U dans D. Si on cherche 71 sous la forme 71 (U) = u + (h), la condition sur r; devient

q

—5 +¢'(h)
2 1 U u c c
e R R ORS EE R I DREE
h
Une solution consiste & prendre ¢ (h) = 2c¢, ceci donne bien ¢’ (h) = % = % On choisit donc 71 (U) = u + 2¢.

De maniére analogue, un 2-invariant de Riemann est 73(U) = u — 2c.

Remarque 5.49 (Forme équivalente du systéme pour des solutions réguliéres) Soit (h,u) une solution régu-

liere de (5.52)), et soit V = {;{J .

L’ équation (5.52b) donne
howu + udeh + udy (hu) + hudzu + ghd.h = 0.

En utilisant (5.524) et en divisant par & (on rappelle que h > 0),
Oru + udzu + goh = 0.
Comme 0, (2c) = 10.h ona go,h = 99, (2¢) = ¢d,(2¢) et donc

C

Opu + udzu + ¢, (2¢) = 0.

L’ équation (5.52a) donne
goth + g(0:h)u + ghd,u = 0.

On a déja vu que g0;h = 0, (2¢). De méme g h = c0;(2¢). On en déduit
cd(2¢) + cudy(2¢) + 0,u = 0,

ce qui donne, en divisant par c,
0¢(2¢) + udy(2¢) 4+ cdyu = 0,

et donc V est solution du systeme

OV (z,t) + B(V)0,V(z,t) =0, z € R, t € Ry, avec B(V) = {Z Z} . (5.54)
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5.4.2 Entropie du systeme de Saint-Venant
h 1, h?
Pour tout U = q € D, on pose n(U) = ihu + p (on rappelle que ¢ = huetp = g?). Nous allons

montrer que 7)(U) est une entropie du systéme, c’est-a-dire que 7 est convexe et qu’il existe une fonction ® telle
que 9¢n(U) + 9, (®(U)) = 0 pour toute solution réguliere de (5.52) (et donc de (5.33)).

Remarque 5.50 (Entropie et énergie) Pour le systéme de Saint-Venant (5.53), la quantité n(U (z, t)) est I’énergie
totale de cette colonne d’eau située au point x a I'instant ¢, c’est-a-dire la somme de 1’énergie cinétique et de
I’énergie potentielle.

Entropie par étude algébrique du systeme

Soit u une solution réguliere de (5.52). En multipliant (5.52a) par gh et (5.52b)) par u, on obtient

2 2
0T 4 g0, + ud,(U2) = 0

2
h@t(%) + u20:h + u26m(hu) + hu?0u + udyp = 0.

En additionnant ces deux équations et en utilisant (5.52a) et p = gh?/2, on obtient

2
Op + hat(%) + hu?0,u 4 2p0yu 4 2ud,p = 0.

En utilisant encore (5.524), h(?t(g) = at(hg) - %@h = &{h%) + %(%(hu) et 1’égalité précédente donne

2
om(U) + %@(hu) + hu?0,u + 0, (2pu) = 0.

En posant ®(U) = (1)hu? + 2pu, I'égalité précédente s*écrit
om(U) 4+ 0,2(U) = 0. (5.55)

Un autre moyen d’obtenir ce résultat (et nous prendrons cette méthode plus générale par la suite) est de remarquer
que
1 @ gh?
U)=-hu>+p=-—+2—
n(U) = shu” +p= o+ =,
de sorte que

V(v = [‘ il

u

2
On multiplie alors (5.524)) par 9;,n(U) = — % +gh et (5.52b) par 9yn(U) = w et par des manipulations semblables

aux précédentes on obtient aussi (5.39).

Noter que 0,1 et 0y désignent les dérivées partielles de la fonction 7, c¢’est-a-dire de la fonction U — n(U)
(de D dans IR) et donc que 0,n(U) et Jyn(U) sont ces dérivées partielles prises au point U (appartenant a D),
alors que O;n(U) et 0,n(U) désignent les dérivées partielles de la fonction 1 o U, c’est-a-dire de la fonction
(x,t) = n(U(x,t)) (de R x IRY dans IR).

Il reste a vérifier que n est une fonction convexe de D dans IR, ce qui est équivalent a montrer que sa matrice
hessienne H (U) est positive pour tout U € D, ou encore que £ H(U)¢ > 0 pour tout U € D et & € IR?,
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2
q (% u
—— +gh —+g —= 2
Comme Vn(U) = | 2h% g ,ona HU) = | h ug |, etdonc rtH(U) = %—Fg-ﬁ-% > 0 et
h “hh
w2 g ur g . . .
detH(U) = — + = — — = = > 0. Ceci montre que H(U) est bien positive pour tout U € D.

2 h h®2 h

Entropie par passage a la limite sur les solutions visqueuses

On ajoute des termes de régularisation dans le systeme (5.52)), plus précisément —cd2h dans la premiére équation
et —58£q dans la deuxiéme équation (avec € > 0). On note h. et u. (et donc g. = h.u.) les solutions de ce
nouveau systéme. On suppose que ce sont des fonctions régulieres, bornées dans L (IR x IR ;) indépendamment
de ¢, et qu’elles convergent dans L. (IR x IR ), quand ¢ — 0 vers des fonctions & et u respectivement (avec
h > 0). On suppose aussi que /20, h et \/z0,q sont bornées dans L2 (IR x IR ). Montrons que le couple (h, u)

est solution de (5.32) et vérifie, au sens de la négativité d’un élément de D* (IR x IR ) (définition|1.5)),

Omn(U) + 9, 2(U) < 0.

Comme h, et u. convergent vers h et u dans L] (IR x R), les dérivées 02h. et O%u. convergent vers 92h et

d2u au moins au sens de la convergence dans D* (IR x IR?.) et donc £02h. et £02u. convergent vers 0 au sens de
la convergence dans D* (IR x IR”). Ceci prouve que (h,u) est solution faible de (5.52).

On note U, = Zi . On remarque tout d’abord que 7(U.) et ®(U,) convergent dans L (IR xR ), quand ¢ — 0,

vers 1)(U) et ®(U) respectivement.
En reprenant la méthode précédente, c’est-a-dire la multiplication de par Opn(U;) et (5.52b) par 9,n(U.),
on obtient

Am(U.) + 8,®(U.) + R. = 0, (5.56)

avec R. = —0pn(U.)02he — edyn(U:)0%q. = Se + T, et

SE = _\ﬁaz(ahn(Ue)\@arh%) - \Eax(aqna]s)\@aa:(k)v
T, = €05 (0nn(Us))Ozhe + €05(04n(Us))02ge -

D’une part, S; — 0 au sens de la convergence dans D*(IR x IR ) quand ¢ — 0 car 9,n(Ue)) et 9;n(U.)) sont
bornées dans L= (IR x IR, ) et \/€0,h et \/0,.q sont bornées dans L (IR x IR, ).

loc

D’autre part 7. = (8,U.)'H(U.)9,U., ou H(U.) désigne la matrice hessienne de 7 au point Ue. Or, on a déja
montré que cette matrice hessienne est positive, on a donc 7. > 0 et donc, en passant a la limite dans (5.56) quand
€ — 0, on obtient qu’au sens de la négativité dans D* (IR x IR’} ) (définition|1.3)), U vérifie,

dm(U) + 9,8(U) < 0.

5.4.3 Etude du probléme de Riemann

On s’intéresse maintenant au probléme de Riemann, ¢’est-a-dire au systeme (5.52)) (équivalent a (3.33)) avec la
condition initiale

h(z,0) = hy, u(z,0) = uy, <0, (5.57)
h(x,0) = hq, u(x,0) = ug, >0, (5.58)

ol hg, hq € IR: et ug, ug € IR sont donnés. On pose q; = hgug, ¢4 = hqud, ¢g = v/ghg, ca = \/gha.
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On suppose que uq — ug < 2(cq + cq) (cette condition est nécessaire pour que le probleme (5.53), (5.57)-(5.58)
ait une solution prenant ses valeurs dans D, c’est la condition de “non apparition du vide”). On va maintenant
construire la solution du probleme de Riemann en examinant tous les cas possibles.

Solution formée de deux détentes

On suppose d’abord que 2|cy — ¢q4| < uq — uq. Dans ce cas, on cherche une solution sous la forme d’une 1-détente
et d’une 2-détente séparées par un état intermédiaire noté (h.,,u,). On note Uy, Uy et U, les états constants de
cette solution.

On sait qu’un ¢-invariant de Riemann est constant dans une i-détente. On a donc ug +2¢g = Uy +2c¢4 et ug—2cq =
Uy — 2¢4. Ceci permet de calculer uy, ¢, et hy :

Ug + Uq
U*:gi‘i’cgfcda
2
2
_ Ug — Ug Ccg +Cq A e
Cy = ) * -
4 2 g

On a bien ¢, > 0 (et donc h, > 0) car uqg — uy < 2(cq + cq) (qui est justement la condition de non apparition du
vide).

Pour construire la solution, on sait que la 1-détente correspond a la zone {\; (Uy)t < = < A;(U,)t} et que la 2-
détente correspond a la zone {3 (U )t < & < A2(Uy)}. La construction de cette solution formée de deux détentes
est donc possible si et seulement si

M(Ug) = ug — g < uyp — i = A (Uy) (5.59)

A2 (Uy) = uy + cx < g+ cqg = A2(Uyg) (5.60)
La condition (5.59) est équivalente a u, — ug < 2(cy — cq) et la condition (5.60) est équivalente a ug — ug <
2(cq — ¢g4)- Ces deux conditions sont satisfaites grice a la condition 2|c, — cq| < ug — uy.

La solution du probléme de Riemann (5.33), (5.57)-(5.38) est donc bien formée de deux détentes. On la construit
en distinguant cinq zones D;, 7 = 1,...,5; avec

Dy ={z < (ug — ¢g)t},

Dy = {(ug — cg)t <z < (ux — ci)t},
D3 = {(us — )t < < (uys + ¢4t}
Dy = {(us + c)t <z < (ug + ca)t},
Ds = {(uq + ca)t < x}.

— Sur Dy,onaU = U,.

— Sur D3,ona U =U,.
— Sur Ds,ona U = Uy.

— Sur D5, on a affaire a une 1-détente. On cherche la solution sous la forme U(x,t) = V(?) Donc sur la
droite z = at avec (ug — ¢g) < @ < (U, — ¢4), la solution U(x,t) est donnée par « = — = A\ (V () =
u — c. En écrivant de plus I’invariance du 1-invariant de Riemann, on obtient la solution en résolvant le

systeme

u—c=aqa,

U+ 2¢ = ug + 2¢q,

ce qui donne 3u = 2a + uy + 2¢4, 3¢ = ug + 2¢4 — .
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— Enfin sur Dy, on a affaire 2 une 2-détente. Donc pour z = at avec (u, + ¢,) < @ < (ug + ¢q), la solution
U(z,t) est donnée par o = 7= A2(V()), et par invariance du 2-invariant de Riemann, on obtient donc

la solution en résolvant le systeme

uU—+c=a«,

U — 2¢ = ug — 2cq,

ce qui donne 3u = 2a + ug — 2¢q, 3¢ = —ug + 2¢q + a.

Condition nécessaire et suffisante pour un choc

On suppose maintenant que

9(hg — ha)(hj — h3)

5.61
2hghq ( )

2|cg — cq| > ug — ug, etonpose S = \/
Avant de déterminer les solutions correspondant a ce cas et qui comportent un choc, voyons quelles sont les
conditions pour qu’une solution faible soit un choc. Si U est solution faible on a donc hy # hg (en effet, si
hg = hg, la relation de Rankine-Hugoniot sur la droite # = ot donne, avec les notations du cours, o[h] = [hu] et
donc u, = ug en contradiction avec 2|cy — cq| > ug — ug).
On suppose ici qu’il existe 0 € IR, tel que

Uz, t) =Ugsiz < ot, U(z,t) = Ugsiz > ot.

— Montrons que U est solution faible de (5.53), (5.57)-(5.38) si et seulement si ug = ug £ S eto(hqg—hy) =
(g4 — gq4)- La fonction U est solution faible si et seulement si les conditions de Rankine-Hugoniot sont

satisfaites sur la droite x = ot, ¢’est-a-dire, avec les notations du cours, o'[h] = [hu] et o[hu] = [hu? + p],
ce qui est équivalent a [hu]? = [h][hu® + p] et o[h] = [hu].
Comme

[hu]? = (hqua — hgug)? = hiuj + h?uﬁ — 2hghqugug et
[h][hu? + p] = hgud + hou? — hahg(ul + ud) + [k][p],

la fonction U est solution faible si et seulement si hgh, (v, —uq)® = [h][p] et o[h] = [hu]. Ceci correspond
bien a (ug — ugq)? = S et o[h] = [hu].
On montre maintenant que U est un 1-choc si et seulement si ug = uy — S et hy < hgq.
Condition nécessaire. On suppose que U est un 1-choc. La condition de Lax (5.51a)) donne alors, en utilisant
o[h] = [hul,
ha(ug — uq) hg(ug — ua)
Uy —Cg >0 =Ug + —————> =Ug + ——
g g hg — hq hg — hq
La premiere inégalité donne que ug —uq et hg — hg sont non nuls et de signe contraire (car ¢, > 0). Comme
Ug — Cg > Ug — C4, ON A aUssi ug — ug > ¢g — c¢q. Comme ¢4 — ¢4 a le méme signe que hy — hq, et donc le
signe contraire de celui de uy — ug, on en déduit ug — ug > 0 > hy — hy. Ceci donne bien ug = ug — S
et hg < hg.
Condition suffisante. On suppose maintenant que ug = ug — S et hy < hq et on veut montrer que U est un
1-choc, c’est-a-dire que (5.62) est vérifiée. La premiere inégalité est vraie si
2 2
hi(ug - ud)2 hg hi g(hg - hd)(hg - hd) @ hg + hd

h = 2: =
9o < e )2 g ha)®" (g — bl 2hyha Ih, 2

> Ug — Cq. (5.62)
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Ceci est vrai car hy < hy. La deuxieme inégalit€ est vraie si

ohy > hf](ug —ug)? _ hg g2 _ hz g(hg — hd)(hg — h3) _ g@hg + ha
(hg —ha)2 (hyg—ha)2” ~ (hy — ha)? 2hyha ha 2

Ceci est vrai car hg > hy.
De maniére analogue on montre que U est un 2-choc si et seulement si ug = ugy — S et hy > hq. La

condition de Lax (qui est (3.62)) pour les 1-choc) devient

h - h -
ug+cg>a:ug+df(Lugff;:d)=ud+g}(Lu%};:d)
g g

> uq + cq. (5.63)
La deuxi¢me inégalité donne que uy — uq et hg — hg sont non nuls et de méme signe (car cq > 0). Comme
Ug + Cq > Ug + Cg, ON A AUSSI Ug — Uq > Cq — ¢g. Comme ¢g — ¢4 a le méme signe que hg — hy et donc le
signe contraire de celui de uy — ug, on en déduit ug — ug > 0 > hg — hy. Ceci donne bien uqg = ug — S
et hy > hg. Ceci montre que la condition ug = ug — S et hy > hg est nécessaire pour avoir un 2-choc.
On montre maintenant que cette condition est suffisante. On suppose donc que ug = uy — S et hy > hq et
on veut montrer (5.63)).

Montrer la premiere inégalité est équivalent & montrer que

ghe > h2(ug — uq)? _ hZ 2 h? g(hg — ha)(h? — h3) _ g@ hg + ha
97 g =Rl g ha®  Zhyha by 2

Ceci est vrai car hy > hg.
Montrer la deuxieme inégalité est équivalent a montrer que

h2(ug — uq)? h? he  g(hg —ha)(hj — D7) hg hg + ha

ha < G T hy = b (hg = ha)? 2y hy Iha 2

Ceci est vrai car hg < hy.

— Montrons maintenant que pour pour tout ug, hg et hq , avec hg > hyg , il existe un seul uq tel que U soit un
1-choc.
Soient ug € IR, hy, hq € ]Rf|r avec hg > hg. Pour que U soit un 1-choc, il faut et il suffit que ug = ugy — S
(et 0 = [hu]/[h]), c’est-a-dire

B g(hg — ha)(h% — h3) ghg  ha
Ud—ug_\/ 2hghd =Ug — 9 w(hg))

ou v est la fonction définie par

z € [1, 400l \/(1 - 1/“2(“72 -1 (5.64)

Bien siir le raisonnement est complétement semblable pour un 2-choc. Soient ug € IR, hg, hq € IR:_ avec
hq < hg. Pour que U soit un 2-choc, il faut et il suffit que ug = uy — S (et o = [hu]/[h]), c’est-a-dire

hgha ~ Y 2

_ 32
Ug = Ug — \/g(hg hd)<h§ hd) - @w(%).
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Solution formée d’une 1-détente et un 2-choc

On se place encore sous I’hypothése (5.61), et on suppose que u; — uqg < S et hg < hg. On va construire une
solution de (3.53), (5.37)-(5.38) formée d’une 1-détente et d’un 2-choc reliés par un état dit intermédiaire, noté
(h,uy). Pour cela, on cherche (h.,u,) tel que u, + 2c, = ug + 2¢q, ux = uq + \/ghd/Qw(Z—;), hye > hq,
o1 ¢ est la fonction définie par (5.64), et satisfaisant la condition uy — ¢, < uy — ¢, < o ol o est la vitesse
du 2-choc. On note U la solution recherchée. Dans la zone D1 = {z < (uy — ¢4)t}, ona U = U,. La zone
Dy = {(ug — ¢g)t < & < (u,x — ¢4t} correspond a la 1-détente, la solution peut étre calculée comme cela a été
fait au paragraphe (cas de deux détentes). L’invariance des 1-invariants de Riemann dans cette zone donne
Ug + 2¢g = Uy + 2¢,. Dans la zone D3 = {(u, — ¢,)t < x < ot}, la solution est U = U,. Dans la zone
D, = {x > ot}, lasolutionest U = Uy et la questionmontre que la condition nécessaire et suffisante pour

qu’il s’agisse bien d’un 2-choc est que h, > hq, ug = Uy — 1/%1#(2—;) eto = (hqug — hyuy)/(ha — hy).
En résumé, la construction d’une solution formée d’une 1-détente et d’un 2-choc reliés par un état intermédiaire
(hy, uy ), est possible si et seulement si

Ug — Cg < Ui — Cx, (5.65)
Ug + 2¢4 = Uy + 2¢4, (5.66)
hy > hg, (5.67)

h h,
Uy = g + \/%w(h—d), (5.68)

hqug — heu
q”—c*<a:4%ii%§1. (5.69)

Pour h € [hq, hy|, on pose F'(h) = uq + g’%@/}(%) + 2+/gh. La fonction v est strictement croissante, comme

composée de la fonction x = (1 — 1/z)(2% — 1) qui est strictement croissante sur [1,4+oo[ (comme produit
de fonctions strictement croissantes positives) et de la fonction = — /z, également strictement croissante. La
fonction F" est continue, strictement croissante, F'(hq) = uq + 2cq et F(hg) = uq + S+ 2c4 > ug + 2¢c,4. Comme
Ug + 2¢4 > uqg + 2¢q (car 2(cy — cq) = 2|cyg — cal > uqg — uy), il existe donc un (unique) h, €lhg, hy[ tel

que F(hy) = ug + 2¢4. On pose alors u, = ug + \/%w(%) et les équations (5.66), (5.67) et (5.68) sont bien

vérifiées. Compte tenu de (5.66), I’inégalité (5.65) est équivalente a ¢, < ¢4, ce qui est bien vrai car h, < hy.
Il reste & montrer (3.69). Comme

_ h*u* — hdud =, + hd
T T —hs " T b —hy

(’LL* - ud)7

la condition (5.69) est vérifiée car ¢, > 0, hy, > hg et u, > ugq (par (5.68)).

Solution formée d’un 1-choc et une 2-détente

On se place encore sous I’hypothese (5.61), mais on suppose maintenant que ug — ug < S et hg > hg, et on va
montrer que la solution du probleme de Riemann est alors un 1-choc suivi d’une 2-détente. Le raisonnement est ici
trés voisin du précédent. On note U la solution recherchée et (h,, u,) I’état intermédiaire.

Dans la zone Dy = {x < ot}, ona U = Uy, et la question [5.4.3 montre que la condition nécessaire et suffisante

pour qu’il s’agisse bien d’un 1-choc est que hy < Ay, Uy = ug — \/%w(’g—*) eto = (hgug — hyuy)/(hg — hy).
Dans la zone Dy = {0t < < (u, +¢,)t}, lasolution est U = U,. Lazone D3 = {(us + ¢, )t < < (ug+cq)t}

correspond a la 2-détente, la solution peut étre calculée comme cela été fait dans la question [5.4.3](zone Dy de la
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question @ L’invariance des 2-invariants de Riemann dans cette zone donne ug — 2¢q4 = ux — 2¢,. Dans la
zone Dy = {(uq + ¢q)t < z}, lasolution est U = Uj.

En résumé, la construction d’une solution formée d’une 1-choc et d’un 2-détente reliés par un état intermédiaire
noté (h,, u,) est possible si et seulement si

hy > hy, (5.70)

hg hy
we =1y =\ TG, (5.71)

hgtg — Ry,

o= M <t (5.72)
Uy + Cx < Ug + Cq, (5.73)
Ug — 2Cq = Uy — 2C4, (5.74)

Pour i € [hg, hq], onpose F'(h) = ug— %1{)(%) —24/gh. Comme on I’a déja vu, la fonction v est strictement
croissante, et la fonction F est donc continue et strictement décroissante ; de plus F'(hg) = ug — 2¢4 et F((hg) =
ug — S — 2¢q < uq — 2¢q. Comme ug — 2¢cq < ug — 2¢4 (car 2(cq — ¢g) = 2|cg — ca| > uq — ugy), il existe un

(unique) h, €hg, hq| tel que F'(h,) = ug — 2¢q. On pose alors u, = ug — gggw(%) et les équations (5.74),

(370 et (5.71) sont bien vérifiées. Compte tenu de (5.74), I'inégalité (5.73) est équivalente a ¢, < cq, ce qui est
bien vrai car h, < hy.
Il reste a montrer (5.72). Comme

~ heu, — hgug hg
T T h, T hh,

la condition (5.72)) est vérifiée car ¢, > 0, h, > hg et u, < ugy (par (5.71)).

(s — uy),

Solution formée de deux chocs

On se place toujours sous I’hypothese (5.61)), et on suppose maintenant que ugy — ug > S. On va montrer qu’on
peut construire une solution de (5.53)), (3.57)-(5.38)) formée d’un 1-choc et d’un 2-choc.

Pour que la solution U soit formée de deux chocs séparés par un état intermédiaire noté (h,, uy ), il faut et il suffit,
d’apres I’étude du paragraphe[5.4.3] d’avoir les conditions suivantes

h P
Uy = Ug — \/?Wh)’ hg < h*7 (5.75)
g

h h,
e = g + | Z2p(2), ha < hs, (5.76)
2 ha

hgtg — hyuy < haug — hyuy
hg — hy hag —hye

5.77)

La condition (5.77) indique que la vitesse du 1-choc est inférieure a vitesse du 2-choc.
On note h,,, = min(hg, hy). Pour h > h,y,, on pose G(h) = %w(%) + %w(h—}:) Les conditions (5.73)-

(3.76) donnent
ug — ug = G(hy).

La fonction G est continue et strictement croissante sur I’intervalle [A,,,, +-00[. Comme G (hy,) = S, ug —uqg > S
et que limy,_,, G(h) = 400, il existe un (unique) hy €]h,,, +oo[ tel que G(hy) = uy — ug. On définit alors u,
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avec les conditions (5.73)-(5.76) (qui sont identiques avec ce choix de h.). Il reste a vérifier (3.77). Ceci découle
de h, > max(hg, hq), ug — u, > 0etug — u, < 0 car

hgtg — hyuy
hg — hy

Uy — Uy Ug — Uy haug — hyuy
g < uy+ hd =

= s ey T ha—hs  ha— Iy

NB. Si uy — uq = S, on trouve une solution de (5.53)), (5.57)-(5.58) contenant seulement un 1-choc dans le cas
hg < hq et contenant seulement un 2-choc dans le cas hgy > hg.

5.5 Exercices

Exercice 5.1 (Principe du maximum et positivité des solutions régulieres (xx)) Corrigé en page
Soit v € C*(IR, IR) telle que v’ est bornée et soit ug € C*(IR,IR). On s’intéresse aux deux probleémes suivants :

Owu(x,t) +voyu(z,t) =0, z € R, t € R}, (5.78)
u(z,0) = up(z), z € R.
Opu(x,t) + 0x(vu)(x,t) =0, r € R, t € R7,
u(z,0) = up(x), z € RR.
Le probleme (5.78) est une équation de transport avec donnée initiale, et le probleme (5.79) est une équation de

conservation avec donnée initiale. Noter que si v est constant, les deux problemes sont équivalents. Les résultats
qui suivent se généralisent au cas d’une dimension d’espace supérieure.

1. Soient A, B € IR tel que A < ug(x) < B pour tout z € IR. Soitu € C* (IR x R4, IR) solution de (5.78),
montrer que A < u(z,t) < B pourtout z € IR et t € IR. Montrer (en donnant un exemple) que cette
propriété peut étre fausse si u est solution de (5.79).

[On pourra considérer, pour tout ¢ € IR, I’équation différentielle 2’(t) = wv(x(t)) avec donnée initiale
z(0) = a.]

2. On suppose que ug(z) > 0 pour tout z € R. Soit u € C1(IR x R, R) solution de (5.79), montrer que

u(z,t) > Opourtoutz € Rett € R.

(5.79)

Exercice 5.2 (L*(IR) N BV (IR) C L°(IR) (%)) Corrigé en page[349
Pour v € L (IR) on rappelle (voir définition i que

loc

lulBv(m) = Sup{/]R u(z)¢(z) dz, ¢ € CZ (R, R), [lo]| = (Q) < 1},

etque u € BV(IR) si |u|py(r) < +00.
Soitu € L'(IR) N BV (IR). Montrer que u € L>=(IR) et

ull L (r) < |ulBv(R)-

Exercice 5.3 (Condition de Lax (%)) Corrigé en page Soient f une fonction strictement convexe et ug,
uq € R, ug # uq. On consideére le probleme de Riemann

Ou+ 0x(f(uw)) =0surIR x R,

(2,0) ug siz <0,
u(x,0) = .
ug six > 0.
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On considere une solution faible de la forme

i t
uz,t) = {“9 NS (5.80)
Uqg S1x > ot.

1. Exprimer o en fonction de f, ug, ug.

2. Montrer que cette solution est entropique si et seulement si la condition de Lax f'(ug) > o > f'(uq) est
vérifiée.

3. On suppose toujours que la solution est de la forme (5.80), mais on ne suppose plus que c’est une solution

faible. Montrer par un contre-exemple que dans ce cas on n’a plus équivalence entre solution entropique et
condition de Lax.

Exercice 5.4 (Systeme hyperbolique linéaire (x)) Corrigé en page
Soient A € M, (IR) et ug € L (IR)™. On suppose A diagonalisable dans IR et on cherche u € L2 (IR x IR )"
solution faible du probléme suivant :

Owu(z,t) + Adyu(z,t) =0, z € R, t €]0,+o0], (5.81a)
u(z,0) = up(x), z € R. (5.81b)
Soit {v;, 7 € {1,...,n}} une base de R™ formée de vecteurs propres de A. On a donc Av; = A;v; pour tout
i € {1,...,n} avec A\; € IR. Pour z € IR, on décompose ug(z) sur la base {v;, ¢ € {3,...,n}}. On a donc

up = Y i, a;v; p.p. avec a; € L>°(IR) Montrer que u défini presque partout par u(z,t) = > . ; a;i(x — \it)v;
est solution faible de (5.81).

Exercice 5.5 (Unicité de la solution faible du probleme linéaire par dualité (xx)) Corrigé en page
Soient ¢ € R et ug € L(IR). L’objet de cet exercice est de prouver I'unicité de la solution faible u (dans
L>*(IR x IR )) du probléeme de transport suivant :

Opu(z, t) + coyu(z, t) =0, 2 € R, t €]0,400], (5.82a)
u(z,0) =up(z), z € R. (5.82b)

1. Montrer qu’il suffit de prouver I’unicité de la solution pour ug = 0 p.p..
On suppose des lors que u est une solution faible de (5.82) avec ug = 0 p.p..
2. Soity € Co.(R x R). Pour z € R ett € IR on pose p(z,t) = — ;roo (x —c(t—s),s)ds.
(a) Montrer que ¢ € CH(IR x [0, +00) et que Dy + cdrp = ¢ dans R x [0, +-o0].
(b) Montrer que f(;roc Jg w(z, )Y (z, t) dz dt = 0.
3. Montrer que u = 0 p.p..
4. En déduire que la solution faible du probleme (5.82)) est unique, ainsi que que celle du systeme (3.81)) de
Iexercice 5.4

Exercice 5.6 (Equation linéaire avec terme source singulier (xx)) Corrigé en page
Soient a, b, ¢, ug, uq € IR. Avec les nombres réels b et ¢, on définit la mesure y sur les boréliens de IR x IR par
son action sur C°(IR x R4, R) :

+o00
/ edp = b/ @(ct,t) dt pour tout p € C°(R x R4, R). (5.83)
IRXIR+ 0

341



5.5. EXERCICES CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

La mesure p est donc une mesure portée par la demi-droite I'. = {(ct, t), t € IR, }. On définit ug par ug(z) = ug
siz < 0etug(x) =ugsia > 0.O0n s’intéresse au probleme

Oru + adyu = pdans R x Ry, (5.84)
u(+,0) = ug dans R. (5.85)

Une solution faible de (5.84)-(5.83) est une fonction v € L>(IR x IR ,) telle que

“+o0
/ w(0rp + adyp)d(z,t) +/ uo(x)p(x,0) de = —b/ (ct,t) dt
RxR 4 R 0

pour tout p € C°(IR x R4, IR). (5.86)

1. Unicité Montrer que (5.84)-(5.83) a au plus une solution faible. [On pourra se ramener a I’exercice[5.3] ]
2. Existence On suppose dans cette question que ¢ # a. Montrer que (5.84)-(5.83) a une (unique) solution
faible et la construire.

3. Non existence On suppose dans cette question que ¢ = a et b # 0. Montrer que (3.84)-(3-83) n’a pas de
solution faible.

Exercice 5.7 (Non unicité des solutions faibles (x)) Corrigé en page|353
Soient u4 et ugq des réels tels que uy < ug; on considere le probleme de Riemann

Oyu + 0, (u?) =0
(0, 7) = Uy siT < 0 (5.87)
uqg stx > 0.

1. Montrer qu’il existe 0 € IR tel que si (pourt > Oetx € R)

i t
u(z,t) = {“9 Sz <ot (5.88)
Uq S1 X > ot

alors u est solution faible de (5.87). Vérifier que u n’est pas solution entropique de (5.87).
2. Montrer que u définie (sur R x IR ) par:

u(x,t) =ug six < 2ugt,
u(z,t) = 57 si2ugt < < 2ugt,
u(z,t) =ug six > 2ugt,

est solution faible entropique de (5.87).

Exercice 5.8 (Discontinuité et entropie (xx)) Corrigé en page m

L’objet de cet exercice est de démontrer la proposition @ Soient f € C1(IR, R) etuy € L*°(IR). On s’intéresse
a la solution entropique du probleme de Cauchy (@.I). Soient 0 € IR, D1 = {(z,t) € R x R} ;2 < ot} et
Dy = {(z,t) € R x IR’ ;z > ot}. On suppose que u|p, € CY(D;,R) (i = 1,2) au sens de la déﬁnitionet
que u est solution faible de (5.1). En particulier, la condition de Rankine Hugoniot est bien satisfaite (voir la
proposition[5.9) ; elle s’ écrit

olu](ot,t) = [f(uw)](cot,t) pour toutt € Ry

Montrer que u est solution entropique de (3.1)) si et seulement si la condition (5.16) est satisfaite.
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Exercice 5.9 (Probléme de Riemann (xx%)) Corrigé en page
Soient u4 et u, des nombres réels et f une fonction de IR dans IR de classe c.

1. On suppose que f est strictement convexe.

(a) Calculer la solution entropique du probleme de Riemann (5.10) avec données u, et ug, uy < ug. On
supposera dans cette question que f est de classe C2 et f”/(s) > 0 pour tout s € IR.

(b) Calculer la solution entropique du probleéme de Riemann (5.10) avec données uq et ug, ug > uq.

2. On suppose que f est strictement concave. Peut-on se ramener au cas de la premiére question pour calculer
la solution entropique du probléme de Riemann (5.10) avec données uq et ug ?

Exercice 5.10 (Construction de solutions faibles entropiques (xxx)) Corrigé en page
Construire la solution faible entropique pour le probléme de Cauchy (53.9), qui s’écrit :

Opu + 0, (u?) =0,
uo(z) = uo(x),
pour les conditions initiales u( suivantes
1 six <0, 1 sixz <0,
(@) ug(x)=¢ 1—2 si0<z<l, B up(x)=¢ 1—2 si0<z <],
0 siz > 1. 1 siz > 1.
0 siz<0 0 s 1<a<0
() ug(x) =¢ = sia e [0,1] (d) up(x) = 9 si0<z<l
0 s >1. .
0 siz>1.
Exercice 5.11 (Solution non entropique (%)) Corrigé en page[360]
On s’intéresse a 1’équation de Burgers.
Opu(x,t) + 0, (u?)(z,t) =0, x € R, t € Ry, (5.89)
u(z,0) =0, z € R. (5.90)

On définit u de IR x IR dans IR par :

Opourz € R, t € Ry, v < —/1,
u(z,t) = %pourzG]R, te R, —Vit<x <V,
Opourz € R, t € Ry, > /1.

1. Montrer que u? € L{ (IR x Ry)etu € L: (IR x IR ). (On rappelle qu’une fonction v de IR x IR |

loc loc

dans IR appartienta L}, (R x Ry ) sivlg € L'(IR x Ry) pourtout K C R x Ry =R x [0,00[, K
compact.)

2. (Solution faible (1)) Montrer que u vérifie :

/ / (u(z, t)0pp(x,t) + u? (2, 1) Opp(x, 1)) dz dt = 0, Ve € CH(R x RE,R). (5.91)
R, /R
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3. (Solution faible (2)) Montrer que  est solution faible de (5.89)-(5.90), ¢’est-a-dire que u vérifie :

/ / (u(x, )0 (2, t) + u?(2,t)Opp(z,t)) doz dt = 0, YV € CH(R x Ry, R). (5.92)
R, JR

4. (Solution entropique ?) Soit 1 une fonction convexe de IR dans IR, de classe C'*. On définit ® de IR dans
IR par: ®(s) = [~ n/(£)2¢d¢, pour tout s € IR. Montrer que u vérifie :

/]R /IR(n(u)(a:,t)atw(:E,t) + ®(u)(x,t)0pp(z, 1)) da dt > 0, Vo € CHR x R%,R4).  (5.93)

[On pourra commencer par étudier, grice a la convexité de 7, le signe de ®(s) — s(n(s) — n(0)).]
5. Montrer que la fonction u n’est pas la solution entropique de (5.89)-(5.90).
N.B:La questionmontre que 0yn(u)+0,P(u) < 0 au sens des dérivées par transposition dans IR x IR, . Mais on
ne peut pas montrer (3.93) (en ajoutant [, 7(0)¢(x,0) dx sin(0) # 0) pour tout ¢ € CH(IR x R4, R ), méme

en se limitant 2 considérer les entropies de Krushkov. Ceci est di au fait que u(-,t) # 0 dans L{ (IR) quand
t — 0 (cette convergence dans L{ (IR ) serait d’ailleurs vraie si u était solution entropique de (5.89)-(5.90)). On a

loc
seulement u(-,¢) — 0 dans D*(IR) et ¢’est ce qui a été utilisé dans la question[3|pour démontrer que u est solution

faible.

Exercice 5.12 (Equation de Buckley-Leverett (xxx)) Corrigé en page@

On s’intéresse au probleme de Riemann

Ou+ 0,(f(u)) =0sur R x Ry, (5.94)
u(z,0) = ug pour z < 0, u(x,0) = uqg pour z > 0. (5.95)

On suppose ici que la fonction f € C?(IR, IR ) satisfait les hypothéses suivantes :
(M f(0) =0, f'(0) = f'(1) =0,
(i) Ja €]0, 1], tel que f est strictement convexe sur |0, a[, f est strictement concave sur |a, 1[.
On suppose de plus que ug = 1, ug = 0.
1. Montrer qu’il existe un unique point b de I’intervalle ]a, 1| tel que @ = f'(b). Puis, montrer qu’il existe
un unique point ¢ de 0, b[ tel que f'(c) = f'(b).
On conserve dans la suite cette notation des points b et c.

2. On définit (p.p.) la fonction v de IR x IR dans IR par :

u(z,t)=1 siz<0
u(z,t) =¢ six=f'(Ht, b<i<1
u(z,t) =0 sixz> f'(b)t

Montrer que u est la solution faible entropique de (5.10).
[Pour montrer que la condition d’entropie est satisfaite, on pourra commencer par remarquer que pour toute
fonction 77 (de IR dans IR) de classe C'! et convexe, on a f;(f’(b) — (@) (x) —n'(c)) dx < 0.]
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On peut ainsi construire la solution entropique du probleme de Riemann dans le cas intéressant pour I’ingénierie
pétroliere, celui de 1I’équation de Buckley-Leverett, ¢’est-a-dire pour

u?

(1-u)?
U2 + -

flu) = et ug, uq € [0, 1].

Pour cela, on distingue les cas ot la fonction f est convexe-concave ou convexe ou concave entre 1, et ug4, selon
les valeurs de u, et ug.

Exercice 5.13 (Effet Landau (xx%)) Corrigé en page

Soit f une fonction borélienne bornée et périodique de IR dans IR (pour simplifier, on peut supposer que f est
continue périodique de IR dans IR). On s’intéresse dans cet exercice a la limite quand ¢ — +oo de la solution
(faible) du probleme suivant :

u(z,y,t) + yosu(x,y,t) =0, z,y € R, t e R%, (5.96a)
u(z,y,0) = f(z), z,y € R. (5.96b)

1. Donner explicitement en fonction de f I'unique solution faible de (5.96).

Dans la suite, on note u cette solution faible.
On remarquera que u est continue de IR dans L], C(IRQ) pour tout p < +00.

On note aussi m la moyenne de f sur une période. Enfin, pour tout y € IR et r > 0, on pose

wr=n [ )

F(y,r)=— / f(z) dz.
2r Jy_y

2. (Question liminaire) Montrer que lim,_, ; o F'(y,r) = m, uniformément par rapport a y € IR.

3. Soient a,b € IR et § > 0. Montrer que

b+0

a+6
li t) dz dy = 46%m.
Jmo ) /a_(S u(z,y,t) dr dy m

[On pourra remarquer que fbbj; flz —yt) dy = 20 F(x — bt, 0t).]
4. Montrer que u(-,-,t) — m *-faiblement dans L>(IR?), quand ¢ — +oo.

N.B.

1. En reprenant les preuves précédentes, on peut montrer que le résultat de la question 4 reste vrai si on rem-
place dans (5.96) yd,u par a(y)d,uou a € C'(IR,IR) et a’(y) # 0 pour tout y € IR. (Plus généralement,
ce résultat reste vrai sous I’hypothése plus faible demandant que 1’ensemble des points ou a’ s’annule soit
de mesure nulle.)

2. Cet exercice montre que les oscillations de v a I’instant 0 disparaissent quand ¢ — +00. On ne peut donc
pas retrouver avec cette limite a I’infini la fonction » a I’instant 0 alors que la connaissance de u a un instant
t > 0 permet de retrouver u a 'instant 0 (grace a I’équation (5.96a))). Ceci fait partie de ce qui est appelé
I’effet Landau["%]

10. Lev Davidovitch Landau (1908-1968), physicien théoricien soviétique, lauréat du prix Nobel de physique de 1962.
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Exercice 5.14 (Exemple de systeme non strictement hyperbolique (x)) Corrigé en page

Soient p = 2, D = R Pour U = (uy, uz)?, on définit F = (fy, f2)! par f1(U) = u?, fo(U) = (ug + 1)%.

1. Montrer que le systtme 0:U + 0, (F(U)) = 0 est hyperbolique mais non strictement hyperbolique, et qu’il
existe existe deux champs VNL associée a la fonction F'.

2. On considere maintenant le probleme de Riemann avec comme données initiales U, = (—1,—1)" pour
x < 0etUy = (0,—2)! pour z > 0. Montrer que la solution est alors constituée par une onde de choc
(pour la seconde équation) située dans une onde de détente (pour la premiere équation).

Exercice 5.15 (Probléme de Riemann linéarisé pour les équations de Saint-Venant (x)) Corrigé page[3670n
reprend ici les hypotheses et notations du paragraphe on suppose en particulier toujours que ug — ug <

2(cy + cq), eton pose V = {uc],avecu = (ug +uq)/2 et = (cy + ca)/2.

2
On remplace dans le probléme de Riemann (3.533)), (5.57)-(5.38), I’équation (5.53)) par I’équation suivante :

atV(.’E,t) + B(V)an(l',t) = 07 HAS IR, te IR+ (597)

ol B est définie par (5.54). Construire la solution du probléme de Riemann linéarisé (5.97), (5.57)-(5.58).

N.B. : On remarque que, grice a la condition ug — uy < 2(cy + cq), ce nouveau probleme de Riemann admet une
solution avec un état intermédiaire (u,, 2c,) tel que ¢, > 0, et donc ¢, = V/gh, avec un h, > 0. (Ceci n’est pas
le cas si ug — ug > 2(cq + cq).) Le fait que h, > 0 est important lorsque que I’on remplace dans le schéma de
Godunov[r] [29] 1a résolution du probleme de Riemann par la résolution de ce probleme de Riemann linéarisé, voir
par exemple [23, Chapitre 5].

Exercice 5.16 (Entropie pour les équations de Saint-Venant avec gradient de fond (xx)) Corrigé page

On s’intéresse dans cet exercice au systeme d’équations (2 une dimension d’espace) modélisant un écoulement
d’eau sur un fond non plat. On note z la fonction réguliere de IR dans IR} donnant la cote du fond et g I’intensité
de la gravité. Le systeme considéré s’écrit alors

Och(z,t) + 0x(hu)(z,t) =0, z € R, t € R, (5.98a)
2
Ot (hu)(z,t) + Oy (hu® + g%)(m, t)+ghz'(z) =0, z € R, t € Ry, (5.98b)

On adapte ici les études effectuées au paragraphe[5.4.2]sur les équations de Saint-Venant, avec maintenant un fond
non plat.

1. (Entropie) Pour tout U = Z] € D, on pose n(U) = $hu® + p + ghz (avec ¢ = hu et p = gh?/2).

Montrer que 7(U) est une entropie du systéme, c’est-a-dire que 7 est convexe et qu’il existe une fonction
® telle que 9;n(U) 4+ 0, (P(U)) = 0 pour toute solution réguliere de (5.98).

N.B. Comme au paragraphe [5.4.2} la quantité n(U (z,t)) est I'énergie totale de la colonne d’eau située au
point z a ’instant ¢ (c’est-a-dire la somme de 1’énergie cinétique et de I’énergie potentielle).

2. (Limite de solutions visqueuses) On ajoute des termes de régularisation dans le systeme (5.98), ¢’ est-a-dire
—e0%h pour la premiére équation et —ed2q pour la deuxieéme équation (avec € > 0). On note h. et u. (et
donc g. = h.u.) les solutions de ce nouveau systéme. On suppose que ce sont des fonctions régulieres
bornées dans L (IR x IR, ) indépendamment de ¢, et qu’elles convergent dans L{ (IR x IR ), quand
e — 0, vers des fonctions h et u (avec h > 0). On suppose aussi que €0,h et £0,.q sont bornées dans

11. Serguei Godunov (1929-2023) mathématicien russe, spécialiste de la résolution numérique des équations aux dérivées partielles.

346



5.5. EXERCICES CHAPITRE 5. HYPERBOLIQUE

L2 (IR x R, ). Montrer que le couple (h, u) est solution de (5.98) et vérifie, au sens de la négativité d’un

loc

élément de D*(IR x IR’} ) (définition ,
0m(U) + 0,8(U) < 0.

Exercice 5.17 (Solutions stationnaires régulieres pour les équations de Saint-Venant (xxxx))

Corrigé en page[368]

On cherche a construire, dans cet exercice, des solutions stationnaires régulieres au systeme d’équations (a une
dimension d’espace) (5.98) de I’exercice[5.16] modélisant un écoulement d’eau sur un fond non plat. On rappelle
que z est la fonction réguliere de IR dans IR ; donnant la cote du fond et g I’intensité de la gravité. Dans la suite de

. . . 2 . . . , CEN 99
cet exercice, on note ¢ la fonction hu et ¢ la fonction - + gh + g, et on appelle “solution stationnaire réguliere
un couple de fonctions de classe C, notée (h, u), de IR dans IR’ x IR, solution stationnaire de (5.98) (noter que
h(x) > 0 pour tout x € IR). On suppose aussi que z est de classe C'*.

1. Montrer que le couple (h,u) (de IR dans IR”, x IR) est une solution stationnaire réguliere de (5.98) si et
seulement si les fonctions ¢ et ¢ sont des fonctions constantes.

On se donne donc deux nombres positifs « et 5 et on cherche un couple de fonctions (h, ) tel que ¢(z) = « et
(z) = B pour tout z € IR.
On note z,,, le maximum de la fonction z, et on suppose (bien siir) que z,, < +00.

2. (Lac au repos) On suppose, dans cette question, que o = 0. Montrer qu’il n’y a pas de solution stationnaire
réguliere si 5 < gz, (on rappelle que la fonction h doit étre a valeurs strictement positives) et que la seule
solution stationnaire réguliere est donnée par h(x) = /g — z(x) (pour tout z € R) si 8 > gzp,.

Dans la suite de 1’exercice, on suppose o > 0 et on pose B, = g2m + (3/2)(ag)?/3.
3. Montrer que :

(a) Si B < B, il n’y pas de solution stationnaire réguliere associée au couple (o, 3),

(b) SiB > B, ily a (exactement) deux solutions stationnaires régulieres associées au couple («, 3),
4. On suppose, dans cette question, que 3 = 3,,,. Montrer que :

(a) si z estune fonction constante, il y a (exactement) une solution stationnaire réguliere associée au couple
(a7 ﬂ)3
(b) siz(x) # z,, pour tout x (et donc z est non constante), il y a (exactement) deux solutions stationnaires
régulieres associées au couple (a, 3).
Dans la suite de I’exercice, on fixe « et 3 avec a > 0 et 3 > B,,. On note (h;, u;), i = 1,2, les deux couples de
solutions stationnaires régulieres.
5. Montrer que h; — ho a un signe constant. On peut donc supposer h (z) < ha(x) pour tout 2. Montrer qu’il
existe des fonctions régulires ; et po telle que h;(x) = @;(z(x)) pour tout .
Montrer que ho + z est décroissante quand z est croissante (et croissante quand z est décroissante)
Montrer que h; + z est croissante quand z est décroissante (et croissante quand z est décroissante)
6. Pour i = 1, 2, donner le signe de u; — v/gh;. (on rappelle que a > 0 et 8 > ;).

N.B. Si u; > /gh;, on dit que I’écoulement est supersonique. Si u; < +/gh;, on dit que I’écoulement est
subsonique.
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Exercice 5.18 (Equations de Saint-Venant, entropie au sens de Lax (xx%)) Corrigé en page
On considere une nouvelle fois le systeme (5.52) des équations de Saint-Venant & une dimension d’espace, avec
g > 0. On pose ¢ = hu. Soient ug, ug € R, hy, hg € R* et o € IR. On pose g4 = hyug, g4 = hquq. On définit

la fonction U = {h] de R x R4 dans IR”. x IR par
q

U(z,t) = g siz < ot, etU(x,t) = ha sixz > ot.
dg qd

On suppose que U est solution faible de (5.52)) avec la condition initiale Uy = [Zg ] siz <0,Up = [Zd] siz > 0.
gl d

1. Montrer que U est solution entropique au sens de la définition avec I’entropie n(U) = hu?/2+ gh?/2
si et seulement si ug < ug.

2. En utilisant le raisonnement du paragraphe [5.4.3| pour obtenir une condition nécessaire et suffisante pour
un choc, montrer que U est solution entropique au sens de la définition avec I’entropie n(U) =
hu? /2 + gh? /2 si et seulement si U vérifie la condition de Lax[5.51]

5.6 Corrigés des exercices

Exercice 5.1/ (Principe du maximum et positivité des solutions régulieres)

1. Soit a € IR, on considere I’équation différentielle

' (t) = v(x(t)), (5.99)
z(0) = a. (5.100)

Comme v est une fonction lipschitzienne de IR, dans IR, cette équation différentielle admet une solution
maximale et celle ci est définie pour tout £ > 0. On note z, cette solution maximale (et donc x, €
CH([0, +00[), RR).

On définit maintenant ¢, € C' (IR, IR) par ¢, (t) = u(z,(t),t) de sorte que, pour tout ¢ > 0,

Pa(t) = Ovu(wa(t), )2 (t) + Opu(wa(t), ) = Opu(a(t), 1) + v(wa(t))Oxu(za(t), t) = 0.

La fonction ¢, est donc constante et donc ¢, (t) = ¢q(0) = u(a,0) = wug(a). Ceci prouve que A <
u(xz4(t),t) < B pour tout t > 0 et tout @ € IR. Il reste & montrer que {(x,(t),t),t € R4, a € R} =
R x ]R+.

Soit ¢ > 0. La solution de I’équation différentielle (5.99) dépend continiment de la donnée initiale ; I appli-
cation 1, définie par ¢ (a) = z,(t) est donc continue de IR dans IR. D’autre part lim,_, 1 o, T4 (t) = +00
car z4(t) > a — |[v']| t et limgy oo 24 () = —00 car z,(t) < a4+ [|v| t. Le théoréme des valeurs
intermédiaires donne alors Im(¢;) = IR. On a donc bien {(z,(t),t),t € Ry, a € R} = IR x R, et
donc A < wu(z,t) < Bpourtoutz € Rett € Ry.

Cette propriété est en général fausse si u est solution de (5.79) dés que v’ # 0. 1l suffit de considérer par
exemple ug(xz) = 1 pour tout z € R et prendre A = B = 1. La fonction u(x,t) = 1 pour tout z € IR et
tout t € IR n’est pas solution de car v’ # 0.
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2. L’équation s’écrit aussi
Opu(z,t) + v(z)0pu(z,t) + o' (z)u(z,t) = 0.

Soit a € IR. Avec les mémes fonctions x, et ¢, que dans la question précédente, on obtient maintenant

Pa(t) = Ou(wa(t), )25 (t) + Oru(za(t), ) = Opu(za(t), t) + v(wa(t))Oru(za(t), t)
= _’Ul('ra(t))u(xa(t)vt) = _U/<xa(t))<pa(t)'

En posant g(t) = —v'(x,(t)) (de sorte que g € C(IR4,1R)), la fonction ¢, est donc solution de

~—

@, (t

=g t)goa(t)a
¢a(0) = u

o(a).

En notant G la primitive de g s’annulant en 0, on a donc ¢, (t) = ug(a)e® pour tout ¢ > 0. Comme
ug(a) > 0, on en déduit ¢, (t) > 0 pour tout ¢ > 0.

On a donc, finalement 0 < u(x,(¢),t) pour toutt > O et tout a € IR.

Comme a la question précédente {(z,(t),t).t € R4, a € R} = R4 X IR et donc 0 < u(z,t) pour tout
reRetteR,.

Exercice[5.2)(L'(IR) N BV(RR) C L>(IR))

Rappel d’intégration : Soit u € L*(IR). On confond u avec 1’un de ses représentants (et donc u € £1(IR)). On
dit que z est un point de Lebesgue de u si

n 1/n
u(z) = lim —/ u(x + t) dt.

n—-+o0o 2 1 / n
On peut alors montrer que presque tout  dans IR est point de Lebesgue de u (voir [26] exercice 5.13).

Soient z, y des points de Lebesgue de u, x < y. Pour n tel que 2/n < y — z, on choisit ¢ continue et telle que

@(z):Osizgx—%ouzZy+%7
‘P(Z):lsiZE[x—f—%’y_%]
paffinesur [z — L x4+ Llet[y — L, y+ 1]

Ona| [u(z)¢'(2) dz| < |ulpy(m)-
(Par régularisation de  une telle fonction ¢ est acceptable dans la définition de |u|gy (r).)
En faisant tendre n — 00, on obtient [u(z) — u(y)| < |u|pv(r) et donc

lu(@)] < |ulpvm) + [u(y)l,
pour tous x, y points de Lebesgue.
Mais comme u € L'(IR), pour tout £ > 0, il existe y point de Lebesgue tel que |u(y)| < e (sinon [ |u(y)|dy >
£(+00) = +00). On en déduit que |u(x)| < |u|py(r) pour tout = point de Lebesgue et donc

Jull e r) < |ulBv(R)-
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Exercice 5.3 (Condition de Lax)

Ug — Ug

1. La condition de Rankine-Hugoniot donne o =

2. D’apres la relation de Rankine-Hugoniot (et le théoréme des accroissements finis), il existe £ combinaison
convexe de u, et uq tel que f/'(§) = o.

Si la condition de Lax est vérifiée, on a donc en particulier f'(ug) > f'(uq) Comme f est strictement
convexe, f’ est strictement croissante, ce qui entraine que ugy > ugq; la proposition permet alors de
conclure que u est solution entropique.

Réciproquement, supposons u est solution entropique, alors ug > uq (proposition|5.18) et donc £ €]ug, ug|.
Comme f’ est strictement croissante, on a bien f'(ug) > o = f'(§) > f'(ua).

3. Considérons I’équation de Burgers f(u) = u?, et la fonction

1siz <t,
u(z,t) :{ ac

—1six >t.

Cette fonction vérifie bien la condition de Lax, car f'(1) = 2 et f/(—1) = —2, mais ce n’est pas la
solution entropique ; ce n’est d’ailleurs pas une solution faible, car elle ne vérifie pas la relation de Rankine-
Hugoniot. La solution entropique de ce probleme est la fonction stationnaire

1si 0
u(m,w:{ nee

—1sixz >0.

Exercice [5.4) (Systéme hyperbolique linéaire)

Soit u € L (IR x IR4)™; décomposons u sur la base des vecteurs propres {v;, ¢ € {1,...,n}}:
u(z, Zulxtvz, et donc Qyu(x,t) = Z@tulxt)vzet/lauxt Z)\aulxt
i=1 =1
On en déduit que u est solution faible de (3.8T) si et seulement si, pour tout i = 1, ..., n, u; est solution faible de
Opui(z,t) + NiOpui(z,t) =0, z € R, t €]0, +00], (5.101a)
u;(2,0) = a;(z), z € R. (5.101b)

Montrons que la fonction u; € L>°(IR x R ) définie par u;(x,t) = a;(x — A\;t) est une solution faible de (5.101).
Remarquons d’abord que si a; est une fonction réguliere, alors w; ainsi définie est solution classique, donc faible,
et on a terminé. Maintenant si a; est seulement L>°(IR), on a bien u; € L*°(IR x IR et il nous reste 2 montrer
que pour toute fonction ¢ € CL(IR x IR, R), la fonction u; satisfait :

// [u;(z,t)0rp(z,t) + Nui(x, t)Opp(z,t)] do dt + / a;(z)p(z,0) dz = 0.
RxR R

Posons
X = // [w;(z,t)0rp(x,t) + Nui(x, t)Opip(z, t)] dz dt.
IRXIR+
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Puisque u;(x,t) = a;(x — A\;t), on a donc :
X = // [a;(z — Nit)Opp(x, t) + Njai(x — Nit) O p(x, t)] dz dt.
R xR 4
En appliquant le changement de variable y = = — \;t et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :
X = / a;(y) / [Orp(y + Ait,t) + XiDup(y + Ait, 1)] dt dy.
R Ry

Posons alors
Yy (t) = oy + Ait, 1).

x= [ (at) [ v ar) a

et comme 1) est a support compact sur [0, —1—00[, on a

On a donc :

X:—Am@%@@z—Am@mmmy

On a ainsi démontré que la fonction u; définie par u;(x,t) = a;(x — \;t) est solution faible de I’équation (5.101).
On en déduit que la fonction u : (x,t) — Y ., a;(x — A\;t)v; est solution faible du systeme (5.81).

Exercice |5.5|(Unicité de la solution faible du probleme linéaire par dualité)

1. Soient u; et uy des solutions faibles de (5.82)), alors u; — us est solution faible de (5.82) avec up = 0; on
en déduit qu’il est équivalent de montrer qu’il existe une unique solution a (3.82) que de montrer que la
fonction nulle est I'unique solution faible de (5.82) avec ug = 0.

2. (a) Pourz € R ett € IRy la fonction s — (x — c(t — s), s) est continue a support compact, elle donc

intégrable. La fonction ¢ est donc bien définie. La fonction ¢ est & support compact dans IR, x [0, +oo].
En effet, soient R > 0 et T > 0 tels que le support de ¢ est inclus dans [—R, R] x [—T, T. Le support
de ¢ est alors inclus dans [— S, S] x [0,T] avec S = R + 2|¢|T. (Noter que ¢(x, 0) peut étre non nul.)
Enfin, on remarque que ¢ est la trace sur IR x [0, +-00[ d’une fonction de classe C'! sur IR?. En effet,

© = P avec p(x,t) = — :OO Y(x —c(t —s),s) ds pour x € R ett € IR. La fonction P est de
classe C'! et les théoremes de dérivation sous le signe intégral et de dérivation d’une fonction composée
donnent

+oo
a@wwzwmw+[ cDyh(z — et — ), 5) ds,

+oo
0, p(z,t) = —/t O (x — c(t — s), s) ds.

On en déduit bien ;¢ + Oy = 9 dans IR X [0, +o0].
(b) La fonction u est solution faible avec ug = 0 p.p., elle vérifie donc

// u(z, 1) (Opp(x,t) + cOpp(z, t))da dt = 0,Yp € CHR x R4, R).
R xR
On en déduit donc, en prenant pour ¢ la fonction définie avec v, f0+°° S w(z, t)(x,t) do dt = 0.
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3. La fonction t de la question 2] peut étre choisie arbitrairement dans C2° (IR x]0, 4+-00) (en prolongeant par
0 hors de IR x]0, +00[). La question[2b]donne alors v = 0 p.p..

4. La question [3]a montré I'unicité de la solution faible du probleme (5.82)) (si w1, us sont deux solutions du
probleme (5.82), on a alors u; = us p.p. sur IR x]0, +oc[). Cette preuve donne aussi I’unicité de la solution
du systeme (5.8T)) de I’exercice [5.4]car on montre dans le preuve de I’exercice[5.4]que le systeme (5.8T)) est
équivalent & n problémes découplés de la forme du probleme (5.82).

Exercice 5.6/ (Equation linéaire avec terme source singulier)

1. Soient u, v deux solutions faibles de (3.84)-(5.83). On pose w = u — v. La fonction w est alors solution
faible de (5.84)-(5.83) avec b = 0 et ug = 0. Lexercice[5.5]donne alors w = 0 p.p.. Ceci prouve I’unicité

de la solution faible (5.84)-(5.83).

2. On suppose ¢ > a (le cas ¢ < a est similaire). On pose D1 = {(z,t), ¢t > 0, z < at}, Dy = {(x,t),¢ > 0,
at <z < ct}et D3 = {(z,t),t > 0,z > ct}. On va chercher la solution faible u de (5.84)-(5.83) sous la
forme :

u = ug dans Dy, u = u dans Dy, u = uq dans D3, (5.102)
avec T € IR. On cherche donc u pour que u défini par (5.102) vérifie (5.36).
Soit ¢ € C°(IR x R4, R). On pose

+oo
E(p) = /IR><IR+ u(Opp + adpp)d(x,t) + /]R uo(z)p(z,0) de + b/o p(ct,t) dt.

On cherche donc 7 (indépendant de ) pour que E(y) = 0.

a ‘. . . . .
1l On note n; le vecteur normal extérieur au domaine D;, div I’opérateur divergence dans

leplan R x R, ety le point (x,t); on a alors

On pose v =

3
/}R MO a0 = /R o, MR =3 /8 ) niy) da ),

ol 7y désigne la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle sur 9D; (qui est le bord de D;) et la valeur de u
dans I'intégrale sur 9 D; est prise du coté de D;. En posant ', = {(at,t),t € R4}, on en déduit que

/ w(Brp + ady)d(, ) + / uo () (i, 0) dar = / (g — Tp(y)v - 71 (3) d(y)
R xR R T.

n /F (@ — ua)p(y)v - na(y) dv(y).

c

On remarque maintenant que n; = (1/v/1 + a?) [1a] etng = (1/vV1+¢?) {14 . On a donc

1 +oo
E(g) = / (1 ua) sletit)(a = ) dnly) + / (et ) dt.

En paramétrant I, par ¢ (ce qui correspond a un changement de variable), I’élément d’intégration dvy(y)
devient v/1 + ¢2 dt. On obtient donc

“+oo +oo
B(p) = /O (@ — ua) (@ — )plct, £) dt +b /O o(ct, 1) dt.
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On en déduit que E(p) =

3. Si ¢ = a, on a, avec les notations de la question précédente, Dy = (. Le raisonnement d’unicité de
I’exercice @] permet alors de montrer que u = ug sur Dy et u = ug sur D3. Le raisonnement de la
question précédente donne alors, pour tout ¢ € C°(IR x R4, R),

—+o0
E(p) = b/ p(ct,t) dt
0

Si b # 0, on en déduit qu’il existe ¢ € C°(IR x R4, R) tel que E(p) # 0. Le probleme (5.84)-(5-83)
n’a donc pas de solution faible.

Exercice [5.7/ (Non unicité des solutions faibles)

1. Soit o € IR et soit u définie presque partout sur IR x IR par (3.88). On note D; = {(z,t) € R x IR,
x < ot} et Dy = {(x,t) € R x R}, # > ot}. La fonction up, vérifie u;p, € C*(D;,IR) (au sens de
la définition c’est-a-dire restriction a D; d’une fonction C* sur IR? et égale a u sur D;) et c’est une
solution classique dans les domaines D;, ¢ = 1, 2 et vérifie (presque partout) la condition initiale. Elle est
discontinue sur la droite = = ot. D’aprés la proposition[5.9] elle est solution faible de (5.87) si et seulement
si elle vérifie la relation de Rankine-Hugoniot sur la droite z = ot. Cette relation s’écrit ici

uj — uf] = o(uqg — ug).

On prend donc o = (ug + uq), la fonction w est alors solution faible de (5.87).
Comme la fonction s +— s? est strictement convexe, d’aprés la proposition la fonction w n’est pas
solution entropique car 1y < uq.

2. Onnote D1 = {(z,t) € R x RY, x < 2u4t}, Dy = {(z,t) € R x RY, 2uyt < = < 2ugt} et
D3 = {(x,t) € R x R, & > 2ugqt}. La restriction up, vérifie u;p, € C*(D;,R) (toujours au sens de
la définition [1.28]) et c’est une solution classique dans les domaines D;, i = 1, 2, 3. Elle vérifie (presque
partout) la condition initiale.

Elle est continue sur les droites x = 2ug4t et x = 2ugqt. La proposition@]donne alors qu’elle est solution
entropique.

Exercice 5.8] (Discontinuité et entropie)

Selon la définition [5.T1] de solution entropique, u est solution entropique si pour toute fonction convexe 7 de R
dans IR, et pour toute fonction flux associée ® définie par ®(s fo f'(7)n' (1) dr (pour s € R), on a

/ / w)Opp + P (u)0, ) (x,t) da dt —|—/ n(uo(x))p(z,0) dz > 0,Vp € CHIR x R4, R,).
R R

Comme cela a été dit lors de la définition de solution entropique, on peut se limiter a considérer 7 de classe C'.

Pour démontrer que cette condition sur u est equivalente a (5.16), on reprend la preuve de la proposition[5.9]
Soitn € C*(IR,R) et ® définie par ®(s) = [, f’ 7)dr. Soit p € C}(IR x R4, IR, ). On pose (noter que
grice au théoréme de Fubini on peut 1ntegrer par rapport A x puis ¢ ou par rapport A ¢ puis x)

X1 :/]R/]RJr n(u(z,t))0rp(z, t) dt dz,
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X, = / / )Orp(x,t) da dt.
R

On suppose par exemple o > 0 (un raisonnement analogue traite les cas ¢ < 0 et 0 = 0). Comme u|p, €
CY(D;,R) (i = 1,2), uest solution classique de (31) dans D;, i = 1,2 et on peut faire des intégrations par parties
dans D; (i = 1, 2). On rappelle les notations suivantes : uy (ot,t) = limy, |, u(z,t), u—(ot, t) = limg4er u(x, t),
[u](ot,t) = us(ot,t) — u_(ot,t) et [g(u)](ot,t) = g(uy(at,t)) — g(u_(ct,t)) pour g = f, n ou . Comme

: oo
Xl—/m(/o n(u(x,t))dpp(x,t) di) d:c+/IR+(/§ n(u(z, ) 0yp(x, t) dt) da
JF/]R(/IR+ n(u(z,t))dwp(x,t) dt) da,

les intégrations par parties donnent
X, = / M (o, 2)plar, ) da / n(ulz, 0))p(@, 0) da — / / w(z, ) yu(z, o (x, £) dt de
R R R

T teo
_ /]RJr n(u_(z, ;))gp(x, —) dz — /]R+ L 7 (u(z, t))Opu(z, t)p(z, t) dt de

—/ n(u(z,0))e de:c—/ /1R+ u(w,t))0u(z, t)p(z,t) dt dr.

En regroupant, il vient :
X =- /]R n(u(z,0))e(x,0) de — /Dl 0 (u(zx,t))opu(z, t)e(x, t) d(z, t)
= [ s ot e 0 dw ) + [ ] De D) d.
Dy R

Dans la derniere intégrale, on effectue le changement de variable £ = Z. On obtient

X0 = [ n(ute,0)e(e,0) do— [ o' (ule. )0l ¢l 6)d(z.)
R D,
— / 0 (u(z, t))Opu(z, t)p(x, t) d(z, t) + 0/ [u](at, t)(at, t) dt.
Do ]:R+
Le calcul pour X5 est plutdt plus simple

ot too
XQ/m(/oo O(u(z,t))dpp(x,t) dr) dt+/}R+(/U O(u(z, t))dpp(x, t) dz) dt.

t

Les intégrations par parties donnent
Xo =~ / ' (u)dypule, t)p(x,t) d(w, t) - / ' (u)dpu(e, t)p(z, t) d(z, 1)
D1 D»>
- [ @ottelote dt
R
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Comme 7’ (u)dyu + @' (u)dyu = 0 sur Dy et Do, on a donc :
X1+ Xo = —/ n(u(z,0))e(z,0) dz +/ (a[n(w))(ot,t) — [@(u)](at, ) p(ot, 1) dt,
R Ry

c’est-a-dire, pour tout p € CH{IR x R4, R4 ),

/‘/WWM¢+MW@@@ﬁdmﬂ+/n@ﬂWﬂ%@M
Ry JR

R

éA(WMMﬁﬁf@WMmmﬂwﬁ&.ﬁww

Si la condition est vérifiée, le second membre de (5.103)) est positif et u est donc solution entropique.
Réciproquement, si u est solution entropique, (5.103) donne

/m (@[n(w)l(at,t) = [@(w)](ot, 1))p(at,t) dt > 0

pour toute fonction ¢ € C}(IR xR, R ). La fonction ¢ — ¢(ot, t) est une fonction arbitraire de C} (R4, IR ).
Comme la fonction ¢t — o[n(u)](ot,t) — [®(u)](ot,t) est continue, on en déduit que

on(w)](ot,t) — [®(u)](ct,t)) > 0 pour tout t > 0.

Exercice 5.9 (Probléeme de Riemann)

1. (a) Comme f’ est strictement croissante, f’'(ug) < f’(uq) et donc les courbes caractéristiques issues de
I’axe ¢ = 0 ne se rencontrent pas.

On définit alors les zones D;, i = 1,2, 3, par
Dy ={(z,t) e R x RYz < f'(ug)t},

Dy ={(z,t) e R x RY, f'(ug)t <z < f'(uq)t},
D3 ={(z,t) e R x R,z > f'(uq)t}.

—

Comme cela est suggéré par les courbes caractéristiques issues de I’axe ¢t = 0, on définit v dans D; par
u(x,t) = ug et u dans Ds par u(z,t) = ug. On a alors, pour i = 1,3, u;p, € C*(D;,IR) (au sens
de la définition et chaque restriction u|p, est solution classique (de 1’équation du probleme de
Riemann (5.10)) dans le domaine D;. La fonction u vérifie aussi (presque partout) la condition initiale
de (5.10) (quelque soit la valeur de u dans Ds).

On cherche maintenant u dans D; sous la forme u(x,t) = ¢(2). Si ¢ est de classe C"', pour que u soit
solution classique de 1’équation du probléme de Riemann (5.10) il faut et il suffit que

(%Qx + f/(¢(§))%)¢'(%) = 0 pour tout(z, t) € D?.

Ceci suggere donc de prendre u telle que f'(u(x,t)) = % pour tout (x,t) € D?. La fonction f’
est strictement croissante continue de IR sur son image Im(f’). Elle est donc inversible et d’inverse
continue. On note g cette fonction inverse et on choisit alors u(z, t) = g(¥%) pour tout (x,t) € D?.
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(b)

Comme on a supposé que f est de classe C? et que f”(s) > 0 pour tout s € IR, la fonction g est de
classe C''. Pour le voir, il suffit de remarquer que, pour s € Im(f’) et h € R* tel que s + h € Im(f’),
g(s+h) —g(s) gls+h)—g(s)  _ e(h)

h ~ Pla(s+R) = fla(s) — flals) +e(h) = f(g(s)’

avec limy_,9e(h) = 0 (car g est continue). On en déduit que g est dérivable au point s et g'(s) =
m. Ceci donne bien que g est de classe C*' (de Im(f’) dans IR). On en déduit que u|p, €

C1(D2,R) et est solution classique de I’équation du probleme de Riemann (5.10) dans le domaine
Ds.

Enfin, on remarque que u est continue sur les droites © = f’(ug)t (ce qui donne u, = g(%)) etz =
J'(uq)t (ce qui donne uy = g(%)). La proposition donne alors qu’elle est la solution entropique
de et elle est continue de R x IR ; dans IR.

N.B. On a supposé f est de classe C2 et f”/(s) > 0 pour tout s € IR pour obtenir dans D5 une solution
classique. Si f est seulement de classe C'!, un raisonnement par régularisation permet de montrer que
le méme choix de v dans Dy, c’est-a-dire u(z,t) = g(7), donne une solution faible dans D5 et donne
donc aussi finalement la solution entropique de (5.10).

Comme f’ est strictement croissante, f'(ug) > f’(uq) et donc les courbes caractéristiques issues de
I’axe t = 0 se rencontrent. On va donc chercher une solution avec une discontinuité.

Soit ¢ € IR. On définit u presque partout sur IR x IR par u(z,t) = ug six < ot et u(x,t) = uq si
T > ot.

Onnote D; = {(z,t) € R x R}, z < ot} et Dy = {(z,t) € R x R, > ot}. La fonction
u;p, € C'(D;,R) (c’est-a-dire restriction & D; d’une fonction C'* sur IR?) et est solution classique
dans les domaines D;, i = 1,2 et vérifie (presque partout) la condition initiale. Elle est discontinue
sur la droite © = ot. D’apres la proposition[5.9]elle est solution faible de si et seulement si elle
vérifie la relation de Rankine-Hugoniot sur la droite © = ot. Cette relation s’écrit ici

f(ug) = fug) = o(ua —ug).

On prend donc o = L= () 14 fonction w est alors solution faible de B87).

Ud—Ug
Comme la fonction f est strictement convexe, d’apres la proposition la fonction u est la solution
entropique car ug > Ug.

2. On peut effectivement se ramener au cas de la premiere question.
Avec la fonction u de IR x IR dans IR, on définit la fonction v par v(z,t) = u(—=z,t). La fonction u
est alors solution entropique du probleme de Riemann (5.10) avec données uq et u, si et seulement si la
fonction v est alors solution entropique du probleéme de Riemann (5.10) avec données uq pour z < 0 et ug
pour x > 0 et avec — f au lieu de f. On est ramené au cas de la premiére question car — f est strictement
convexe.

Le probléme de Riemann (5.10) aura donc une solution continue si uq < u4 €t une solution discontinue si
Ug > Ug.

Exercice 5.10| (Construction de solutions faibles entropiques)

Condition initiale (a)

On commence par construire, pour chaque x, la courbe caractéristique issue de x.
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— Pour zy < 0, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xg + 2¢,¢),t > 0}.

— Pour 0 < zg < 1, la courbe caractéristique est la demi-droite { (zo+2(1—x0)t, t), ¢ > 0}, car f'(up(zo)) =
2(1 — 330).

— Pour 2y > 1, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo,t), t > 0}.

t

Dy

uo ()

FIGURE 5.5 — Condition initiale (a). En haut : Droites caractéristiques ; en rouge la ligne de choc, en noir les lignes
de discontinuité C''. — En bas : allure de la condition initiale ug.

Pour 0 <t < %, les courbes caractéristiques ne se rencontrent pas, comme indiqué sur la figure La solution
est donc continue pour 0 < ¢t < % et elle est constante sur chaque courbe caractéristique.

Par exemple, si 0 < t < 1 eta = 29+ 2(1 — )t avec z9 € [0,1], on a u(z,t) = up(wo) = 1 — 29 =
(1—2)/(1—2t)carzo(1 — 2t) = = — 2t.

Ent = %, les courbes caractéristiques issues des points xq de U'intervalle [0, 1] se rencontrent (au point x = 1) ; une
discontinuité apparait et se propage a une vitesse conforme a la relation de Rankine-Hugoniot. Ceci nous permet

de construire la solution u(x, t) pour tout (z,t) € IR x IR de la maniére suivante. On pose :

1 1 1
u(z,t) =1 si(z,t) € Dy = {(z,t),0 <t < §,x<2t}u{(x,t),t> §,x<t+§},
1-— 1
u(e,t) = 1 2”; si (1) € Dy = {(2,0),0 <t < 3,2t <@ < 1},
1 1 1
u(z,t) =0 si (z,t) € D3 = {(x,1),0 <t < 5,1 <z}U{(z,t),t > 5,75—1—5 < z}.

La fonction u est bien solution faible.Cette solution est méme entropique (voir la proposition [5.18).

Condition initiale (b)

Ici encore, on commence par construire, pour chaque xg, la courbe caractéristique issue de xg.
— Pour 2y < 0, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo,t), t > 0}.
— Pour 0 < zy < 1, 1a courbe caractéristique est la demi-droite {(xo+2(1—x¢)t,t), ¢t > 0}, car f'(up(xo)) =
2(]. — $0).
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— Pour zy > 1, la courbe caractéristique est la demi-droite {(xo + 2¢,¢),t > 0}.
Pour 0 < t < %, les courbes caractéristiques ne se rencontrent pas, comme indiqué sur la figure La solution
est donc continue pour 0 < ¢t < % et elle est constante sur chaque courbe caractéristique.
Comme dans le cas de la condition initiale (a), on a, par exemple, si 0 < ¢t < % etx = xo + 2(1 — xo)t avec
xo € [0,1], u(x,t) = up(zo) =1 —29 = (1 —x)/(1 — 2t) car zo(1 — 2t) = = — 2t.
La différence avec la condition initiale (a) est que la solution comporte maintenant deux détentes prenant leur
origine aux points 0 et 1.
Dans la zone de détente issue du point 0, on a u(x,t) = £ pour x = 28t et £ € [0, 1] (et donc u(zx,t) = x/(2t)).
Dans la zone de détente issue du point 1, on a u(x,t) = & pour x = 26t + 1 et { € [0,1] (et donc u(x,t) =

(z —1)/(21)).

Ug (.’E)

FIGURE 5.6 — Condition initiale (b) — En haut : Droites caractéristiques; en rouge la ligne de choc, en noir les
lignes de discontinuité C' — En bas : allure de la condition initiale ug.

Puis, en t = %, un choc apparait. En utilisant la relation de Rankine-Hugoniot, on montre (avec le calcul de la
solution sur les caractéristiques de 1’équation, voir ci apres) que ce choc se propage a vitesse 1. La solution est bien
entropique (gréce a la proposition[5.18).

En résumé, ceci donne la solution suivante :

u(z,t) =0 sur Dy = {(x,t),0 < t,z <0},
1 1 1

u(z, t) :% sur Dy = {(,4).0 <t < 5,0 <z <2} U{(wt),t> S0 <o <t+ -},

1—z 1
u(z,t) = o sur D3 = {(z,t),0 <t < 5,275 <z <1},

r—1 1 1 1
u(z,t) = 57 surD4:{(x,t),0<t§5,1<x<1+2t}U{(m,t),t>§,t+§<x<1+2t},
u(z,t) =1 sur D5 = {(z,t),0 < t,1+ 2t < z}.

La fonction u est discontinue sur I'ensemble {(z,t),t > 3,z =t + %} (ligne de choc, en rouge sur la figure).
On vérifie que la relation de Rankine-Hugoniot est satisfaite en tout point de cet ensemble. En effet, soit £ > % et
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x =1+ 5. Avec les notations de la proposition|5.18} on a

t+2 1 1

u_(z,t) = 2% = 52 = 5 + 5 (on utilise ici D),
-1 t-% 1 1

uy(z,t) = % = 2t2 =5 @( on utilise ici Dy).

Ceci donne u_(x,t) + uy(x,t) = 1 et la relation de Rankine-Hugoniot est bien vérifiée. D’autre part, la solution
construite est bien entropique car u_ > u.

Condition initiale (c)

Au vu de la condition initiale, on peut se douter que la solution entropique contient une discontinuité issue du
point z = 1. On cherche donc la solution sous la forme d’une fonction continue a gauche et a droite d’une ligne de
discontinuité notée L (en rouge sur la figure[5.7), définie par L = {(z,t),t > 0, z = o(t)}, o o est une fonction
de classe C'! croissante telle que o(0) = 1 et o’(¢) < 2 pour tout ¢ > 0.

| /

uo(x)

FIGURE 5.7 — Condition initiale (c) — En haut : Droites caractéristiques; en rouge la ligne de choc, en noir les
lignes de discontinuité C' — En bas : allure de la condition initiale u.

On pose (voir figure[5.7) :

Dy ={(x,t),0 < t,z <0},

Dy ={(z,1),0<t,0<z < o(t)},

D3 = {(x,t),0 < t,ot) < x}.
On prend u(z,t) = 0si (z,t) € Dy. Dans Do, u est construite en utilisant les caractéristiques, ce qui donne
u(z,t) = x/(1 4 2t) si (x,t) € Ds. Enfin, on pose u(x,t) = 0si (z,t) € Ds.
Pour que u soit solution faible du probleme considéré, il suffit de vérifier la relation de Rankine-Hugoniot sur L,
c’est-a-dire (avec les notations de la proposition[5.18) que

o'(t) = u_(x,t) + uy(x,t) pour tout (z,t) € L.
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Soientt > Oetx = o(t),onau_(x,t) + us(z,t) = o(t)/(1 + 2t). Il suffit donc que

o' (t) = o(t)/(1 + 2t) pour tout t > 0,

La solution de cette équation différentielle est o(t) = /1 + 2t (pour tout t > 0). Avec ce choix de la fonction o, la
fonction w ainsi construite est solution faible du probleme considéré. Cette fonction est méme solution entropique
car u_ > u4 sur L (voir la proposition [5.18).

Pour t > 0, f]R u(x, t) do = fo“ 12t T At = % = f]R uo(z) dx.

Condition initiale (d)

L allure de la solution entropique est donnée sur la figure [5.8] La discontinuité de ug en z = —1, commence par
se propager a la vitesse 1 (c’est-a-dire sur la droite = —1 4 ¢), c’est une onde de choc; elle sépare les régions
Dy et D, sur la figure. Noter que, conformément a la théorie, les caractéristiques rentrent dans la ligne de choc.
La discontinuité de ug en z = 1, commence par se propager a la vitesse 2 (c’est-a-dire sur la droite x = 1 4 2t),
c’est aussi une onde de choc. La discontinuité de ug en z = 0 disparait, elle donne une onde de détente (région
Ds). Dans cette onde de détente, on a u(x,t) = x/(2t).

Puis,en t = %, la “t€te” de ’onde détente rattrape 1’onde de choc de droite (au point = 2) qui alors “ralentit”
et continue sur une courbe que nous notons Ly, avec Ly = {(z,t),t > 4,z = o1(t)}. En t = 1, 'onde de
choc de gauche rattrape le “pied” de 1’onde de détente (au point x = 0). L’onde de choc “ralentit” et continue sur
une courbe que notons Lo, avec Ly = {(z,t), ¢ > 1, z = o1(t)}. Les fonctions o7 et o5 se calculent grice aux
relations de Rankine-Hugoniot.

1. Calcul de o1. Soit (x,t) € L. Lensemble L, sépare I’onde de détente D de la zone D5 dans laquelle
u = (0. On a donc, avec la relation de Rankine-Hugoniot,

ol (t) = u_(z,t) + up (2, 1) = 2% = ”1;).

Comme 01 (%) = 2, la résolution de cette équation différentielle donne oy (t) = 2v/2t pour tout ¢ > 1.

2. Calcul de o5. Soit (x,t) € Lo. L'ensemble Lo sépare la zone D, dans laquelle © = 1 de 1’onde de détente
D5. On a donc, avec la relation de Rankine-Hugoniot,

t)
L) = u_(x.t H=14+%Y 1 02(.
oo(t) = u_(x,t) + uy(x,t) + 5 + of

Comme o2 (1) = 0, la résolution de cette équation différentielle donne o3(t) = 2(t — /t) pour tout ¢ > 1.

Les courbes L et Ly se rencontrent pour en ¢ tel que 1+ "22?) = 512(;) ,ead t =3+2V2, pour donner naissance

a une seule discontinuité qui se propage a la vitesse 1, car cette discontinuité sépare la zone 1), dans laquelle u = 1
de la zone D5 dans laquelle u = 0.

La solution ainsi construite est bien entropique car sur chaque courbe de discontinuité on a ug > ug, or la fonction
flux s — s2 de I’équation de Burgers est bien convexe.

Exercice (Solution non entropique)

1. Comme L] _

C L2 _, il suffit de montrer que u? € L (IR x IR).

loc? loc
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t //

X

FIGURE 5.8 — Condition initiale (d) — En haut : Droites caractéristiques; en rouge la ligne de choc, en noir les
lignes de discontinuité C'' — En bas : allure de la condition initiale w.

SoitT > 0.Pour0 <t < T,

\/E 2 1
/ uz(x,t)dm:/ L odr = -,
R 7\/{ 4t2 6t2

T T 4
/ (/ u?(z,t) do) dt = / + dt < +oo,
0o JR o 6t2

ce qui prouve que u? € L (R x R4).

loc
2. Une démonstration (rapide) de cette question consiste a utiliser la proposition [5.22] avec, pour tout ¢ > 0,
R X [g,400[ au lieu de R x IR. Nous donnons ici une autre démonstration, plus proche de celle donnée
dans la proposition[5.16]

et donc
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Soit p € CL(IR x IR’ ,IR). En utilisant une intégration par parties, on obtient, pour tout z € IR,

e} +oo T 1 )
| e tvpear= [ et dt - 5oewa?)
0 T

2 2x

En notant que les deux termes de droite sont intégrables (car ¢(x,t) = 0 pour ¢ proche de 0),

1
/ / (x,t)0rp(x,t) dt dz—/ /z 2t2<px t) dtdz—/}R%Lp(I,IQ)dx. (5.104)

De méme, avec une intégration par parties, on obtient, pour tout ¢ € IR,

/Q(t)a(t)d——/ﬂ d+ (VE 1) — (\ft)
IRU Z, $(px, xr = \/2t2 X ()0

Ici encore les termes de droite sont intégrables (car ¢ (x,t) = 0 pour ¢ proche de 0),

+o0
/ / u?(xz, )0 p(z, t) do dt
0 R

+oo Vit T too g
—/ / I e dt+/ L (Vi) = p(=VE 1) dt. (5.105)
0 _\/Z 2t 0 4t

Le théoréme de Fubini nous donne [, f;;‘” szp(x,t) dt do = 0+Oo J _\(t/z 5%z da dt. Puis le changement
de variable ¢t = 2* donne

T Vi o ) oo )
— t,t)dt = — 2z dz = — d
| gevina= [ eatmde= [ St da

—+00 1 0 1 9 0 1 9
/0 E(p(—\/i, t)dt = — /_oo @go(x,x )2z dz = —/ %go(x,a: ) d.

En additionnant (5.104) et (5.103) on obtient (5.91).
3. On se donne une fonction p € C*(IR,IR) telle que (t) = 0 pour t €] — oo, 1] et ¢(t) = 1 pour
€ [2, +oo[. Puis, pour n € IN*, on pose ¢, (t) = ¥(nt).
Soit ¢ € C2(IR x R, IR). Comme la fonction (x,t) — ¢(z, )1, (t) est un élément de D(IR x IR’} ), la
question précédente donne

/ / (ur, )0r (0tbn) (., £) + 62 (2, 1) (9 (2, ) da dt = 0,
R. JR

et donc

/IR + /}R w(z, )0l t)bn(t) de di +n / o /]R e ), 0 (nt) iz dt

+/ /u2(x,t)8wgo(x,t)1/)n(t) dr dt =0. (5.106)
R; /IR
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La questiondonne udpp, u?0,p € L' (IR x R4 ). On en déduit, par le théoréme de convergence dominée,

n—-+o0o

lim /m‘+/1Ru(:U,t)3t<p(a:,t)wn(t) dx dt:/m,+/1RU(x’t)at(p(x7t) dz dt,
lim /]R+/]Ru2(m,t)8ch(ac,t)z/}n(t) dz dt:A+Au2(m,t)8zw($,t) dz dt.

n—-+oo

Puis,

/2/"/ (. ) o, ) (nt) e dt = /wn/ﬂmu ) — o(—a, ) (nt) da dt
n% ]Rux, o(z, nt) dx —n% ; 5 (P2, o(—=x, nt) dz dt.

En notant par M un majorant de v’ 9,0, on obtient

2/n 2/n Vi ],‘2 2/n
yn/ / u(z, )p(z, )y (nt) dz dt| < nM/ / — dwdt <nM ViEdt < M\/2/n.
yo/w x Jo x

En passant a limite quand n — +o0o dans (5.106)), on en déduit (3.92).

4. On peut supposer 77(0) = 0, cela ne change pas les termes de (5.93). On pose ¥(s) = ®(s) — sn(s) de
sorte que ¢’ (s) = s1’(s) — n(s). La convexité de n donne alors ¢)'(s) > 0 pour s > 0 et donc ¢(s) > 0
pour s > 0.

Pour démontrer (5.93)), on peut alors utiliser la proposition[5.22]avec, pour tout ¢ > 0, IR X [, +00[ au lieu
de R x IR ou reprendre la démonstration de la question [2{en remplagant u par n(u) et u? par ®(u).

5. La solution entropique de (5.89)-(5.90) est la fonction identiquement nulle sur IR x IR.. La fonction u
n’est pas la solution entropique de (5.89)-(5.90).

Exercice (Equation de Buckley-Leverett)
1. On remarque tout d’abord que f’ est strictement croissante sur [0, a] puis strictement décroissante sur [a, 1].
On adonc f'(x) > 0et f(x) > 0 pour tout z €]0, 1].
Comme la fonction f est strictement convexe sur |0, a[ (et de classe C* sur R),

0> f(x)+ (0 —x)f'(z), pour tout z €]0, a],

etdonc f'(x) > f(x)/z pour tout z €]0, a]. En particulier f'(a) > f(a)/a.

Pour z € [a, 1], on pose h(z) = f(z) — zf'(x), de sorte que h(a) < O et h(1) = f(1) > 0. Puis, comme
B(x) = —xf"(x), la fonction h est strictement croissante sur [a, 1]. Il existe donc un et un seul point
b €]a, 1] tel que h(b) = 0, c’est-a-dire f'(b) = f(b)/0.

Enfin comme la fonction f’ est strictement croissante de 0 & f’(a) sur [0, a] puis strictement décroissante
de f'(a) a0 sur [a, 1], il existe un unique point ¢ €0, a[ tel que f'(c) = f/(b) (car b €]a, 1]).

2. On décompose le demi-plan IR x IR ; en 3 zones,

Dy = {(z,t), t >0, z < 0},
Dy = {(2,t), t >0,z = f'(§)t, b< £ <1},
D3 ={(z,t), t >0, x > f'(b)t}.
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Dans chacune de ces trois zones, la fonction u est une solution classique de (5.94)) (et vérifie bien (5.93)).
La fonction u est continue 2 la frontiere entre D1 et D- (elle vaut 1, on rappelle que f'(1) = 0). La fonction
u est discontinue a la frontiére entre Do et D3. Du coté de Do, elle vaut b et elle vaut O dans Ds. La frontiere
entre D5 et D3 est la demi-droite d’équation z = f/(b)t. Comme f'(b) = f(b)/b = (f(b) — f(0))/(b—0),
la relation de Rankine-Hugoniot est bien vérifiée a la frontiere entre Do et D3. Ceci montre que u est
solution faible de (5.94)-(5.93).

Il reste a vérifier la condition d’entropie a la frontiere entre D5 et Ds.

Soit 77 une fonction de IR dans IR de classe C'* et convexe. Comme (f/(b) — f/(z))(n'(z) —n'(c)) <
presque tout z € [0, b] (pour le voir, il suffit de distinguer les cas © < cet x > cet d’utiliser f (b) =
on a bien fo ") — f'(x))(n/ (x) — n'(c)) dz < 0.

En notant ® la primitive de 7’ f, ceci donne

F @) (n() —n(0)) — £/ (b)n' (c)b — ((b) — @(0)) + f(b)n'(c) <O0.

Comme bf’(b) = f(b), on en déduit (®(0) — ®(b)) < f'(b)(n(0) — n(b)), ce qui est bien la condition
d’entropie a la frontiere entre D5 et Ds.

pour
(c

0
f'(e),

N.B. On aurait aussi pu utiliser la condition d’Oleinik, voir le théoreme [5.21]

Exercice (Effet Landau)

1. La premiere équation de (5.96) peut s’écrire dyu(x,y, t) + 0, (yu)(z,y,t) = 0. La notion de solution faible
pour cette équation est donc parfaitement définie.

Etape 1, construction d’une solution

Le probleme (5.96) correspond a une équation de transport dans la direction z, la vitesse du transport
dépendant de la variable y (que I’on peut voir ici comme un parametre). Le début du chapitre [5] nous
suggere alors la forme de la solution faible. Pour (x,y,t) € IR x IR x IR, on pose

u(z,y,t) = fz —yt).

La fonction w ainsi définie appartient bien 8 L>°(IR x IR x IR ). On montre maintenant que u est solution

faible de (5.96).
Soit € C}(IR? x R4, IR). On va montrer que

/]R /IR/]Ru(%y,t)(atsé’(x,y’t)-l—y@m(p(x,y,t))dxdydt:—AAf(x)w(x,y,O)dxdy. (5.107)

Ceci montrera bien que w est solution faible de (3.96). On considere le terme de gauche de (5.107) en
remplacant u(z, y, t) par f(z — yt) et on utilise dans I’intégrale par rapport a = le changement de variable
x — yt = z (pour y et t fixés, on profite aussi ici du théoreme de Fubini). On obtient

/ //f(x—yt)(atw(:c,y,t)+y8ww(x,y,t))dxdydt
R, /R JR

= / [(2)(0rp(z + yt,y,t) + yOrp(z + yt, y, 1)) dz dy dt.
R, /R JR

(Noter que 0, désigne toujours la dérivée de ¢ par rapport a sa premiére variable et 9y désigne toujours
la dérivée de ¢ par rapport a sa troisieme variable.)
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Pour z, y € Rett € Ry, on pose ¥(z,y,t) = p(z + yt,y,t), de sorte que ¢(z,y,t) = ydzo(z +
yt,y,t) + drp(z + yt, y,t). On obtient ainsi

/]R+ /IR/]Rf(SC — yt)(Opp(x,y,t) + yOup(z,y,t)) de dy dt = /]R+ /R/IRf(z)wt(z7y,t) dz dy dt.

On peut maintenant intégrer le terme de droite d’abord par rapport a ¢ (grace au théoreme de Fubini), on
obtient

/ / / [ —yt)(Owp(@,y,t) + yOop(w,y, 1)) du dy dt = —/ / f(2)¥(z,9,0) dz dy,
R: JRJR R JR
ce qui donne

/]RJr/R/]Rf(x—yt)(atw(x,y,t)+yaxs0(x,y,t))dxdydt:—/]R/Rf(z)go(z,yﬂ) dz dy.

On a bien montré (5.107). La fonction u est donc bien une solution faible de (5.96).

Unicité de la solution faible de (5.96)

Grace 2 la linéarité de la premiére équation de (5.96)), il suffit de montrer que si u est solution de (5.107)
(pour tout ¢ € C’Cl(IR2 x R4,IR)) avec f = 0 p.p., alors u = 0 p.p.. On suppose donc que u appartient &
L®(R? x IR ) et vérifie

[ [ ] wle 0@t .0 + yup(w,p,0)) do dy de = 0 pour tout € CHIR? X R )
R; JR JIR

(5.108)
On va montrer que v = 0 p.p..
Soit 1) € C1(IR* x R, IR). Pourz, € Rett € IR, on pose

“+o0

o(z,y,t) = — ) Y(x —y(t —s),y,s) ds.

Onaaussi p € C1(IR? x R, TR) et on remarque que pour tout z, y € IR et tout £ > 0 on a

“+oo
at(p(x,yvt) + yam@(mvyat) = ¢($,yat) +y wm(l' - y(t - S)vya 3) ds
t
“+oo

-y \ wm(x*y(tfs)vyas) ds

et donc
at@(xa Y, t) + yarw(xa Y, t) = 1/’(% Y, t)
En prenant cette fonction ¢ dans (5.108) on obtient

/ / / u(z,y,t)¢(z,y,t) dz dy dt = 0 pour tout 1 € C}(IR? x R, IR).
R, JRJR
On en déduit que © = 0 p.p..

N.B. La méthode que nous venons d’utiliser est une méthode classique pour obtenir 1’unicité d’un probleme
par la résolution du probléme adjoint (qui est ici 0y + y0,.p = 1) avec ¢ = 0 comme donnée “finale”.)
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2. SoitT > Otel que f(z 4+ T') = f(z) pour tout z € IR (la fonction f est donc de période T').
Soity e Retr >T.llexistep, g€ Z telque (p— 1)T <y—r<pT' <¢qT <y+r<(¢+1)T.Ona
alors

2rF(y,r / f(z dz+/ f(z dz+/ Tf(z) dz = /i f(2) dz—f—(q—p)mT—i—/iﬂf(z) dz.

Ceci donne

(¢g—p)T

Fly,r) =m+ (=,

m—i——/ fz dz+ f(z) dz.

2r

Comme 0 < 2r — (¢ — p)T < 2T et que, avec M = max{|f(2)|, z € IR},

’/ (2 dz’</ )| dz < MT, ‘/ dz’§/3+r|f(z)|dz§MT,

on a donc
(lm|+ M)T

F —m| <
[Py ) —m| < T

ce qui prouve bien que lim,_, o, F'(y,7) = m, uniformément par rapport a y € IR..

3. Soit z € R et¢ > 0. En utilisant le changement de variable z = x — yt, c’est-a-dire y = (z — z)/t, on

obtient

b+4d r—bt+d0t f(Z)

/ flz—yt) dy:/ — dz = 20F(xz — bt, dt).
b—45 r—bt—dt

Soit maintenant ¢ > 0; on sait que u(x,y,t) = f(z — yt), et on a donc

b+8 b+o
/ / u(z,y,t dxdy—/ / f(x —yt) do dy.
b b

Avec le théoréme de Fubini, on a donc

b+ a+d b+ a+d
/ / ,y,t) dz dy = / (/ Flz —yt) dy) Az = 25/ F(z —bt,8t) da
b a—9 b—6 a—90

La deuxiéme question donne lim;_,, F'(z — bt, 6t) = m, uniformément par rapport a x, on a donc bien

b+o
lim / u(z,y,t) do dy = 46°m

t——+oo
4. On remarque d’abord que (avec M = max{|f(z)], z € R})
”u(» '7t)||Loo(IRz) < M pour tout t > 0.

On pose
C = {Lja—s.a+s[x]p—s,d+s[» &b € IR, § > 0}.

La question précédente montre que pour tout ¢ € C on a

lim/ / u(z,y, t)p(z,y) dxdyzm/ / o(z,y) dz dy. (5.109)
= Jr JR R /R
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On note maintenant E I’espace vectoriel engendré par C. Par linéarité de I’intégrale, on a alors (5.109) pour
tout p € F.

L’espace vectoriel E est dense dans Ll(IRQ) (pour la mesure de Lebesgue). Pour montrer ceci, il suffit,
par exemple, d’utiliser la densité de C,.(IR*,R) dans L'(IR?) puis de remarquer que tout élément de
C.(IR?,TR) peut étre approché d’aussi pres que I’on veut pour la norme de L' (IR?) par un élément de E.
On en déduit bien que F est dense dans L' (IR?). Grace  cette densité et 4 la borne L>(IR?) sur u(-, -, t),
on conclut que (5.109) est vrai pour tout u € L*(IR?). Ceci donne bien que u(.,.,t) — m x-faiblement
dans LOO(IRZ), quand ¢ — +oo0.

Exercice (Exemple de systéme non strictement hyperbolique)

1. La jacobienne Jr(U) est une matrice diagonale et ses valeurs propres sont fi(u1) = 2u; et f(ug) =
2(ug + 1), qui sont réelles, donc le systeme est bien hyperbolique. Ces valeurs propres sont égales pour
u1 = uz+ 1, ce qui montre que le systéme n’est pas strictement hyperbolique (méme si on a fi (u) < f5(u)
pour tout u € IR).

De plus, avec les notations de la définition[5.42] ona V ;- ¢; = 2 pour i = 1, 2 et donc les champs associés
a F sont VNL.

2. Le systeme est constituée de deux équations scalaires dont le flux non linéaire est strictement convexe. Pour
la premiére équation, on a u; g = —1 < uy,4 = 0 et donc la solution est une détente, comprise entre les
droites x = f{(u1,4)t = —2t etz = f{(u1,4)t = 0. Pour la deuxieéme équation, on a us g = —1 > ug g =
—2, on a donc un choc, dont la vitesse o est donnée par la relation de Rankine-Hugoniot :

g = f2(2a) = foluag) _ 1-0

= =—1.
Uz, d — U2,g —24+1
Le choc est donc au milieu de la détente.
Si, au lieu de ug, 4 = —1, on prend ug , = 1 (et toujours uy 4 = —2), la vitesse du choc est alors
_ Ja(uz,a) — fa(uz,g) _ 14 1
Uz, g — U2,g —2-1 '

Dans ce cas, le choc n’est plus dans la détente.

Exercice (Le probleme de Riemann linéarisé pour les équations de Saint-Venant)
Les valeurs propres de la matrice B(V) sont \; = % — ¢ et Ay = @ + ¢. Une base de IR? de vecteurs propres

associés est 1 = [11], o = [ﬂ . La décomposition du vecteur V = [Zuc] dans la base {1, w2} est

u— 2c¢ u+ 2c¢
V:
g A1ty

®2;

La solution de ce nouveau probléeme de Riemann est donc (u, ¢) = (ug,¢g) pour x < (@ — &)t, (u,c) = (uq, cq)
pour & > (@ + &)t et (u,¢) = (Uy, cy) pour (T — €)t < x < (4 + ¢)t avec
Uy + 2¢, = ug + 2¢q,

Uy — 2C4 = Ug — 2¢4,

< . Ug + Ug o— )
¢’est-a-dire u, = QT + (cg — ca), € = 2274 + Cated
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Exercice (Entropie pour les équations de Saint-Venant avec gradient de fond)

1. (Entropie)

Comme n(U) = 2hu® 4+ p+ ghz = % +g%2 + ghz,ona

u

On multiplie (5.984)) par 7“72 + gh + gz et (5.98D) par u. On obtient

2 2 3 2 2
7(%)&}1 + at(%) + g20,h — (%)azh - h%@zu + gh%0,u + u@x(%) + 920, (hu) = 0

et
2 2

h
hat(%) + w20,k + PO h + uPhdyu 4+ huld,u + uax(%) + ghuz = 0.
En additionnant ces deux équations, on obtient
8tn(U) =+ 8rq)(U) =0,

avec ®(U) = Lhu® + guh? + ghuz = u(3hu? + 2p + ghz).

La démonstration du fait que 7 est une fonction convexe de D dans IR est identique a celle du paragraphe
5.4.2} car la fonction n définie ici est la méme que celle du paragraphe au terme ghz pres, qui, étant
linéaire, est lui-méme convexe.

2. Les termes de diffusion ajoutés sont les mémes que ceux du paragraphe[5.4.2] Cette question se fait donc
de maniere identique au paragraphe [5.4.2]

Exercice (Solutions stationnaires régulieres pour les équations de Saint-Venant)

1. Soit (h,u) un couple de fonctions de classe C' de IR dans IR’ x IR. Le couple (h,u) est une solution
stationnaire réguliere si et seulement si g est une fonction constante et

w(z)q (z) + h(z)u(x)u'(x) + gh(z)h'(z) + gh(z)z' () = 0, pour tout z € TR.

Comme ¢ est une fonction constante et h(z) > 0 pour tout z, cette derniére équation est équivalente a
¥’ (x) = 0 pour tout z, c’est-a-dire a ¢ constante.
2. Soit (h, u) une solution stationnaire réguliére avec o« = 0. On a donc u(z) = 0 pour tout x (car h(z) > 0)

et donc gh(z) =  — gz(x) pour tout x. Ceci n’est possible que si 8 > gz, et la solution stationnaire
correspondante est alors donnée par u(z) = 0 et h(x) = /g — z(z) pour tout .

N.B. Si on autorise h a prendre la valeur O et a étre éventuellement une fonction non réguliere, on peut
construire, dans le cas ou z est une fonction non constante, une infinité d’autres solutions stationnaires avec
u = 0.

3. Soit (h, u) une solution stationnaire réguliere associée au couple («, 3). On a donc u(x) = «a/h(z) pour
tout z (on rappelle que h(x) > 0). Comme ¢ (x) = 3 pour tout z, on a donc a?/(2h?) + gh + gz = 3,
c’est-a-dire

gh®(z) + h*(x)(gz(x) — B) + a?/2 = 0, pour tout z € IR. (5.110)

Comme h(zx) > 0, I’équation (3.110) est impossible si 5 < gz(x). Une premiére condition nécessaire
(pour avoir une solution stationnaire réguliére) est donc 3 > gz, (ce qui donne 58 > gz(z) pour tout z).
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Pour ga < 3, on définit le polyndme P, par P, (y) = gy> +y*(ga — B) + % /2 de sorte que (5.110) s’écrit
P,z (h(z)) = 0.

Comme P! (y) = 3gy* + 2y(ga — 3), le polyndme P, a un maximum local (strictement positif) en 0 et un
minimum local au point y,, donné par y, = (2/(3¢))(8 — ga). La valeur de ce minimum local est

)(B — ga)® + a?/2.

Palya) = g%)w ~ga)® - %)2(5 —ga) +a?j2 = —(

On a donc P, (y,) > 05si0 < (8 — ga) < (3/2)(ag)?/® et P,(ya) < 0si (8 — ga) > (3/2)(ag)?/>. Ceci
explique I'introduction de £,,, = gz + (3/2)(ag)?/>.

2742

(a) On suppose 3 < f3,,. Dans ce cas, il existe des points z de IR pour lesquels 3 — gz(z) < (3/2)(ag)?/®.

Pour tous ces points, P,(,)(y) > 0 pour y > 0. On ne peut donc pas avoir P,(,(h(x)) = 0. Ceci
prouve qu’il n’y a pas de solution stationnaire réguliere associée au couple (a, ).

(b) On suppose 3 > f3,,,. Dans ce cas, pour tout a < z,, I’équation P, (y) = 0 a deux solutions strictement
positives notées 1 (a) et pa(a) avec ¢1(a) < yo = (2/(39))(8 — ga) < w2(a). Pour tout z € IR, on
ah(z) € {p1(z(x)), p2(2(z))}. Comme h est continue, on doit donc avoir h(x) = ¢1(z(x)) pour tout
x € R ou h(x) = pa2(z(x)) pour tout z € IR.

Ceci suggere deux solutions stationnaires (h1,uy) et (ha, ug) avec, pour i = 1,2, h;(x) = p;(2(z)) et
u;(x) = «/h;(z). Pour montrer que ces deux solutions sont bien des solutions stationnaires régulieres,
il reste a vérifier que h; et hy sont des fonctions de classe C'!. Ceci est une conséquence du fait que ¢,
et ¢, sont des fonctions de classe C'! au voisinage du point a pour a tel que (8 — ga) > (3/2)(ag)?/3.
En effet, on pose F(a,y) = P,(y) et on remarque que 9, F(a,y) = 3gy* + 2y(ga — B) # 0 pour
y = pi(a) (@ = 1ou?2, (8 —ga) > (3/2)(ag)?*?). Le théoréme des fonctions implicites appliqué a
1’équation F'(a,y) = 0 au voisinage des points (a, ©;(a)) donne alors le caractere C'* des fonctions ;.
Comme on a supposé que z était de classe C'', on en déduit bien que les fonctions h; sont de classe C'*
(et donc les fonctions u; le sont aussi).

Enfin, comme on a raisonné par condition nécessaire, il y a bien seulement deux solutions stationnaires
régulieres. La figure[5.9|donne un exemple de solutions stationnaires régulieres.

0.4
03

0.2

01

0.0

FIGURE 5.9 — Solutions stationnaires pour 5 = /3, + 0.001 et e = 0.1. Solution surcritique (v > ¢) en rouge et
souscritique (u < ¢) en bleu. Le fond est en noir

4. Comme dans la question et avec les mémes notations, pour tout a < z,, 1’équation P, (y) a deux solutions
strictement positives notées ¢1(a) et p2(a) avec pi1(a) < ya = (2/(39))(8 — ga) < ¢2(a). Mais pour
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a = zm,onaepi(a) =y, = (2/(39))(B — ga) = p2(a). Les deux solutions données dans la question 3]
semblent exister encore ici et sont d’ailleurs confondues si z est une fonction constante. la seule question
restante est sur la régularité des fonctions h;.

(a) Si z est une fonction constante (donc z = z,,), il y a une solution unique qui est h(z) = y,, =
(2/(39))(Bm — g2zm) pour tout .

(b) Siz(x) # z, pour tout z, il y a exactement deux solutions stationnaires réguliéres associées au couple
(a, B). Ce sont celles calculées pour le cas 3 > (3, (et la preuve est identique).

Si z est une fonction non constante et qu’il existe x tel que z(x) = z,, (et toujours § = f3,,,) la situation est
un peu plus complexe. Le probleme est dii ici au fait que les fonctions ¢; ne sont pas dérivables au point
Zm. Plus précisément lim,_,, .. |¢;(z)| = +oo. Toutefois, si le maximum de =z est atteint en un point
unique noté x,, et que z”(x,,) < 0, on peut montrer qu’il y a (exactement) deux solutions stationnaires
régulieres associées au couple («, ), obtenues en prenant i différent selon que x < x,,, et & > x,,. Ce cas
n’est pas détaillé ici.

5. La premiere partie de cette question a été résolue a la question [3b} Avec les notations de la question [3b] on
a bien, pour i = 1,2, h;(z) = ¢;(2(x)) pour tout x € IR et les fonctions ¢; sont réguliéres. Enfin, on a
bien hi < ho.

Pour la seconde partie de la question on remarque que h;(z) + z(z) = ;(z(x)) avec ¥;(a) = p;(a) + a
(noter que v;(a) est définie, comme ¢;(a), pour tout a tel que ga < 8 — (3/2)(ag)?/?).

Comme hl(x) + 2/ (x) = ¥i(2(x))z’'(x), la seconde partie de la question est une conséquence du fait que
Yh(a) < 0ete))(a) > 0pourtouta < z,. Pour montrer ce fait, soita < z,,.Ona ga < f—(3/2)(ag)?/?}
et

903 (a) + ¢} (a)(ga — B) + a*/2 =0.

Cette premiere égalité donne en particulier gy, (a) + (ga — 8) < 0. D’autre part, en dérivant cette équation
par rapport a a, on obtient

oi(a)ei(a)(3gpi(a) + 2(ga — B)) = —gpi(a). (5.111)

Pour i = 2, on utilise gpa(a) + ga — 8 < Oety, = (2/(39))(8 — ga) < gpa(a), cela donne 0 <
(3gpa(a) + 2(ga — B)) < gpa(a). On en déduit, avec (3.111)), p5(a) < —1 et donc 14 (a) < 0.

Pour 7 = 1, on utilise y, = (2/(39))(8 — ga) > ¢1(a), cela donne (3gp1(a) + 2(ga — 8)) < 0. On en
déduit, avec (3.1T1)), ¢ (a) > 0 et donc ¢ (a) > 1 > 0.

6. On reprend les notations des corrigés des questions précédentes. Pour i = 1 ou 2, u? = a?/h?, ce qui

donne avec (5.110)
2gh;i(z) + 2(gz(x) — B) +u?(x) = 0, pour tout € IR,

et donc

3ghi(z) + 2(gz(x) — B) = ghi(z) — u?(z), pour tout z € IR. (5.112)
On rappelle que le choix de 1 et @3 est tel que p1(a) < (2/(39))(8 — ga) < p2(a) pour tout a < zy,.
Pour i = 2, ceci donne, avec a = z(x), u3(x) < gha(z) et donc 0 < ua(x) < /gha(x) pour tout z € IR.
L’écoulement est ici subsonique (on rappelle que 1/gh est, pour ce systeme, la “vitesse du son”).

Pour i = 1, ceci donne, avec a = z(x), u3(z) > ghi(x) et donc uy(z) > \/ghi(z) pour tout x € R.
L’écoulement est ici supersonique.
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Exercice (Equations de Saint-Venant, entropie au sens de Lax)

1. La fonction U est solution faible si et seulement les conditions de Rankine-Hugoniot sont satisfaites sur la
droite # = ot, ¢’est-a-dire, avec les notations du cours, o[h] = [hu] et o[hu] = [hu?+p]. On remarque tout
d’abord que hgq # hg, sinon o[h] = [hu] donne u, = u4 en contradiction avec le fait que U est discontinue.
On a alors aussi u, # ug car u; = uy donne 0 = u, et olhu] = [hu? + p] donne alors [p] = 0 et donc
hg = hq, en contradiction avec le fait que U est discontinue.

On suppose, par simple souci de lisibilité, que g = 1 et on pose vy = ¥, v4 = v pour v = h, u et p
(p = h?/2). Les conditions de Rankine-Hugoniot s’écrivent

o(h —h) = (hu — hu)
o(hu — ha) = (hu?® + p — ha® — p).

On multiplie la premiére équation par (h + h)/2 — (u + @)?/8, la seconde par (u + @) /2 et on additionne,

on obtient ) L L
olp+ ghu2} - O’% [8714

et donc, comme o[h] = [hu], avec n(U) = 3hu? + pet ®(U) = $hu® + 2pu,

(u—u)* = [%hu3 + 2pu] — (u—u)? — M[h]Q,

Ceci prouve que U est solution entropique au sens de la définition avec I’entropie n(U) = hu?/2 +
gh?/2 si et seulement si [u] < 0, ¢’est-a-dire ug < u, (car on sait déja que uy # ugq).

2. Si U est solution entropique au sens de la définition avec I’entropie n(U) = hu?/2 + gh?/2, la
question précédente nous montre que uy < g, ¢’est-a-dire, avec les notations de du paragraphe[5.4.3] que

uq = ugy — S (ona S > 0). L’étude effectuée dans ce méme paragraphe [5.4.3|donne alors que U est 1-choc
si hy < hg etun 2-choc si hg < hg. La fonction U vérifie donc la condition de Lax.

Réciproquement, si U est une solution faible qui vérifie la condition de Lax, on a nécessairement uq < ug,
c’est la premiere étape de la démonstration du paragraphe [5.4.3] (et on montre ensuite dans ce paragraphe
que c’est un 1-choc si hy < hq etun 2-choc si by > hg). La question précédente nous donne alors

ce qui prouve que U est solution entropique au sens de la définition avec ’entropie n(U) = hu?/2 +
gh?/2.
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Abréviations

e.v. espace vectoriel

e.v.n  espace vectoriel normé
s.e.v.  sous-espace vectoriel
p-p-  presque partout

t.q. tel-le-(s) que

CL conditions aux limites
EDP  équation aux dérivées partielles

LD linéairement dégénéré (Définition l
5

VNL vraiment non linéaire (Définition



Notations

Id
div
rot

815@

VP(T)

identité d’un ensemble dans lui méme
divergence
rotationnel

un espace vectoriel normé réel.
le dual topologique d’un espace vectoriel normé réel (voir définition [1.12)
ouvert de R™

ensemble des fonctions de €2 a valeurs dans IR, k fois continliment différentiables

domaine d’un opérateur \A.

ensemble des fonctions de 2 a valeurs dans IR, de classe C*° et a support compact dans 2

Le dual algébrique de D(€2), voir définition

ensemble des (classes de) fonctions de L? a dérivée faible L2, définition

adhérence de D(Q2) dans H'(Q)

espace de Sobolev, définition

ensemble des (classes de) fonctions de L?(2) a divergence (faible) dans L%(Q)

ensemble des fonctions mesurables de puissance p-ieéme intégrable

ensemble des (classes de) fonctions mesurables de puissance p-ieéme intégrable

ensemble des (classes de) fonctions mesurables de puissance p-ieme localement intégrables (voir Défini
espace des fonctions localement lipschitziennes de IR dans IR.

ensemble des applications linéaires continues d’un espace de Banach £ dans un espace de Banach F'.
ensemble des matrices réelles carrées d’ordre n.

espace vectoriel engendré par la famille {e,, p = 1,...n}.

espace de Sobolev, définition

produit scalaire de x et y dans RN
produit scalaire de u et v dans un espace de Hilbert Ef
action de I’élément T" du dual (topologique ou algébrique) F' de E sur un élément ¢ de E

ensemble des nombres entiers naturels

ensemble des nombres entiers relatifs

ensemble des nombres réels

ensemble des nombres réels positifs, ¢’est-a-dire {x € R, x > 0}.
ensemble des nombres réels non nuls

mesure sur le bord d’un ouvert

trace sur le bord d’un ouvert

mesure de Lebesgue sur les boréliens de IR (ou d’un sous-ensemble de IR)
mesure de Lebesgue sur les boréliens de IR" (ou d’un sous-ensemble de IR™)

signe de s (1 si s > 0, -1 sinon)
fonction caractéristique d’un ensemble A (14(x) = 1sixz € A, 0 sinon)
saut de V' (a travers une discontinuité)

dérivée faible de la fonction ¢ par rapport a sa i-¢me variable d’espace

différentielle de la fonction ¢

dérivée partielle de la fonction ¢ par rapport a sa i-eme variable d’espace

dérivée partielle (faible) de la fonction ¢ d’espace et du temps par rapport a sa variable de temps

ensemble des valeurs régulieres de I’opérateur 7' (ensemble résolvant)
spectre : ensemble des valeurs singulieres de 1’opérateur T’
ensemble des valeurs propres de I’ opérateur T



Index

a priori (estimation), 152, 175
action, 7, 250, 341
adjoint, 67, 79
alternative de Fredholm, 152
application, 15

compacte, 148
argument d’homogénéité, 103
Ascoli, 17
astuce de Minty, 168
Aubin-Simon, 248, 253
autoadjoint, 67
autosimilaire, 321

Banach
densité d’un sous espace, 23
espace de, 6
théoreme de, 67
Banach-Alaoglu, 13
barotrope, 322, 324
base
de fonctions propres, 69, 70, 208, 223, 271
duale, 164
hilbertienne, 11, 66, 67, 208
bidual, 11
Brouwer
théoréme du degré topologique, 147
théoreme du point fixe, 148
Buckley-Leverett, 344
Burgers, 299, 343
BV, 307

caractéristique

courbe, 294

fonction, 41
Carathéodory, 150
Cauchy—-Schwarz (inégalité de), 37
chaleur (équation de la), 60
choc, 304, 306, 324

377

coercive, 63
compacité, 17-19, 30, 31, 77, 149
compacité faible, 13
compacité faible-x, 13
compact(e) (opérateur ou application), 67, 148
complet, 6
condition
d’Oleinik, 304
de Lax, 304, 329
condition de Lax, 330
conditions aux limites, 3
de Dirichlet, 61
de Dirichlet homogenes, 62
de Dirichlet non homogenes, 76
de Fourier (ou Robin), 85
de Neumann, 82
de Wentzel, 89, 124
en hyperbolique, 306
conservation, 292
contact, 83
convection, 152
convergence faible, 12, 28, 163, 177
convergence faible-x, 12, 212
convexe, 72
uniformément, 216

décomposition de Hodge, 88
degré topologique, 147, 148
demi-espace, 16
densité, 14
dérivée faible, 6, 250
dérivée par transposition, 7, 217
détente, 306, 324
diffusion, 152
Dirichlet, 66, 71, 84
discontinuité

de contact, 306



entropique, 304 de Cauchy—Schwarz, 37

distribution, 4, 8 de Holder, 20
divergence, 22, 78 de Poincaré, 63
domaine de Poincaré en moyenne, 82
d’un opérateur, 68 de Poincaré moyenne sur le bord, 80
des valeurs admissibles, 318 de Sobolev, 19
du laplacien, 69 de Trudinger-Moser, 87
donnée L1, 211 injection
dual algébrique, 7 canonique, 19
dual topologique, 11 compacte, 19
dérivée d’ordre supérieur, 8 de Sobolev, 18
intégration par parties, 16
effet Landau, 345 invariant de Riemann, 324, 332
éléments finis, 169 Inégalité de Jensen, 180
elliptique, 3
entropie, 348 Jensen, 180
équi-intégrable, 171
Euler, 318, 322 Kolmogorov, 17

Kruzhkov, 292, 308
Faedo-Galerkine, 223

flux, 293 Lagrange, 172
fonction Landau, 345
holomorphe, 99 laplacien, 61, 210
holdérienne, 19 Lax-Milgram (théoréme de), 62, 78
implicite, 172 Lebesgue, 6
lipschitzienne, 14 lemme de Gronwall, 289
propre, 158 Leray, 6
test, 60 Leray-Lions, 146, 161, 168, 177, 178
formulation Leray-Schauder, 148
faible, 61, 76, 296 LES (Large Eddy Simulation), 162
forte, 60 limite inf, 13
variationnelle, 62 linéairement dégénéré, 322, 346
Fourier, 66, 79, 84, 102, 205 Lions, 239
Liouville, 143
gradient de fond, 346 lipschitzien
Green (formule de), 144 ouvert, 25
Gronwall, 289 lipschitzienne
Hahn-Banach, 11 fonction, 24

frontiere, 13

harmonique, 99
local map, 71

Heaviside, 8

Helly, 310 logalement inté grable, 7
Hilbert, 10 loi de conservation, 293
Hille-Yosida, 210

m-accrétif (opérateur), 210
maximal monotone (opérateur), 210
Mazur (Ilemme de), 140

mesure de Lebesgue, 7

inégalité Meyers, 213

Hodge, 66, 88
holomorphe, 99
hyperbolique, 3



mild, 211

minimisation, 172

Minty, 168, 177

monotonie, 161, 162, 168
multiplicateur de Lagrange, 172

Neumann, 66, 82
Nirenberg, 27, 70
norme H{ (€2), 63
noyau régularisant, 245

onde de choc, voir choc
onde de détente, voir détente
opérateur, 15
coercif, 164
compact, 30, 69
transposé, 30
orthonormée (famille), 208, 271

parabolique, 3

perturbation compacte de 1’identité, 148
p-laplacien, 162

Poincaré, 63

point fixe, 148, 149

presque partout (p.p.), 7

principe du maximum, 77

probleme de contact, 83

Probleme de Neumann, 82

probleme de Riemann, 299, 319, 321, 330, 343
procédé diagonal, 58

prolongement, 12, 26

quasi-linéaire, 146

Rankine-Hugoniot, 297, 319-321, 324
raréfaction, voir détente
réflexif, 11, 13
régularisation, 14
Rellich, 17

résolvant, 376
Riemann, 299

Riesz, 63, 108, 218, 219
Robin, 66

rotationnel, 22

réaction, 152

Saint-Venant, 321, 325, 328, 346, 348
Schauder, 149

Schrodinger, 85
semi-entropie de Kruzhkov, 307
semi-groupe, 211
semi-groupes (solution par), 210
semi-linéaire, 146
séparable, 11
Smagorinsky, 162
Sobolev, 6
espace de, 9
injection de, 19, 27
solution
classique, 205, 293
entropique, 307
faible, 61, 295
spectre d’un opérateur, 67
Stokes (probleme de), 90, 91
strictement hyperbolique, 346
suite
B-limite-incluse, 256
compacte-continue, 252
compactement incluse, 252, 260
minimisante, 80
support compact, 6, 14, 16

théoréme
d’Ascoli, 17
de Banach, 67
de Banach-Alaoglu (version séquentielle), 13
de Helly, 310
de Hille-Yosida, 210
de Kruzhkov, 308
de Lax-Milgram, 62
de Liouville, 99, 143
de Rellich, 17
de représentation de Riesz, 63
de Vitali, 171
deCauchy-Lipschitz, 293
des fonctions implicites, 172
du point fixe de Brouwer, 148
du point fixe de Schauder, 149
trace, 16, 17, 28, 76-78, 87, 94, 96, 97, 142, 270
transformée de Fourier, 205
troncature, 14, 159, 214
Trudinger-Moser, 87, 121

valeur non réguliere d’un opérateur, 67
valeur propre
du laplacien, 80



d’un opérateur, 67
valeur réguliere d’un opérateur, 67
valeur spectrale d’un opérateur, 67
variation bornée, voir BV
variationnelle (formulation), 62
Vitali, 171
vitesse de propagation, 292
vitesse du son, 370
vraiment non linéaire, 322, 332, 346

Wentzel, 124



	Espaces de Sobolev
	Dérivée faible, dérivée par transposition
	Définition et propriétés
	Rappels d'analyse fonctionnelle
	Théorèmes de densité
	Théorèmes de trace
	Théorèmes de compacité
	Injections de Sobolev
	Exercices
	Corrigés des exercices

	Problèmes elliptiques linéaires
	Conditions aux limites de Dirichlet homogènes
	Théorie spectrale
	Régularité des solutions
	Positivité de la solution faible
	Le cas des solutions classiques
	Le cas des solutions faibles

	Conditions de Dirichlet non homogènes
	Exercices
	Corrigés des exercices

	Problèmes elliptiques quasi-linéaires
	Méthodes de compacité
	Degré topologique et théorème de Schauder
	Résultats d'existence de solution par le théorème de Schauder
	Résultats d'existence de solution par degré topologique

	Méthodes de monotonie
	Opérateurs de Leray–Lions

	Méthode par minimisation d'une fonctionnelle
	Exercices
	Corrigés des exercices

	Problèmes paraboliques
	Solutions classiques et par semi-groupes
	Solutions de l'équation de la chaleur dans IR N par transformée de Fourier
	Solutions par développement sur une base de fonctions propres
	Solutions par semi-groupes

	Intégration à valeurs vectorielles
	Solutions faibles de l'équation de la chaleur
	Preuve du théorème d'existence et unicité par la méthode de Faedo-Galerkine
	Preuve du théorème d'existence et unicité par coercivité généralisée
	Autres propriétés de la solution de l'équation de la chaleur

	Problèmes paraboliques non linéaires
	Premier exemple : diffusion non linéaire
	Deuxième exemple : diffusion convection non linéaire

	Compacité en temps
	Exercices
	Corrigés des exercices

	Problèmes hyperboliques
	Équations scalaires : le cas unidimensionnel
	Solutions classiques et courbes caractéristiques
	Solutions faibles
	Solution entropique
	Conditions limites

	Équations scalaires : le cas multidimensionnel
	Cas sans condition limite
	Cas des conditions aux limites

	Systèmes hyperboliques
	Définitions
	Solutions faibles, solutions entropiques
	Résolution du problème de Riemann

	Un exemple : les équations de Saint-Venant
	Premières propriétés
	Entropie du système de Saint-Venant
	Etude du problème de Riemann

	Exercices
	Corrigés des exercices

	Abréviations
	Notations

