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Introduction

L’objet de 1’analyse numérique est de concevoir et d’étudier des méthodes de résolution de certains problémes
mathématiques, en général issus de la modélisation de problemes “réels", et dont on cherche a calculer la solution
a I’aide d’un ordinateur.

Les méthodes numériques pour la résolution des équations différentielles sont abordées dans le cours d’équations
différentielles. Dans le cadre de ce cours, nous aborderons les themes suivants, qui font I’objet de trois grands
chapitres :

— Systemes linéaires
— Systemes non linéaires
— Optimisation
On pourra consulter les ouvrages suivants pour ces différentes parties (ceci est une liste non exhaustive!) :

— A. Quarteroni, R. Sacco et F. Saleri, Méthodes Numériques : Algorithmes, Analyse et Applications, Springer
2006.

— P.G. Ciarlet, Introduction a I’analyse numérique et a 1’optimisation, Masson, 1982, (pour les chapitre 1 a 3
de ce polycopié).

— L. Dumas, Modélisation a I’oral de I’agrégation, calcul scientifique, Collection CAPES/Agrégation, Ellipses,
1999.

— E. Hairer, polycopié du cours "Analyse Numérique", http ://www.unige.ch/ hairer/polycop.html
— J. Hubbard et F. Hubert, Calcul Scientifique, Vuibert.

— P. Lascaux et R. Théodor, Analyse numérique matricielle appliquée a I’art de 1’ingénieur, tomes 1 et 2,
Masson, 1987

— L. Sainsaulieu, Calcul scientifique cours et exercices corrigés pour le 2e¢me cycle et les éécoles d’ingénieurs,
Enseignement des mathématiques, Masson, 1996.

— M. Schatzman, Analyse numérique, cours et exercices, (chapitres 1,2 et 4).

— D. Serre, Les matrices, Masson, (2000). (chapitres 1,2 et 4).

— P. Lascaux et R. Theodor, Analyse numérique sappliquée aux sciences de 1’ingénieur, Paris, (1994)

— R. Temam, Analyse numérique, Collection SUP le mathématicien, Presses Universitaires de France, 1970.
Et pour les anglophiles...

— G. Dahlquist and A. Bjorck, Numerical Methods, Prentice Hall, Series in Automatic Computation, 1974,
Englewood Cliffs, NJ.

— R. Fletcher, Practical methods of optimization, J. Wiley, New York, 1980 (chapitre 3).

— G. Golub and C. Van Loan, Matrix computations, The John Hopkins University Press, Baltimore (chapitre
D).
— R.S. Varga, Matrix iterative analysis, Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ 1962.

Pour des rappels d’algegre linéaire :
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— Poly d’algebre linéaire de premiere année, P. Bousquet, R. Herbin et F. Hubert, http ://www.cmi.univ-
mrs.fr/ herbin/PUBLI/L1alg.pdf

— Introduction to linear algebra, Gilbert Strang, Wellesley Cambridge Press, 2008

Ce cours a été rédigé pour la licence de mathématiques a distance (téléenseignement) du CTES de 'université
d’ Aix-Marseille. Chaque section est suivie d’un certain nombre d’exercices. On donne ensuite des suggestions
pour effectuer les exercices, puis des corrigés détaillés. Il est fortement conseillé d’essayer de faire les exercices
d’abord sans ces indications, et de ne regarder les corrigés détaillés qu’une fois I’exercice achevé (méme si certaines
questions n’ont pas pu étre effectuées), ceci pour se préparer aux conditions d’examen. N’hésitez pas a me contacter
pour toute question sur le contenu du cours ou des exercices.
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Chapitre 1

Systemes linéaires

1.1 Objectifs

On note M,, (IR) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible et b € IR",
I’ objectif est de résoudre le systeme linéaire Ax = b, ¢’est-a-dire de trouver x solution de :

zecR"
{ ) (1.1)

Comme A est inversible, il existe un unique vecteur & € IR"™ solution de (1.1). Nous allons étudier dans les deux
paragraphes suivants des méthodes de calcul de ce vecteur x : la premicre partie de ce chapitre sera consacrée
aux méthodes “directes” et la deuxieéme aux méthodes “itératives”. Nous aborderons ensuite en troisieéme partie les
méthodes de résolution de problemes aux valeurs propres.

Un des points essentiels dans I’efficacité des méthodes envisagées concerne la taille des systemes a résoudre. La
taille de la mémoire des ordinateurs a augmenté de fagon drastique de 1980 a nos jours.

Le développement des méthodes de résolution de systemes linéaires est liée a I’évolution des machines infor-
matiques. C’est un domaine de recherche tres actif que de concevoir des méthodes qui permettent de profiter au
mieux de I’architecture des machines (méthodes de décomposition en sous domaines pour profiter des architectures
paralleles, par exemple).

Dans la suite de ce chapitre, nous verrons deux types de méthodes pour résoudre les systemes linéaires : les
méthodes directes et les méthodes itératives. Pour faciliter la compréhension de leur étude, nous commengons par
quelques rappels d’algebre linéaire.

1.2 Pourquoi et comment ?

Nous donnons dans ce paragraphe un exemple de probléme dont la résolution numérique recquiert la résolution
d’un systeme linéaire, et qui nous permet d’introduire des matrices que nous allons beaucoup étudier par la suite.
Nous commengons par donner ci-apres apres quelques rappels succincts d’algebre linéaire, outil fondamental pour
la résolution de ces systemes linéaires.

1.2.1 Quelques rappels d’algebre linéaire
Quelques notions de base

Ce paragraphe rappelle des notions fondamentales que vous devriez connaitre a 1’issue du cours d’algebre linéaire
de premiere année. On va commencer par revisiter le produit matriciel, dont la vision combinaison linéaire de
lignes est fondamentale pour bien comprendre la forme matricielle de la procédure d’élimination de Gauss.



1.2. POURQUOI ET COMMENT ? CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n, et M = AB. Prenons comme exemple d’illustration

1 2 -1 0 5 4
A=l Jo=ls el

Onnote a; ;, b; j et m; 5,4, = 1,...n les coefficients respectifs de A, B et M. Vous savez bien sir que

M ; = Zai,kbk,j- (1.2)
k=1
On peut écrire les matrices A et B sous forme de lignes (notées £;) et colonnes (notées c;) :
£1(A)
A= ... | etB=[c1(B) ... cu(B)]
£,(A)

Dans nos exemples, on a donc

L’expression (1.2) s’écrit encore
mi; = £i(A)c;(B),

qui est le produit d’une matrice 1 x n par une matrice n X 1, qu’on peut aussi écrire sous forme d’un produit
scalaire :
t
mi; = (€i(A))" - ¢;(B)

ol (£;(A))t désigne la matrice transposée, qui est donc maintenant une matrice n X 1 qu’on peut identifier a un
vecteur de IR"™. C’est la technique “habituelle” de calcul du produit de deux matrices. On a dans notre exemple :

mis = £(A) es(B) = 1 (A) ex(B) = [1 2] [3]

Mais de I’expression (1.2), on peut aussi avoir 1’expression des lignes et des colonnes de M = AB en fonction
des lignes de B ou des colonnes de A :

6i(AB) = a;1li(B) (1.3)
k=1

¢;(AB) = by jex(A) (1.4)
k=1

Dans notre exemple, on a donc :
£,(AB)=[-1 0]+2[3 2]=[5 4]

ce qui montre que la ligne 1 de AB est une combinaison linéaire des lignes de B. Le colonnes de AB, par contre,
sont des combinaisons linéaires de colonnes de A. Par exemple :

&(AB) =0 H 2 m B [ﬂ

11 faut donc retenir que dans un produit matriciel AB,
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1.2. POURQUOI ET COMMENT ? CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

les colonnes de AB sont des combinaisons linéaires des colonnes de A
les lignes de A B sont des combinaisons linéaires des lignes de B.

Cette remarque est tres importante pour la représentation matricielle de I’élimination de Gauss : lorqu’on calcule
des systémes équivalents, on effectue des combinaisons linéaires de lignes, et donc on multiplie a gauche par une
matrice d’élimination.

11 est intéressant pour la suite de ce cours de voir ce que donne la multiplication d’une matrice par une matrice de
permutation.

Commencons par une exemple. Soit P et A des matrices carrées d’ordre 2 définies par

0 1 a b c d b a
[l ofasfdf pas o ) ar= o )

La multiplication de A par la matrice P échange les lignes de A lorqu’on multiplie A par P a gauche, et elle
échange les colonnes de A lorqu’on multiplie A par P a droite. Noter que ceci montre d’ailleurs bien que le produit
matriciel n’est pas commutatif. .. La matrice P s’appelle matrice de permutation. Les matrices de permutation
auront un fort r6le a jouer dans I’élaboration d’algorithmes de résolution des systemes linéaires (voir 1’algorithme
de Gauss avec pivot partiel).

De maniere plus générale, on peut définir une matrice de permutation de la facon suivante :

Définition 1.1 (Matrice de permutation). Soit n € IN et soienti,7 € {1,...,n}. On notera P47 € M, (R) la
matrice telle que :

1. Sii=j, P9 =1d,,

2. Sii # j, pl(.f;_’j) = p§f?j) =0, p(.“._)j) = pg.f;_’j) = 1, et pour tout k,l € {1,...,n} tel que (k,1) ¢

.o .o .. .o . i>7) . <]
{(,7),(i,5), (4,1), (4,0}, sik =1, p,(cyl = 1 sinon p,g’l ) =0.
La matrice PU9) est alors appelée matrice de permutation élémentaire. Une matrice de permutation est définie
comme le produit d’un nombre fini de permutations élémentaires.

Remarquons qu’une matrice de permutation possede alors n termes égaux a 1, et tous les autres égaux a 0, tels
que chaque ligne et chaque colonne comprenne exactement 1’un des termes égaux a 1 (pour les amateurs de jeu
d’échecs, ces termes sont disposés comme n tours sur un échiquier de taille n x n telles qu’aucune tour ne peut en
prendre une autre).

Pour toute matrice A € M,,(IR) et toute matrice de permutation P, la matrice P A est obtenue a partir de A par
permutation des lignes de A, et la matrice AP est obtenue a partir de A par permutation des colonnes de A. Dans
un systéme linéaire Ax = b, on remarque qu’on ne change pas la solution x si on permute des lignes, c’est a
dire si I’on résout PAx = Pb. Notons que le produit de matrices de permutation est évidemment une matrice de
permutation, et que toute matrice de permutation P est inversible et P! = P? (voir exercice 2).

Le tableau ci-dessous est la traduction littérale de “Linear algebra in a nutshell”, par Gilbert Strang ' Pour une
matrice carrée A, on donne les caractérisations du fait qu’elle est inversible ou non.

On rappelle pour une bonne lecture de ce tableau les quelques définitions suivantes (s’il y a des notions que vous
avez oubliées ou que vous ne maisez :

Définition 1.2 (Pivot). Soit A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n. On appelle pivot de A le premier élément
non nul de chaque ligne dans la forme échelonnée de A obtenue par élimination de Gauss. Si la matrice est
inversible, elle a donc n pivots (non nuls).

1. Voir la page web de Strang www.mit .edu/~gs pour une foule d’informations et de cours sur 1’algébre linéaire.
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CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

A inversible

A non inversible

Les vecteurs colonne sont indépendants
Les vecteurs ligne sont indépendants
Le déterminant est non nul
Az = 0 aune unique solution z = 0
Le noyau de A est réduit a {0}
Az = b aune solution unique z = A™'b
A an pivots (non nuls)
A est de rang maximal : rang(A) = n.
La forme totatement échelonnée R de A est la matrice identité
L’image de A est tout IR"
L’espace L(A) engendré par les lignes de A est tout IR"
Toutes les valeurs propres de A sont non nulles
At A est symétrique définie positive >

Les vecteurs colonne sont liés
Les vecteurs ligne sont liés
Le déterminant est nul
Az = 0 a une infinité de solutions
Le noyau de A contient au moins un vecteur non nul
Ax = b asoit aucune solution, soit une infinité
Aar < npivots
rang(A) =r <n
R a au moins une ligne de zéros
L’image de A est strictement incluse dans IR"™
L(A) est de dimension 7 < n
Zéro est valeur propre de A
A" A n’est que semi-définie

TABLE 1.1: Extrait de “Linear algebra in a nutshell”, G. Strang

Définition 1.3 (Valeurs propres). Soit A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n. On appelle valeur propre de A
tout \ € C tel qu’il existe x € C", & # 0 tel que Ax = \a. L’élément x est appelé vecteur propre de A associé a

A

Définition 1.4 (Déterminant). I/ existe une unique application, notée det de M,,(IR)) dans IR qui vérifie les pro-

priétés suivantes

(D1) Le déterminant de la matrice identité est égal a 1.

(D2) Sila matrice A est obtenue a partir de A par échange de deux lignes, alors detA = —detA.

(D3) Le déterminant est une fonction linéaire de chacune des lignes de la matrice A.

(D3a) (multiplication par un scalaire) si A est obtenue a partir de A en multipliant tous les coefficients d’une

ligne par A € IR, alors det(A) = Adet(A).

(41 (A)] (21 (A)] [ £1(A) |
(D3b) (addition) si A = EkiA) L A= Zk&A) et B= [£,(A) —l—zk(A) , alors
)] ) | @

det(B) = det(A) + det(A).

On peut déduire de ces trois propriétés fondamentales un grand nombre de propriétés importantes, en particulier
le fait que det(AB) = detA detB et que le déterminant d’une matrice inversible est le produit des pivots : ¢’est
de cette maniére qu’on le calcule sur les ordinateurs. En particulier on n’utilise jamais la formule de Cramer,

beaucoup trop cofiteuse en termes de nombre d’opérations.

On rappelle que si A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n, les valeurs propres sont les racines du polynéme

caractéristique P, de degré n, qui s’écrit :

Pa(N) = det(A — \I).

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3
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Matrices diagonalisables

Un point important de 1’algebre linéaire, appelé “réduction des endomorphismes” dans les programmes frangais,
consiste a se demander s’il existe une base de 1’espace dans laquelle la matrice de 1’application linéaire est diago-
nale ou tout au moins triangulaire (on dit aussi trigonale).

Définition 1.5 (Matrice diagonalisable dans IR). Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n. On dit que A est

diagonalisable dans IR s’il existe une base (uy,...,u,) de R™ et des réels A1, ..., \,, (pas forcément distincts)
tels que Au; = M\ju; pour i = 1,...,n. Les réels \1,...,\, sont les valeurs propres de A, et les vecteurs
Uy, . .., U, Sont des vecteurs propres associés.

Vous connaissez sirement aussi la diagonalisation dans € : une matrice réelle carrée d’ordre n admet toujours n
valeurs propres dans €, qui ne sont pas forcément distinctes. Une matrice est diagonalisable dans € s’il existe une
base (u1,...,u,) de C" et des nombres complexes A1, ..., A, (pas forcément distincts) tels que Au; = \;u;
pouri = 1,...,n. Ceci est vérifié si la dimension de chaque sous espace propre E; = Ker(A — A;1d) (appelée
multiplicité géométrique) est égale a la multiplicité algébrique de )\;, ¢’est-a-dire son ordre de multiplicité en tant
que racine du polyndme caractéristique.

(1) 8 n’est pas diagonalisable dans € (ni évidemment, dans IR). Le polynéme
caractéristique de A est P4()\) = A2, I'unique valeur propre est donc 0, qui est de multiplicité algébrique 2, et de
multiplicité géométrique 1, car le sous espace propre associé a la valeur propre nulle est F' = {x € R?; Az =
0} = {z =(0,t),t € R}, qui est de dimension 1.

Ici et dans toute la suite, comme on résout des systemes linéaires réels, on préfere travailler avec la diagonalisation
dans IR ; cependant il y a des cas ol la diagonalisation dans € est utile et méme nécessaire (étude de stabilité des
systemes diférentiels, par exemple). Par souci de clarté, nous préciserons toujours si la diagonalisation considérée
est dans IR ou dans C.

Par exemple la matrice A =

Lemme 1.6. Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n, diagonalisable dans IR. Alors
A = Pdiag(\,. .., A\n) P71,

ou P est la matrice dont les vecteurs colonnes sont égaux a des vecteurs propres uy, . . . , U, associées aux valeurs
propres A\, ..., \p.

DEMONSTRATION —  Par définition d’un vecteur propre, on a Au; = A\ju,; pour i = 1,...n, et donc, en notant P la
matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres u;,
[A'u,l Au"} =A [ul un] = AP
et donc
MM 0 ... 0
0 A .
AP = [/\1u1 .. )\nun} = [ul o un} = Pdiag(A1, ..., A\n).

0 ... 0 X
Notons que dans ce calcul, on a fortement utilisé la multiplication des matrices par colonnes, c.a.d.

n

ci(AB) = aiei(B).

j=1
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1.2. POURQUOI ET COMMENT ? CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Remarquons que P lest aussi la matrice définie (de maniére unique) par Pe; = u;, out (€;)i=1,...,» est la base canonique
de R", c’est-a-dire que (e;); = d;,;. La matrice P est appelée matrice de passage de la base (e;)i=1,...,n 2 la base
(ui)izl,m,n ; (il est bien clair que la i-éme colonne de P est constituée des composantes de u; dans la base canonique
(e1,...,€n).

La matrice P est inversible car les vecteurs propres forment une base, et on peut donc aussi écrire :

P7'AP = diag(A1,. .., An) ou A = Pdiag(A1, ..., A\)P L

La diagonalisation des matrices réelles symétriques est un outil qu’on utilisera souvent dans la suite, en particulier
dans les exercices. Il s’agit d’un résultat extrémement important.

Lemme 1.7 (Une matrice symétrique est diagonalisable dans IR). Soit E un espace vectoriel sur IR, de dimension
finie : dimE = n, n € IN*, muni d’un produit scalaire i.e. d’une application

ExE—IR,
(,y) = (x| y)e
qui vérifie :
Ve e E,(x|x)g >0et(x|x)g=0< =0,

V(z,y) € E% (x| y)p = (y | 2)E,
Yy € E, I'application de E dans R, définie par x — (x | y) g est linéaire.

Ce produit scalaire induit une norme sur E définie par ||x|| = \/(x | ) g

Soit T une application linéaire de E dans E. On suppose que T est symétrique, c.a.d. que (T'(x) | y)g T
T(y))e, V(x,y) € E?. Alors il existe une base orthonormée (f, ..., f,) de E (c.a.d. telle que (f; | fj)E =
dij)et Ai,..., Ay dans R tels que T(f;) = N\i f; pour touti € {1...n}.

Conséquence immédiate : Dans le cas ot E = IR", le produit scalaire canonique de € = (z1,...,2,)" et

y=(y1,...,yn) estdéfinipar (z |y)g = -y = > ., z;y;. Si A € M,,(IR) est une matrice symétrique, alors
I"application T" définie de F dans E par: T'(x) = Ax est linéaire, et :

(Tzly) = Az -y==x - Aly=x - Ay = (= | Ty).

Donc T est linéaire symétrique. Par le lemme précédent, il existe (fq,...,f,) et (A1...\y) € R tels que
Tf,=Afi=XNf;Vie{l,...,n}etfi- f; 85,V (i,5) € {1,...,n}%
Interprétation algébrique : Il existe une matrice de passage P de (e, ..., e,) base canonique de IR" dans la
base (f,..., f, ) dontlai-eme colonne de P est constituée des coordonnées de f, dans la base (ey ...e,).Ona:
Pe; = f,.Onaalors P"*APe; = P71Af, = PY(\if;) = Nie; = diag(\1, ..., \n)e;, ot diag( g, ..., \p)
désigne la matrice diagonale de coefficients diagonaux Ay, ..., A,. On a donc :

A 0

P7lAP = =D.
0 An

De plus P est orthogonale, i.e. P! = P! En effet,
PtPei ce; = Pe; - PEj = (fz|f]) = 6i,,j7 Vi, j € {]. .. .n}7

etdonc (P'Pe;—e;)-e; =0,Vj € {1...n},Vi € {1,...n}. Onendéduitque P*Pe; = e; pourtouti = 1,...n
ie. PP = PPt =1d.

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 10 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 11 novembre 2018



1.2. POURQUOI ET COMMENT ? CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

DEMONSTRATION du lemme 1.7 Cette démonstration se fait par récurrence sur la dimension de E. On note (-|-) le produit
scalaire dans F et || - || la norme associée.

1ére étape. On suppose dimE = 1. Soite € E, e # 0, alors E = IRe = IR f, avec f, = Le. SoitT : £ = E

el
linéaire. Ona: T'f; € R f, doncilexiste A\1 € R telque Tf; = A1 f;.
2éme étape. On suppose le lemme vrai si dim £/ < n. On montre alors le lemme si dimE = n. Soit I un espace vectoriel
normé sur IR tel que dimE = netT : E — FE linéaire symétrique. Soit o 1’application définie par :

p: E—-R

L application ¢ est continue sur la sphere unité S; = {z € E| ||z|| = 1} qui est compacte car dim E < +oo}; il existe
donc e € Sy tel que p(x) < ¢p(e) = (T'e | e) = Apourtoutx € E. Soity € E\ {0} etsoitt €]0, HTlu[alors e+ty #0.
On en déduit que :

1 1
— —(e+ty) € Sietdoncp(e) =A> | T | ——(e+t — —(e+t
Tet gy e 1Y) € Sretdoneple) ( <|e+ty|( y)>|e+ty|( y”>E

donc A(e+ty | e+ ty)r > (T'(e + ty) | e + ty). En développant on obtient :
A2ie |y) +¢*(y | y)e] = 26(T(e) | y) + *(T(y) | )&
Comme ¢ > 0, ceci donne :

AR(e | y) + iy y)e] = 2(T(e) | y) + LT (y) | y)s-

En faisant tendre ¢ vers 0T, on obtient 2\(e | y)r > 2(T'(e) | y), soitencore 0 > (T'(e) — Ae | y) pour touty € E\ {0}.
De méme pour z = —yona0 > (T'(e) — Ae|z) donc (T'(e) —Ae | y) > 0.D’ou (T'(e) — Xe | y) = O pour touty € E.
On en déduit que T'(e) = Ae. Onpose f,, = eet A, = A.

Soit F = {& € E;(x | e) = 0},onadonc F # E, et E = FE@Re : On peut décomposer x € E comme
zr=xz— (x| e)e+ (x| e)eSiz € F,onaaussi T(x) € F (car T est symétrique). L’application S = T'|r
est alors une application linéaire symétrique de F' dans F' et on a dimF = n — 1. On peut donc utiliser I’hypothese
de récurrence : 31 ... Ap_1 dans R et 3f, ... f,_, dans Etelsque Vi € {1...n — 1}, Sf, = Tf, = A\f,, et
Vi,j€{l...n—1}, f;- f; = 0i,5. Etdonc (A1 ... An) et (fy,..., f,) conviennent. m

1.2.2 Discrétisation de I’équation de la chaleur

Dans ce paragraphe, nous prenons un exemple tres simple pour obtenir un systéme linéaire a partir de la discréti-
sation d’un probléme continu.

L’équation de la chaleur unidimensionnelle

Discrétisation par différences finies de —u” = f Soit f € C([0, 1], IR). On cherche u tel que

—u"(z) = f(x) (1.5a)
u(0) = u(1) = 0. (1.5b)

Remarque 1.8 (Problémes aux limites, problemes a conditions initiales). L’équation différentielle —u" = f admet
une infinité de solutions. Pour avoir existence et unicité, il est nécessaire d’avoir des conditions supplémentaires.
Si I’on considére deux conditions en 0 (ou en 1, [’origine importe peu) on a ce qu’on appelle un probléme de
Cauchy, ou probléme a conditions initiales. Le probleme (1.5) est lui un probléme aux limites : il y a une condition
pour chaque bord du domaine. En dimension supérieure, le probleme —Au = f nécessite une condition sur au
moins “un bout” de frontiére pour étre bien posé : voir le cours d’équations aux dérivées partielles de master pour
plus de détails a ce propos.

On peut montrer (on 1’admettra ici) qu’il existe une unique solution u € C2([0,1],IR). On cherche a calculer
u de maniere approchée. On va pour cela introduire la méthode de discrétisation dite par différences finies. Soit
n € IN*, on définit h = 1/(n + 1) le pas de discrétisation, c.a.d. la distance entre deux points de discrétisation,
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Usg

| | | Ix

xzg =0 x1 x; = ih N1 =1

FIGURE 1.1: Solution exacte et approchée de —u"" = f

et pour i = 0,...,n + 1 on définit les points de discrétisation x; = ih (voir Figure 1.1), qui sont les points ol
I’on va écrire I’équation —u” = f en vue de se ramener a un systéme discret, ¢.a.d. 2 un systéme avec un nombre
fini d’inconnues w4, . .., u,. Remarquons que o = 0 et z,4+1 = 1, et qu’en ces points, u est spécifiée par les

conditions limites (1.5b). Soit u(z;) la valeur exacte de u en x;. On écrit la premiére équation de (1.5a) en chaque
point x;, pouri = 1...n.
—u"(mi) = f(CL‘Z) =b;Vi e {1 . n} (1.6)

Supposons que u € C*([0, 1], IR) (ce qui est vrai si f € C?). Par développement de Taylor, on a :

2 h3 h4
u(wip1) = u(zi) + hu'(z;) + EUH(%‘) + Fum(%) + ﬂ“w (&),
/ 2 " h3 " h4 4
u(wi—q) = u(x;) — hu'(2;) + U () — 5 Y (z:) + ﬂu( (),

avec & €]x;, Tip1| et n; €]x;, xip1[. En sommant ces deux égalités, on en déduit que :

h4 h4

w(@itr) + w(wio1) = 2u(z;) + B2 (z;) + ﬂu(4)(§i) + —u® ().

On définit I’erreur de consistance, qui mesure la maniére dont on a approché —u”’(x;) ; I’erreur de consistance R;
au point x; est définie par

w(Tip1) +u(ri—1) — 2u(x;)

R, =" (x;) — e ) (1.7)
On a donc :
i i—1) — 2u(z;
|R;| = ‘U(CE +1)+u(;:2 1) u(w;) Jrull(l'i)
h? h?
<P @y Py
< g &)+ g m)
h2
< @l (1.8)

ol [u®| s = SUP, 0,1 |u(® (z)|. Cette majoration nous montre que 1’erreur de consistance tend vers 0 comme
h? : on dit que le schéma est consistant d’ordre 2.

On introduit alors les inconnues (u;);=1,...» qu’on espére étre des valeurs approchées de v aux points z; et qui
sont les composantes de la solution (si elle existe) du systéme suivant, avec b; = f(x;),

2 =b;, Vie [[1,’/1]],
Uy = Up+1 = 0.

Uit1 + i1 — 2uy
{ - (1.9)
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uy
On cherche donc w = | : | € IR" solution de (1.9). Ce systeme peut s’écrire sous forme matricielle : K, u = b
Un
by
oub= | ! | et K, estlamatrice carrée d’ordre n de coefficients (k; ;); j—1,, définis par :
bn
2 .
4,0 ZE,VZZL...,TZ,
1 _ .
ki, :_ﬁv\V/Z:L---,n, j=1%1, (1.10)

ki,j —O,Vi=1,...,n,|i—j|>1.

On remarque immédiatement que K, est tridiagonale.

On peut montrer que K, est symétrique définie positive (voir exercice 14 page 20), et elle est donc inversible
Le systtme K, u = b admet donc une unique solution. C’est bien, mais encore faut il que cette solution soit ce
qu’on espérait, c.a.d. que chaque valeur u; soit une approximation pas trop mauvaise de u(z;). On appelle erreur
de discrétisation en x; la différence de ces deux valeurs :

e;=u(x;) —u,y i=1,...,n. (1.11)

Si on appelle e le vecteur de composantes e; et R le vecteur de composantes I?; on déduit de la définition (1.7) de
I’erreur de consistance et des équations (exactes) (1.6) que

K,e = Retdonce = K, 'R. (1.12)

Le fait que le schéma soit consistant est une bonne chose, mais cela ne suffit pas a montrer que le schéma est
convergent, c.a.d. que I’erreur entre max;—1,...,» €; tend vers O lorsque h tend vers 0, parce que K,, dépend de n
(c’est-a-dire de h). Pour cela, il faut de plus que le schéma soit stable, au sens ol 1’on puisse montrer que || K, ||
est borné indépendamment de h, ce qui revient a trouver une estimation sur les valeurs approchées u; indépendante
de h. La stabilité et la convergence font 1’objet de 1’exercice 57, ou 1’on montre que le schéma est convergent, et
qu’on a I’estimation d’erreur suivante :

h2
- ANV < 2@
ZI:nlaXnﬂuz u(z;)[} < 96”“ [

Cette inégalité donne la précision de la méthode (c’est une méthode dite d’ordre 2). On remarque en particulier
que si on raffine la discrétisation, c’est—a—dire si on augmente le nombre de points n ou, ce qui revient au méme,
si on diminue le pas de discrétisation h, on augmente la précision avec laquelle on calcule la solution approchée.

L’équation de la chaleur bidimensionnelle

Prenons maintenant le cas d’une discrétisation du Laplacien sur un carré par différences finies. Si u est une fonction
de deux variables x et y a valeurs dans IR, et si « admet des dérivées partielles d’ordre 2 en z et y, I’opérateur
laplacien est défini par Au = O, u + Oyyu. L’équation de la chaleur bidimensionnelle s’écrit avec cet opérateur.
On cherche a résoudre le probleme :

—Au = f sur  =]0, 1[x]0, 1],

u = 0 sur 02, (1.13)

On rappelle que I’opérateur Laplacien est défini pour u € C2(£2), o 2 est un ouvert de IR?, par

?u  O%u
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Définissons une discrétisation uniforme du carré par les points (z;,y;), pour¢ = 1,...,Metj =1,...,. M
avec z; = ith,y; = jheth = 1/(M + 1), representée en figure 1.2 pour M = 6. On peut alors approcher les
dérivées secondes par des quotients différentiels comme dans le cas unidimensionnel (voir page 12), pour obtenir
un systeme linéaire : Au = bou A € M,(IR) et b € IR™ avec n = M?2. Utilisons 1’ordre*“lexicographique"
pour numéroter les inconnues, c.a.d. de bas en haut et de gauche a droite : les inconnues sont alors numérotées de

1an = M? et le second membre s’écrit b = (by, ...

,bp)t. Les composantes by, . .

t,j=1,...,M,onpose k = j+ (i — 1)M et by, = f(z;,y;).

Y
31 32 33 34 35 36
25 26 27 28 29 30
19 20 21 22 23 24
13 14 15 16 17 18
7 8 9 10 11 12

i=1 1 2 3 4 5 6
j=1

., by, sont définies par :pour

FIGURE 1.2: Ordre lexicographique des inconnues, exemple dans le cas M = 6

Les coefficients de A = (a,¢) k,1=1,n peuvent étre calculés de la manicre suivante :

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3

Pour i,j=1,...,M, onpose k =j+ (i — 1) M,
4
QL k = 79
h 1 Y
Qg k41 = Tz Y 7 M,
0 sinon,
1 .
Ak l—1 = K2 sij# L
0 sinon,
1 .
ot = ) sit < M,
0 sinon,
1 ..
b = 3z sig > 1,
0 sinon,
Pour k=1,....,n,etl=1,...,n;
a0 =0,Vk=1,...,n,1<|k—¥| <noulk—{ >n.

14
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La matrice est donc tridiagonale par blocs, plus précisément si on note

4 -1 0 ... 0
-1 4 -1 0 0
0
D= ,
0 - |
L 0 0 -1 4]
les blocs diagonaux (qui sont des matrices de dimension M X M),ona :
(D —-Id 0 0]
-Id D -Id O 0
0 -Id D -Id 0
A= (1.14)
0 .. =-Id D -I1d
| 0 0 —-I1d D |

ou Id désigne la matrice identité d’ordre M, et O la matrice nulle d’ordre M.

Matrices monotones, ou a inverse positive Une propriété qui revient souvent dans 1’étude des matrices issues
de la discrétisation d’équations différentielles est le fait que si leur action sur un vecteur u donne un vecteur positif
v (composante par composante) alors le vecteur u de départ doit €tre positif (composante par composante) ; on dit
souvent que la matrice est “monotone”, ce qui n’est pas un terme tres évocateur. . . Dans ce cours, on lui préferera le
terme “a inverse positive” ; en effet, on montre a la proposition 1.10 qu’une matrice A est monotone si et seulement

si elle est inversible et a inverse positive.

Définition 1.9 (IP-matrice ou matrice monotone). Si x € R", on dit que * > 0 [resp. * > 0] si toutes les
composantes de x sont positives [resp. strictement positives].
Soit A € M,,(IR), on dit que A est une matrice monotone si elle vérifie la propriété suivante :

Six € R" est tel que Ax > 0, alors x > 0,

ce qui peut encore s’écrire : {x € R" t.q. Ax > 0} C {x e R" t.q. ¢ > 0}.

Proposition 1.10 (Caractérisation des matrices monotones). Une matrice A est monotone si et seulement si elle
inversible et a inverse positive (c.a.d. dont tous les coefficients sont positifs).

La démonstration de ce résultat est 1’objet de I’exercice 13. Retenez que toute matrice monotone est inversible et
d’inverse positive. Cette propriété de monotonie peut étre utilisée pour établir une borne de || A~!|| pour la matrice
de discrétisation du Laplacien, dont on a besoin pour montrer la convergence du schéma. C’est donc une propriété
qui est importante au niveau de 1’analyse numérique.

1.2.3 Exercices (matrices, exemples)

Exercice 1 (A faire sans calcul !). Effectuer le produit matriciel

111 2
0f 14 5
0f |7 8

O O W

0
0
1

O~ O
o O =
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Exercice 2 (Permutations et matrices). Pour n > 1, on note ¥,, I’ensemble des bijections de {1,...,n} dans
lui-méme (ces bijections s’appellent des permutations), et pour ¢ = 1,..., on note E; € M,, 1(IR) la matrice
colonne dont tous les éléments sont nuls sauf le ¢-&me, qui est égal a 1. A tout élément o € 3,,, on associe la
matrice P, € M, (IR) dont les colonnes sont Es1)s s Egn)-

1. Dans cette question seulement, on suppose n = 2. Ecrire toutes les matrices de la forme P,.
Méme question avec n = 3.
Montrer que pour tout ¢ € X,,, P, est une matrice de permutation.

Montrer que si P est une matrice de permutation, alors il existe o € ¥, tel que P = P,.

Al

Montrer que
z1 To=1(1)
Bl o=
T Ty—1 (n)
6. Montrer que si 01,09 € Xy, alors Py, P,, = Ps,o., . En déduire que le produit de 2 matrices de permutation
est une matrice de permutation.

7. Montrer que P,—1 = (P,)!. En déduire que toute matrice de permutation est inversible, d’inverse sa trans-
posée.

Exercice 3 (Théoréme du rang). Corrigé en page 22.
Soit A € M, ,(IR) (n,p > 1). On rappelle que Ker(A) = {x € R?; Ax = 0}, Im(A) = {Az, z € RP} et
rang(A) = dim(Im(A)). Noter que Ker(A) C IR” et Im(4) C R".
Soit fq,..., f, une base de Im(A) (donc r < n)et,pouri € {1,...,7}, a; tel que Aa; = f;.
1. Montrer que la famille a1, . .., a, est une famille libre de IR? (et donc r < p).
2. On note G le sous espace vectoriel de R? engendré par ag, ..., a,. Montrer que IR” = G @ Ker(A). En
déduire que (théoréme du rang)

p = dim(Ker(A)) + dim(Im(A)).

3. On suppose ici que n = p. Montrer que I’application  — Az (de IR™ dans IR"™) est injective si et seulement
si elle est surjective.

Exercice 4 (rang(A)=rang(A")). Corrigé en page 22.
Soit A € M, ,(IR) (n,p > 1).

1. Soient P une matrice inversible de M, (IR ) et @ une matrice inversible de M, (IR ). Montrer que dim (Im(PA))
dim(Im(AQ)) = dim(Im(A)). Montrer aussi que les matrices P! et Q! sont inversibles.

Soit fi,..., f, une base de Im(A) (donc r < p)et,pouri € {1,...,7}, a; tel que Aa; = f,. Soit ar41,...,a,
une base de Ker(A) (si Ker(A) # {0}). La famille a4, . . ., a,, est une base de IR¥ (voir question 1. de I’exercice

3). De méme, on complete (si » < n) fq,..., f,. par f,.,q,..., f, de maniére a avoir une base f,,..., f, de
RTL

2. Montrer qu’il existe deux matrices P € M,(IR) et Q@ € M, (IR) telles que Pe; = a; (pour tout i =

1,...,petQf;, =e;(pourtoutj=1,...,n)ouey,...,e, est la base canonique de IR” et ey, .. ., e, est

la base canonique de IR"™. Montrer que P et () sont inversibles.
On pose J = QAP.
3. calculer les colonnes de J et de J* et en déduire que les matrices J et J* sont de méme rang.
4. Montrer que A et A® sont de méme rang.
5. On suppose maintenant que n = p. Montrer que les vecteurs colonnes de A sont liés si et seulement si les
vecteurs lignes de A sont liés.

Exercice 5 (Décomposition de IR™ a partir d’une matrice). Soitn > 1let A € M, (IR).
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1. On suppose que la matrice A est diagonalisable. Montrer que IR" = Ker(A) @& Im(A).

2. Donner un exemple pour lequel IR™ # Ker(A) @ Im(A) (on pourra se limiter au cas n = 2).
Exercice 6 (Vrai ou faux ? Motiver les réponses...). Suggestions en page 21, corrigé en page 23

On suppose dans toutes les questions suivantes que n > 2.
1. Soit Z € IR"™ un vecteur non nul. La matrice ZZ* est inversible.
La matrice inverse d’une matrice triangulaire inférieure est triangulaire supérieure.
Les valeurs propres sont les racines du polyndme caractéristique.
Toute matrice inversible est diagonalisable dans IR.

Toute matrice inversible est diagonalisable dans C.

AN

Le déterminant d’une matrice A est égal au produit de ses valeurs propres (comptées avec leur multiplicité
et éventuellement complexes).

=

Soit A une matrice carrée telle que Ax = 0 = x = 0, alors A est inversible.
8. Soit A une matrice carrée telle que Az > 0 = x > 0, alors A est inversible.
9. Une matrice symétrique est inversible.

10. Une matrice symétrique définie positive est inversible.

11. Le systeme linéaire
n+1

Zamzj =0pourtouti =1,...,n
j=1

admet toujours une solution non nulle.

12. La fonction A — A~! est continue de GL, (IR )(IR) dans GL,,(IR)(IR) (GL,(IR) désigne I’ensemble des
matrices carrées inversibles d’ordre n).

Exercice 7 (Sur quelques notions connues). Corrigé en page 23
1. Soit A une matrice carrée d’ordre n et b € IR"™. Peut il exister exactement deux solutions distinctes au
systeme Ax = b?

2. Soient A, B et C de dimensions telles que AB et BC existent. Montrer que si AB = Id et BC' = 1d, alors
A=C.

3. Combien y a -t-il de matrices carrées d’ordre 2 ne comportant que des 1 ou des O comme coefficients ?
Combien d’entre elles sont inversibles ?

4. Soit B = [35 23] . Montrer que B'0%* = 1Id.

Exercice 8 (A propos de BB! = I).
Pour n > 1, on note I,, 1a matrice identité d’ordre n.
1. Existe-t-il B € My 1 (IR) telle que BB = I, (justifier la réponse) ?
2. Soitn > 2, Existe-t-il B € M, 1 (IR) telle que BB = I,, (justifier la réponse) ?

Exercice 9 (La matrice K3). Suggestions en page 21. Corrigé en page 24
Soit f € C([0,1],IR). On cherche u tel que

—u"(z) = f(z), Vx € (0,1), (1.15a)
u(0) = u(1) = 0. (1.15b)

1. Calculer la solution exacte u(x) du probleémes lorsque f est la fonction identiquement égale & 1 (on admettra
que cette solution est unique), et vérifier que u(z) > 0 pour tout x € [0, 1].
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On discrétise le probleme suivant par différences finies, avec un pas h = i avec la technique vue en cours.
2. On suppose que u est de classe C* (et donc f est de calsse C?). A I’aide de dévloppements de Taylor,

écrire I’approximation de u”(z;) au deuxiéme ordre en fonction de u(x;), u(x;—1) et u(x;41). En déduire
le schéma aux différences finies pour I’approximation de (1.15), qu’on écrira sous la forme :

Ksu = b, (1.16)
uy b1 f(xl)
ol K3 est la matrice de discrétisation qu’on explicitera, u = |us | etb = [ba| = | f(x2)
UES b3 f(z3)

3. Résoudre le systeme linéaire (1.16) par la méthode de Gauss. Lorsque f est la fonction identiquement égale
a 1, comparer u; et u(x;) pour i = 1,2, 3, et expliquer pourquoi I’erreur de discrétisation u(x;) — u; est
nulle.

4. Reprendre les questions précédentes en remplacant les conditions limites (1.15b) par :
uw(0) =0, /(1) =0. (1.17)
5. Soit ¢ € IR. On consideére maintenant le probléme suivant :

—u"(z) = ¢, Vo € (0,1), (1.18a)
W/(0) = /(1) =0, (1.18b)

(a) Montrer que le probleme (1.18) admet soit une infinité de solutions, soit pas de solution.

(b) Ecrire la discrétisation du probleme (1.18), toujours avec h = %, sous la forme Ku = b en explicitant
K etb.

(c) Montrer que la matrice K nest pas inversible : on part d’un probleéme continu mal posé, et on obtient
par discrétisation un probleme discret mal posé. ..

Exercice 10 (Matrices symétriques définies positives). Suggestions en page 21, corrigé en page 25.
On rappelle que toute matrice A € M,,(IR) symétrique est diagonalisable dans IR, (cf. lemme 1.7 page 10). Plus
précisément, on a montré en cours que, si A € M,,(IR) est une matrice symétrique, il existe une base de IR", notée
{f1, s fobetilexiste Ag, ..., A, € R tq. Af; = A f;, pour tout i € {1,...,n}, et f; - f; = &; ; pour tout
i,7 €{1,...,n} (z -y désigne le produit scalaire de x avec y dans R"™).
1. Soit A € M,,(IR). On suppose que A est symétrique définie positive, montrer que les éléments diagonaux
de A sont strictements positifs.

2. Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique. Montrer que A est symétrique définie positive si et seulement si
toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.

3. Soit A € M,,(IR). On suppose que A est symétrique définie positive. Montrer qu’on peut définir une unique
matrice B € M, (IR), symétrique définie positive t.q. B2 = A (on note B = A?).

Exercice 11 (Résolution d’un systéme sous forme particuliere). Suggestions en page 21.

Soitn > 1,p>1, A € M, (IR) et B € M,, ,(IR). On suppose que A est une matrice symétrique définie positive
et que rang(B) = p (justifier que ceci implique que p < n).

Pouri € {1,...,p}, onpose z; = A~'Be; ot ey, ..., e, désigne la base canonique de IR (Be; est donc la
i-ieme colonne de B).

1. Montrer que {Be;, i € {1,...,p}} est une base de Im(B).

2. Montrer que A™! est une matrice symétrique définie positive et que Ker(B*A~!B) = Ker(B) = {0}. En
déduire que {B'z;,i € {1,...,p}} est une base de R”.
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Soient b € R" et ¢ € IRP. On cherche le couple (x,y), avec x € IR™ et y € IR, solution du systeme suivant

(écrit sous forme de blocs) :
A Bl |=x b
061 a9

On pose u = A~beton note y1, . . ., y, les composantes de y.

3. Montrer que (x,y) est solution de (1.19) si et seulement si

P
> yiB'zi = B'lu —c, (1.20)
=1
p
T=u—Y vz (1.21)
=1

En déduire que le systeme (1.19) a une unique solution.

. - A B . . . o J .
4. Montrer que la matrice (symétrique) [ Bt } est inversible mais n’est pas symétrique définie positive.

0
Exercice 12 (Diagonalisation dans IR).

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n € IN muni d’un produit scalaire, noté (-, ). Soient T et .S’ deux
applications linéaires symétriques de E dans F (T symétrique signifie (T'z,y) = (z, Ty) pour tous z, y € E). On
suppose que T est définie positive (c’est-a-dire (T, z) > 0 pour tout x € E \ {0}).

1. Montrer que T est inversible. Pour z, y € E, on pose (z,y)r = (Tz,y). Montrer que ’application (z,y) —
(x, y)r définit un nouveau produit scalaire sur F.

2. Montrer que T~1S est symétrique pour le produit scalaire défini a la question précédente. En déduire, avec
le lemme 1.7 page 10, qu’il existe une base de E, notée {f,..., f,} et une famille {\1,...,\,} C R
telles que T~'Sf, = \i f; pourtouti € {1,...,n}ettq. (Tf,, f;) = & pourtout i, j € {1,...,n}.

Exercice 13 (IP-matrice). Corrigé en page 26

Soit n € IN*, on note M,, (IR ) I’ensemble des matrices de n lignes et n colonnes et a coefficients réels.

Six € R", on dit que z > 0 [resp. z > 0] si toutes les composantes de x sont positives [resp. strictement
positives].

Soit A € M,,(IR), on dit que A est une IP-matrice si elle vérifie la propriété suivante :

Siz € IR" est tel que Az > 0, alors x > 0,

ce qui peut encore s’écrire : {x € R" t.q. Az > 0} C {x € R" t.q. z > 0}.

1. Soit A = (a; ;)i j=1,...n € My(IR). Montrer que A est une IP-matrice si et seulement si A est inversible et
A1 > 0 (c’est-a-dire que tous les coefficients de A~! sont positifs).

. a b . , . .
2. Soit A = < e d > une matrice réelle d’ordre 2. Montrer que A est une IP-matrice si et seulement si :

ad < be, ad > be,
a<0,d<0 ou a>0,d>0, (1.22)
b>0,¢>0 b<0,c<0.
P . 0 1 2 -1 .
En déduire que les matrices 10 et 1 9 sont des IP-matrices.

3. Montrer que si A € M,,(IR) est une IP-matrice alors A" (la transposée de A) est une IP-matrice.
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4. Montrer que si A est telle que

n
a;; <0, pourtouts,j=1,...,n,%%# j, eta;; > Z la; |, pourtouti =1,...,n, (1.23)
j=1
J#i
alors A est une IP-matrice ; en déduire que si A’ satisfait (1.23), alors A est une IP-matrice.

5. Soit A une matrice inversible telle que

n
a;; <0, pourtouti,j=1,...,n,1#j, eta;; > Z la; ;|, pourtouti =1,...,n. (1.24)
j=1
i
Pour tout ¢ > 0, on définit la matrice A. = A + ¢Id, ot Id désigne la matrice identité.
(a) Prouver que, pour € > 0, la matrice A, est une IP-matrice.

(b) Prouver que la matrice A. est inversible pour tout ¢ > 0, et que les coefficients de AZ' sont des
fonctions continues de €.

(¢) En déduire que A est une IP-matrice.

6. Montrer que si A € M,,(IR) est une IP-matrice et si z € IR"™ alors :
Az > 0= 2> 0.

c’est-a-dire que {r € R" t.q. Az > 0} C {zr e R" t.q.z > 0}.

7. Montrer, en donnant un exemple, qu’une matrice A de M,,(IR) peut vérifier {x € IR" t.q. Az > 0} C {x €
R" t.q. > 0} et ne pas étre une IP-matrice.

8. On suppose dans cette question que A € M, (IR) est inversible et que {x € R" t.q. Az > 0} C {z € R"
t.q. z > 0}. Montrer que A est une IP-matrice.

9. (Question plus difficile) Soit F I’espace des fonctions continues sur IR et admettant la méme limite finie en
+o00 et —oo. Soit L(E) ’ensemble des applications linéaires continues de E dans E. Pour f € FE, on dit
que f > 0 (resp. f > 0) si f(z) > 0 (resp. f(z) > 0) pour tout z € IR. Montrer qu’il existe ' € L(E) tel
queTf>0= f>0,etg € EtelqueTg > 0etg % 0 (ceci démontre que le raisonnement utilisé en 2
(b) ne marche pas en dimension infinie).

Exercice 14 (Matrice du Laplacien discret 1D). Corrigé détaillé en page 27.

Soit f € C([0,1]). Soitn € IN*, n impair. On pose h = 1/(n + 1). Soit K, 1a matrice définie par (1.10) page 13,
issue d’une discrétisation par différences finies avec pas constant du probleme (1.5a) page 11.

Montrer que K, est symétrique définie positive.

Exercice 15 (Pas non constant).
Reprendre la discrétisation vue en cours avec un pas h; = x;+1 — x; non constant, et montrer que dans ce cas,le
schéma est consistant d’ordre 1 seulement.

Exercice 16 (Réaction diffusion 1d.). Corrigé détaillé en page 28.
On s’intéresse a la discrétisation par Différences Finies du probleme aux limites suivant :

—u"(z) + u(z) = f(x), = €)0,1],

u(0) = u(1) = 0. (1.25)

29

Soitn € IN*. On note U = (u;) ,, une “valeur approchée

i1, de la solution u du probleme (1.25) aux points

.....
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Exercice 17 (Discrétisation). On considere la discrétisation a pas constant par le schéma aux différences finies
symétrique a trois points du probleme (1.5a) page 11, avec f € C([0,1]). Soit n € IN*, n impair. On pose
h = 1/(n + 1). On note u est la solution exacte, x; = ih, pour ¢« = 1,...,n les points de discrétisation, et
(u;)i=1,....n la solution du systéme discrétisé (1.9).

1. Montrer que si u € C*([0, 1], alors la propriété (1.7) est vérifiée, c.a.d. :

Cu(@igr) +u(@ion) — 2u(z)
2

h2
= —u"(2:) + Ry avee |Ri| < T5[|uloc.

2. Montrer que si f est constante, alors

max |u; —u(z;)| = 0.

3. Soit n fixé, et max |u; — u(zx;)| = 0. A-t-on forcément que f est constante sur [0, 1] ?
<i<n

Exercice 18 (Déterminant d’une matrice sous forme de blocs). ~
Soient A € M, (IR) (n > 1),b,c € R™ et A € IR. On s’intéresse a la matrice A € M,,;1(IR) définie sous forme
de blocs de la maniere suivante :

A= [é b} (1.26)

A

On montre dans cet exercice que les deux assertions suivantes sont, sauf cas particuliers, fausses :
Al det(A) = Mdet(A) — det(bct),
A2 det(A) = Mdet(A) — ctb,
1. Dans cette question, on prend n > 2, A = 0, b = c et on suppose que b # 0.
(a) Montrer que rang(A) < 2 et en déduire que A n’est pas inversible.
(b) En déduire que I’assertion A2 est fausse pour cet exemple.
2. Dans cette question, on suppose que A est symétrique définie positive, A = 0, b = cet que b # 0.
(a) Montrer que A est inversible et que rang(bb') = 1.

(b) En déduire que I’assertion A1 est fausse pour cet exemple.

1.2.4 Suggestions pour les exercices

Exercice 6 page 17 (Vrai ou faux ?)

1. Considérer la matrice Z Z*.

12. Ecrire que A™! = 7-(A) com(A) ot det(A) est le déterminant (non nul) de A et com(A) la comatrice de A.
Exercice 9 page 17 (La matrice K3)

2. Ecrire le développement de Taylor de u(z; + h) et u(a; — h).

3. Pour I’erreur de discrétisation, se souvenir qu’elle dépend de I’erreur de consistance, et regarder sa majoration.
4. Pour tenir compte de la condition limite en 1, écrire un développement limité de u(1 — h).

5.1 Distinguer les cas ¢ = O et ¢ # 0.

Exercice 10 page 18 (Matrices symétriques définies positives)

3. Utiliser la diagonalisation sur les opérateurs linéaires associés.

Exercice 9 page 17 (Résolution d’un systéme sous forme particuliére)

1. Utiliser le fait que I'm(B) est I’ensemble des combinaisons linéaires des colonnes de B.
2. Utiliser le caractere s.d.p. de A puis le théoréme du rang.
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1.2.5 Corrigés des exercices

Exercice 3 page 16 (Théoreme du rang)

1. Soitas,...,a, dans R tel que Y _;_, a;a; = 0. On a donc
0= A(Z ia;) = Z%‘Aai = Z%‘fr
i=1 i=1 i=1
Comme la famille f, ..., f, est une famille libre, on en déduit que ov; = 0 pour touti € {1,...,7} et donc
que la famille a4, . . ., a, est libre.

2. Soitz € RP. Comme f, ..., f, est une base de Im(A), il existe a1, ..., telque Az =>""_, o; f;. On

posey =) .  aa;.OnaAdy =Azetx = (x —y) +y. Comme y € G et A(x — y) = 0, on en déduit
que R? = G + KerA.
Soit maintenant x € KerA N G. Comme « € G, il existe g, ..., q, tel que ¢ = Z:Zl a;a;. On a donc
Az =3, a;f;. Comme f,,..., f, estune famille libre et que Az = 0, on en déduit que a; = 0 pour
touti € {1,...,7} et donc & = 0. Ceci montre que R” = G @ Ker(A). Enfin, comme dim G = r =
dim(ImA), on en déduit bien que p = dim(Ker(A)) + dim(Im(A)).

3. On suppose ici p = n. Comme n = dim(Ker(A)) + dim(Im(A)), on a dim(Ker(A)) = 0 si et seulement
si dim(Im(A)) = n. Ceci montre que ’application  — Az (de IR™ dans IR™) est injective si et seulement
si elle est surjective.

Exercice 4 page 16 (rang(A)=rang(A?))

1. On remarque tout d’abord que le noyau de P A est égal au noyau de A. En effet, soit & € IRP. Il est clair que
Az = 0 implique PAx = 0. D’autre part, comme P est inversible, PAx = 0 implique Az = 0. On a donc
bien Ker(PA) = Ker(A). On en déduit que dim(Ker(PA)) = dim(Ker(A)) et donc, avec le théoreme du
rang (exercice 3), que dim(Im(PA)) = dim(Im(A4)).

Pour montrer que dim(Im(AQ)) = dim(Im(A)), on remarque directement que Im(AQ) = Im(A). En
effet, on a, bien stir, Im(AQ) C Im(A) (I'inversibilité de () est inutile pour cette inclusion). D autre part, si
z € Im(A), il existe x € IR tel que Az = z. Comme @ est inversible, il existe y € IR? tel que & = Qy.
On a donc z = AQy, ce qui prouve que Im(A) C Im(AQ). Finalement, on a bien Im(AQ) = Im(A) et
donc dim(Im(AQ)) = dim(Im(A)).

Pour montrer que P? est inversible, il suffit de remarquer que (P~!)!P! = (PP~1)! = I,, (ou I,, désigne
la matrice Identité de IR"™). Ceci montre que P! est inversible (et que (P!)~! = (P~1)%). Bien sir, un
raisonnement analogue donne I’inversibilité de Q*.

2. Par définition du produit matrice vecteur, Pe; = ¢;(P), i-eéme colonne de P ; I suffit de prendre pour P la

matrice dont les colonnes sont les vecteurs a, . . ., a, ; I'image de P est égale aIR” carla famille ay, . . ., a,
est une base de IR”, ce qui prouve que P est inversible (on a Im(P) = IR? et KerP = {0} par le théoreme
du rang).

Soit maintenant R € M, (IR) dont les colonnes sont les vecteurs f I la matrice R est bien inversible
car la famille f,,..., f,, est une base IR". On a donc, toujours par définition du produit matrice vecteur,
Re; = ¢;(R) = f; pour j = 1,n. Posons Q = R~';onaalors QRe; = e; = Qf ;. et la matrice @) est
évidemment inversible.

3. Pouri € {1,...,p}, lai-me colonne de J est donnée par ¢;(J) = QAPe; = QAa;.Sii € {1,...,r},on
adonce;(J)=Qf, =e;.Siie{r+1,...,p},onac;(J) =0 (car a; € KerA). Ceci montre que Im(.J)
est ’espace vectoriel engendré par €1, . .., e, et donc que le rang de J est r.

La matrice J appartient a M,, ,(IR ), sa transposée appartient donc a M,, , (IR ). En transposant la matrice .J,
ona, pourtouti € {1,...,r}, ¢;(J!) = e; et, pour touti € {r +1,...,n}, ¢;(J*) = 0. Ceci montre que
Im(J?) est ’espace vectoriel engendré par e1, . . ., e, et donc que le rang de J* est aussi r.
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4. 11 suffit maintenant d’appliquer la premiére question, elle donne que le rang que A est le méme que le rang
de J et, comme J* = PtA'Q?, que le rang que A est le méme que le rang de J*. Finalement le rang de A
etde A estr.

5. Les vecteurs colonnes de A sont liés si et seulement si le rang de A est strictement inférieur a n. Les vecteurs
colonnes de A® sont liés si et seulement si le rang de A? est strictement inférieur 2 n. Comme les vecteurs
colonnes de A? sont les vecteurs lignes de A, on obtient le résultat désiré grice au fait que A et A* ont méme
rang.

Exercice 6 page 17 (Vrai ou faux ?)

1. Faux : La matrice ZZ* est de rang 1 et donc non inversible.
2. Faux : La matrice inverse d’une matrice triangulaire inférieure est triangulaire inférieure.
3. Vrai : le polyndme caractéristique d’une matrice A est le déterminant de A — AId.
Nt . . . .
4. Faux : la matrice {O 1] est inversible et non diagonalisable dans IR.
et . . . .
5. Faux : la matrice 0 1 est inversible et non diagonalisable dans C.
6. Vrai: c’est le terme de degré O du polyndme caractéristique.
7. Vrai: si Ker(A) = {0}, alors A est inversible.
8. Vrai : on va montrer que Ker(A) = {0}, Supposons que Az = 0, alors Az > 0 et Az < 0, ou encore

A(—x) > 0 Donc par hypothese, z > 0 et —x > 0, et donc = 0, ce qui montre que Ker(A) = {0}.
9. Faux : la matrice nulle est symétrique.

10. Vrai: Si A est s.d.p.alors Az = 0 entraine Az - £ = 0 et donc = 0, ce qui montre que Ker(A) = {0} et
donc que A est inversible.

11. Vrai: I’ensemble des solutions est le noyau de la matrice A € M,, ,,+1(IR) qui est de dimension au moins
un par le théoréme du rang.

12. Vrai : on peut écrire que A~ = —L-(A)com(A)" ou det(A) est le déterminant (non nul) de A et com(A)
la comatrice de A, c.a.d. la matrice des cofacteurs des coefficients de A ; on rappelle que le cofacteur c; ; de
I’élément a; ; est défini par ¢; ; = (—1)"H7A; ; ot A; ; est le mineur relatif a (4, 5), i.e. le déterminant de
la sous matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue a partir de A en lui retirant sa ¢-¢me ligne et sa j-€éme colonne).
On peut vérifier facilement que les applications A — det(A) et A — ¢; ; sont continues de GL,,(IR)(IR)
dans IR* et IR respectivement (comme polyndme en les éléments de la matrice A), et que donc A — A~1

est continue.

Exercice 7 page 17 (Sur quelques notions connues)
1. Supposons qu’il existe deux solutions distinctes x; et x5 au systtme Ax = b. Soit z = x; — x2. On a donc
Az=0etz #0.
— Si A est inversible, on a donc z = 0 en contradiction avec z1 # zs.
— Si A est non inversible, alors A(tz) = 0 pour tout t € IR, et donc il y a une infinité de solutions au
systtme Ax = b.
2. C=(AB)C = A(BC) = A.
3. Les matrices carrées d’ordre 2 ont quatre coefficients, et donc il y a 2% = 16 matrices ne comportant que

des 1 ou des 0 comme coefficients. Une matrice A = Z Z est inversible si ad — bc # 0. Dans le cas de

matrices ne comportant que des 1 ou des 0 comme coefficients, les valeurs non nulles possibles de ad — bc
sont 1 et -1, obtenues respectivement pour (ad = 1, bc = 0) et (ad = 0, bc = 1), c.a.d pour les matrices

o -l ) pd
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0 1/ |0 1] |1 1
1 0|71 1]’(1 0
4. Les valeurs propres de B sont ¢ et —¢ (car la trace de B est nulle et son déterminant est égal a 1). Donc
B1024 =1d

et

Exercice 9 page 17 (La matrice K3)

1. La solution est —%z(z — 1), qui est effectivement positive.

2. Avec les développements limités vus en cours, on obtient :

L2 -1 o £(h) .
Ky=-5|-1 2 —1|,b=|f@2h)|, ovh=
0 -1 2 f(3h)

3. L’échelonnement du systeme Ksx = b sur la matrice augmentée (ou la méthode de Gauss) donne :

L2 -1 o0 by

3 1

ﬁ —0 5 —41 | ng—f— 5[)11

_0 0 3 | b3+§b2—|—§b1
Donc pour h = § et by = by = by = 1 on obtient

3 1 ot 3
Ul = —, Uy = — et Uz = —.
TT3 T T 3

On a u; = u(x;), ce qui veut dire que 1’erreur de discrétisation est nulle. On a vu en cours (formule (1.8))
que I’erreur de consistance R peut étre majorée par ’11—; |4 s .. Ici u est un polyndme de degré 2, et donc
R = 0. Or par I'inégalité (1.12), Perreur de discrétisation e = (u(x1) —u1, u(z2) —u2, u(z3) —us)’ satisfait
e = K3 ' R. On en déduit que cette erreur de discrétisation est nulle.

Notons qu’il s’agit 1a d’un cas tout a fait particulier di au fait que la solution exacte est un polynéme de
degré inférieur ou égal a 3.

4. Avec la condition limite (1.17), la solution exacte du probleme pour f = 1 est maintenant u(z) = — %x(m -
2).
Pour prendre en compte la condition limite (1.17), on effectue un développement limité de » a I’ordre 2 en
r=1

w(l—h) =u(l) — hu'(1) + %hQ’u”(C) avec ¢ € [1 — h,1].

Les inconnues discrétes sont maintenant les valeurs approchées recherchées aux points z;, ¢« € {1,2, 3,4},
notées u;, i € {1,2,3,4}. Comme u'(1) = 0, I’égalité précédente suggere de prendre comme équation
discrete us = ug — (1/2) f(1) (on rappelle que 24 = 1).
Le systeme discret a reSoudre est donc :

2’(,L1 — Uy = th(.’,El),

—u1 + 2us —ugz = th(xg)

— ug + 2uz — ug = h*f(x3)

1
— Uz +uy = §h2f(9€4)
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Le systeme linéaire a résoudre est donc Ku = b, avec

2 -1 0 0 f(h)
1 |-1 2 -1 0 | f2n)
K=3lo -1 2 —1]°%7 f(3h)
0 0 -1 1 1f(4n)

En notant b; = f(x;), I’échelonnement du systéme h? Kz = h?b sur la matrice augmentée donne :

2 -1 0 0 | h2b,

0 3 -1 0 | h?(by + 5b1)

0 0 % -1 | hQ(bg + %bz + %bl)

0 0 0 g [ h*5ba+ 3bo+ 301+ 3b3)

Donc pour h = 1 et by = by = by = by = 1 on obtient

7 3 15 1
Uy = —,U3 = —= €tug = —.

U1 = 390 8 32 2

La solution exacte aux points de discrétisation est :
11 1 7 11 1

ule) =532 = ) = ggrulee) =55 3) =

3 15 1

ules) = 5025 = o ulea) = 5.

co| w

On a donc u(x;) = u; pour tout i € {1, 2,3, 4}, ce qu’on aurait pu deviner sans calculs car ici aussi ’erreur
de discrétisation est nulle car I’erreur de consistance est nulle en raison du traitement que nous avons fait de
la condition aux limites de Neumann (u'(1) = 0) et du fait que la solution exacte est un polyndme de degré
au plus égal a 2.

(a) 1l est facile de voir que si ¢ # 0, aucune fonction ne peut satisfaire le probleme (1.18), alors que si
c = 0, toutes les fonctions constantes conviennent.

(b) On a maintenant une condition de Neumannen O eten 1.
Un raisonnement similaire aux questions précédentes nous conduit a introduire 5 inconnues discretes

u;, © € {1,...,5}. Le systtme a résoudre est maintenant :
1 -1 0 0 0 2 £(0)
T = NS RV IV I U0
K=o510 -1 2 -1 0|,b=]f(h)
o 0 -1 2 -1 f(3h)
0 0 0 -1 1 1 f(4h)

(c) La matrice K nest pas inversible car la somme de ses colonnes est égale au vecteur nul : on part d’un
probléme continu mal posé, et on obtient effectivement par discrétisation un probleme discret mal posé.

Exercice 10 page 18 (Matrices symétriques définies positives)

1. On note ey, . . ., e, la base canonique de IR". Pour tout ¢ € {1,...,n}, onaa;; = Ae; - e; et donc, comme A
est définie positive, on en déduit a; ; > 0.

2. On utilise le rappel donné dans I’énoncé. Les \; sont les valeurs propres de A. Soit 2 € IR", décomposons x
sur la base orthonormée (f;)i=1,, : @ = Y ., o; f;. Onadonc :

Az -z =) Naj. (1.27)
i=1
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Montrons d’abord que si les valeurs propres sont strictement positives alors A est définie positive :

Supposons que \; > 0, Vi = 1,...,n. Alors pour Vx € R", d’apres (1.27), Az - x > 0 et la matrice A
est positive. Supposons maintenant que \; > 0, Vi = 1,...,n. Alors pour V2 € IR", toujours d’apres (1.27),
(Az -z =0) = (z = 0), et la matrice A est donc bien définie.

Montrons maintenant la réciproque : si A est définie positive, alors Af, - f, > 0,Vi = 1,...,netdonc A; > 0,
Vi=1,...,n.

3. On note T I’application (linéaire) de IR" dans IR"™ définie par T'(z) = Ax. On prouve tout d’abord 1’existence
de B. Comme A est s.d.p., toutes ses valeurs propres sont strictement positives, et on peut donc définir I’application
linéaire S dans la base orthonormée (f;)i=1., par: S(f;) = VAif;,Vi=1,...,n.Onaévidlemment So S =T,
et donc si on désigne par B la matrice représentative de I’application S dans la base canonique, on a bien B? = A.

Pour montrer I’unicité de B, on peut remarquer que, si B?>=A, on a, pour touti € {1,...,n},

(B+ VNI)(B = VXD fi = (B> = NI) fi = (A= NI) fi = 0,

ou I désigne la matrice identité. On a donc (B — /\;I)f; € Ker(B + /A\;I). Mais, comme B est s.d.p., les
valeurs propres de B sont des réels strictement positifs, on a donc Ker(B + /A;I) = {0} et donc Bf; = v/ fi.
Ce qui détermine completement B.

Exercice 13 page 19 (IP-matrice)

1. Supposons d’abord que A est inversible et que A= > 0; soit z € IR" tel que b = Ax > 0. On a donc
x = A~1b, et comme tous les coefficients de A~! et de b sont positifs ou nuls, on a bien z > 0.
Réciproquement, si A est une IP-matrice, alors Az = 0 entraine x = 0 ce qui montre que A est inversible.
Soit e; le i-eme vecteur de la base canonique de IR™, ona : AA™'e; = e; > 0, et donc par la propriété de
IP-matrice, A~ le; > 0, ce qui montre que tous les coefficients de A~1 sont positifs.

2. La matrice inverse de A est A~1 = % ( _Ccl _2 > avec A = ad — bc. Les coefficients de A1 sont donc

positifs ou nuls si et seulement si

ad < be, ad > be,
a<0,d<0 ou a>0,d>0,
b>0,¢c>0 b<0,c<0.

Dans le premier cas, on a forcément bc # 0 : en effet sinon on aurait ad < 0, ora < 0etd < 0 donc ad > 0.
Dans le second cas, on a forcément ad # 0 : en effet sinon on aurait bc < 0, or b < 0 et ¢ < 0 donc be > 0.
Les conditions précédentes sont donc équivalentes aux conditions (1.22).

3. La matrice A? est une IP-matrice si et seulement A? est inversible et (A")~! > 0. Or (A")~1 = (A~1)L
D’ou I’équivalence.

4. Supposons que A vérifie (1.23), et soit z € IR"™ tel que Az > 0. Soitk € 1,...,ntel que x5 = min{x;,i =

1,...,n}. Alors
n
(Ao:)k = Qp,kTk + Zak,jxj > 0.
j=1
ik
Par hypothése, ax ; < 0 pour k # j, et donc ay ; = —|ax,;|. On peut donc écrire :

n

kT — E lak,jlz; >0,
=1
s
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et donc :
n n
(ak,k - Z |ak,j|)$k > Z |ak,j|($j — xk)
Jj=1 j=1
J#k j#k
Comme 2, = min{x;,7 = 1,...,n}, on en déduit que le second membre de cette inégalité est positif ou

nul, et donc que z;, > 0. On adonc = > 0.

5. (a) Puisque la matrice A vérifie I'hypothese (1.24) et puisque € > 0, la matrice A, vérifie ’hypothese
(1.23), et c’est donc une IP-matrice par la question précédente.

(b) Pour e > 0, la matrice A, est une IP-matrice donc inversible, et poure = 0, A. = A et A est inversible
par hypothese. La fonction & — A +¢ld est continue de IR dans M, (IR ), et la fonction M~ M~ est
continue de M, (IR) dans M,,(IR). Par composition, les coefficients de A-! sont donc des fonctions
continues de €.

(c) Comme la matrice A, est une IP-matrice, les coefficients de A ! sont tous positifs ou nuls. Par conti-
nuité, les coefficients de A~! sont donc aussi tous positifs ou nuls, et donc A est une IP-matrice.

6. Soit 1 le vecteur de IR™ dont toutes les composantes sont égales a 1. Si Az > 0, comme ’espace IR™ est de
dimension finie, il existe € > 0 tel que Az > €1. Soit 2 = €eA™!1 > 0; on aalors A(x — z) > 0 et donc
x > z, car A est une IP-matrice.

Montrons maintenant que z > 0 : tous les coefficients de A~! sont positifs ou nuls et au moins I’'un d’entre
eux est non nul par ligne (puisque la matrice A~ est inversible). On en déduit que z; = € E?:l (A7), >0
pourtouti =1,...,n.Onadoncbienx > z > 0.

7. Soit A la matrice nulle, on a alors {x € R" t.q. Az > 0} = @), etdonc {x € R" t.q. Az > 0} C {x e R"
t.q. z > 0}. Pourtant A n’est pas inversible, et n’est donc pas une IP-matrice.

8. Soit x tel que Az > 0, alors il existe ¢ > 0 tel que Az + 1 > 0. Soit maintenant b = A~'1; on a
A(zx + eb) > 0 etdonc x + €b > 0. En faisant tendre € vers 0, on en déduit que = > 0.

9. Soit T € L(E) défini par f € E +— Tf,avec Tf(z) = f(2)siz # 0et f(0) = £, avec £ = limyoo f.
On vérifie facilementque T'f € E.SiTf > 0, alors f(%) > 0 pour tout z € IR ; donc f(z) > 0 pour tout
x € IR\ {0} ; on en déduit que f(0) > O par continuité. On a donc bien f > 0.

Soit maintenant g définie de IR dans IR par g(z) = |arctanz|. Ona g(0) = 0, donc g # 0. Or T'g(0) = 3
et Tg(x) = |arctan 1| > 0si z > 0, donc T'g > 0.

Exercice 14 page 20 (Matrice du laplacien discret 1D.)

Il est clair que la matrice A est symétrique.

Pour montrer que A est définie positive (car A est évidemment symétrique), on peut procéder de plusieurs fagons :
1. Par échelonnement :

2. Par les valeurs propres :Les valeurs propres sont calculées a 1’exercice 55 ; elles sont de la forme :

km
n+1

2 2
)\k:ﬁ(lfcoslmrh):ﬁ(lfcos ), k=1,...,n,
et elles sont donc toutes strictement positives ; de ce fait, la matrice est symétrique définie positive (voir
exercice 10).

3. Par la forme quadratique associée : on montre que Ax - x > 0siz # 0et Az -z = 0 ssi « = 0. En effet,

on a
n—1

1
Az -2 = — |21(221 — 22) + Z wi(—xi1 + 2w — xig1) + 2202 — 212y
h? i=2
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On a donc
n—1 n
h2Ax -z = 235% — x1x9 — g (:Cixi_l + 2;1012) — E TiTi—1 + 25(}% — Tp_1Tn
i=2 i=3

n n

n
2
= Z L 1 1+'Tn 221‘1‘7‘1 1
2 i=1

=1 1=

(25 — 25-1)> —&—x%—i—xizo.

[
M:

=2

De plus, Az -2 =0= 22 =2, =0eta; = x;_, pouri = 2 an,donc z = 0.

Exercice 16 page 20 (Réaction diffusion 1D.)

La discrétisation du problleme consiste a chercher U comme solution du systéme linéaire

AU = (f(ﬁ))j_l n

ou la matrice A € M,,(IR) est définie par A = (N + 1)?K,, + Id, Id désigne la matrice identité et

2 -1 0 0
-1 2 -1
K, = 0 0
-1 2 -1
0 0o -1 2

1.3 Les méthodes directes

1.3.1 Définition

Définition 1.11 (Méthode directe). On appelle méthode directe de résolution de (1.1) une méthode qui donne
exactement x (A et b étant connus) solution de (1.1) apreés un nombre fini d’opérations élémentaires : addition,
soustraction, mutiplication, division, et extraction de racine carrée pour la methode de choleski.

Parmi les méthodes de résolution du systeme (1.1), la plus connue est la méthode de Gauss (avec pivot), encore
appelée méthode d’échelonnement ou méthode LU dans sa forme matricielle.
Nous rappelons la méthode de Gauss et sa réécriture matricielle qui donne la méthode LU et nous étudierons plus
en détails la méthode de Choleski, qui est adaptée aux matrices symétriques.

1.3.2 Méthode de Gauss, méthode LU

Soit A € M,,(IR) une matrice inversible, et b € IR"™. On cherche a calculer x € R" tel que Ax = b. Le principe
de la méthode de Gauss est de se ramener, par des opérations simples (combinaisons linéaires), a un systéme
triangulaire équivalent, qui sera donc facile a inverser.

Commencons par un exemple pour une matrice 3 X 3. Nous donnerons ensuite la méthode pour une matrice n x n.
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Un exemple 3 x 3

On considere le systtme Az = b, avec

1 0 1 2
A=10 2 -1 b= |1
-1 1 -2 -2

On écrit la matrice augmentée, constituée de la matrice A et du second membre b.

) 1 0 1 2
A=[A b=]0 2 -1 1
-1 1 -2 -2

Gauss et opérations matricielles Allons y pour Gauss :

La premiere ligne a un 1 en premiere position (en gras dans la matrice), ce coefficient est non nul, et ¢’est un pivot.
On va pouvoir diviser toute la premiere ligne par ce nombre pour en soustraire un multiple a toutes les lignes
d’apres, dans le but de faire apparaitre des 0 dans tout le bas de la colonne.

La deuxiéme équation a déja un 0 dessous, donc on n’a rien besoin de faire. On veut ensuite annuler le premier
coefficient de la troisiéme ligne. On retranche donc (-1) fois la premiére ligne & la troisieéme 3 :

1 0 1 2 10 1 2

0 2 -1 1[%HH0 2 11

-1 1 -2 =2 01 -1 0
3 1 00
Ceci revient a multiplier A a gauche par la matrice £y = [0 1 0
1 01

La deuxieme ligne a un terme non nul en deuxiéme position (2) : c’est un pivot. On va maintenant annuler le
deuxieme terme de la troisieme ligne ; pour cela, on retranche 1/2 fois la ligne 2 a la ligne 3 :

1012e<—z.1/2e1012
0 2 -1 1|7 2="710 2 -1 1
01 -1 0 o0 -1 -1
1 0 0
Ceci revient a multiplier la matrice précédente a gauche par la matrice 2 = |0 1 0| . On a ici obtenu une
0 -3 1

matrice sous forme triangulaire supérieure a trois pivots : on peut donc faire la remontée pour obtenir la solution
du systéme, et on obtient (en notant x; les composantes de ) : x3 = 1 puis x5 = 1 etenfin x; = 1.

On a ainsi résolu le systeme linéaire.

Le fait de travailler sur la matrice augmentée est extrémement pratique car il permet de travailler simultanément
sur les coefficients du systeme linéaire et sur le second membre.

Finalement, au moyen des opérations décrites ci-dessus, on a transformé le systeme linéaire

Ax=b en Ux = EQElb, ou U = E2E1A

est une matrice triangulaire supérieure.

3. Bien siir, ceci revient a ajouter la premiere ligne ! Il est cependant préférable de parler systématiquement de “retrancher” quitte a utiliser
un coefficient négatif, car c’est ce qu’on fait conceptuellement : pour I’élimination on enléve un multiple de la ligne du pivot a la ligne courante.
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Factorisation LU Tout va donc trés bien pour ce systéme, mais supposons maintenant qu’on ait a résoudre
3089 systémes, avec la méme matrice A mais 3089 seconds membres b différents*. Il serait un peu dommage
de recommencer les opérations ci-dessus 3089 fois, alors qu’on peut en éviter une bonne partie. Comment faire ?
L’idée est de “factoriser” la matrice A, c.a.d de I’écrire comme un produit A = LU, ou L est triangulaire inférieure
(lower triangular) et U triangulaire supérieure (upper triangular). On reformule alors le systtme Az = b sous la
forme LUx = b et on résout maintenant deux systémes faciles a résoudre car triangulaires: Ly = betUx = y.La
factorisation LU de la matrice découle immédiatement de I’algorithme de Gauss. Voyons comment sur I’exemple
précédent.

1/ On remarque que U = E;E; A peut aussi s’écrire A = LU , avec L = (EoFyp) 7L,

2/ On sait que (EoBy) ™! = (By)~Y(Ey) L.

3/ Les matrices inverses ;' et ;5 ! sont faciles 2 déterminer : comme E consiste a retrancher 1/2 fois la ligne 2
a la ligne 3, I’opération inverse consiste a ajouter 1/2 fois la ligne 2 a la ligne 3, et donc

1 0 0

E;'=10 1 0

0 3 1
1 0 0 1 0 0
IlestfaciledevoirqueEfI: 0 1 0 etdoncL:EflEglz 0 1 0
-1 0 1 -1 3 1

La matrice L est une matrice triangulaire inférieure (et c’est d’ailleurs pour cela qu’on 1’appelle L, pour “lower”
in English...) dont les coefficients sont particulierement simples a trouver : les termes diagonaux sont tous égaux a
un, et chaque terme non nul sous-diagonal /; ; est égal au coefficient par lequel on a multiplié la ligne pivot
i avant de la retrancher a la ligne ;.

4/ On a bien donc A = LU avec L triangulaire inférieure (lower triangular) et U triangulaire supérieure (upper
triangular).

La procédure qu’on vient d’expliquer s’appelle méthode LU pour la résolution des systemes linéaires, et elle
est d’une importance considérable dans les sciences de I’ingénieur, puisqu’elle est utilisée dans les programmes
informatiques pour la résolution des systémes linéaires.

Dans I’exemple que nous avons étudié, tout se passait tres bien car nous n’avons pas eu de zéro en position pivotale.
Si on a un zéro en position pivotale, la factorisation peut quand méme se faire, mais au prix d’une permutation.
Le résultat général que 1’on peut démontrer est que si la matrice A est inversible, alors il existe une matrice de
permutation P, une matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U telles que PA = LU :
voir le théoreme 1.20.

Le cas général d’une matrice n x n

De maniere plus générale, pour une matrice A carrée d’ordre n, la méthode de Gauss s’écrit :

On pose AV = Aet bV = b. Pouri = 1,...,n — 1, on cherche a calculer A+ et b"HY) tels que les
systtmes A0z = b et A+D g = b+ soient équivalents, ot A1) est une matrice dont les coefficients
sous-diagonaux des colonnes 1 a4 sont tous nuls, voir figure 1.3. Une fois la matrice A(™) (triangulaire supérieure)
et le vecteur b™ calculés, il sera facile de résoudre le systtme AW g = b™. Le calcul de A™ est I’étape de
“factorisation"”, le calcul de b I’étape de “descente”, et le calcul de « I’étape de “remontée". Donnons les détails

de ces trois étapes.

Etape de factorisation et descente Pour passer de la matrice A® 3 1a matrice AU on va effectuer des
combinaisons linéaires entre lignes qui permettront d’annuler les coefficients de la i-¢me colonne situés en dessous
de la ligne ¢ (dans le but de se rapprocher d’une matrice triangulaire supérieure). Evidemment, lorsqu’on fait ceci,
il faut également modifier le second membre b en conséquence. L’ étape de factorisation et descente s’écrit donc :

4. Ceci est courant dans les applications. Par exemple on peut vouloir calculer la réponse d’une structure de génie civil a 3089 chargements
différents.
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[ (1) L
BLL agzg\]
0 :
i = (i+1)
Ali+1) — 0 oY
D
z+2 1+L
------ (1) S G
70 0 ANit1 ay )

FIGURE 1.3: Allure de la matrice de Gauss a I’étape ¢ 4 1

1. Pour k <ietpourj =1,...,n,onpose affj_ ) = a,(;)j et b(l+1) b(L)

2. Pour k > 1, si aﬁ? # 0, on pose :

of)
apy” = az(f,)j— 0 a)'), pourj =i,....n, (1.28)
_ W

i = bg)—aﬁ’;bgz)- (1.29)

2,1

La matrice A1) est de la forme donnée sur la figure 1.3. Remarquons que le systéme AGTD gz = b+ est bien
équivalent au systéme ADg = p®,

Si la condition a 75 0 est vérifiée pour i = 1 a n, on obtient par le procédé de calcul ci-dessus un systeme linéaire
Amg = p™) equlvalent au systtme Az = b, avec une matrice A" triangulaire supérieure facﬂe a inverser. On
verra un peu plus loin les techniques de pivot qui permettent de régler le cas ou la condition a ;é 0 n’est pas

vérifiée.

Etape de remontée Il reste a résoudre le systtme A x = b™ ; ceci est une étape facile. Comme A(") est une
matrice inversible, on a a(z) # Opourtouti =1,...,n, et comme A" est une matrice triangulaire supérieure, on
peut donc calculer les composantes de x en “remontant”, ¢’est—a—dire de la composante x,, a la composante x; :

Lo b
aih
1

%= b= 3T alay | i=n—1,. 0
17, Jj=i+1ln

Il est important de savoir mettre sous forme algorithmique les opérations que nous venons de décrire : c’est I’étape
clef avant I’écriture d’un programme informatique qui nous permettra de faire faire le boulot par I’ordinateur !
Algorithme 1.12 (Gauss sans permutation).

1. (Factorisation et descente) Pour commencer, on pose u; ; = a; j et y; = b; pour pour i,j € {1,...,n}.
Puis, pour i allant de 1 an — 1, on effectue les calculs suivants :

(a) On ne change pas la i-éme ligne (qui est la ligne du pivot)

(b) On modifie les lignes i + 1 a n et le second membre y en utilisant la ligne i.
Pour k allantde i+ 1 an :
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lyi = % (si a;; = 0, prendre la méthode avec pivot partiel).
Pour j allantde i + 1 a n,

Uk,j = Uk,j — Lkillij

Fin pour
Yk = Yk — Lr,i¥i
Fin pour
2. (Remontée) On calcule x :
Yn
Ty = —
Un,n
Pour i allantden — 1 a1,
Ti =Yi
Pour j allantde i + 1 a n,
T, = T; — ui,jl'j
Fin pour
1
Tr; = xZ;
Ui,
Fin pour

Coiit de la méthode de Gauss (nombre d’opérations) On peut montrer (on fera le calcul de maniere détaillée
pour la méthode de Choleski dans la section suivante, le calcul pour Gauss est similaire) que le nombre d’opérations
nécessaires ng pour effectuer les étapes de factorisation, descente et remontée est %ng + O(n?); on rappelle
qu’une fonction f de IN dans IN est O(n?) veut dire qu’il existe un réel constant C' tel que f(n) < Cn? On a
donc limy,  y o0 =5 = % : lorsque n est grand, le nombre d’opérations se comporte comme (2/3)n3.

En ce qui concerne la place mémoire, on peut tres bien stocker les itérés A() dans la matrice A de départ, ce qu’on
n’a pas voulu faire dans le calcul précédent, par souci de clarté.

Décomposition LU  Si le systtme Ax = b doit étre résolu pour plusieurs second membres b, on a déja dit qu’on

a intérét a ne faire I’étape de factorisation (i.e. le calcul de A("™)), qu’une seule fois, alors que les étapes de descente

et remontée (i.e. le calcul de b™ et x) seront faits pour chaque vecteur b. L’ étape de factorisation peut se faire en

décomposant la matrice A sous la forme LU. Supposons toujours pour 1’instant que lors de 1’algorithme de Gauss,
Ho)

la condition aE? # 0 est vérifiée pour touti = 1, ..., n. La matrice L a comme coefficients ¢}, ; = —& pour k > 1,
"t i
l;; =1pourtouti =1,...,n,etl;; = 0pourj > i, et la matrice U est égale a la matrice A On peut vérifier

que A = LU gréce au fait que le systtme Az = b(™) est équivalent au systtme Az = b. En effet, comme
AMg = p™ et p™) = L~'b, on en déduit que LUx = b, et comme A et LU sont inversibles, on en déduit que
A~'b = (LU)~'b pour tout b € IR"™. Ceci démontre que A = LU. La méthode LU se déduit donc de la méthode
de Gauss en remarquant simplement que, ayant conservé la matrice L, on peut effectuer les calculs sur b apres les
calculs sur A, ce qui donne :

Algorithme 1.13 (LU simple (sans permutation)).
1. (Factorisation)
On pose u; j = a; j pour pouri,j € {1,...,n}.
Pour i allant de 1 a n — 1, on effectue les calculs suivants :
(a) On ne change pas la i-éme ligne
(b) On modifie les lignes i + 1 a n ((mais pas le second membre) en utilisant la ligne 1.
Pour k allantde i +1an :
lyi = % (si u;,; = 0, prendre la méthode avec pivot partiel).
Pour j allantde i + 1 an,

Uk,j = Uk,j — Ck,ili,;
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Fin pour
Fin pour
2. (Descente) On calcule y (avec Ly = b)
Pour i allantde 1 a n,
yi = b; — 22;11 Ui xyx (on a ainsi implicitement £; ; = 1)
Fin pour
3. (Remontée) On calcule x (avec Ux = y)
Pour i allantde n a 1,
T = ul (yi — Z;L:Hl Uj jTj)
Fin pour

Remarque 1.14 (Optimisation mémoire). L’introduction des matrices L et U et des vecteurs y et x n’est pas
nécessaire. Tout peut s’écrire avec la matrice A et le vecteur b, que I’on modifie au cours de I’algorithme. A la
fin de la factorisation, U est stockée dans la partie supérieure de A (y compris la diagonale) et L dans la partie
strictement inférieure de A (c’est-a-dire sans la diagonale, la diagonale de L est connue car toujours formée de

“,

1). Dans I’algorithme précédent, on remplage donc tous les “u” et “l” par “a”. De méme, on remplace tous les

“ @, »
X

et “y” par “b”. A la fin des étapes de descente et de remontée, la solution du probleme est alors stockée dans
b.

L’introduction de L, U, x et y peut toutefois aider a comprendre la méthode.

Nous allons maintenant donner une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour qu’une matrice A admette une
décomposition LU avec U inversible et sans permutation. Commencons par un petit lemme technique qui va nous
permettre de prouver cette CNS.

Lemme 1.15 (Décomposition LU de la matrice principale d’ordre k). Soitn € IN, A € M,,(R) etk € {1,...,n}.
On appelle matrice principale d’ordre k de A la matrice A, € My(IR) définie par (Ay)i; = aij pour i =
1,...,ketj=1,... k. Onsuppose qu’il existe une matrice Ly, € My(IR) triangulaire inférieure de coefficients
diagonaux tous égaux a 1 et une matrice triangulaire supérieure Uy, € My (IR) inversible, telles que Ay, = LiUy.
Alors A s’écrit sous la forme “par blocs” suivante :

L Ogx(n—k) Uk By,
A= , (1.30)
Ci Id, g O(n—k)yxk Dy,

oi 0y, , désigne la matrice nulle de dimension pxq, By, € My n—k(IR) et C, € My k(IR) et D, € My n—(IR) ;
de plus, la matrice principale d’ordre k + 1 s’écrit sous la forme

Ly O1xk Uk by
Apsr = (131)
cy 1 Okx1 dy,

oit b € My, 1(IR) est la premiére colonne de la matrice By, ¢, € My i, est la premiére ligne de la matrice Cy, et
dy, est le coefficient de la ligne 1 et colonne 1 de Dy,.

DEMONSTRATION —  On écrit la décomposition par blocs de A :

Ak Ex
A =

Fy Gk

avec Ay, € Mi(R), Ex, € My n—i(IR), Fi, € My—i.x(IR) et G, € Mk, n—k (IR). Par hypotheése, ona Ay, = Ly Uy.
De plus Ly, et U, sont inversibles, et il existe donc une unique matrice By, € My, n—k(IR) (resp. Cr, € My—i,x(IR))
telle que Ly By = Ej (resp CxUr = F}). En posant Dy, = Gy, — Cy By, on obtient (1.30). L’égalité (1.31) en découle
immédiatement. u

)

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 33 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 11 novembre 2018



1.3. LES METHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Proposition 1.16 (CNS pour LU sans permutation). Soitn € IN, A € M, (IR). Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes.

(P1) Il existe un unique couple (L,U), avec L matrice triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1 et U une
matrice inversible triangulaire supérieure, tel que A = LU.

(P2) Les mineurs principaux> de A sont tous non nuls.

DEMONSTRATION — Si A = LU avec L triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1 et U inversible triangulaire
supérieure, alors A, = LU ol les matrices Ly et Uy les matrices principales d’ordre k de L et U, qui sont encore
respectivement triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1 et inversible triangulaire supérieure. On a donc

det(Ax) = det(Ly)det(Uy) # 0 pour tout k = 1,...,n,
et donc (P1) = (P2).

Montrons maintenant la réciproque. On suppose que les mineurs sont non nuls, et on va montrer que A = LU. On va
en fait montrer que pour tout K = 1,...n, on a Ay = LiU ol Ly triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1
et Uy, inversible triangulaire supérieure. Le premier mineur est non nul, donc a11 = 1 X ai1, et la récurrence est bien
initialisée. On la suppose vraie a 1’étape k. Par le lemme 1.15, on a donc A1 qui est de la forme (1.31), et donc une
Ag+1 = Lip+1Ugy1 Comme det(Ag41) # 0, la matrice Ugy1 est inversible, et ’hypothése de récurrence est vérifiée a
I’ordre k + 1. On a donc bien (P2) = (P1) (I'unicité de L et U est laissée en exercice). u

Que faire en cas de pivot nul : la technique de permutation ou de “pivot partiel' La caractérisation que
nous venons de donner pour qu’une matrice admette une décomposition LU sans permutation est intéressante
mathématiquement, mais de peu d’intérét en pratique. On ne va en effet jamais calculer n déterminants pour savoir
si on doit ou non permuter. En pratique, on effectue la décomposition LU sans savoir si on a le droit ou non de
le faire, avec ou sans permutation. Au cours de I’élimination, si aflz
lignes suivantes telle que agf)i # 0. Notons que si le “pivot" aﬁ? est trés petit, son utilisation peut entrainer des
erreurs d’arrondi importanteé dans les calculs et on va la encore permuter. En fait, méme dans le cas o la CNS
donnée par la proposition 1.16 est verifiée, la plupart des fonctions de libraries scientifiques vont permuter.

Plagons-nous a I'itération i de la méthode de Gauss. Comme la matrice A() est forcément non singuliére, on a :

= 0, on va permuter la ligne 7 avec une des

L R
det(A(i)) = ag7)1ag)2 T agi—)1,i—1det # 0.
agi)i al’),
On a donc en particulier
al) ... dl’)
det | & ., | #0.
NURCS

n,s

On déduit qu’il existe ig € {i,...,n} tel que al(-(?i # 0. On choisit alors ig € {i,...,n} tel que |a£z)l| =
max{|a,<;)i |,k =1i,...,n}. Le choix de ce max est motivé par le fait qu’on aura ainsi moins d’erreur d’arrondi. On
échange alors les lignes i et 4o (dans la matrice A et le second membre b) et on continue la procédure de Gauss
décrite plus haut.

L’intérét de cette stratégie de pivot est qu’on aboutit toujours a la résolution du systeme (dés que A est inversible).

Remarque 1.17 (Pivot total). La méthode que nous venons de d’écrire est souvent nommée technique de pivot
“partiel”. On peut vouloir rendre la norme du pivot encore plus grande en considérant tous les coefficients restants

et pas uniquement ceux de la colonne i. A 'etape i, on choisit maintenant ig et jo € {i,...,n} tels que |agz))j0| =
max{|a,(€g\, k=id,...,n,j =1,...,n}, et on échange alors les lignes i et iy (dans la matrice A et le second

5. On rappelle que le mineur principal d’ordre k est le déterminant de la matrice prinicipale d’ordre k.
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membre b), les colonnes i et jo de A et les inconnues x; et x;,. La stratégie du pivot total permet une moins grande
sensibilité aux erreurs d’arrondi. L’inconvénient majeur est qu’on change la structure de A : si, par exemple la

matrice avait tous ses termes non nuls sur quelques diagonales seulement, ceci n’est plus vrai pour la matrice
A,

Ecrivons maintenant I’algorithme de la méthode LU avec pivot partiel ; pour ce faire, on va simplement remarquer
que I’ordre dans lequel les équations sont prises n’a aucune importance pour 1’algorithme. Au départ de 1’algo-
rithme, on initialise la bijection ¢ de {1,...,n} dans {1,...,n} par I'identité, c.a.d. t(¢) = i; cette bijection ¢ va
étre modifiée au cours de 1’algorithme pour tenir compte du choix du pivot.

Algorithme 1.18 (LU avec pivot partiel).
1. (Initialisation de t) Pour i allant de 1 a n, t(i) = i. Fin pour

2. (Factorisation)
Pour i allant de 1 a n, on effectue les calculs suivants :

(a) Choix du pivot (et de t(i)) : on cherche i* € {i,...,n} tq. |ay;+) ;| = max{|ay).|,k €
{i,...,n}} (noter que ce max est forcément non nul car la matrice est inversible).
On modifie alors t en inversant les valeurs de t(i) et t(i*).
p=t(i"); 1(@") = t(i) s ¢(i) = p.
On ne change pas la ligne (i) :
Ut(5),j = Qg(i),j POUT ] = 1,...,1,
(b) On modifie les lignes t(k), k > i (et le second membre), en utilisant la ligne t(3).
Pourk =i+ 1,..., (noter qu’on a uniquement besoin de connaitre ’ensemble , et pas ’ordre) :
At(k),i
Qi(i),i
Pour j allantde i + 1 an,

Liky,i =

t(k),g = @a(k),j — Loch),ite(i).g
Fin pour
Fin pour

3. (Descente) On calcule y
Pour i allantde 1 an,
i—1
Ya(i) = begiy — Zj:l Et(j)vkyk
Fin pour
4. (Remontée) On calcule x
Pour i allantden a 1,
T(t(i) = (yi — Z;‘L:iJrl ut(i)ijj)
Fin pour

Ut(i),i

NB : On a changé I’ordre dans lequel les équations sont considérées (le tableau ¢ donne cet ordre, et donc la
matrice P). On a donc aussi changé I’ordre dans lequel interviennent les composantes du second membre : le
systtme Ax = b est devenu PAx = Pb. Par contre, on n’a pas touché a 1’ordre dans lequel interviennent les
composantes de x et y.

Il reste maintenant a signaler la propriété magnifique de cet algorithme...Il est inutile de connaitre a priori
la bijection pour cet algorithme. A 1’étape ¢ de I'item 1 (et d’ailleurs aussi a I’étape ¢ de I’item 2), il suffit de
connaitre ¢(j) pour j allant de 1 a i, les opérations de 1(b) se faisant alors sur toutes les autres lignes (dans un
ordre quelconque). Il suffit donc de partir d’une bijection arbitraire de {1,...,n} dans {1,...,n} (par exemple
I'identité) et de la modifier a chaque €tape. Pour que I’algorithme aboutisse, il suffit que a;(;) ; # 0 (ce qui toujours
possible car A est inversible).
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Remarque 1.19 (Ordre des équations et des inconnues). L’algorithme se raméne donc a résoudre LUx = b, en
résolvant d’abord Ly = b puis Uz = y. Notons que lors de la résolution du systeme Ly = b, les équations sont
dans Uordre t(1),...,t(k) (les composantes de b sont donc aussi prises dans cet ordre), mais le vecteur y est
bien le vecteur de composantes (Y1, . .., Yn), dans I’ordre initial. Puis, on résout Ux = vy, et les équations sont
encore dans lordre t(1), ... t(k) mais les vecteurs x et y ont comme composantes respectives (x1,...,%,) et

(Y155 Yn)-

Le théoreme d’existence L algorithme LU avec pivot partiel nous permet de démontrer le théoréme d’existence
de la décomposition LU pour une matrice inversible.

Théoreme 1.20 (Décomposition LU d’une matrice). Soit A € M,,(IR) une matrice inversible, il existe une matrice
de permutation P telle que, pour cette matrice de permutation, il existe un et un seul couple de matrices (L, U) ou
L est triangulaire inférieure de termes diagonaux égaux a 1 et U est triangulaire supérieure, vérifiant

PA=LU.

DEMONSTRATION —
1.’existence de la matrice P et des matrices L U peut s’effectuer en s’inspirant de I’algorithme “LU avec pivot partiel”
1.18). Posons A = A.
A chaque étape 4 de I’algorithme 1.18 peut s’écrire comme A = E® P AG=1 oy PO egt 1a matrice de permutation
qui permet le choix du pivot partiel, et E est une matrice d’élimination qui effectue les combinaisons linéaires de lignes
permettant de mettre a zéro tous les coefficients de la colonne ¢ situés en dessous de la ligne ¢. Pour simplifier, raisonnons
sur une matrice 4 x 4 (le raisonnement est le méme pour une matrice n X n. On a donc en appliquant I’algorithme de
Gauss :

E® pG @ p@ pM) pM) 4 _ 17

Les matrices PtV et E( ne commutent en général pas. Prenons par exemple E>, qui est de la forme

1 0 0 O

2 _ |0 1 0 O

B = 0 a 1 O

0 b 0 1

Si P®) est la matrice qui échange les lignes 3 et 4, alors

|'1000'| |'1000'| |'1000'|
@ _ 101 0 0 @)= _ |0 1 0 0 @53 101 0 0
P_OOOIetPE_Ob()l’alorsqueEP_OaOl
0 01 0 0 a 1 O 0 b 1 O

Mais par contre, comme la multiplication a gauche par pU+D permute les lignes i + 1 et ¢ + k, pour un certain k > 1,
et que la multiplication & droite permute les colonnes i + 1 et i + k, la matrice E(9) = PUHD @ plitD) egt encore une
matrice triangulaire inférieure avec la méme structure que F @ :ona juste échangé les coefficients extradiagonaux des
lignes ¢ + 1 et ¢ 4+ k. On a donc

PV RO — g6 plith), (1.32)
Dans I’exemple précédent, on effectue le calcul :
1 0 0 O
@p@pe _ |01 0 0 25
PRETPT =10 p 1 of =F
0 a 0 1

qui est une matrice triangulaire inférieure de coefficients tous égaux a 1, et comme P PG =14, on a donc :
PO E® _ E/T(;)P(g).
Pour revenir a notre exemple n = 4, on peut donc écrire :
E@E®POE0O PP P4 = U
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Mais par le méme raisonnement que précédemment, on a P E(D = E(1) P®) oit E(1) est encore une matrice triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale. On en déduit que

E(3>£/?72/)E/'(\1/)P<3)P(2)P<1)A = U, soitencore PA = LU
ott P = P® p® pM bien une matrice de permutation, et L = (E (3)1%1%)_1 est une matrice triangulaire inférieure
avec des 1 sur la diagonale.

Le raisonnement que nous venons de faire pour n = 3 se généralise facilement a n quelconque. Dans ce cas, 1’échelonne-
ment de la matrice s’écrit sous la forme
U =g Vpr-1) @@ p2pd) pl 4
et se transforme grace a (1.32) en
U=r"D p@p0pt=b | pply

ol les matrices F¥ sont des matrices triangulaires inférieures de coefficients diagonaux tous égaux a 1. Plus précisé-

ment, F(*~1 = g1 p(r=2) — p(n-2) p("=3) — F(n-3) etc...On montre ainsi par récurrence 1’existence de la
décomposition LU (voir aussi I’exercice 23 page 46).

2. Pour montrer "unicité du couple (L,U) a P donnée, supposons qu’il existe une matrice P et des matrices L1, Lo,
triangulaires inférieures et U1, Us, triangulaires supérieures, telles que

PA=1L1U, = LUy
Dans ce cas, onadonc L, ' Ly = UxU; *. Or lamatrice L, ' L1 est une matrice triangulaire inférieure dont les coefficients

diagonaux sont tout égaux a 1, et la matrice U2U; ! est une matrice triangulaire supérieure. On en déduit que Ly 'Ly =
UgUl_1 = Id, et donc que L1 = Lo et Uy = Uo. [

Remarque 1.21 (Décomposition LU pour les matrices non inversibles). En fait n’importe quelle matrice carrée
admet une décomposition de la forme PA = LU . Mais si la matrice A n’est pas inversible, son échelonnement
va nous donner des lignes de zéros pour les derniéres lignes . La décomposition LU n’est dans ce cas pas unique.
Cette remarque fait I’objet de I’ exercice 32.

1.3.3 Méthode de Choleski

On va maintenant étudier la méthode de Choleski, qui est une méthode directe adaptée au cas ol A est symétrique
définie positive. On rappelle qu’une matrice A € M,,(IR) de coefficients (a; ;)i=1,n j=1, €St symétrique si A =
A", ot A" désigne la transposée de A, définie par les coefficients (a; ;)i=1,n,j=1,n, €t que A est définie positive si
Az -z > 0 pourtout z € IR" tel que = # 0. Dans toute la suite, x - y désigne le produit scalaire des deux vecteurs
x ety de IR"™. On rappelle (exercice) que si A est symétrique définie positive elle est en particulier inversible.

Description de la méthode

2 -1 0
Commencons par un exemple. On considére la matrice A = [—1 2 —1] | qui est symétrique. Calculons sa
0o -1 2
décomposition LU . Par échelonnement, on obtient ) )
1 0 0][2 -1 0]
A=LU=|-% 1 0 2 -1
0 -2 1/[0 0 3]

La structure LU ne conserve pas la symétrie de la matrice A. Pour des raisons de colit mémoire, il est important de
pouvoir la conserver. Une fagon de faire est de décomposer U en sa partie diagonale fois une matrice triangulaire.
On obtient

2 0 01 =% o
U=|0 2 of|0 1 -2
00 3]0 0 1
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On adonc U = DL, et comme tous les coefficients de D sont positifs, on peut écrire D = VDV/D, o VD est
la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les racines carrées des €léments diagonaux de A. On a donc
A = LVvDVDL! = LL!, avec L = L\/D. Notons que la matrice L est toujours triangulaire inférieure, mais ses
coefficients diagonaux ne sont plus astreints a étre égaux a 1. C’est la décomposition de Choleski de la matrice A.

De fait, la méthode de Choleski consiste donc a trouver une décomposition d’une matrice A symétrique définie
positive de la forme A = LL?, o L est triangulaire inférieure de coefficients diagonaux strictement positifs. On
résout alors le systtme Ax = b en résolvant d’abord Ly = b puis le systtme L'z = y. Une fois la matrice
A “factorisée", ¢’est-a—dire la décomposition LL® obtenue (voir paragraphe suivant), on effectue les étapes de
“descente" et “remontée” :

1. Etape 1 : “descente" Le systeme Ly = b s’écrit :

gl 1 0 Y1 bl

En,l e gn,n Yn by
Ce systeme s’écrit composante par composante en partant de ¢ = 1.

b
£1,1y1 = b1, donc n=g—
1,1

)

Lo 1y1 + £2,2y2 = ba, donc Y2 = (ba — C21y1)

lo2

. ) .
Z &'Jyj = bi, donc Yi = é_(bl - Z Ei,jyj)

j=1,i ik j=1,i—1

: ) :
Z Zn,jyj = by, donc Yn = f—(bn - Z é"vjyj)'

j=1,n o j=1,n—1

On calcule ainsi y1, y2, - - ., Yn.

2. Etape 2 : “remontée" On calcule maintenant x solution de L'z = y.

61’1 62’1 .. 67%1 T1 Y1
0 .
th = . =
0 e gn,n T Yn
On a donc : y
lpm Ty, = Yy donc x,, = ——
gn,n
— _ Yn—1—¥n n-1Tn
Enfl,nflxnfl + En,nflzn = Yn—-1 donc Tpn—1 = .
n—1,n—1
/. i d N Zj:g,n ORE
4,145 = Y1 donC xr; = / .
“ 1,1
j=1ln
On calcule ainsi xy,, Tp—1,--.,21.
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Existence et unicité de la décomposition

Soit A une matrice symétrique définie positive. On sait déja par le théoréme 1.20 page 36, qu’il existe une matrice
de permutation et L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure telles que PA = LU. L’avantage dans le
cas ou la matrice est symétrique définie positive, est que la décomposition est toujours possible sans permutation.
On prouve I’existence et unicité en construisant la décomposition, c.a.d. en construisant la matrice L.

Pour comprendre le principe de la preuve, commencons d’abord par le cas n = 2. Dans ce cas on peut écrire

A= [a ﬂ . On sait que a > 0 car A est s.d.p. . L’échelonnement de A donne donc

b
1 0] |a b

a

En extrayant la diagonale de U, on obtient :

1 0 a 0 a
a-w=ly 35 el

a

—e o
—_

Et donc
A=LL'avec L = lb\/m

Théoreme 1.22 (Décomposition de Choleski). Soit A € M,,(IR) (n > 1) une matrice symétrique définie positive.
Alors il existe une unique matrice L € M,,(R), L = (¢; ;)7 ;_,, telle que :

1. L est triangulaire inférieure (c’est-a—dire {; j = 0 si j > 1),
2. 4y > 0,pourtouti € {1,...,n},
3. A=LIL"

DEMONSTRATION —

I- Existence de L : démonstration par récurrence sur n

1. Danslecasn = 1,ona A = (a1,1). Comme A est symétrique définie positive, on a a1,1 > 0. On peut donc définir
L= (f1,1) o0l = ,/ar1,etonabien A = LL".

2. On suppose que la décomposition de Choleski s’obtient pour A € M, (IR) symétrique définie positive, pour 1 <
p < n et on va démontrer que la propriété est encore vraie pour A € M,+1(IR) symétrique définie positive. Soit
donc A € M, +1(IR) symétrique définie positive ; on peut écrire A sous la forme :

B a
A= (1.33)
a’ !
ol B € M, (IR) est symétrique, a € IR™ et @ € IR. Montrons que B est définie positive, c.a.d. que By -y > 0,

pour tout y € IR™ tel que y # 0. Soitdonc y € R™ \ {0}, etz = ‘g] € R™"!. Comme A est symétrique définie

N

positive, on a :

0< Az -z =
donc B est définie positive. Par hypothese de récurrence, il existe une matrice M € M, ( = (M ;)i =1 telle

que :
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(@ mi; =0sij>1
b mi; >0
(¢) B=MM:

On va chercher L sous la forme :

M 0
L= (1.34)
bt A
avec b € IR™, A € R} tels que LL* = A. Pour déterminer b et A, calculons LL" ot L est de la forme (1.34) et
identifions avec A :
I O i I
LL' = =

e e Tl Lo

On cherche b € IR™ et A € IR” tels que LL" = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient vérifiées :
Mb=aetb'b+ X\ =a.

Comme M est inversible (en effet, le déterminant de M s’écrit det(M) = H:;l m;,; > 0), la premiere égalité

ci-dessus donne : b = M~ 'a et en remplagant dans la deuxieme égalité, on obtient : (M~ 'a)*(M~'a) + A% = a,

donc a*(M")"*M~ta + A% = a soit encore a'(MM*)*a 4+ \? = a, c’est—a—dire :

b'b + )\QJ

B la+ N =a (1.35)
Pour que (1.35) soit vérifiée, il faut que
a—a'B'a>0 (1.36)
—1
Montrons que la condition (1.36) est effectivement vérifiée : Soit z = ( B_l @ ) € R™!. Onaz # 0 et donc

Az -z > 0 car A est symétrique définie positive. Calculons Az :

B~ lq ] 0

-1 | 'B7l'a—«a

Onadonc Az-z = a—a'B~ta > 0 ce qui montre que (1.36) est vérifiée. On peut ainsi choisir A = vVa — a! B~ 1a
(> 0) de telle sorte que (1.35) est vérifiée. Posons :

" M 07
L=

ooy | ]

La matrice L est bien triangulaire inférieure et vérifie ¢; ; > Oet A = LL.

On a terminé ainsi la partie “existence”.

II- Unicité et calcul de L. Soit A € M, (IR) symétrique définie positive ; on vient de montrer qu’il existe L € M, (IR)
triangulaire inférieure telle que £;,; = 0sij >4, £;; > 0et A= LL' Onadonc:

aig =Y Llirlin, ¥(i,j) € {1...n}". (1.37)
k=1

1. Calculons la 1-ere colonne de L ; pour 5 = 1,ona:
a1,1 = £1,141,1 donc 411 = :{a1,1 (a1,1 > Ocar ¢1,1 existe ),

2,1
az,1 = £2141,1 donc £21 = ——=,
411
ail .
5,1 :&,1(1,1 donc é@l = Vi € {2,...777,}.
1,1
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2. On suppose avoir calculé les g premieres colonnes de L. On calcule la colonne (g + 1) en prenant j = g + 1 dans

(1.37)
a+1
Pouri =q+1, ag+1,9+1 = Z€q+1’k€Q+1’k donc
k=1
q
lot1,q+1 = (Agt1,041 — ZZ3+1J€)1/2 > 0. (1.38)
k=1

q
Notons que ag+1,q+1 — Z €§+1,k > 0 car L existe : il est indispensable d’avoir d’abord montré 1’existence de L

k=1
pour pouvoir exhiber le coefficient £g41,¢+1.

On procede de la méme maniere pourz =g+ 2,...,n;ona:
q+1 q
Qi1 = E UNIORSNES E Ciplatrk + Ligr1lg+1,q+1
k=1 k=1
et donc
- 1
ligr = | igrr =) linbosip | g (1.39)
q+1,q+1
k=1
On calcule ainsi toutes les colonnes de L. On a donc montré que L est unique par un moyen constructif de calcul de
L.
(]

Remarque 1.23 (Choleski et LU). Considérons une matrice A symétrique définie positive. Alors une matrice P de
permutation dans le théoréeme 1.22 possible n’est autre que ['identité. 1l suffit pour s’en convaincre de remarquer
qu’une fois qu’on s’est donné la bijection t = 1d dans I’algorithme 1.18, celle-ci n’est jamais modifiée et donc on
a P =1d. Les théorémes d’existence et d’unicité 1.20 et 1.22 nous permettent alors de remarquer que A = LU =
LL! avec L = L\/D, oi D est la matrice diagonale extraite de U, et \/'D désigne la matrice dont les coefficients
sont les racines carrées des coefficients de D (qui sont tous positifs). Voir a ce sujet [’exercice 33 page 48.

La décomposition LU permet de caractériser les matrices symétriques définies positives.

Proposition 1.24 (Caractérisation des matrices symétriques définies positives par la décomposition LU). Soit A
une matrice symétrique admettant une décomposition LU sans permutation, c’est-a-dire qu’on suppose qu’il existe
L triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous égaux a 1, et U triangulaire supérieure telle que A = LU.
Alors A est symérique définie positive si et seulement si tous les pivots (c’est-a-dire les coefficients diagonaux de
la matrice U) sont strictement positifs.

DEMONSTRATION —  Soit A une matrice symétrique admettant une décomposition LU sans permutation. Si A est symé-
trique définie positive, le théoreme 1.22 de décomposition de Choleski donne immédiatement le résultat.
Montrons maintenant la réciproque : supposons que A = LU avec tous les pivots strictement positifs. On a donc A = LU,
et U est inversible car ¢’est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont strictement positifs.
Donc A est aussi inversible, et la décomposition LU est donc unique, par le théoréme 1.20 de décomposition LU d’une
matrice inversible. On a donc A = LU = LDL? ot D est la matrice diagonale dont la diagonale est celle de U, et L est
la matrice triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous égaux a 1 définie par L! = D~U. On a donc aussi par
symétrie de A

A'=LDL'=A=LU
et par unicité de la décomposition LU, on en déduit que L = L et DL* = U, ce qui entraine que A = LDL' = CC*
avec C = L+/D. On a donc pour tout € IR", Az - & = CC%'z - & = ||Cx||® et donc que A est symétrique définie
positive. (]
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Attention : la proposition précédente est fausse si la décomposition est avec permutation, méditer pour s’en

convaincre I’exemple A = {(1) (1)] , voir aussi exercice 35.

Remarque 1.25 (Pivot partiel et Choleski). Considérons une matrice A symétrique définie positive. On a vu dans
le théoréme qu’on n’a pas besoin de permutation pour obtenir la décomposition LL' d’une matrice symétrique
définie positive. Par contre, on utilise malgré tout la technique de pivot partiel pour minimiser les erreurs d’arrondi.
On peut illustrer cette raison par ’exemple suivant :

~10™" 1
=

A titre d’illustration, pour n = 12 en FORTRAN (double précision), on obtient la bonne solution, c.d.d. (-1,1),
avec le programme gausslupivot donné plus haut, alors que le programme sans pivot gauss1u donne comme
solution (0,1).

Calcul du coiit de 1a méthode de Choleski

Calcul du coiit de calcul de la matrice L. Dans le procédé de calcul de L exposé ci-dessus, le nombre d’opé-
rations pour calculer la premiere colonne est n. Calculons, pour p = 0,...,n — 1, le nombre d’opérations pour
calculer la (p + 1)-ieéme colonne : pour la colonne (p + 1), le nombre d’opérations par ligne est 2p + 1, car le
calcul de £,11 41 par la formule (1.38) nécessite p multiplications, p soustractions et une extraction de racine,
soit 2p + 1 opérations; le calcul de ¢; ;1 par la formule (1.39) nécessite p multiplications, p soustractions et une
division, soit encore 2p + 1 opérations. Comme les calculs se font des lignes p+ 1 a n (car ¢; ,,41 = 0 pour ¢ < p),
le nombre d’opérations pour calculer la (p+ 1)-ieéme colonne est donc (2p+1)(n— p). On en déduit que le nombre
d’opérations N, nécessaires au calcul de L est :

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
N = Z(2p+1)(n—p) :2an—2Zp2+n21— Zp
p=0 p=0 p=0 p=0 p=0
nin —1) =
_ - 2 2
=(@2n—1)—=—F—=+n -2 p”.
p=0
n—1
(On rappelle que 2 Z p =n(n — 1).) I reste a calculer C,, = ZZ:O p?, en remarquant par exemple que
p=0
DA+p)? =D 14437 +3p=> 1+ p°+3> p*+3> p
p=0 p=0 p=0 p=0 p=0 p=0
n+1 n

=Y =Y PP +mn+1)?
p=1 p=0

On a donc 3C,, + 3@ +n+1=(n+1)3 d ol on déduit que

nin+1)(2n + 1)

Cn =
6
On a donc : 1
NL = (27’L — l)n(n2_ ) - 2011—1 + 7’L2
2n? +3n+1 n® n? n 3 9
= = — B —_ = — O
( 6 ) g3t o)
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Coiit de la résolution d’un systéme linéaire par la méthode LL!. Nous pouvons maintenant calculer le cofit
(en termes de nombre d’opérations élémentaires) nécessaire a la résolution de (1.1) par la méthode de Choleski
pour A € M, (IR) symétrique définie positive. On a besoin de N, opérations pour le calcul de L, auquel il faut
rajouter le nombre d’opérations nécessaires pour les étapes de descente et remontée. Le calcul de y solution de
Ly = b s’effectue en résolvant le systeme :

O 0 Y1 by

Pour la ligne 1, le calcul y; = s’effectue en une opération.

51 1
Pour les lignes p = 2 an, le calcul y, = (bp - Zf;ll Ei,pyi) [ty p 8 effectue en (p— 1) (multiplications) +(p — 2)
(additions) +1 soustraction +1 (division) = 2p — 1 opérations. Le calcul de y (descente) s’effectue donc en
N, = ZZ 1(2p — 1) = n(n+1) — n = n? On peut calculer de maniére similaire le nombre d’opérations
nécessaires pour 1’étape de remontée Ny = n?. Le nombre total d’operatlons pour calculer x solution de (1.1) par

la méthode de Choleski est No = Ny, + N1+ Ngy = + + 5+ on?=1n + + . L’étape la plus cotteuse
est donc la factorisation de A.

Remarque 1.26 (Décomposition LDL?). Dans les programmes informatiques, on préfére implanter la vartante
smvante de la décomposition de Choleski : A = LDLY oit D est la matrice diagonale définie par d; ; = El o Lii =

LD, on D est la matrice diagonale définie par d; ; = {, ;. Cette décomposition a I’avantage de ne pas faire

"

intervenir le calcul de racines carrées, qui est une opération plus compliquée que les opérations “élémentaires

(%, +, —).

1.3.4 Quelques propriétés
Comparaison Gauss/Choleski

Soit A € M,,(IR) inversible, la résolution de (1.1) par la méthode de Gauss demande 213 /3 + 0(n?) opérations
(exercice). Dans le cas d’une matrice symétrique définie positive, la méthode de Choleski est donc environ deux
fois moins chere.

Et la méthode de Cramer ?

Soit A € M,,(IR) inversible. On rappelle que la méthode de Cramer pour la résolution de (1.1) consiste a calculer
les composantes de z par les formules :

T, = det(A),Z— yeeey N,

ol A; est la matrice carrée d’ordre n obtenue a partir de A en remplacant la i-éme colonne de A par le vecteur b,
et det(A) désigne le déterminant de A.

Le calcul du déterminant d’une matrice carrée d’ordre n en utilisant les formules “usuelles” (c’est-a-dire en dé-
veloppant par rapport a une ligne ou une colonne) nécessite au moins n! opérations (voir cours L.1-L2, ou livres
d’algebre linéaire proposés en avant-propos). Par exemple, pour n = 10, la méthode de Gauss nécessite environ
700 opérations, la méthode de Choleski environ 350 et la méthode de Cramer (avec les formules usuelles de calcul
du déterminant) plus de 4 000 000.. .. Cette derniere méthode est donc a proscrire.
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Conservation du profil de A

Dans de nombreuses applications, par exemple lors de la résolution de systémes linéaires issus de la discrétisation ¢
de problemes réels, la matrice A € M,,(IR) est “creuse”, au sens ot un grand nombre de ses coefficients sont nuls.
11 est intéressant dans ce cas pour des raisons d’économie de mémoire de connaitre le “profil” de la matrice, donné
dans le cas ol la matrice est symétrique, par les indices j; = min{j € {1,...,n} tels que a; ; # 0}. Le profil de
la matrice est donc déterminé par les diagonales contenant des coefficients non nuls qui sont les plus éloignées de
la diagonale principale. Dans le cas d’une matrice creuse, il est avantageux de faire un stockage “profil” de A, en
stockant, pour chaque ligne 7 la valeur de j; et des coefficients a; i, pour k = 7 — j;,...,%, ce qui peut permettre
un large gain de place mémoire.

Une propriété intéressante de la méthode de Choleski est de conserver le profil. On peut montrer (en reprenant les
calculs effectués dans la deuxiéme partie de la démonstration du théoréme 1.22) que ¢; ; = 0si j < j;. Donc si on
a adopté un stockage “profil” de A, on peut utiliser le méme stockage pour L.

Matrices non symétriques

Soit A € M, (IR) inversible. On ne suppose plus ici que A est symétrique. On cherche a calculer x € IR"
solution de (1.1) par la méthode de Choleski. Ceci est possible en remarquant que : Az = b < A*Azx = Atb car
det(A) = det(A") # 0. Il ne reste alors plus qu’a vérifier que A’ A est symétrique définie positive. Remarquons
d’abord que pour toute matrice A € M, (IR), la matrice AA® est symétrique. Pour cela on utilise le fait que
si B € M,(IR), alors B est symétrique si et seulement si Bx -y = x - By et Bx -y = z - By pour tout
(x,y) € (IR™)2. En prenant B = A'A, on en déduit que A’ A est symétrique. De plus, comme A est inversible,
AtAx -2 = Az - Az = |Ax|? > 0si z # 0. La matrice A’ A est donc bien symétrique définie positive.

La méthode de Choleski dans le cas d’une matrice non symétrique consiste donc a calculer A*A et A'b, puis a
résoudre le systeme linéaire A’ A - x = A'Db par la méthode de Choleski “symétrique”.

Cette maniere de faire est plutot moins efficace que la décomposition LU puisque le cofit de la décomposition LU
est de 2n3 /3 alors que la méthode de Choleski dans le cas d’une matrice non symétrique nécessite au moins 4n°/3
opérations (voir exercice 27).

Systemes linéaires non carrés

On considere ici des matrices qui ne sont plus carrées. On désigne par Mz, (IR ) I’ensemble des matrices réelles
a M lignes et n colonnes. Pour A € My ,(IR), M >netb € R™, on cherche x € R" tel que

Az =b. (1.40)

Ce systeme contient plus d’équations que d’inconnues et n’admet donc en général pas de solution. On cherche
x € R"™ qui vérifie le syteme (1.40) “au mieux”. On introduit pour cela une fonction f définie de IR™ dans IR par :

f(x) = |A$ - b|2a

ol |z| = /x - = désigne la norme euclidienne sur IR". La fonction f ainsi définie est évidemment positive, et s’il
existe x qui annule f, alors x est solution du systeéme (1.40). Comme on I’a dit, un tel = n’existe pas forcément,
et on cherche alors un vecteur = qui vérifie (1.40) “au mieux”, au sens ou f(x) soit le plus proche de 0. On
cherche donc x € IR™ satisfaisant (1.40) en minimisant f, c.2.d. en cherchant z € IR"™ solution du probleme
d’optimisation :

f(x) < fly) Yy e R" (1.41)

On peut réécrire f sous la forme : f(z) = A*Ax -2 — 2b- Az + b - b. On montrera au chapitre III que s’il existe
une solution au probleme (1.41), elle est donnée par la résolution du systeme linéaire suivant :

AAtz = A'h € R", (1.42)

6. On appelle discrétisation le fait de se ramener d’un probleme ou 1’inconnue est une fonction en un probleme ayant un nombre fini
d’inconnues scalaires.

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 44 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 11 novembre 2018



1.3. LES METHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

qu’on appelle équations normales du probleme de minimisation. La résolution approchée du probleme (1.40) par
cette procédure est appelée méthode des moindres carrés . La matrice A A? étant symétrique, on peut alors employer
la méthode de Choleski pour la résolution du systeme (1.42).

1.3.5 Exercices (méthodes directes)

Exercice 19 (Vrai ou faux ?). Corrigé en page 50

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. La matrice [2 1] admet une décomposition de Choleski.

11
1 -2 0
2. Lamatrice B= |1 —1 0] estsymétrique définie positive.
0 0 3

3. La matrice B ci-dessus admet une décomposition LU.

4. La matrice E 31} s’écrit C*C.

5. La matrice A = E é} admet une décomposition de Choleski A = C*C avec C = {1 1} .

0o -2
6. Soit A — (1) 0 (a) La matrice AA? admet une décomposition de Choleski.
’ o 11 (b) La matrice A* A admet une décomposition de Choleski.
Exercice 20 (Elimination de Gauss). On cherche la solution du systéme linéaire Az = b avec
1 0 6 2 6

8 0 -2 =2 -2
A=l2 9 1 3 |°b=]| g
2 1 =3 10 —4

1. Pourquoi la méthode de Gauss sans permutation ne fonctionne pas pour résoudre ce systeme linéaire ?
2. Donner une permutation de lignes de A permettant d’utiliser ensuite la méthode de Gauss.
3. Donner la solution de ce systeme linéaire. (NB : La solution prend ses valeurs dans Z . ..)

Exercice 21 (LU).  Corrigé en page 50

1 0 0 1
‘ . . 0 2 01
1. Donner la décomposition LU de la matrice A = 00 1 1l
12 10
1 00
2. Montrer que la matrice A = [0 0 1| vérifie PA = LU avec P une matrice de permutation, L triangu-
0 1 0
laire inférieure et U triangulaire supérieure a déterminer.
210
3. Calculer la décomposition LU de la matrice |1 2 1
0 1 2

Exercice 22 (Décomposition LU et mineurs principaux).

Soit n > 1. On considere la matrice A de M,,(IR) dont les coefficients sont :
—1sii> g,
lsit=j,

1sij=n,

0 sinon.

Qi5 =
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1. Montrer que detA = 2"~1, [On pourra par exemple raisonner par récurrence et remarquer que det A = det B
ol B est obtenue en ajoutant, pour tout i € {2,...,n}, la premiére ligne de A a la i-ieme ligne de A, ce qui
correspond a la premiere étape de 1’algorithme de décomposition LU .]

2. Montrer que A admet une décomposition LU sans permutation et calculer les coefficients diagonaux de la
matrice U.

Exercice 23 (Existence de la décomposition LU a une permutation pres). Suggestions en page 49, corrigé en page
51
L’objet de cet exercice est de démontrer par récurrence le résultat suivant (voir aussi théoréeme 1.20) :

Lemme 1.27 (Décomposition LU d’une matrice inversible par technique du pivot partiel). Soitn € IN, A €
M, (IR) une matrice inversible ; il existe une matrice de permutation P € M, (IR) an sens de la définition 1.1,
une matrice L € M, (IR ) triangulaire inférieure inversible et une matrice triangulaire supérieure U € M,,(IR) de
coefficients diagonaux tous égaux a 1, telles que ’on ait la relation PA = LU (décomposition LU de la matrice
PA).

Pour cela, nous allons démontrer par récurrence la propriété suivante : pour tout k& € {1,...,n}, il existe une
matrice de permutation P(*) € M, (IR), une matrice L, € My(IR) triangulaire inférieure inversible et une
matrice triangulaire supérieure Uy, € M (IR) de coefficients diagonaux tous égaux a 1, telles que la matrice
AR = P A vérifie A,(Ck) = LUy, en notant A,(ck) € My (IR) la matrice définie par (A,(Ck))m = al(-’kj) pour
i=1,...,ketj=1,...,k

1. Montrer que I’hypothése de récurrence est vrai au rang k = 1.

On suppose maintenant que la propriété de récurrence est vérifiée au rang k € {1,...,n — 1}, et on va prouver
qu’elle est encore vraie au rang k + 1.
2. Montrer que la matrice A®*) = P(*) 4 peut s’écrire sous la forme par blocs suivante :
L Okx(n—k) Uk Vv
AR — , (1.43)
C D On—kyxk  Idn—
ou 0,4 désigne la matrice nulle de dimension p x ¢, V. € My p—p(IR) et C € M,_;x(IR) et D €

Mnfkr,nfk(m)-
On appelle ¢; (D), ¢1(V), ¢1(E) et ¢1(G) les premiéres colonnes respectives des matrices D, V, E et G.
3. Montrer que ¢; (D) # 0, —g)x1-

Soit i* € {k+1,...,n} t.q. |di- 1| = max {|d;1|,1 € {k+1,...,n}}. On pose Pk+1) = p("=hktl) plk)
A+1) — p(iterk+1) g(k) — P(k+1)A’ et

Ly, Orx1 Ui (V) (ki) Aék) c1(E)
Lk-‘rl = ) Uk+1 = ) Ak+1 = )
‘ei* (C) di*,l O1><k 1 ZZ—* (F) gi*.1

(1.44)

ou £;« (C) (resp. ;< (F')) désigne la i*-eme ligne de la matrice C (resp. F).
4. Montrer que les matrices P+, L, .1 et Uy, vérifient I’hypothése de récurrence par construction, et
conclure la démonstration du lemme 1.27.

Exercice 24 (Conservation du profil). On considere des matrices A et B € M4 (IR ) de la forme suivante, ol x en
position (z, j) de la matrice signifie que le coefficient a; ; est non nul et 0 en position (7, j) de la matrice signifie
que a; ; = 0)

X X X X x x x 0
x x x 0 x x 0 x
A= 0 x x 0 et B = 0 x x x
0 0 x x 0 x x x

Pour chacune de ces matrices, quels sont les coefficients nuls (notés 0 dans les matrices) qui resteront nécessaire-
ment nuls dans les matrices L et U de la factorisation LU sans permutation (si elle existe) ?
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Exercice 25 (Une méthode directe particuliere). Soitn > 1, A € M, (R), B € IR" (on rappelle que IR"™ est
identifié a M,, 1(IR)), C € My, et D € R. On note A la matrice appartenant a M,, 1 (IR) définie (par blocs)
par :

A B

=[e 5
On suppose que la matrice A est inversible.
On note x g le vecteur de R" tel que Axp = B.
1. Montrer que A est inversible si et seulement si D — Cz # 0.

2. On suppose maintenant que A est inversible. Soit b € IR"™ et ¢ € IR. On note x; le vecteur de IR tel
c— Cuay

que Az, = b. Montrer que la solution de Az = b est donnée par z = Y avec 2 = —— 70 ¢
c z D—Czxp

Yy==xTp — 2ZTRB.
Exercice 26 (Matrices définies positives et décomposition LU). On rappelle que les mineurs principaux d’une
matrice A € M,,(IR), sont les déterminants A, des matrices A, = A(1 : p, 1 : p) extraites de la matrice A.
1. Montrer qu’une matrice symétrique définie positive a tous ses mineurs pricipaux strictement positifs.
2. En déduire que toute matrice symétrique définie positive admet une décomposition LU .

Exercice 27 (Sur la méthode LLY). Corrigé détaillé en page 51.
Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive et pleine. On cherche a résoudre le systeme

A2z =0,
On propose deux méthodes de résolution de ce systéme :
1. Calculer A2, effectuer la décomposition LL* de A2, résoudre le systtme LL!z = b.
2. Calculer la décomposition LL? de A, résoudre les systemes LL'y = bet LL'z = y.
Calculer le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour chacune des deux méthodes et comparer.

Exercice 28 (Décomposition LU d’une matrice a parametres). Corrigé en page 52.
Soient a, b, c et d des nombres réels. On considere la matrice suivante :

A:

Q2 2 2
oo R
QO 0 oQ
QO T

Appliquer I’algorithme d’élimination de Gauss & A pour obtenir sa décomposition LU (si elle existe).
Donner les conditions sur a, b, ¢ et d pour que la matrice A soit inversible.

Exercice 29 (Echelonnement et factorisation LU et LDU). Corrigé en page 53.
Echelonner les matrices suivantes (c.a.d. appliquer 1’algorithme de Gauss), et lorsqu’elle existe, donner leur dé-
composition LU et LDU

2 -1 4 0 1 2. 1. 2.
4 -1 5 1 -1. —-1. 0. -2
A= -2 2 =2 3| B= 1 2. 2. 3.
0 3 -9 4 -1. -1. 1. 0.

Exercice 30 (Décomposition de Choleski d’une matrice particuliere).
Soit n € IN \ {0}. On considere la matrice A,, carrée d’ordre n dont les coefficients sont donnés par (A,); ; :
min(i, 7), et qui s’écrit donc :

1 1 --- 1
1 2 ... 2
A, =
Do n—1 n—1
1 2 n—1 n
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1. Ecrire et échelonner les matrices Ay et As. Montrer que Ay et A sont des matrices symétriques définies
positives et donner leur décomposition de Choleski.

2. En déduire la décomposition de Choleski de la matrice A,,.

1 2 1
Exercice 31 (LU et Choleski sur un exemple). Soit M = (2 8 10
1 10 18

1. Calculer les mineurs principaux de M. En déduire que M admet des décompositions LU et de Choleski.
2. Donner la décomposition LU de M.
3. Donner la décomposition de Choleski de M.

Exercice 32 (Matrices non inversibles et décomposition LU).
1. Matrices 2 x 2

(a) Soit A = [an a1z] On suppose que a1 # 0.
az a

i. Echelonner la matrice A et en déduire qu’il existe une matrice L triangulaire inférieure dont les
coefficients diagonaux sont égaux a 1, et une matrice U triangulaire supérieure telles que A = LU.

ii. Montrer que L et U sont uniques.
iii. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de A pour que la matrice U soit
inversible.

. 0 1 L . .
(b) On pose maintenant A = [0 J . Trouver deux matrices L et Lo distinctes, toutes deux triangulaires

inférieures et dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1, et des matrices Uy et Uy triangulaires
supérieures avec A = L1U; = LyUs.
2. Matrices 3 x 3

1. 2. 3.
(a) Echelonner la matrice A = | 5. 7. 9. | .eten déduire que la matrice A peut se décomposer en
12. 15. 18.

A = LU ou L est une matrice triangulaire inférieure dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1, et
U est une matrice triangulaire supérieure.

a12

(b) Soit A = [a21 a2z ao3|.Montrer que si a;; # 0 et que la matrice a
22

a1 aiz2 ais
{ 21
azp asz ass

] est inversible, alors

il existe un unique couple de matrices (E, U ) tel que A = LU, ou L est triangulaire inférieure dont les
coefficients diagonaux sont égaux a 1, et une matrice U triangulaire supérieure.
3. Matrices n X n.

(a) Généraliser le résultat de la question précédente a une matrice de dimension n : donner le résultat
espéré sous forme de théoreme et le démontrer.

(b) Soit maintenant A une matrice de dimensions n x n. . Montrer qu’il existe une matrice de permutation
P et des matrices L triangulaire inférieure et de coefficients diagonaux égaux a 1, et U triangulaire
supérieure, telles que PA = LU. (On pourra commencer par le cas ou est de rang égal an — 1.)

Exercice 33 (Décomposition LL? “pratique” ). Corrigé en page 54.

1. Soit A une matrice symétrique définie positive. Montrer que la décomposition de Choleski LL* de la matrice A
est obtenue 2 partir de sa décomposition LU en posant L = L\/D ol D est la matrice diagonale extraite de U.
(Voir remarque 1.23.)

2 -1 0 0
-1 2 -1 0

0o -1 2 -1

0o o0 -1 2

En déduire la décomposition L L! de la matrice particuliere A =
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2. Que deviennent les coefficients nuls dans la décomposition LL! ci-dessus ? Quelle est la propriété vue en cours
qui est ainsi vérifiée ?

Exercice 34 (Factorisation de Choleski sur un exemple). Calculer la factorisation de Choleski de la matrice
suivante :

4 4 2 0
4 5 0 0
A_2061
0 0 1 2

Exercice 35 (Décomposition LDL? et LL). Corrigé en page 56

1. Soit A = E (1)] . Calculer la décomposition LD L? de A. Existe-t-il une décomposition LL! de A ?

2. Montrer que toute matrice de M,, (IR ) symétrique définie positive admet une décomposition LD L.

3. EcrireI’algorithme de décomposition LD L. La matrice A = [? (1)] admet-elle une décomposition LD L! ?

Exercice 36 (Décomposition LL! d’une matrice tridiagonale symétrique). Soit A € M,,(IR) symétrique définie
positive et tridiagonale (i.e. a; ; = 0sii — 7 > 1).

1. Montrer que A admet une décomposition LL?, ot L est de la forme

a1 0 0
52 (65) 0 0
L=|0 " . ... 0
0 0 ﬁn o,

2. Donner un algorithme de calcul des coefficients «; et §;, en fonction des coefficients a; 5, et calculer le
nombre d’opérations élementaires nécessaires dans ce cas.

3. En déduire la décomposition LL* de la matrice :

1 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
o -1 2 -1 0
0 o -1 2 -1
0 0 0 -1 2

A:

4. L’inverse d’une matrice inversible tridiagonale est elle tridiagonale ?

Exercice 37 (Choleski pour matrice bande). Suggestions en page 50, corrigé en page 58
Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique définie positive.

1. On suppose ici que A est tridiagonale. Estimer le nombre d’opérations de la factorisation LL? dans ce cas.
2. Méme question si A est une matrice bande (c’est-a-dire p diagonales non nulles).

3. En déduire une estimation du nombre d’opérations nécessaires pour la discrétisation de I’équation —u”" = f
vue page 11. Méme question pour la discrétisation de 1’équation —Awu = f présentée page 13.

1.3.6 Suggestions
Exercice 23 page 46 (Existence de la décomposition LU a une permutation pres)

2. Ecrire A®) = P() 4 sous une forme par blocs.

3. Procéder par contradiction.
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Exercice 37 page 49

2. Soit g le nombre de sur- ou sous-diagonales (p = 2¢ + 1). Compter le nombre ¢, d’opérations nécessaires
pour le calcul des colonnes 1 a ¢ et n — g + 1 a n, puis le nombre d,, d’opérations nécessaires pour le calcul des
colonnes n = ¢ + 1 n — q. En déduire I’estimation sur le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul de toutes
les colonnes, Z,(n), par :

n—q
2¢q < Zp(n)2¢q + Z Cn-
n=q+1

1.3.7 Corrigés
Exercice 19 page 45 (Vrai ou faux ?)

1. La matrice A est symétrique, sa trace est égale a 3 et son déterminant a 1, donc elle est s.d.p. et donc elle
admet une décomposition de Choleski.
Autre argument, ses deux mineurs principaux sont strictement positifs.
Autre argument, A admet une décomposition LU avec 2 pivots strictement positifs

2. La matrice B n’est pas symétrique.
3. L’élimination de Gauss donne A = LU avec

0
L= 0] etU =
1

O = =
o = O
o O =

La matrice B ci-dessus admet une décomposition LU.

4. Non car elle n’est pas symétrique.

1 5
décomposition de Choleski fait apparaitre des termes positifs sur la diagonale. Elle s’écrit

=baflool

(a) FAUX. La matrice est d’ordre 3, mais de rang au plus 2, donc elle n’est pas inversible.

5. La matrice A = F 1} admet une décomposition de Choleski A = C!'C avec C = 0 -9

-1 _1} . Non la

(b) VRAL A'A = E ;] qui est symétrique définie positive (trace et déterminants strictement positifs, par

exemple).

Exercice 21 page 45 (Décomposition LU)

1. L’échelonnement donne

100 0 100 1
01 0. 0. 020 1
L=1o 0 1 0|%U=10 01 1
11 1 1. 000 -3

2. La matrice A est une matrice de permutation (des lignes 2 et 3). Doncona P = Aet PA =1d = LU avec
L=U=1Id
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210
3. Calculer la décomposition LU de la matrice |1 2 1| L’échelonnement donne
0 1 2
1 0 0 2 10
L=|3 1 0letU=0 2 1
0 21 0 0 3

Exercice 23 page 46 (Existence de la décomposition LU a une permutation pres)

1. Vérifions la propriété de récurrence au rang k = 1. Soit i* € {1,...,n} tq. |a;=1| = max{|a;1],1 €
{1,...,n}} (noter que ce max est forcément non nul car la matrice est inversible). Soit P() = P (voir
Définition 1.1). On a alors A" = [a;- 1], L, = A et Uy = [1].

2. 1l suffit d’écrire la décomposition par blocs de A®*)

AP B
IO ’
F G

avec Aék) e My(R), E € My - (R), FF € My,—ix(IR) et G € M, _j n—r (IR ). Par hypothese de récurrence,

ona Aék) = LUy. De plus Ly, et Uy, sont inversibles, et il existe donc une unique matrice V€ My, ,,— (IR ) (resp.

C € My—i 1 (IR)) telle que LV = E (resp CUy, = F). En posant D = G — C'V, on obtient I’égalité (1.43).

3. Eneffet, si ¢1(D) = 0(p—p)x1, alors ¢1(G) = Cey (V) = FU ey (V) et en méme temps ¢1(E) = Ley (V) =

A,(Ck)U ~1¢; (V). On obtient alors que la colonne k + 1 de la matrice A*), composée des deux vecteurs ¢; (E)
et ¢1(G), est obtenue par la combinaison linéaire avec les coefficients U ~tc; (V') des k premicres colonnes de la

matrice A®), constituées des matrices Agf) et F. C’est impossible, puisque la matrice A est le produit des deux
matrices inversibles P(*) et A.

4. On a bien
1. Lyv. 1 = c1(E),
2. 4 (C)Uy = £:-(F),
3. £+ (C)er (V) + dix 1 = gin 1.

La conclusion du lemme est alors obtenue pour k = n.

Exercice 27 page 47 (Sur la méthode LL")
Calculons le nombre d’opérations élémentaires nécessaires pour chacune des méthodes :

1. Le calcul de chaque coefficient nécessite n multiplications et n — 1 additions, et la matrice comporte n?
coefficients. Comme la matrice est symétrique, seuls n(n + 1) /2 coefficients doivent étre calculés. Le calcul

(2n—1)n(n+1)
2

de A? nécessite nécessite donc opérations élémentaires.

Lot 14 . . . , . 3 2
Le nombre d’opérations élémentaires pour effectuer la décomposition LL! de A% nécessite =+ 5+
(cours).

|3

La résolution du systéme A%z = b nécessite 2n? opérations (n? pour la descente, n? pour la remontée, voir
cours).

Le nombre total d’opérations pour le calcul de la solution du systéme A2z = b par la premiére méthode est
_ 3 2 3 .
donc Zn=ln(ntl) oo 34— 2 4 O(n?) opérations.
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2. La décomposition LL* de A nécessite %~ + - + 2, et la résolution des systémes LL'y = bet LL'z = y
nécessite 4n? opérations. Le nombre total d’opérations pour le calcul de la solution du systéme A%z = b par
la deuxieéme méthode est donc %3 + % +§= %3 + O(n?) opérations.

Pour les valeurs de n assez grandes, il est donc avantageux de choisir la deuxieme méthode.

Exercice 28 page 47 (Décomposition LU d’une matrice a parametres)

Appliquons I’algorithme de Gauss ; la premiere étape de 1’élimination consiste a retrancher la premiere ligne a
toutes les autres, c.a.d. a multiplier A a gauche par F1, avec

1 0 0 O
-1 1 0 O
Er=1_101 0
-1 0 0 1
On obtient :
a a a a

0 b—a b—a b—a
0 b—a c—a c—a
0 b—a c—a d—a

E A=

La deuxiéme étape consiste & multiplier A a gauche par Fs, avec

1 0 0 O
0 1 0 0
Eo=1y 2110
0 -1 0 1
On obtient :
a a a a
By By A 0 b—a b—a b—a

0 0 c—b c—b
0 0 c—b d—-b»

Enfin, la troisieme étape consiste a multiplier A a gauche par F5, avec

1 0 0 0
0 1 0 0
Es=1090 10
0 0 -1 1
On obtient :
a a a a
0 b—a b—a b—a
EsE2EXA =10 " oy b
0 0 0 d—c

On A = LU avec L = (E3ExEy)™! = (BE1)7Y(E2) 1 (E3)~!; les matrices (E1) ™!, (Eo)~! et (E3)~! sont
faciles a calculer : la multiplication & gauche par (E1) ™! consiste a ajouter la premiere ligne a toutes les suivantes ;
on calcule de la méme fagon (E2)~! et (E3)~t. On obtient (sans calculs!) :

1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 O
L1100 L o100 L o100
1 0 0 1 01 0 1 0 0 1 1
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1 0 0 O a a a a

1 1 0 O 0 b—a b—a b—a
etdonc L = 111 0 etU = 0 0 c—b c—b

1 1 1 1 0 0 0 d—c

La matrice L est inversible car produit de matrices élémentaires, et la matrice A est donc inversible si et seulement
si la matrice U I’est. Or U est une matrice triangulaire qui est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux
sont non nuls, c.a.d. a # 0,b # cetc # d.

Exercice 29 page 47 (Echelonnement et factorisation LU et LDU)

Pour la premiére matrice, on donne le détail de I’élimination de Gauss sur cette matrice, et on montre ainsi qu’on
peut stocker les multiplicateurs qu’on utilise au fur et a mesure dans la matrice L pour chaque étape k.
Etapek =1

2 1 4 0 2 -1 4 0
4 -1 5 1 — 1 -3 1
— AQQ) AoAg—2) — A(2)
A=4 9 9 o glRSENA 0 1 2 3l =4
0 3 -9 4 0 3 -9 4

ol \; = A; — a; veut dire qu’on a soustrait « fois la ligne j a la ligne 7. On a donc, sous forme matricielle,

1 0 0 0
@ — )40 m_|=2 100
A EYYAY avec B 101 0
00 0 1
1.0 0 O 1 0 0 0
21 0 O 2 1 0 0
— A — (p(WY—-1 4(2) (My-1 = =
Notons que A = A (Bt AB) avec (EW) 101 0 etdonc L L x 1 0
10 0 0 1 x x x 1
Etape k = 2 )
2 -1 4 0 2 -1 4 0 1 0 0 0
0 1 -3 1 - 0 1 -3 1 0 1 0 O
(2) = AzA3—\ = AB) = () 42 (2) =
A 001 2 3| aNNlo o 5 o AT SETATaveck 0 -1 10
0O 3 -9 4 0 0 0 1] 0 -3 0 1
1 0 0 O 1 0 0 O
01 0 O 2 1 00
(2) = (E(2)~143) (2)-1 = =
Notons que A (BN~ AB) avec (E)) 01 1 ol¢ donc L 111 ol
0 3 0 1 0 3 0 1

Et la vie est belle... car A®) est déja triangulaire supérieure, avec tous les coefficients diagonaux non nuls (ce qui
prouve A est inversible). On n’a donc pas besoin d’étape 4 :

2 -1 4 0
@m0 1 =31
Uv=4 0 0 5 2

0 0 0 1

On a également U = A®) = B B A, soit encore A = (EM)~Y(E®)~1U = LU avec

1 00 0

- _ 2 10 0
L=ETENT =15 1 1
0 3 0 1
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On peut vérifier par le calcul qu’on a bien A = LU. Une fois que le mécanisme d’élimination est bien compris, il
est inutile de calculer les matrices £(*) : on peut directement stocker les multiplicateurs de I’élimination de Gauss
dans la matrice L.

Pour la seconde matrice, I’élimination donne :

1. 0.

-1. 1.

L= 1. 0.
1.

—1.

o o
—e e e
— — O

ceer
eemN
O~ = =

Exercice 33 page 48 (Décomposition L L' “pratique” )

1. Ecrivons I’élimination de Gauss sur cette matrice, en stockant les multiplicateurs qu’on utilise au fur et a mesure
dans la matrice E*) pour chaque étape k.

Etapek =1
2 -1 4 0 2 -1 4 0
R TCON Bt S I VRS vl SV L A IC)
A=AT=1_9 o g gl 1 2 3| =4
0 3 -9 4 0 3 -9 4
ol \; <= \; — a)j veut dire qu’on a soustrait « fois la ligne j a la ligne . On a donc, sous forme matricielle,
1 0 0 O
(2 _ g1 40 w_|=2 100
A = B AW avec B\ = 1 01 0
0O 0 0 1
(1 0 0 O
(1) — (E(1))~-14() wy-1-12 100
Notons que A = AW = (EW)~1A®) avec (FWM)~1 = 101 0
0 00 1
Etape k = 2 -
2 -1 4 0 2 -1 4 0 1 0 0 0
0 1 -3 1 -~ 0 1 -3 1 . 0O 1 0 0
(2) — AzAz—A = ABG) = 52 42) (2 =
A 0 1 2 3| |o o 5 o =AYV ETATavecE 0 -1 1 0
0O 3 -9 4 0 O 0 1] 0 -3 0 1
1 0 0 O
Notons que A2 = (E())~1AG) avec (E(?))~1 = (O) 1 (1) 8 )
0 3 0 1

Et la vie est belle... car A®) est déja triangulaire supérieure, avec tous les coefficients diagonaux non nuls (ce qui
prouve A est inversible). On n’a donc pas besoin d’étape 4 :

2 -1 4 0
w01 =31
Uv=4 0 O 5 2
0 0 0 1
On a également U = A®) = E@) B A, soit encore A = (EM)~1(E®)~1U = LU avec
1 0 0 O
—(EW-1g@y-1_ |2 1 00
0 3 0 1
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2. Si A est une matrice symétrique définie positive, on sait par le théoreme 1.20 et la remarque 1.23 qu’il existe une
unique décomposition LU : A = LU. Le théoreéme 1.22 nous donne I’existence (et I’unicité) de la décomposition
A = LL*. Soit D la matrice diagonale extraite de L, qui est strictement positive par construction de L; on pose

L=LD ' Onadonc A= LDDL' = LU, avec U = D?L*. La matrice D = D? est donc la diagonale de la
matrice U. Par unicité de la décomposition LU, on a L= L, U=UetD= D, et donc L= L\/_

2 -1 0 o0
-1 2 -1 0
o -1 2 -1
0o 0 -1 2
ment symétrique. Soit z = (a, b, ¢, d) € IR*. Calculons Az - x :

Montrons maintenant que A = est s.d.p (symétrique définite positive). Elle est évidem-

2a — b a
_|—a+2b—-c b
ATns= —b4+2c—d c
—c+2d d

Donc Az -x = 2a? —ab—ab+2b% —bc—be+2¢2 — cd— cd+2d? = a®> + (a—b)% + (b—¢)? + (c—d)? +d% > 0.
De plus Az -x =0ssia=b=c=d=0.Donc A est sdp.

On peut soit appliquer ici 1’algorithme de construction de la matrice donné dans la partie unicité de la preuve
du théoreme 1.22 d’existence et d’unicité de la décomposition de Choleski, soit procéder comme en 1, calculer la
décomposition LU habituelle, puis calculer la décomposition de A = LU, écrire A = LIt avec I = L\/ﬁ, ou
v/Det D la matrice diagonale extraite de U/, comme décrit plus haut. Nous allons procéder selon le deuxiéme choix,
qui est un peu plus rapide a écrire. (on utilise ici la notation L parce que les matrices L dans les décompositions
LU et LL! ne sont pas les mémes...)

Etapek =1
2 -1 0 0 2 -1 0 0
-1 2 -1 0 0 2 -1 0
A=a0 = S1oa q|menn|g B ] =AY
0 0 -1 2 0 0 -1 2
Etape k = 2
2 —1 0 0] 2 -1 0 0]
0 3 -1 0 0 2 -1 0
A = 0 -1 2 -1 W—Q%A? 0 (2) = =A%
3
0o 0 -1 2| 0 0 -1 2|
Etape k = 3
2 -1 0 0] 2 -1 0 0]
0 2 -1 0 0 2 -1 0
A¥=1y 3§ TR e Il M i =AY
0o 0 -1 2| 0o 0 0 %]

On vérifie alors qu’on a bien U = A® = DL oui L est la matrice inverse du produit des matrices élémentaires
utilisées pour transformer A en une matrice élémentaire (méme raisonnement qu’en 1), c.a.d.

1 0
1

N[

L =

= o O

0 —

win
— O O O

0
0

o]
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On en déduit la décomposition A = LL! avec

V2. 0 0 0
V2 V6
po|E £ 0o
o 0 E

3. Que deviennent les coefficients nuls dans la décomposition LL! ci-dessus ? Quelle est la propriété vue en cours
qui est ainsi vérifiée ?

Ils restent nuls : le profil est préservé, comme expliqué dans le cours page 17.
Exercice 35 page 49 (Décompositions LL! et LDL?)

1.On pose L = [ﬁly (1)] et D = [g g} . Par identification, on obtient v = 2, 3 = —3 ety = 1.

Lo - a 0 . L .
Si maintenant on essaye d’écrire A = LL" avec L = [ b C] , on obtient ¢> = —3 ce qui est impossible dans IR.

En fait, on peut remarquer qu’il est normal que A n’admette pas de décomposition LL?, car elle n’est pas définie
positive. En effet, soit z = (z1,22)! € R? alors Az - & = 2x1(x1 + x2), et en prenant x = (1,—2)%, on a
Az - x <O0.

2.2. Reprenons en I’adaptant la démonstration du théoréme 1.3. On raisonne donc par récurrence sur la dimension.

1. Danslecasn =1,ona A = (aj,1). On peut donc définir L = (¢11) ot 11 =1, D = (a1,1),d1,1 # 0, et
onabien A = LDL!.

2. On suppose que, pour 1 < p < n, la décomposition A = LDL" s’obtient pour A € M, (IR) symétrique
définie positive ou négative, avec d; ; # 0 pour 1 < ¢ < n et on va démontrer que la propriété est encore
vraie pour A € M,,+1(IR) symétrique définie positive ou négative. Soit donc A € M,,41(IR) symétrique
définie positive ou négative ; on peut écrire A sous la forme :

(1.45)

ot B € M,,(IR) est symétrique définie positive ou négative (calculer Az - z avec x = (y,0)*, avecy € R"
pour le vérifier),a € R" et € RR.

Par hypothése de récurrence, il existe une matrice M € M,,(IR) M = (m; ;)}';_; et une matrice diagonale
D = diag(dm, doa, ..., dn,n) dont les coefficients sont tous non nuls, telles que :

(@ my;=0sij>1

® mi;=1

(¢ B=MDM!.

On va chercher L et D sous la forme :

, (1.46)

avecb € IR", A € R tels que LDL! = A. Pour déterminer b et ), calculons LDL! avec L et D de la forme
(1.46) et identifions avec A :
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o O A

o Ll Lo Tl Do Tl Lomwre [ oo

On cherche b € R™ et A € IR tels que LDL! = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient
vérifiées :

MDb=aeth'Db+ \ = a.

La matrice M est inversible (en effet, le déterminant de M s’écrit det(M) = [[;_; 1 = 1). Par hypothese
de récurrence, la matrice D est aussi inversible. La premiére égalité ci-dessus donne : b = D~'AM ~!a. On
calcule alors A = o — b* M ~'a. Remarquons qu’on a forcément A\ # 0, car si A = 0,

[MDMt ‘ Mf)b"
A=LDL!=

[thMt ‘ thbJ

qui n’est pas inversible. En effet, si on cherche (z,y) € R™ x IR solution de

[MDMt MDb
{thMt thb
on se rend compte facilement que tous les couples de la forme (—M ~tby,y)?, y € IR, sont solutions. Le

noyau de la matrice n’est donc pas réduit a {0} et la matrice n’est donc pas inversible. On a ainsi montré que
dp+1,n+1 # 0 ce qui termine la récurrence.

3. On reprend I’algorithme de décomposition LL? :

Soit A € M, (IR) symétrique définie positive ou négative; on vient de montrer qu’il existe une matrice L €
M, (IR) triangulaire inférieure telle que ¢; ; = 0si j > ¢, £;; = 1, et une matrice D € M, (IR) diagonale
inversible, telles que et A = LDL!. On a donc :

aij =Y liwdirlin, V(i,j)€{1,...,n} (1.47)

1. Calculons la lére colonnede L ; pourj = l,ona:

a1 =dy,1doncdy g =ay,

as i
az1 = {lo,1d1 1 donc by 1 = ——,
1,1
a1 .
a; 1 = (1‘,16171 donc Ei,l = —d Vi € {2, - ,’I’L}.
1,1

2. On suppose avoir calculé les n premiéres colonnes de L. On calcule la colonne (k + 1) en prenant j = n+ 1
dans (1.37).

. 2
Pouri=n+1, apt1n41 = E 01,5k k + dnt1n41 donc
k=1

n

dni1nt1 = Gniins — 3 oy ki (1.48)
k=1
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On procede de la méme manieére pour: =n +2,...,n;ona:
n+1 n
Gint+1 = g Ci ki i lnyi i = g C ki lns1k + Lint1dn+1,n41n+1,n41,
k=1 k=1

et donc, comme on a montré dans la question 2 que les coefficients dy, , sont tous non nuls, on peut écrire :

n

Uin+1 = | Qiny1 — E Ci ki i lnsi i
k=1

1

_— (1.49)
dn+1,n+1

3. Procédons par identification, en posant comme a la premieére question L = E ?] et D = [g g} . Pour

que A = LDL! il fauto = 0, 3 = 0 et ay = 1 ce qui est impossible. Cet exemple montre qu’une
matrice symétrique (non définie positive) n’admet pas forcément une décomposition LD L¢, voir & ce propos
la proposition 1.24.

Exercice 37 page 49 (Décomposition LI d’une matrice bande)

On utilise le résultat de conservation du profil de la matrice énoncé dans le cours, voir aussi exercice 24. Comme
A est symétrique, le nombre p de diagonales de la matrice A est forcément impair si A ; notons ¢ = % le nombre
de sous- et sur-diagonales non nulles de la matrice A, alors la matrice L aura également ¢ sous-diagonales non
nulles.

1. Cas d’une matrice tridiagonale. Si on reprend 1’algorithme de construction de la matrice L vu en cours, on
remarque que pour le calcul de la colonne n 4 1, avec 1 < n < n — 1, on a le nombre d’opérations suivant :

n

— Calcul de £n+1,n+1 = (an+1,n+l - Z€n+l7k€n+l7k)1/2 >0:

k=1
une multiplication, une soustraction, une extraction de racine, soit 3 opérations élémentaires.
" 1
— Calcul de £71,+2,n+1 = | On+2,n+1 — § €n+2,k€n+1,k !
=1 ‘€n+1,n+1

une division seulement car £, 2, = 0.

On en déduit que le nombre d’opérations élémentaires pour le calcul de la colonnen + 1, avec 1 <n <n — 1, est
de 4.

Or le nombre d’opérations pour la premiere et derniére colonnes est inférieur a 4 (2 opérations pour la premiére
colonne, une seule pour la derniére). Le nombre 7 (n) d’opérations élémentaires pour la décomposition LL! de A
peut donc étre estimé par : 4(n — 2) < Z1(n) < 4n, ce qui donne que Z;(n) est de I’ordre de 4n (le calcul exact
du nombre d’opérations, inutile ici car on demande une estimation, est 4n — 3.)

2. Cas d’une matrice a p diagonales.

On cherche une estimation du nombre d’opérations Z,(n) pour une matrice a p diagonales non nulles (ou g sous-
diagonales non nulles) en fonction de 7.

On remarque que le nombre d’opérations nécessaires au calcul de

n

lniimir = (@nyines — O bogiilogrr)/? >0, (1.50)
k=1
= 1
etling1 = (Gint1— Y Lliklnii | 77—, (1.51)
—1 €n+1,n+1
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est toujours inférieur a 2¢g + 1, car la somme 22:1 fait intervenir au plus ¢ termes non nuls.

De plus, pour chaque colonne n+ 1, il y a au plus ¢+ 1 coefficients ¢; ,, 1 non nuls, donc au plus ¢+ 1 coefficients
a calculer. Donc le nombre d’opérations pour chaque colonne peut étre majoré par (2q + 1)(¢ + 1).

On peut donc majorer le nombre d’opérations z, pour les g premieres colonnes et les ¢ dernieres par 2¢(2q +
1)(¢+ 1), qui est indépendant de n (on rappelle qu’on cherche une estimation en fonction de n, et donc le nombre
zq est O(1) par rapport a n.)

Calculons maintenant le nombre d’opérations z,, nécessaires une colonne n = ¢ + 1 an — ¢ — 1. Dans (1.50) et
(1.51), les termes non nuls de la somme sont pour k =i — ¢, ...,n,etdoncon a (n — ¢ + ¢ + 1) multiplications
et additions, une division ou extraction de racine. On a donc

n+q+1
e o= Y (2n—itq+1)+1)
i=n+1
q+1
=> (2-j+q+1)+1)
j=1
a+1
=(g+1)(2¢+3)-2> j
j=1
=(¢+ 1)~

Le nombre z; d’opérations nécessaires pour les colonnesn = ¢+ 1 an — g — 1 est donc
zi = (q+1)*(n - 29).

Un encadrement du nombre d’opérations nécessaires pour la décomposition L ! d’une matrice a p diagonales est
donc donnée par :

(g+1)*(n—2q) < Zy(n) < (¢ +1)*(n — 2q) +2q(2q + 1)(q + 1), (1.52)

et que, & g constant, Z,(n) = O((g + 1)?>n)). Remarquons qu’on retrouve bien 1’estimation obtenue pour g = 1.

3. Dans le cas de la discrétisation de I’équation —u" = f (voir page 11), on a ¢ = 1 et la méthode de Choleski
nécessite de 1’ordre de 4n opérations élémentaires, alors que dans le cas de la discrétisation de I’équation —Au = f
(voir page 13), on a ¢ = /7 et la méthode de Choleski nécessite de 1’ordre de n? opérations élémentaires (dans
les deux cas n est le nombre d’inconnues).

On peut noter que 1’encadrement (1.52) est intéressant des que ¢ est d’ordre inférieur a n®, a < 1.

1.4 Normes et conditionnement d’une matrice

Dans ce paragraphe, nous allons définir la notion de conditionnement d’une matrice, qui peut servir a établir une
majoration des erreurs d’arrondi dues aux erreurs sur les données. Malheureusement, nous verrons également que
cette majoration n’est pas forcément tres utile dans des cas pratiques, et nous nous efforcerons d’y remédier. La
notion de conditionnement est également utilisée dans 1’étude des méthodes itératives que nous verrons plus loin.
Pour I’étude du conditionnement comme pour 1’étude des erreurs, nous avons tout d’abord besoin de la notion de
norme et de rayon spectral, que nous rappelons maintenant.

1.4.1 Normes, rayon spectral

Définition 1.28 (Norme matricielle, norme induite).  On note M,,(IR) I’espace vectoriel (sur IR) des matrices
carrées d’ordre n.
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1. On appelle norme matricielle sur M,,(IR) une norme || - || sur M,,(IR) t.q.
IAB|| < [|AlIB]], VA, B € Mn(IR) (1.53)
2. On considére R"™ muni d’une norme || - ||. On appelle norme matricielle induite (ou norme induite) sur
M, (IR) par la norme || - ||, encore notée || - ||, la norme sur M,,(IR)) définie par :
Al = sup{[| Az; « € R", ||| = 1}, VA € Mn(IR) (1.54)
Proposition 1.29 (Propriétés des normes induites). Soit M,,(IR) muni d’une norme induite || - ||. Alors pour toute
matrice A € M,(R), ona :
L [ Az| < Al flz|, vz eIR",
2. [|All = max {|| Az ; [l =1, 2 € R"},
A
34| = max{% ;e R™\ {0}}.
4. || - || est une norme matricielle.

DEMONSTRATION —

1. Soitz € IR™ \ {0}, posons y = % alors ||y]| = 1 donc ||Ay|| < ||AJ|. On en déduit que il

donc que ||Az| < |JA|l ||z||. Si maintenant & = 0, alors Az = 0, et donc ||z|| = 0 et [[Az|| = 0; I'inégalité
|[Az| < [|A|| ||x|| est encore vérifiée.

| Az|

< [l A] et

2. L’application ¢ définie de IR"™ dans IR par : p(x) = || Az|| est continue sur la sphére unité 51 = {x € R" | ||z|| =
1} qui est un compact de IR™. Donc ¢ est bornée et atteint ses bornes : il existe o € Si tel que ||A|| = || Azo]|.

3. Cette égalité résulte du fait que
[Az| _

EI

A2 et% €S etz #0.

[l ™ [l
4. Soient Aet B € M, (IR),ona||AB| = max {||ABz| ; |z||=1, z € R"}.Or
[ABz|| < [|Alll|Bz|| < [|A[ll|Blll|=]l < [ AllllB]|-

On en déduit que || - || est une norme matricielle.

Définition 1.30 (Rayon spectral). Soit A € M,,(IR) une matrice. On appelle rayon spectral de A la quantité
p(A) = max{|A|; A € C, A valeur propre de A}.

La proposition suivante caractérise les principales normes matricielles induites.

Proposition 1.31 (Caractérisation de normes induites). Soit A = (a; )i je{1,....n} € Mn(RR).

1. On munit R"™ de la norme || - || et M, (IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - || oo. Alors
n

Allo = il 1.55

[Alloe = _max 7:21 Jai ;1 (1.55)
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2. Onmunit R" de la norme || - ||1 et M,,(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - ||1. Alors
All1 = max Qi i (1.56)
= e 3
3. Onmunit R" de la norme || - |2 et M,,(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - ||2.
1
[A]l2 = (p(A"A))=. (1.57)

En particulier, si A est symétrique, || A||2 = p(A).
DEMONSTRATION — La démonstration des points 1 et 2 fait 1’objet de 1’exercice 39 page 70. On démontre ici uniquement
le point 3.
Par définition de la norme 2, on a :
|A3 = sup Ax-Ax= sup A'Az-z.

zcR"™ zcR"
llll2=1 [lll2=1

Comme A’A est une matrice symétrique positive (car A’Ax - € = Ax - Az > 0), il existe une base orthonormée
(f;)i=1,....n et des valeurs propres (p;)i=1,...n, avec 0 < p1 < po < ... < py tels que Af, = p;f, pour tout
ie{l,...,n}.Soite=>"_,  oif, € R". Onadonc:

AtAa:-;l;:( Z :U/iaifi)'( Z Oéi.fi): Z O‘?NiﬁﬂnHwH;
i i=1,...n

On en déduit que || A||3 < p(A*A).
Pour montrer qu’on a égalité, il suffit de considérer le vecteur & = f,,; on a en effet || f, |2 = 1, et ||Af, |3 =

AtAfn : fn = :u”fl = p(AtA)'

Nous allons maintenant comparer le rayon spectral d’une matrice avec des normes. Rappelons d’abord le théoreme
de triangularisation (ou trigonalisation) des matrices complexes. On rappelle d’abord qu’une matrice unitaire Q) €
M,,(C) est une matrice inversible telle que Q* = Q1 ; ceci est équivalent a dire que les colonnes de ) forment
une base orthonormale de €". Une matrice carrée orthogonale est une matrice unitaire a coefficients réels ; on a
dans ce cas Q* = Q?, et les colonnes de () forment une base orthonormale de IR".

Théoréme 1.32 (Décomposition de Schur, triangularisation d’une matrice). Soir A € M,,(IR) ou M,,(C) une
matrice carrée quelconque, réelle ou complexe ; alors il existe une matrice complexe Q) unitaire (c.a.d. une matrice
telle que Q* = Q' et une matrice complexe triangulaire supérieure T telles que A = QTQ~".

Ce résultat s’énonce de maniére équivalente de la maniére suivante : Soit 1 une application linéaire de E dans
E, ou E est un espace vectoriel de dimension finie n sur C, muni d’un produit scalaire. Alors il existe une base
orthonormée (f, ..., f,) de C" et une famille de complexes (t; j)i=1,... n,j=1,....n,j>i telles que Y(f;) =t i f;+
> keith,if - De plus t;; est valeur propre de i) et de A pour touti € {1,...,n}.

Les deux énoncés sont équivalents au sens ou la matrice A de I’application linéaire ¢ s’écrit A = QTQ ™1, ouT
est la matrice triangulaire supérieure de coefficients (t; ;)i j—1,...n,;>i et Q la matrice unitaire dont la colonne j
est le vecteur f )

DEMONSTRATION —  On démontre cette propriété par récurrence sur n. Elle est évidemment vraie pour n = 1. Soit
n > 1, on suppose la propriété vraie pour n et on la démontre pour n + 1. Soit donc E un espace vectoriel sur € de
dimension n + 1, muni d’un produit scalaire. Soit 1) une application linéaire de F dans E. On sait qu’il existe A € C
(qui résulte du caractere algébriquement clos de €) et f; € E tels que ¢(f;) = Af; et ||f|| = 1;on pose t1,1 = A
et on note F' le sous espace vectoriel de E/ supplémentaire orthogonal de Cf,. Soit w € F, il existe un unique couple
(1, v) € € x F tel que ¥(u) = puf, + v. On note ¢ Iapplication qui & u associe v. On peut appliquer I’hypothése de

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 6 1 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 11 novembre 2018



1.4. NORMES ET CONDITIONNEMENT D’UNE MATRICE CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

récurrence 2 ) (car 1 est une application linéaire de F' dans F, F' est de dimension n et le produit scalaire sur £ induit un

produit scalaire sur [). Il existe donc une base orthonormée f,, ..., f,, , de Fet (L ;) >i>2 tels que
()= taf,i=2..,n+1
2<5<i

On en déduit que

U(f;) = Z tj,ifj, i=1,...,n+1.

1<j<i<n

Le fait que I’ensemble des ¢; ; est ’ensemble des valeurs propores de A, comptées avec leur multiplicité. vient de 1’égalité
det(A — AI) = det(T — AI) pour tout A € C.

Dans la proposition suivante, nous montrons qu’on peut toujours trouver une norme (qui dépend de la matrice)
pour approcher son rayon spectral d’aussi pres que 1’on veut par valeurs supérieures.

Théoreme 1.33 (Approximation du rayon spectral par une norme induite).
1. Soit || - || une norme induite. Alors

p(A) < ||A||, pour tout A € M,,(IR).

2. Soient maintenant A € M,,(R) et € > 0, alors il existe une norme sur R" (qui dépend de A et ) telle que la
norme induite sur M,,(IR), notée || - || a.e, vérifie | Alla,e < p(A) + &.

DEMONSTRATION — 1 Soit A € € valeur propre de A telle que |A| = p(A).
On suppose tout d’abord que A € IR. Il existe alors un vecteur non nul de IR™, noté x, tel que Az = Ax. Comme || - || est

une norme induite, on a
Az| = Al = [[Az]| < [|A]/[|=]].

On en déduit que |A| < ||A]| et donc p(A) < ||A].

Si A € €\ IR, la démonstration est un peu plus compliquée car la norme considérée est une norme dans IR"™ (et non dans
C™). On montre tout d’abord que p(A) < 1si[|A]] < 1.

En effet, Il existe z € C", z # 0, tel que Ax = Az. En posant x = y + iz, avec y,z € IR", on a donc pour tout
k€ N, \ex = ARz = AFy + A%z Comme || AFy|| < ||A|*|lyll et ||A%2]| < |A]|*||z]l, on a,si ||A]| < 1, A*y — 0
et A¥2 — 0 (dans IR™) quand k£ — +oco. On en déduit que \*z — 0 dans ©™. En choisissant une norme sur €™, notée
| - lla> on a donc |A[¥||z||« — 0 quand k — +o0, ce qui montre que |A| < 1 etdonc p(A) < 1.

Pour traiter le cas général (A quelconque dans M, (IR)), il suffit de remarquer que la démonstration précédente donne,
pour tout 7 > 0, p(A/(||All + 1)) < 1 (car ||[A/(||A|| + n)|| < 1). Onadonc p(A) < ||A|| + n pour tout > 0, ce qui
donne bien p(A4) < || 4]

2. Soit A € M, (IR), alors par le théoreme de triangularisation de Schur (théoréme 1.32 ppécédent), il existe une base
(f1,---,f,) de C" et une famille de complexes (¢;,;):,j=1,...,n,j>i telles que Af, = qu tj,if ;. Soitn €]0,1[, qu’on
choisira plus précisément plus tard. Pour i = 1,...,n, on définit e; = o' f,. La famille (e;)i—1,...» forme une base
de ©". On définit alors une norme sur IR"™ par |jz|| = (7", a;;)"/?2, ot les a; sont les composantes de @ dans la
base (€;)i=1,...,n. Notons que cette norme dépend de A et de 7. Soit € > 0; montrons que pour 7 bien choisi, on a
JA]l < p(A) + &. Remarquons d’abord que

Aei = A" f) =0t Af =0 th,ifj = Z tiin' ej = Z '€,

j<i j<i 1<5<i
Soit maintenantx = » ,_,  aiei.Ona
n n n n
Ax = ZaiAei = Z Z ni_jt]-,iaiej = Z(Z Ui_jtj,iai)ej'.
i=1 i=1 1<j<i j=1 i=j
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On en déduit que

n n n
el =3 (30" tue) Qo0 Ta),
i=1 i=j i=
=Y b+ Yy Y 0 VT

j=1 1

J=1  kt>j
(k,0)#(5.9)

< p(A?l2]® + max JaxY N 0t
o j=1  k>j
(k,0)#(5,3)

Comme 1 € [0,1] et k + ¢ — 25 > 1 dans la derniére sommation, on a

Z Z 77k+e_2jtj,ktj7 < ’f]OTn37

J=1 k,t>j

(k,0)#(4,3)
o Cp = , max |t;,k||t;,1| ne dépend que de la matrice T, qui elle méme ne dépend que de A. Comme
gk =1,...,n
2 2 _ 2
Jnax o <Y 0 fol” = [,
k=1,...,n
on a donc, pour tout = dans C", x # 0,
[Az|* 2 3
Jape < LA+ nCrn

On en déduit que || A||? < p(A)? 4+ nCrn® et donc
nCTnS

1
Al < p(A)(1+ 2 <p(A)(1+ .
41 < o) (1 + B0) < oy + L2
3N T 1k . p(A)e
D’ot le résultat, en prenant || - ||a, = || - || et  tel que » = min | 1, .
’ CTTL3

Corollaire 1.34 (Convergence et rayon spectral). Soit A € M,,(IR). Alors :

p(A) < 1 si et seulement si A¥ — 0 quand k — oc.

DEMONSTRATION —  Si p(A) < 1, grice au résultat d’approximation du rayon spectral de la proposition précédente, il
existe € > 0 tel que p(A) < 1 — 2¢ et une norme induite ||.|| 4, tels que ||A]|a,e = p < p(A) +e=1—¢e < 1. Comme
[|.|l4,e est une norme matricielle, on a || A* |4, < pu* — 0 lorsque & — co. Comme I’espace M, (IR.) est de dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes, et on a donc ||A*|| — 0 lorsque k& — oo.

Montrons maintenant la réciproque : supposons que A* — 0 lorsque k& — oo, et montrons que p(A) < 1. Soient A une
valeur propre de A et  un vecteur propre associé. Alors A*x = Mz, et si A® — 0, alors A¥x — 0, et donc Az — 0,
ce qui n’est possible que si || < 1.

Remarque 1.35 (Convergence des suites). Une conséquence immédiate du corollaire précédent est que la suite
(w(k))kem définie par ¥t = Ax®) converge vers 0 (le vecteur nul) pour tout (©) donné si et seulement si
p(A) < 1.

Proposition 1.36 (Convergence et rayon spectral). On munit M,,(IR) d’une norme, notée || - ||. Soit A € M,,(IR).
Alors )
p(A) = lim ||A*|%. (1.58)
k—oo
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DEMONSTRATION — La démonstration se fait par des arguments d’homogénéité, en trois étapes. Rappelons tout d’abord
que

limsupur = lim sup unp,
k—+o00 k—+oo p>k
liminf ux = lim inf w,,
k—+oco k—4ocon>k

etque silim SUDPy, 4 oo Uk < lim infj— 4 oo Uk, alors la suite (ug ) ke converge vers limg_, 4 oo ur, = liminfg_y oo up =
lim supy,_, , o Uk

Etape 1. On montre que
1
p(A) < 1= limsup ||A"||* < 1. (1.59)
k—oco

En effet, siip(A) < 1, d’apres le corollaire 1.34 on a : ||A*|| — 0 donc il existe K € IN tel que pour k > K, ||A*|| < 1.
On en déduit que pour k > K, ||A*||*/* < 1, et donc en passant  la limite sup sur k, on obtient bien que

lim sup ||Ak||% <1.
k—+oco

Etape 2. On montre maintenant que
likrnianAkH% <1=p(A)<1. (1.60)
—00

Pour démontrer cette assertion, rappelons que pour toute suite (uy)gen d’éléments de IR ou IR™, la limite inférieure
lim infx_ 4+ oo uk est une valeur d’adhérence de la suite (ur)rew, donc qu’il existe une suite extraite (uk,, Jnew telle que
U, — liminfy_, | o ug lorsque n — 40c0. Or lim infy_, 4o ||A®||*/* < 1 donc il existe une sous-suite (kn)nen C IN
telle que || A" ||1/*" — ¢ < 1lorsque n — +oc. Soit 7 €]l, 1] il existe donc no tel que pour n > ng, ||A® ||V < .
On en déduit que pour n > no, ||A*" || < n*=, et donc que A*» — 0 lorsque n — +00. Soient A une valeur propre de A
et 2 un vecteur propre associé, on a : A¥"z = A"z on en déduit que |A| < 1, et donc que p(A) < 1.

Etape 3. On montre que p(A) = limg— 00 ||Ak||%
Soit o € IR 4 tel que p(A) < av. Alors p(+ A) < 1, et donc grice a (1.59),

1
limsup |A¥||* < a, Va > p(A).
k—+oo
En faisant tendre o vers p(A), on obtient donc :

limsup | A*|| % < p(A). (1.61)
k—+oo

Soit maintenant 8 € IR tel que lim inf,_, 4 ||Ak||% < B.0On aalors lim infj_ oo H(%A)kﬂ% < 1 et donc en vertu
de (1.60), p(%A) < 1, donc p(A) < S pour tout B € IR tel que lim infy_, 4o HA’“H% < (. En faisant tendre (3 vers

lim infy_, 4 oo || A" %, on obtient donc

p(A) < lim inf || A*||F. (1.62)
k—4oc0
De (1.61) et (1.62), on déduit que
limsup || A*||* = liminf [[A*|¥ = lim [JA*|% = p(A). (1.63)
k—+oo k—+4o0 k—4o0
| ]

Un corollaire important de la proposition 1.36 est le suivant.

Corollaire 1.37 (Comparaison rayon spectral et norme). On munit M,,(IR) d’une norme matricielle, notée || - ||.
Soit A € M,,(IR). Alors :
p(A) < ||A]l.

Par conséquent, si M € M, (R) et (9 € R™, pour montrer que la suite ¥ définie par x*) = M x(®)
converge vers 0 dans R", il suffit de trouver une norme matricielle || - || telle que | M| < 1.

DEMONSTRATION —  Si ||.|| est une norme matricielle, alors | A*|| < || A||* et donc par la caractérisation (1.58) du rayon
spectral donnée dans la proposition précédente, on obtient que p(A) < [|A]|. [
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Ce dernier résultat est évidemment bien utile pour montrer la convergence de la suite A*, ou de suites de la forme
AF2(0) avec £(®) € IR™. Une fois qu’on a trouvé une norme matricielle pour laquelle A est de norme strictement
inférieure a 1, on a gagné. Attention cependant au piége suivant : pour toute matrice A, on peut toujours trouver
une norme pour laquelle | A|| < 1, alors que la série de terme général A* peut ne pas étre convergente.

Prenons un exemple dans IR, [|z|| = 1|z|. Pour 2 = 2 ona ||z = 1 < 1. Et pourtant la série de terme général
o n’est pas convergente; le probléme ici est que la norme choisie n’est pas une norme matricielle (on n’a pas
eyl < [lz[[[y])-

De méme, on peut trouver une matrice et une norme telles que || A|| > 1, alors que la série de terme général A*
converge...

Nous donnons maintenant un théoréme qui nous sera utile dans 1’étude du conditionnement, ainsi que plus tard
dans I’étude des méthodes itératives.

Théoreme 1.38 (Matrices de la forme Id + A).

1. Soit une norme matricielle induite, Id la matrice identité de M, (IR) et A € M, (IR) telle que || A|| < 1.
Alors la matrice Id + A est inversible et

1

Id+ A7 < —.
I(d+ 47 < g

2. Si une matrice de la forme Id + A € M,,(IR) est singuliére, alors | A|| > 1 pour toute norme matricielle

DEMONSTRATION —
1. La démonstration du point 1 fait I’objet de 1’exercice 44 page 71.

2. Sila matrice Id + A € M, (IR) est singuliere, alors A = —1 est valeur propre, et donc p(A) > 1. En utilisant le
corollaire 1.37, on obtient que ||A] > p(A) > 1.

1.4.2 Le probleme des erreurs d’arrondis

Soient A € M, (IR) inversible et b € IR" ; supposons que les données A et b ne soient connues qu’a une erreur
pres. Ceci est souvent le cas dans les applications pratiques. Considérons par exemple le probleme de la conduction
thermique dans une tige métallique de longueur 1, modélisée par I’intervalle [0, 1]. Supposons que la température
u de la tige soit imposée aux extrémités, u(0) = wug et u(l) = wuy. On suppose que la température dans la
tige satisfait & I’équation de conduction de la chaleur, qui s’écrit (k(z)u/(z))’ = 0, ot k est la conductivité
thermique. Cette équation différentielle du second ordre peut se discrétiser par exemple par différences finies (on
verra une description de la méthode page 11), et donne lieu a un systéme linéaire de matrice A. Si la conductivité
k n’est connue qu’avec une certaine précision, alors la matrice A sera également connue a une erreur pres, notée
d4. On aimerait que I’erreur commise sur les données du modele (ici la conductivité thermique k) n’ait pas une
conséquence trop grave sur le calcul de la solution du modele (ici la température u). Si par exemple 1% d’erreur
sur k entraine 100% d’erreur sur w, le modele ne sera pas d’une utilité redoutable. ..

L’objectif est donc d’estimer les erreurs commises sur & solution de (1.1) a partir des erreurs commises sur b et A.
Notons dp € R™ I'erreur commise sur b et 64 € M,,(IR) Ierreur commise sur A. On cherche alors a évaluer d
ol « + d, est solution (si elle existe) du systéme :

4+ 0, €cR"
(A+6a)(x+ 6z) = b+ 0.

On va montrer que si d 4 “n’est pas trop grand”, alors la matrice A + J 4 est inversible, et qu’on peut estimer d,, en
fonction de 4 et dp.

(1.64)
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1.4.3 Conditionnement et majoration de I’erreur d’arrondi

Définition 1.39 (Conditionnement). Soit R"™ muni d’une norme || - || et M,,(IR) muni de la norme induite. Soit
A € M,,(IR) une matrice inversible. On appelle conditionnement de A par rapport a la norme || - || le nombre réel
positif cond(A) défini par :

cond(4) = [|]| [|A~1].

Proposition 1.40 (Propriétés générales du conditionnement).  Soit IR™ muni d’une norme || - || et M,,(IR) muni
de la norme induite.

1. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible, alors cond(A) > 1.
2. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible et o € R*, alors cond(aA) = cond(A).
3. Soient A et B € M,,(IR) des matrices inversibles, alors cond(AB) < cond(A)cond(B).

DEMONSTRATION — 1. Comme || - || est une norme induite, c’est donc une norme matricielle. On a donc pour toute
matrice A € M, (IR),
]} < flAf A~
ce qui prouve que cond(A) > 1.
2. Par définition,

cond(ad) = [aAll[/(ad)”|
1 -
= lalliAli 14 'l = cond(4)
3. Soient A et B des matrices inversibles, alors AB est une matrice inversible et comme || - || est une norme matricielle,
cond(AB) = |[|AB| [[(AB)™"|
IAB| B~ A7
< JABIBTHHIAT-
Donc cond(AB) < cond(A)cond(B). L]

Proposition 1.41 (Caractérisation du conditionnement pour la norme 2). Soit R" muni de la norme euclidienne
Il - ll2 et M,,(IR) muni de la norme induite. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. On note conds(A) le
conditionnement associé a la norme induite par la norme euclidienne sur IR".
1. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. On note oy, [resp. o1] la plus grande [resp. petite] valeur propre
de A*A (noter que At A est une matrice symétrique définie positive). Alors

conds(4) = In
o1

2. Side plus A une matrice symétrique définie positive, alors

An

condy(A) = SV
1

ot A\, [resp. A\1] est la plus grande [resp. petite] valeur propre de A.
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DEMONSTRATION —  On rappelle que si A a comme valeurs propres A1, ..., An, alors A~ a comme valeurs propres
)\;1, .., n et At a comme valeurs propres Ai, ..., An.

1. Par définition, on a conda(A) = ||Al|2[|A™||2. Or par le point 3. de la proposition 1.31 que ||Alj2 = (p(A*A))'/? =
\/0n.On a donc

;orp((AAY ™Y = =,

o1

1/2

AT ]2 = (p((AT) A7) = (p(AA") ™)

ol &1 est la plus petite valeur propre de la matrice AA*. Mais les valeurs propres de AA® sont les valeurs propres de A*A :
en effet, si A est valeur propre de AA® associée au vecteur propre x alors A est valeur propre de AA" associée au vecteur

propre A’z. On a donc
[on
da(A) =] —.
conda(A) =

2.Si Aests.dp., alors AY’A = A% et o; = \? ol \; est valeur propre de la matrice A. On a dans ce cas condz(A) = ==,

Les propriétés suivantes sont moins fondamentales, mais cependant intéressantes !

Proposition 1.42 (Propriétés du conditionnement pour la norme 2). Soit IR" muni de la norme euclidienne || - ||2 et
M, (IR) muni de la norme induite. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. On note condz(A) le conditionnement
associé a la norme induite par la norme euclidienne sur R"™.

1. Soit A € M,,(IR.) une matrice inversible. Alors conds(A) = 1 si et seulement si A = aQ on oo € R et Q
est une matrice orthogonale (c’est-a-dire Q* = Q~1).

2. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. On suppose que A = QR oit Q) est une matrice orthogonale. Alors
conds(A) = conda(R).

3. Si A et B sont deux matrices symétriques définies positives, alors
conds(A + B) < max(conds(A), conda(B)).

La démonstration de la proposition 1.42 fait I’objet de I’exercice 47 page 71.
On va maintenant majorer 1’erreur relative commise sur x solution de Az = b lorsque I’on commet une erreur &p
sur le second membre b.

Proposition 1.43 (Majoration de I’erreur relative pour une erreur sur le second membre). Soir A € M,,(IR) une
matrice inversible, et b € IR", b # 0. On munit R" d’une norme || - || et M,(IR) de la norme induite. Soit
0y € IR". Si x est solution de (1.1) et  + 8, est solution de

A(x + 6,) = b+ 0p, (1.65)
o 151 135
21 < cond(A) 2t (1.66)
|l [l
DEMONSTRATION —  En retranchant (1.1) a (1.65), on obtient :
Adz = bp
et donc
1621 < | A7"]/[|8s]|- (1.67)

Cette premiere estimation n’est pas satisfaisante car elle porte sur I’erreur globale ; or la notion intéressante est celle d’erreur
relative. On obtient I’estimation sur I’erreur relative en remarquant que b = Az, ce qui entraine que ||b|| < ||A]|||x||. On
en déduit que
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En multipliant membre a membre cette derniére inégalité et (1.67), on obtient le résultat souhaité. [

Remarquons que I’estimation (1.66) est optimale. En effet, on va démontrer qu’on peut avoir égalité dans (1.66).
Pour cela, il faut choisir convenablement b et dp. On sait déja que si x est solution de (1.1) et & + d, est solution
de (1.64), alors

8, = A 16y, etdonc ||65] = || A7 6.

Soit x € R™ tel que ||z|| = 1 et ||Az|| = ||A||. Notons qu’un tel x existe parce que
[A]l = sup{[| Az|}; ||| = 1} = max{[|Az[]; |lz[| = 1}

(voir proposition 1.29 page 60). On a donc

10all 414, AL
]| [Az||
I80l] _ 41,41
] 1l
De méme, grice 2 la proposition 1.29, il existe y € IR" tel que ||y| = 1, et [A~ y|| = [|A7|. On choisit alors

8y tel que 0, = y. Comme A(x + ;) = b + dp,0ona d; = A~18, et donc :
18]l = A7 06|l = [[A™ yl| = A" = [10s]] [[A™"]].

On en déduit que

10| —1y 1Al

T 16zl = llds]l [[A™]] o < 1ol = [[A[ et [ = 1.

Par ce choix de b et d; on a bien égalité dans (1.66) qui est donc optimale.

Majorons maintenant I’erreur relative commise sur « solution de Az = b lorsque I’on commet une erreur d 4 sur
la matrice A.

Proposition 1.44 (Majoration de I’erreur relative pour une erreur sur la matrice). Soit A € M,,(IR) une matrice
inversible, etb € R", b # 0. On munit R"™ d’une norme || - ||, et M,,(IR.) de la norme induite. Soit 6 4 € M, (IR) ;
on suppose que A + 0 5 est une matrice inversible. Si x est solution de (1.1) et x + 0, est solution de

(A+84)(x+05) =b (1.68)

ators ™ 6.
%21 < cond(A) Al (1.69)

EESA SV

DEMONSTRATION —  En retranchant (1.1) a (1.68), on obtient :
Ady = —d0a(x + 65)

et donc
0y = —A " 0a(x + 85).

On en déduit que |8z < [|JA™||||64]/|| 4 64|, d’ot on déduit le résultat souhaité. L]

On peut en fait majorer I’erreur relative dans le cas olt ’on commet a la fois une erreur sur A et une erreur sur b.
On donne le théoréme a cet effet ; la démonstration est toutefois nettement plus compliquée.
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Théoréme 1.45 (Majoration de I’erreur relative pour une erreur sur matrice et second membre). Soit A € M,,(IR)

une matrice inversible, et b € IR", b # 0. On munit R" d’une norme || - ||, et M,,(IR) de la norme induite. Soient
04 € M, (IR) et 6, € R". On suppose que ||d 4| < AT Alors la matrice (A + 6 4) est inversible et si x est
solution de (1.1) et & + &4 est solution de (1.64), alors
) d(A 4 )
|| 93” S Con_l( ) (L” || A) . (1.70)
el = 1=l A=Y [[6all \ (ol [[Al

DEMONSTRATION —  On peut écrire A + 64 = A(Id + B) avec B = A3 4. Or le rayon spectral de B, p(B), vérifie
p(B) < ||1B|| < |I8a]] |IA7H|| < 1, et donc (voir le théoréme 1.38 page 65 et I’exercice 44 page 71) (Id + B) est inversible

et(Id+B) ! = —1)"B™. Onaaussi ||[(Id+ B) | < B|" = < . On en déduit
(Id+ B) ; ) I(1d+ B) H_;n I" = =737 S T T

que A 4 6.4 est inversible, car A + 54 = A(Id+ B) et comme A est inversible, (A +64)"' = (Id + B)"* A~

Comme A et A + 04 sont inversibles, il existe un unique & € IR" tel que Ax = b et il existe un unique d, € IR" tel que
(A+64)(x + ;) = b+ 8. Comme Az = b,ona (A+354)0, + dax = dp etdonc 8, = (A+54)" '8, — dax). Or
(A+64)" = (Id+ B)"'A™', on en déduit :

[(A+60)7H < [I@d+B)~H| [|A™H|

Aty
T= AT 64

On peut donc écrire la majoration suivante :

8=l _ A 1A < 1100l +|5AI).
el = 1= 1A= loall \ Al Izl (1Al

En utilisant le fait que b = Az et que par suite ||b|| < ||A]| |||, on obtient :

-1
9]l . ]IA Jll 1A <I5b| n |5A|)7
[l = 1= (A= [leall \ floll (1Al

ce qui termine la démonstration. n

1.4.4 Discrétisation d’équations différentielles, conditionnement “‘efficace”

On suppose encore ici que 4 = 0. On suppose que la matrice A du systeme linéaire a résoudre provient de la
discrétisation par différences finies du probléme de la chaleur unidimensionnel (1.5a). On peut alors montrer (voir
exercice 55 page 74) que le conditionnement de A est d’ordre n2, oli n est le nombre de points de discrétisation.
Pour n = 10, on a donc cond(A) ~ 100 et I’estimation (1.66) donne :

102 1165

<100 T
]| il

Une erreur de 1% sur b peut donc entratner une erreur de 100% sur z. Autant dire que dans ce cas, il est inutile
de rechercher la solution de I’équation discrétisée. . . Heureusement, on peut montrer que I’estimation (1.66) n’est
pas significative pour I’étude de la propagation des erreurs lors de la résolution des systemes linéraires provenant
de la discrétisation d’une équation différentielle ou d’une équation aux dérivées partielles’. Pour illustrer notre
propos, reprenons 1’étude du systeme linéaire obtenu a partir de la discrétisation de I’équation de la chaleur (1.5a)
qu’on écrit : Au = b avec b = (b1, ...,b,) et A la matrice carrée d’ordre n de coefficients (a;, ;)i j=1,, définis
par (1.10). On rappelle que A est symétrique définie positive (voir exercice 14 page 20), et que

h2
(. 7 < = @) oo+
max {|u; - u(w;)[} < g llu)|

i=1..

7. On appelle équation aux dérivées partielles une équation qui fait intervenir les dérivées partielles de la fonction inconnue, par exemple
8%u

2 .
a2 + ‘37"; = 0, ot u est une fonction de IR2 dans IR
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En effet, si on note @ le vecteur de IR™ de composantes u(x;),i = 1,...,n, et R le vecteur de IR" de composantes
R;,i=1,...,n,on a par définition de R (formule (1.7)) A(u — %) = R, et donc |[u — Tlloo < [|A™||oo]| Bl co-
Or on peut montrer (voir exercice 55 page 74) que cond(A) ~ n2. Donc si on augmente le nombre de points,
le conditionnement de A augmente aussi. Par exemple si n = 10%, alors |6, /||| = 10%||6s]|/||b||. Or sur un
ordinateur en simple précision, on a ||0||/||b]| > 10~7, donc I’estimation (1.66) donne une estimation de I’erreur
relative ||0,]|/||z|| de 1000%, ce qui laisse a désirer pour un calcul qu’on espere précis.

En fait, I’estimation (1.66) ne sert a rien pour ce genre de probleme, il faut faire une analyse un peu plus poussée,
comme c’est fait dans ’exercice 57 page 75. On se rend compte alors que pour f donnée il existe C' € IR ne
dépendant que de f (mais pas de n) tel que

f(z1)
avec b = : . (1.71)

L’estimation (1.71) est évidemment bien meilleure que I’estimation (1.66) puisqu’elle montre que I’erreur relative
commise sur u est du méme ordre que celle commise sur b. En particulier, elle n’augmente pas avec le nombre
de points de discrétisation. En conclusion, 1’estimation (1.66) est peut-&tre optimale dans le cas d’une matrice
quelconque, (on a montré ci-dessus qu’il peut y avoir égalité dans (1.66)) mais elle n’est pas toujours significative
pour I’étude des systemes linéaires issus de la discrétisation des équations aux dérivées partielles.

19ull _ 90l
<C
[ ]|

1.4.5 Exercices (normes et conditionnement)
Exercice 38 (Normes de 1’Identité).

Soit Id la matrice “Identité” de M, (IR). Montrer que pour toute norme induite on a ||Id|| = 1 et que pour toute
norme matricielle on a || Id|| > 1.

Exercice 39 (Normes induites particulieres). Suggestions en page 76, corrigé détaillé en page 77.

Soit A = (a; j)ijeq1,..n} € Ma(R).

1. On munit IR"™ de la norme || - ||, et M,,(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - || 0. Montrer

que
n
Al = il
lAlloo = _max > lais|
j=1
2. On munit R" de la norme || - ||; et M,,(IR) de la norme induite correspondante, notée aussi || - ||;. Montrer
que

Exercice 40 (Norme non induite).

1
Pour A = (a; ;)i je(1,...ny € Mn(IR), on pose || Al = (szzl af7j)2.
1. Montrer que || - ||s est une norme matricielle mais n’est pas une norme induite (pour n > 1).

2. Montrer que ||A|? = tr(AtA). En déduire que || A2 < [|Alls < /71| A2 et que [|Az||2 < || A]|s]|x]2, pour
tout A € M,,(IR) ettout z € IR™.

3. Chercher un exemple de norme non matricielle.
Exercice 41 (Valeurs propres d’un produit de matrices).

Soient p et n des entiers naturels non nuls tels que n < p, et soient A € M,, ,(IR) et B € M, ,(IR). (On rappelle
que M, ,(IR) désigne I’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes.)

1. Montrer que A est valeur propre non nulle de AB si et seulement si A est valeur propre non nulle de BA.
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2. Montrer que si 0 est valeur propre de AB alors 0 est valeur propre de BA. (Il est conseillé de distinguer les
cas Bx # 0 et Bx = 0, ot x est un vecteur propre associé a la valeur propre nulle de AB. Pour le deuxiéme
cas, on pourra distinguer selon que ImA = IR" ou non.)

3. Montrer en donnant un exemple que 0 peut étre une valeur propre de BA sans étre valeur propre de AB.
(Prendre par exemple n = 1, p = 2.)

4. On suppose maintenant que n. = p, déduire des questions 1 et 2 que I’ensemble des valeurs propres de AB
est égal a I’ensemble des valeurs propres de la matrice BA.

Exercice 42 (Matrice diagonalisable et rayon spectral). Corrigé en page 78.

Soit A € M,,(IR). Montrer que si A est diagonalisable, il existe une norme induite sur M, (IR) telle que p(A) =
|lA]l. Montrer par un contre exemple que ceci peut étre faux si A n’est pas diagonalisable.

Exercice 43 (Le rayon spectral est-il une norme ou une semi-norme ?). On définit les matrices carrées d’ordre 2

suivantes :
11 -1 0
N O e

Calculer le rayon spectral de chacune des matrices A, B et C et en déduire que le rayon spectral ne peut étre ni
une norme, ni méme une semi-norme sur 1’espace vectoriel des matrices.

Exercice 44 (Série de Neumann). Suggestions en page 76, corrigé détaillé en page 78.

Soient A € M,,(IR).
1. Montrer que si p(A) < 1, les matrices Id — A et Id + A sont inversibles.
2. Montrer que la série de terme général A* converge (vers (Id — A)~1) si et seulement si p(A4) < 1.

3. Montrer que si p(A) < 1,etsi | - || une norme matricielle telle que || A|| < 1, alors ||(Id — A)7!|| <
I(1d +A)~H <

1- HAH
- HAH

Exercice 45 (Normes induites).

Soit ||.|| une norme induite sur M,, (IR ) par une norme quelconque sur IR", et soit A € M,,(IR) telle que p(A) < 1
(on rappelle qu’on note p(A) le rayon spectral de la matrice A). Pour z € IR", on définit ||z ||, par :

o0
]l = |A7z]).
=0

1. Montrer que I’application définie de R" dans IR par  +— ||z||. est une norme.

2. Soitxz € R"™ tel que ||z||. = 1. Calculer || Az||. en fonction de ||x||, et en déduire que || A||. < 1.

3. On ne suppose plus que p(A) < 1. Soit e > 0 donné. Construire & partir de la norme ||.|| une norme induite
[|.]]«x telle que || Al < p(A) + €.

Exercice 46 (Calcul de conditionnement). Corrigé détaillé en page 79.

Calculer le conditionnement pour la norme 2 de la matrice [(2) ﬂ .

Exercice 47 (Propriétés générales du conditionnement). Corrigé détaillé en page 79.
On suppose que IR"™ est muni de la norme euclidienne usuelle || - || = || - ||2 et M, (IR) de la norme induite (notée
aussi || - [|2. On note alors conds(A) le conditionnement d’une matrice A inversible.

1. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. Montrer que conds(A) = 1 si et seulementsi A = aQ ob o € R”
et (Q est une matrice orthogonale (c’est-a-dire Q' = Q1).
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2. Soit A € M, (IR) une matrice inversible. On suppose que A = QR ol ) est une matrice orthogonale.
Montrer que condz(A) = conds(R).

3. Soit A, B € M,,(IR) deux matrices symétriques définies positives. Montrer que

condz (A + B) < max{conda(A), condz(B)}.

Exercice 48 (Conditionnement de la matrice transposée). On suppose que A € M,,(IR) est inversible.
1. Montrer que si B € M, (IR), on a pour tout A € €, det(AB — AId) = det(BA — A\Id).

2. En déduire que les rayons spectraux des deux matrices AB et B A sont identiques.

3. Montrer que || A?||2 = || 4]|2.

4. En déduire que condz(A) = condy(A?Y).

5. A-t-on ||At||; = [|A]l1 ?

6. Montrer que dans le cas n = 2, on a toujours cond; (A) = cond; (A?), VA € Ma(IR).
2 00

7. Calculer cond; (A) pour A= |1 1 0] etconclure.
1 11

Exercice 49 (Conditionnement et normes || - ||1 et || - ||oo)-

1. On considere la matrice B = (B;;) de M, (IR) définie par B;; = 1, B;; = —14 < j, B;; = 0 sinon.
(a) Calculer B—!.
(b) En déduire cond; (B) et cond (B).

2. Soit A une matrice carrée de taille n x n. L’objectif de cette question est de montrer que

1

Fcondm(A) < cond; (A) < n?condy (A).

(a) Montrer que pour tout z € IR",
[#]loe < ll2ll1 < nl[#|oo-

(b) En déduire que pour toute matrice carrée de taille n x n
1
=/ Alloe < 14l < )l Al

(c) Conclure.
Exercice 50 (Un systeme par blocs).

Soit A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre N inversible, b,c, f € IR". Soient o et v € IR. On cherche a
résoudre le systéme suivant (avec z € R", A € R) :

Az +bX\ = f,

c-x+al=r. (1.72)

1. Ecrire le systeme (1.72) sous la forme : My = g, ou M est une matrice carrée d’ordren + 1, y € R",
g € R™™. Donner I’expression de M, y et g.

2. Donner une relation entre A, b, ¢ et «, qui soit une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme
(1.72) soit inversible. Dans toute la suite, on supposera que cette relation est vérifiée.

3. On propose la méthode suivante pour la résolution du systeme (1.72) :

(a) Soient z solution de Az = b, et h solution de Ah = f.
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c-h y—c-h
P L=

b r=h-1—", A= .
a—c-z a—c-z
Montrer que € IR™ et A € IR ainsi calculés sont bien solutions du systeme (1.72).
4. On suppose dans cette question que A est une matrice bande, dont la largeur de bande est p.

(a) Calculer le colt de la méthode de résolution proposée ci-dessus en utilisant la méthode LU pour la
résolution des systemes linéaires.

(b) Calculer le cofit de la résolution du systeme My = g par la méthode LU (en profitant ici encore de la
structure creuse de la matrice A).

(c) Comparer et conclure.
Dans les deux cas, le terme d’ordre supérieur est 2nq2, et les cotits sont donc comparables.

Exercice 51 (Majoration du conditionnement).

Soit || . || une norme induite sur M,,(IR) et soit A € M,,(IR) telle que det(A) # 0.

1. Montrer quesi |4 — Bl < HA+1H’ alors B est inversible.

n

2. Montrer que cond (A) > suppear, (R) %
det B=0

Exercice 52 (Minoration du conditionnement). Corrigé détaillé en page 80.

On note || - || une norme matricielle sur M, (IR). Soit A € M,,(IR) une matrice carrée inversible, cond(A) =
| AJ|||A~1]| le conditionnement de A, et soit 54 € M, (IR).

1. Montrer que si A + § 4 est singuliére, alors

cond(A) > H (1.73)
164l

2. On suppose dans cette question que la norme || - || est la norme induite par la norme euclidienne sur R".
Montrer que la minoration (1.73) est optimale, c’est-a-dire qu’il existe §4 € M,,(IR) telle que A + d4 soit
singuliere et telle que 1’égalité soit vérifiée dans (1.73).

[On pourra chercher § 4 de la forme

514 = _gv
xtx
avec y € IR"™ convenablement choisi et v = A~1y.]

3. On suppose ici que la norme || - || est la norme induite par la norme infinie sur IR™. Soit « €]0, 1[. Utiliser
I’inégalité (1.73) pour trouver un minorant, qui tend vers +oo lorsque « tend vers 0, de cond(A) pour la
matrice

1 -1 1
A=| -1 a -«

Exercice 53 (Conditionnement du carré).

Soit A € M,,(IR) une matrice telle que det A # 0.
1. Quelle relation existe-t-il en général entre cond (A2) et (cond A)2 ?
2. On suppose que A symétrique. Montrer que conds (A%) = (condy A)2.

3. On suppose que conds (A2) = (condy A)?2. Peut-on conclure que A est symétrique ? (justifier la réponse.)
Exercice 54 (Calcul de I’inverse d’une matrice et conditionnement). Corrigé détaillé en page 80.

On note || - || une norme matricielle sur M,,(IR). Soit A € M,,(IR) une matrice carrée inversible. On cherche ici
des moyens d’évaluer la précision de calcul de I’inverse de A.
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1. On suppose qu’on a calculé B, approximation (en raison par exemple d’erreurs d’arrondi) de la matrice A~*.

On pose :
_IBay 1B -4
A= | Al (1.74)
es = [[AB-1Id|, e = [BA-1d|

(a) Expliquer en quoi les quantités ey, eo, e3 et e, mesurent la qualité de 1’approximation de A~*.
E|l <A, et que

econd(A) < 1.

(b) On suppose icique B = A~! + E, o

Montrer que dans ce cas,

econd(A)

e1 <eg,ep < m, es < econd(A) et ey < econd(A).

(c) On suppose maintenant que AB — Id = E’ avec |E’|| < & < 1. Montrer que dans ce cas :

5
e1<¢g, e < T o €3 < ceetey <econd(A).

2. On suppose maintenant que la matrice A n’est connue qu’a une certaine matrice d’erreurs pres, qu’on note

dA.
1
(a) Montrer que la matrice A + § 4 est inversible si ||04] < A
(b) Montrer que si la matrice A + § 4 est inversible, alors
[(A+d4)"" =AY 14
< cond(A)———.
1(A+da)7 | 1A

Exercice 55 (Conditionnement du Laplacien discret 1D). Suggestions en page 76, corrigé détaillé en page 82.
Soit f € C([0,1]). Soit n € IN*, n impair. On pose h = 1/(n + 1). Soit A la matrice définie par (1.10) page 13,
issue d’une discrétisation par différences finies (vue en cours) du probléme (1.5a) page 11.

Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. [On pourra commencer par chercher X € R et ¢ €
C?(R,R) (¢ non identiqguement nulle) t.q. —¢" (x) = \p(x) pour tout z €]0,1[ et p(0) = ¢(1) = 0].

Calculer conds(A) et montrer que hconda(A) — =5 lorsque h — 0.

Exercice 56 (Conditionnement, réaction diffusion 1d.).

On s’intéresse au conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice issue d’une discrétisation par Différen-
ces Finies du probleme (1.25) étudié a I’exercice 16, qu’on rappelle :

—u"(z) +u(z) = f(z), = €0,1],
u(0) =u(l) =0. (1.75)

EL)

Soitn € IN*. On note U = (u;) ,, une “valeur approchée

=1 de la solution u du probleme (1.25) aux points

(#) . On rappelle que la discrétisation par différences finies de ce probleme consiste a chercher U
j=1,....n

comme solution du systeme linéaire AU = ( f (ﬁ))

ol la matrice A € M,,(IR) est définie par A =

(N + 1)?B + 1d, Id désigne la matrice identité et

2 -1 0 ... 0
1 2 -1

B=1 o 0

-1 2 -1

0 0 -1 2
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1. (Valeurs propres de la matrice B.)
On rappelle que le probleme aux valeurs propres

—u(x) = du(x), x €]0,1],
u(0) = u(1) =0. (1.76)

admet la famille (g, ug)kew=» A = (k7)? et ug(z) = sin(kwx) comme solution. Montrer que les vecteurs

U, = <u k(#))jﬂ sont des vecteurs propres de la matrice B. En déduire toutes les valeurs propres

)

de la matrice B.
2. En déduire les valeurs propres de la matrice A.

3. En déduire le conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice A.
Exercice 57 (Conditionnement “efficace”). Suggestions en page 77.

Soit f € C([0,1]). Soit n € IN*, n impair. On pose h = 1/(n + 1). Soit A la matrice définie par (1.10) page 13,
issue d’une discrétisation par différences finies (vue en cours) du probléeme (1.5a) page 11.

Pour u € IR"™, on note uy, ..., u, les composantes de u. Pour v € IR", on dit que u > 0 si u; > 0 pour tout
i€{l,...,n}.Pouru,v € R",onnote - v =>_" | u;v;.

On munit R™ de la norme suivante : pour v € R", ||u| = max{|u;|, ¢ € {1,...,n}}. On munit alors M,,(IR)
de la norme induite, également notée || - ||, ¢’est-a-dire | B|| = max{||Bul|, v € R" t.q. |u]| = 1}, pour tout
B e M,(R).

Partie I Conditionnement de la matrice et borne sur I’erreur relative

1. (Existence et positivité de A~1) Soient b € R"™ et u € R" t.q. Au = b. Remarquer que Au = b peut
s’écrire :

%(ul — Ui—l) + %(ul — ui+1) = bi, Vi € {1, .. .,n}, (1.77)
Uy = Un+1 = 0. ’

Montrer que b > 0 = u > 0. [On pourra considérer p € {0,...,n+ 1} t.q. u, = min{u;, j € {0,...,n+
1}.]
En déduire que A est inversible.

2. (Préliminaire) On considére la fonction ¢ € C([0,1],IR) définie par ¢(x) = (1/2)x(1 — z) pour tout
x € [0,1]. On définit alors ¢ = (é1,...¢,) € R"™ par ¢; = ¢(ih) pour tout i € {1,...,n}. Montrer que
(A¢); = 1pourtouti € {1,...,n}.

3. (Calcul de ||A7Y|) Soient b € R" et w € R" t.q. Au = b. Montrer que |lu| < (1/8)|b| [Calculer
A(u + ||b]|¢) avec ¢ défini a la question 2 et utiliser la question 1]. En déduire que ||A~!|| < 1/8 puis
montrer que ||A~Y| = 1/8.

4. (Calcul de || A)) Montrer que [|A|| = +%.

5. (Conditionnement pour la norme || - ||). Calculer || A~||||A||. Soient b, §, € IR™ et soient u, 6, € R" t.q.

16l —1ypyg 4 19l
< AT Al
[l 2]

Montrer qu’un choix convenable de b et §;, donne 1’égalité dans I’inégalité précédente.

Au=bet A(u+ d,) = b+ . Montrer que

Partie II Borne réaliste sur I’erreur relative : Conditionnement “efficace”

On se donne maintenant f € C(]0,1],IR) et on suppose (pour simplifier...) que f(x) > 0 pour tout 2 €]0, 1].
On prend alors, dans cette partie, b; = f(ih) pour touti € {1,...,n}. On considere aussi le vecteur ¢ défini a la
question 2 de la partie I.
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1. Montrer que
n 1
h Z bip; — / f(x)p(z)dz quand n — oo
i=1 0
et que

Z bi¢; > 0 pour toutn € IN*.
i=1
En déduire qu’il existe o > 0, ne dépendant que de f, t.q. kY ., bi¢; > a pour tout n € IN*.
2. Soitu € R" t.q. Au = b. Montrer que n|jul| > 31" | u; = u- Ap > ¢ (avec o donné a la question 1).

[0l < Ilfllzo=qo,1p) |10l
[Jull 8a o]l

Soit 0, € R™ et &, € R" t.q. A(u + 0,,) = b+ . Montrer que

0.1D (question I1.2) quand n est “grand” (ou quand n. — ©0).

3. Comparer || A~ ||| Al| (question L.5) et HJCH%

1.4.6 Suggestions pour les exercices
Exercice 39 page 70 (Normes induites particuliéres)
1. Pour montrer I’égalité, prendre z tel que z; = sign(a;,,;) olig esttelque > . laig 1 > D2, . laijl,

Vi=1,...,n,etsign(s) désigne le signe de s.

2. Pour montrer I’égalité, prendre x tel que z;, = letx; = 0sij # jo, ol joesttel que Y ., . la;j| =

maxi;=1,...n Zizlwm |ai,j \

Exercice 44 page 71 (Série de Neumann)

1. Montrer que si p(A) < 1, alors 0 n’est pas valeur propre de Id + A et Id — A.

2. Utiliser le corollaire 1.34.

Exercice 47 page 71 (Propriétés générales du conditionnement)

3.S0ient0 < Ay < Ao... < Apet0< py < pg...< u,les valeurs propres de A et B (qui sont s.d.p.). Montrer
d’abord que :
A’!L + Mn
condsy(A+ B) < ———.
2 )< A1+
Montrer ensuite que
a+b a b N

< z 2z 4
P maX(c, d)’ Y(a,b,c,d) € (RY)

et conclure

Exercice 55 page 74(Conditionnement du Laplacien discret 1D)

2. Chercher les vecteurs propres ® € IR"™ de A sous la forme ®; = ¢(z;), j = 1,...,n ol ¢ est introduite dans
les indications de I’énoncé. Montrer que les valeurs propres associées a ces vecteurs propres sont de la forme :

km

A
4§ n+1

2
1 —coskmh) = — (1 — cos

h2 )

2
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Exercice 57 page 75 (Conditionnement efficace)

Partie 1
1. Pour montrer que A est inversible, utiliser le théoréme du rang.

2. Utiliser le fait que ¢ est un polyndme de degré 2.

1 . . . N .
3. Pour montrer que || A7 = 3’ remarquer que le maximum de ¢ est atteint en = = .5, qui correspond a un point

de discrétisation car n est impair.

Partie 2 Conditionnement efficace
1. Utiliser la convergence uniforme des fonctions constantes par morceaux @y, et fj, définies par

N A T
on(@) :{go(zh)—gzﬁlsnue]xl 5, i+ 5l i=1,...,n, ot

Osize [0, 2 ourell — 2 1]
h | f(ih)=0siz €[0,2]oux €]l -2 1]

2. Utiliser le fait que A¢ = (1...1)%.

1.4.7 Corrigés
Exercice 39 page 70 (Normes induites particulieres)

1. Par définition, || A|lcc = SUP zer” ||AZ| o, et
lz]lco=1

|A®] o = max | Y aigr;l < max > agllal.
=l i=l,e.n
Jj=1,...,n j=1,....n
Or ||&||cc = 1 donc |z;] < let
|Az||o < max E |as ;1.
1=1,...,n

J=1,...,n

Montrons maintenant que la valeur « = max;—1,.. ijl . |as ;| est atteinte, ¢’est-a-dire qu’il existe « € R",
lz]|oo = 1, tel que | Ax]|c = . Pour s € IR, on note sign(s) le signe de s, ¢’est—a—dire

. s/|s|sis # 0,
sign(s) = {O/s|i L 0

, Vi =

Choisissons « € IR" défini par z; = sign(a;,, ;) ol ig est tel que 3 ,_;  |a,,;
1,...,n.Onabien |x| = 1, et

Z Zj:l,...,n |aivj

n
[Az]oo = max | > aijsign(as, ;)]
=L

Y laiyl= max > aigl-
=1 n

yeeey

j=1,....n Jj=1,....,n

Or, par choix de x, on a

On en déduit que pour ce choix de x, on a bien ||Ax| = max;—1,. » ijl,__wn la; ;.
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2. Par définition, et
€T 1:1
Jaali =Y zaumj|<z|x7|<z|ai,j|) < sl X o)
=1 j=1 =1 j=1,....,n
Et comme »_7_, |z;| = 1, onabien que || A1 < maxj—1,__n >y, lail-

Montrons mamtenant quiil existe z € R™, ||z, = 1, tel que ||Az|; = > i=1...n |@i |- 11 suffit de considérer
pour cela le vecteur € IR™ défini par z;, = letx; = 05sij # jo, ol jo est tel que Zi:l,...,n las jo| =
MAXj=1, .0 D=1 || On vérifie alors facilement qu'on a bien [|Az||1 = maxj—1,..n > iy, laij]-

.....

Exercice 42 page 71 (Rayon spectral)

11 suffit de prendre comme norme la norme définie par : [|z||* = Y1 a? ol les (c;);=1,, sont les composantes

de x dans la base des vecteurs propres associés a A. Pour montrer que ceci est faux dans le cas ot A n’est pas

diagonalisable, il suffit de prendre A = ( 8 (1) ), on a alors p(A) = 0, et comme A est non nulle, || A]| # 0.

Exercice 44 page 71 (Série de Neumann)

1. Si p(A) < 1, les valeurs propres de A sont toutes différentes de 1 et —1. Donc 0 n’est pas valeur propre des
matrices Id — A et Id + A, qui sont donc inversibles.

2. Supposons que p(A) < 1. Remarquons que
O AM(I1d— A) =1d — AT (1.78)
k=0

Comme p(A) < 1, d’apres le corollaire 1.34, on a A*¥ — 0 lorsque & — 0. De plus, Id — A est inversible. En
passant a la limite dans (1.78) et on a donc

(Id—A)~ Z A- (1.79)

Réciproquement, si p(A) > 1, la série ne peut pas converger en raison du corollaire 1.34.
3. On a démontré plus haut que si p(A) < 1, la série de terme général A* est absolument convergente et qu’elle
vérifie (1.79). On en déduit que si ||A]| < 1,

+oo
1
Id— A7 < A= ———.
(1= 470 < 2141 = T

On a de méme

d’ol on déduit de maniere similaire que

1

+oo
I(7d+ )~ < Y I1AM = +—7
2 1= A]

k=0
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Exercice 46 page 71 (Calcul de conditionnement)

4 2) . Les valeurs propres de cette matrice sont 3 4 v/5 et donc condy (A) = 345 # 2.

t A —
OnaAA—(2 9 35

Exercice 47 page 71 (Propriétés générales du conditionnement)

1. Si cond2(A) = 1, alors /g—’; = 1 et donc toutes les valeurs propres de A*A sont égales. Comme A’ A est
symétrique définie positive (car A est inversible), il existe une base orthonormée (f, ... f,,) telle que A'Af, =
1
of;, Vieto > 0 (car A*A ests.d.p.). Onadonc A*A = old A® = a?A~! avec a = /5. En posant Q = — A4,
a
1
onadonc Qt = —A' = A1 =Q L
a
Réciproquement, si A = aQ, alors A'A = o?1d, 2= =1, etdonc condy (A) = 1.

2. A € M,,(IR) est une matrice inversible. On suppose que A = QR ou @ est une matrice orthogonale. On a donc

conda(A) = / In ooy < ... < op sont les valeurs propres de A'A. Or A'A = (QR)'(QR) = R'Q™'QR =
g1

R'R. Donc conds(A) = conds(R).

3.S0ient0 < A\p < Ag... < Apet0< pug < pg... < g, les valeurs propres de A et B (qui sont s.d.p.). Alors

conda(A+ B) = V—n, ou 0 <1 <...<uw, sontles valeurs propres de A + B.
141

a) On va d’abord montrer que

An + pin
conds(A+ B) < ————.
2 ) A1+
On sait que si A est s.d.p., alors
A’IL
do(A) = —.
condz(A) N
Or, si A est s.d.p., alors sup Az -z = \,; il suffit pour s’en rendre compte de décomposer z sur la base
llzll2=1
(f;)i=1..n. Soitz = Z a; [, alors :
i=1

n n
Ax-x:Zaf/\i < /\nz&? =\,
i=1 i=1

EtAf, - f.= .

De méme, Az -z > A\ > i a2 = A\ et Az -z = Ay siz = fi. Donc Hill[\lf Az -z = )\,
z||=1

On en déduit que si A est s.d.p.,

condy(A4) = S Pzl=1 27T Ar
2 N inf||z||:1 Az -z’

SUp||y=1(A + B)z -z
ianwH:l(A + B)l’ cx

Donc condz (A + B) = Or

sup (Az -2+ Bx-x) < sup Az-xz+ sup Bx-x = A\, + ln,

lzl=1 lzl=1 llz|=1
inf (Az-z+ Bx-z)> inf Av-x+ inf Bz-z =X\ + i,
lzl=1 lzl=1 llz|=1
et donc
An + pn

d2(A+ B) < .
conda( )_)\1+u1
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b) On va montrer que

a+b a b N
T d < max(z, a), Y(a,b,c,d) € (RY)*

a+b
c+d

b(c+d) > d(a+b);donc Zig < %. On en déduit que conds (A + B) < max(condy(A), conds(B)).

Supposons que > e alors (a + b)e > (¢ + d)a c’est—a—dire be > da donc be + bd > da + db soit
c

Exercice 52 page 73 (Minoration du conditionnement)

1. Comme A est inversible, A + 54 = A(Id + A7154), et donc si A + J4 est singuliere, alors Id + A~ 154
est singuliere. Or on a vu en cours que toute matrice de la forme Id + B est inversible si p(B) < 1. On en
déduit que p(A~154) > 1, et comme

p(A64) < [|A7 6] < 1A |64

on obtient

A
|A=Y||16.4]] > 1, soit encore cond(A) > S
A
2. Soity € IR™ tel que —let|A 1yl = ||[A"|. Soitz = A=y, et 64 = 2= on a donc
y que [|y y y g
—y at —y atw
(A4+6a)x = Az — rT=y— = 0.
xtx zt
La matrice A + § 4 est donc singuliere. De plus,
64l = sl y' A7
[l
Or par définition de x et y, on a ||z||?> = |[|A~!||%. D autre part, comme il s’agit ici de la norme L2, on a
|A=t|| = ||A~1||. On en déduit que
1 1
164l = =g l9IPIATH = gy
A= A=

On a donc dans ce cas égalité dans (1.73).
3. Remarquons tout d’abord que la matrice A est inversible. En effet, detA = 2a2 > 0.
0 0 0

Soitda=[ 0 —a « . Comme det(A 4 d4) = 0, la matrice A + &4 est singuliere, et donc
0 —a —«a

cond(A) > 1Al (1.80)

~ lloall

Or [04]| = 2cvet || A]| = max(3,1 + 2) = 3, car o €]0, 1[. Donc cond(4) > 2.

Exercice 54 page 73 (Calcul de I’inverse d’une matrice et conditionnement)
1. (a) L’inverse de la matrice A vérifie les quatre équations suivantes :
X—-A1' =0 X'1-4 = 0,
AX-Id = 0, XA-1d = 0.
Les quantités e, es, e3 et e4 sont les erreurs relatives commises sur ces quatre équations lorsqu’on

remplace X par B ; en ce sens, elles mesurent la qualité de I’approximation de A~?.
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(b) On remarque d’abord que comme la norme est matricielle, on a | M P|| < ||M]||P]| pour toutes
matrices M et P de M,,(IR). On va se servir de cette propriété plusieurs fois par la suite.

(o) Comme B=A"'+FE, ona

o IEL At
fA=I = AT

(B) Par définition,
_ B Al AT+ B Al

“ IA] IA]
Or
A1+ E)'—A = (A'Id+AE))' - A
= (Id+AE)"'A— A
= (Id+ AE)~'(Id - (Id + AE))A
= —(Id+ AE)"'AEA.
On a donc

e2 < [|(Id+ AE) T [ Al E].

Or par hypothese, || AE| < ||A|||E|| < cond(A)e < 1; on en déduit, en utilisant le théoréme
1.11, que :

- 1 econd(A)
Id+ AE))™'|| < ———, etd S T ceond( AV
|(Id+ AE))"| < 1- |AE| etdonces = 17— gcond(A)

(7) Par définition, e = |AB — 1d|| = [[A(A™! + E) — 1d|| = [AE]|| < [|A[ | E]| < [|A]l]| A~ =
econd(A).
(8) Enfin,eq = ||[BA—1d| = ||(A~' + E)A —1d|| < |EA]| < || E||||A]| < econd(A).

(c) (o) Comme B= A"'(Id+ E'),ona

ATt ud+ E) - A7

<|ld+E —1d|| <e.
I R

€1

(B) Par définition,
_ lud+E)TA-A|

€2 = AT
_ IUd+E) " (A-(Id+E)A)|
= AT
<|(Id+ E)7H|[1d - (Id + E')|| < 1=

car € < 1 (théoréme 1.1).

(77) Par définition, e3 = |AB — Id|| = [|[AA™Y(Id + E') — 1d|| = || E'|| < e.

(0) Enfin,eq = [|[BA—1d|| = |[A~1(Id+ E)A-1d|| = |[A"Y(A+ E'A— A)| < ||[A7Y||AF'| <
econd(A).

2. (a) On peut écrire A + 64 = A(Id + A=164). On a vu en cours (théoréme 1.11) que si [|[A™104]| < 1,

alors la matrice Id + A~164 est inversible. Or ||A=154|| < ||A7Y||||6.4]], et donc la matrice A + &4
1

A=
(b) On peut écrire ||(A+54)" P — A7 = [[(A+64) " Ad — (A+3)A7Y| < ||(A+54)71|]1d —
Id — 64 A7 < ||(A+64)"Y5al|||A7L]|. On en déduit le résultat.

est inversible si |54 ]| <
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Exercice 55 page 74 (Conditionnement du Laplacien discret 1D)

Pour chercher les valeurs propres et vecteurs propres de A, on s’inspire des valeurs propres et vecteurs propres du
probléme continu, ¢’est—a—dire des valeurs A et fonctions ¢ telles que

—¢'"(z) = Ap(z) = €]0,1]
{ o(0) = o(1) = 0 (18D

(Notons que ce “truc” ne marche pas dans n’importe quel cas.)

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle —” = A est un espace vectoriel d’ordre 2. donc ¢ est
de la forme ¢(x) = «cos Vz + [Bsin oY (A > 0) et a et 5 dont déterminés par les conditions aux limites
©(0) = a = 0et p(1) = acos VX + BsinvVA = 0; on veut 3 # 0 car on cherche ¢ # 0 et donc on obtient
A\ = k272, Les couples (), @) vérifiant (1.81) sont donc de la forme (k%72 sin km).

2. Pour k = 1 a n, posons @gk) = sin kwx;, ou &; = th, pour ¢ = 1 a n, et calculons AP*)
(ADR); = —sinkn(i — 1)h 4 2sin kx(ih) — sin kn(i + 1)h.

En utilisant le fait que sin(a + b) = sina cos b + cos a sin b pour développer sin k7 (1 — i)h et sin kw (i + 1)h, on
obtient (apres calculs) :

(Ad™®), = 0P i =1, n,

avec 5 5 &
)\k:ﬁ(l_COSkﬂh):ﬁ(l_wsnfl) (1.82)
On a donc trouvé n valeurs propres A1, . . ., A, associées aux vecteurs propres ®(1), ... &™) de IR" définis par

@Ek) = sin Gl
n +

Remarque : Lorsque n — +o00 (ou h — 0), on a

,i=1...n.
1

2 k2 2h2
AR — 3 (1 —1+ 7; + O(h4)> = k*r% + O(h?)
Donc

/\,(Ch) — k2r? = M\ lorsque h — 0.

Calculons maintenant conds (A). Comme A est s.d.p., on a

nim

_ A l—cosoin
- - s
A1 1—cosn_|r1

condz(A)

Ona:h?*\, = 2(1 — cos &%) — 4 et \; — 7° lorsque 7 — 0. Donc
9 4
h=condz(A) — —; lorsque h — 0.
™

Exercice 57 page 75 (Conditionnement “efficace”)

Partie I
1. Soitu = (u1,...,u,)". Ona

1 1 .
Au=b< E(Uz‘—ui_1)+ﬁ(ui—ui+1):bi, Vi=1,...,n,
Uy = Un4+1 = 0.

Supposons b; > 0,Vi =1,...,n, et soit

p=min{k € {0,...,n+ 1};ur, = min{u;, 1 =0,...,n+1}}.
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Remarquons que p ne peut pas étre égal an + 1 car ug = up+1 = 0. Sip = 0, alors u; > 0Ve = 0,n + 1 et donc
u > 0.
Sipe {1,...,n}, alors
1 1
ﬁ(“p —up-1) + ﬁ(up — Upt1) = 0;
mais par définition de p, on a u, — up—1 < 0 et u, — up41 < 0, et on aboutit donc a une contradiction.
Montrons maintenant que A est inversible. On vient de montrer que si Au > 0 alors « > 0. On en déduit par

linéarité que si Au < 0 alors u < 0, et donc que si Au = 0 alors u = 0. Ceci démontre que 1’application linéaire
représentée par la matrice A est injective donc bijective (car on est en dimension finie).

1
2. Soit ¢ € C([0,1],IR) tel que p(z) = 59&(1 —z)etp; = p(a;), i =1,n,ob x; = ih.

On remarque que (A¢); est le développement de Taylor a I’ordre 2 de (z; ). En effet, ¢ est un polyndme de degré

2, sa dérivée troisieme est nulle; de plusona ¢'(z) = 2 — wet ¢”(z) = 1. Onadonc:

h2
biv1 = ¢i + he'(z;) — >
2
bi—1 = ¢i — he' (z;) — 5
On en déduit que h%(QgZ)Z— — ¢iy1 — ¢ir1) = 1, et donc que (Ag); = 1.
3. Soientb € IR"™ etu € R" tels que Au =b.0Ona:
(A(u £ [|bll@))i = (Au); £ [|b]|(Ad)s = b £ [|b]|.
Prenons d’abord b; = b; 4 ||b|| > 0, alors par la question (1),
wi+||bllgi >0 Vi=1...n.
Si maintenant on prend b; = b; — |[6]] < 0, alors
u; — ||bll¢s <0 Vi=1,...,n.

On a donc —||b]|¢; < u; < ||b]| s

1
On en déduit que [|u]| < ||b]| ||¢||; or ||¢]| = 3 D’ot ||u|| < §||b||
On peut alors écrire que pour tout b € IR",
1 A~ 1 1
| A= || < =||b||, donc I I < -, dou A7 < <.
8 |IB]] 8 8

1
On montre que ||[A7!|| = gen prenant le vecteur b défini par b(x;) = 1,Vi = 1,...,n. On aeneffet A=1b = ¢,

et comme n est impair, 3i € {1,...,n} tel que z; = 3 sor ||| = (5) = 3.

4. Par définition, on a || A|| = sup = [|Az||, et donc [|A[| = max;=1.n Y, ,, |ai;

, d’ou le résultat.

5. Grace aux questions 3 et 4, on a, par définition du conditionnement pour la norme || -||, cond(A4) = || A||[|A7L|| =
77
Comme Af, = dp,ona:
_ 161l - LAl
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d’ou le résultat.

Pour obtenir I’égalité, il suffit de prendre b = Au ol w est tel que ||u|| = 1 et ||Aul| = ||AJ], et dp tel que ||dp]| = 1
et ||A=15|| = ||A~Y||. On obtient alors

6] _ 1 I8l

ol LAl

D’ou I’égalité.
Partie 2 Conditionnement “‘efficace”

1. Soient ¢y, et f;, les fonctions constantes par morceaux définies par

. , bk
on () _{ p(ih) = ¢7Slﬂ?€]$z 2,33@—1-2[,2 1,...,m, ot

Osiz €[0,4]oux €]l — & 1].
| f(eh) =b; 51x€]xz b a:erg[,
In(@) —{ f(ih) =0siz € [0, 2] ouz €)1 — & 1].

Comme f € C([0,1],R) et p € C?([0,1],TR), la fonction f}, (resp. ¢p) converge uniformément vers f (resp. ¢)
lorsque h — 0. En effet,

If = fullso = sup [f(z) = fu(2)]

z€[0,1]

= max  sup |f(x) = fu(2)]

TE€[Ti,Tit1]

=,Iax  sup |f(z) — f(z:)]

TE€[T,Tit1]

Comme f est continue, elle est uniformément continue sur [0, 1] et donc pour tout e > 0, il existe h. > 0 tel que si
|s —t| < he,alors |f(s) — f(t)]. On en conclut que si’on prend h < h.,ona ||f — fi|| < e. Le raisonnement est
le mé&me pour ¢y, et donc fj,pp converge uniformément vers fp. On peut donc passer a la limite sous 1’intégrale
et écrire que :

hz bipi = / fo(@)pn(x)dr — / f(x)p(x)dx lorsque h — 0.

Comme b; > 0et¢; >0Vi=1,...,n,onaévidemment
nfzbchl>()et5 %/f x)dx = > 0lorsque h — 0.
Donc il existe ng € IN tel que si n > ng, S, > g, etdonc S,, > a = min(Sp, S1 ... Sn,, g) > 0.

n
2.0n anljull = nsup;— , [ui| > > u;. D’autre part, Ap = (1...1)" donc u - Ap = ZUZ ;oru- Ap =
i=1

Alu - = Au - o car A est symétrique. Donc u - Ap = Z bip; > % d’apres la question 1. Comme 6, = A~1d,,

i=1
Ou 1h
on a donc ||0,]| < [[A7Y| ||6s] ; et comme nul > %,on obtient : |:| ” < ——nH(S I |||£”| Orhn < letona
u
donc bien :
CATNEA]
lul = 8 0]

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 84 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 11 novembre 2018



1.4. NORMES ET CONDITIONNEMENT D’UNE MATRICE CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

3. Le conditionnement cond(A) calculé dans la partie 1 est d’ordre 1/h?, et donc tend vers I’infini lorsque le

pas de discrétisation tend vers 0, alors qu’on vient de montrer dans la partie 2 que la variation relative ”H(SJH” est

. Z: N TS . . . ) o . .
inférieure a une constante multipliée par la variation relative de HH b””” . Cette derniere information est nettement plus

utile et réjouissante pour la résolution effective du systeme linéaire.

85 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 11 novembre 2018

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3



Université d’Aix-Marseille, 2018-2019
Licence de Mathématiques, analyse numérique
Travaux Pratiques 1, en python

Exercice 1 (Résolution numérique de —u” = f)
Pour f € C([0,1],IR) donné, on cherche & calculer de maniére approchée, par
un schéma aux Différences Finies, la solution, notée u, du probléme suivant :

—u"(z) = f(x) pour z €]0,1],
u(0) = u(1) = 0.

On note h le pas du maillage, h = 1/(n+1), n € IN*. le probléme discrétisé est
donc de la forme Apup = fr, ou Ay est une matrice carré de taille n et up, fj
sont des vecteurs de taille n (voir le cours pour plus de précisions). L’erreur de
discrétisation est donnée par la norme infinie du vecteur (ug — ue) Ol u, est le
vecteur formé par la solution exacte prise aux points du maillage.

On choisit pour second membre la fonction f définie par f(z) = w2

sin(mx).
1. Pour n € IN*,

(a) Ecrire un programme construisant la matrice Aj;, sous forme d’une
matrice creuse.

[On pourra utiliser la structure scipy.sparse.lil_ matrix.|
(b) Contruire le vecteur fj,.

(c) Calculer le vecteur uy, en utilisant une résolution directe pour matrice
creuse.

[On pourra mettre la matrice Ay et vecteur fj, sous la forme csr et
utiliser le solveur scipy.sparse.linalg.spsolve.|

2. Vérifier que la méthode est bien convergente d’ordre 2.

[En prenant, par exemple, n +1 = 100 et n + 1 = 200, Perreur de
discrétisation est essentiellement divisée par 4.]

Exercice 2 (Décomposition LU et Cholesky)

2 -1 0 0 O 1 0 0 o0 1
-1 2 -1 0 0 -1 1 0 0 1
Onpose A=|0 -1 2 -1 0O0|etB=|-1 -1 1 0 1
0 o -1 2 -1 -1 -1 -1 1 1
0 0 0o -1 2 -1 -1 -1 -1 1

1. Calculer la décomposition de Cholesky de la matrice A et constater la
conservation du profil. [On pourra utiliser linalg.cholesky.]

2. Calculer les mineurs principaux de la matrice B et en déduire qu’on peut
utiliser, pour cette matrice, la décomposition LU. [On pourra utiliser
linalg.det.|

3. Calculer la décomposition LU de la matrice B et constater la conservation
du profil. [On pourra utiliser scipy.linalg.lu.]



Exercice 3 (Le ballon de Foot) L’objectif de cet exercice est de déterminer
le nombre de faces d’un ballon de foot. Un ballon de foot est formée de faces
de forme pentagonales ou hexagonales. On notera x le nombre de pentagones
et y le nombre d’hexagones qui le constituent. On notera f le nombre total de
faces, a le nombre d’arétes et s le nombre de sommets du ballon. Ces nombres
sont des entiers positifs.

Pour déterminer z et y, on écrit les relations suivantes :

3.

chaque sommet appartient a exactement trois faces, 3s = 5x + 6y,
chaque aréte est partagée par deux faces, 2a = 5z + 6y,

le nombre total de faces est égal & la somme des nombres de pentagones
et hexagones, f =z + v,

(relation d’Euler) le nombre total d’arétes est égal & la somme du nombre
de faces et du nombre de sommets moins 2, a = f + s — 2.

. On note X le vecteur de IR® dont les composantes sont , y, f,a, s. Montrer

que X est solution d’un systéme linéaire de 4 équations (& 5 inconnues)
de la forme AX =b.

. Trouver (avec python) les solutions entieres du systéme linéaire de la ques-

tion précédente. On pourra (comprendre et) programmer l'algorithme
suivant consistant a échelonner la matrice A en notant n le nombre de
lignes de A (ici n = 4) et p le nombre de colonnes (ici p = 5). Le second
membre b est donc un vecteur de IR™. On note l;_1 la i-ieme ligne de A
(la premiere ligne est la ligne lp).

1=0
Pour jdeOap—2:
choisir, si c’est possible, k entre i et n — 1 tel que ax,; # 0.
échanger [; et [,
échanger b; et by
Pourmdei+1lan—1:
Remplacer I, par Ly, — (am,j/ai ;)
Remplacer by, par by, — (@m,j/a; ;)b;
t=1+1

Sachant que le ballon de foot correspond a y = 20, donner z, f, a et s.
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Exercice 1 (Etude d’un systéme particulier)
On s’intéresse au systeme Ax = b avec

07 8 7 32
7 5 6 5 23
A=1g 6 10 o= |33
7 5 9 10 31

1. Calculer les valeurs propres de A.
[On pourra utiliser la fonction numpy.linalg.eigvals].
En déduire que A est une matrice s.d.p..

2. Calculer le conditionnement de A en utilisant les valeurs propres de A. Com-
parer avec le résultat donné par la fonction numpy.linalg.cond.

3. Calculer le solution du systeme linéaire Az = b en utilisant la fonction
numpy.linalg.solve.

4. Calculer le solution du systeme linéaire Ax = b en utilisant le programme
d’échelonnement du tpl (qui, ici, consiste & utiliser la méthode de Gauss avec
pivot partiel). Comparer avec la solution de la question précédente.

5. On perturbe maintenant légeérement le systéme en remplagant b par b + dy,

0.1
avec d, = Boil . Calculer la nouvelle solution du systeme, notée = + 9.
—0.1
Oy 0
Vérifier que |—| < cond(A)%.
x

On rappelle que la norme euclidienne s’obtient avec numpy.linalg.norm

Exercice 2 (L’inégalité sur le conditionnement est optimale)

1) 1
Dans cet exercice, on construit un exemple pour lequel |—I|| < cond(A)% avec
x

A € M, (IR) inversible. On pourra prendre, par exemple, n = 10.

1. Construire une matrice diagonale D = diag(ds, ..., d,n) en choisissant dj,
..., dy de maniere aléatoire entre 1 et 10.

[utiliser numpy.random.random qui donne n nombres aléatoires compris
entre 0 et 1.]

Ordonner les nombres pour que 0 < d; < ... < d,, (utiliser numpy.sort).
Enfin, utiliser numpy.diag pour construire D.

2. Construire une matrice  (de M, (IR)) orthogonale de la manieére suivante :
Construire une premiere matrice P avec des coefficients alétaoires (en général
P est inversible, mais si P n’est pas inversible, on recommence le choix des
coefficients). On obtient alors une matrice orthogonale @ en effectuant la
décomposition QR de cette matrice (utiliser numpy.linalg.qr).



On choisit maintenant A = QDQ?, avec D et ) données par les questions
précédentes. La matrice A ainsi construite est symétrique définie positive.
On remarque que ¢1(Q) est le vecteur propre associé a la plus petite valeur
propre de A alors que ¢,(Q) est le vecteur propre associé & la plus grande
valeur propre de A.

3. On pose b = ¢,(Q) et §, = ¢1(Q) Calculer x et = + 6, (tels que Ax = b et
A(65) = 0p) et vérifier que
[

5.
—— = cond(A)—.
] AT

Pour cet exemple le conditionnement mesure exactement le rapport entre les
erreurs relatives. Mais, on remarque que cette égalité est obtenue pour des
choix tres particuliers de b et d,. L’exercice suivant montre que la sensibilité
de la solution aux erreurs sur le second membre peut étre bien meilleure
que celle prédite par le conditionnement lorsque le probleme provient d’une
discrétisation d’une équation différentielle (ou, plus généralement, d’une équa-
tion aux dérivées partielles).

Exercice 3 (Conditionnement “efficace”)

On s’intéresse, dans cet exercice, a la matrice de 'exercice 1 du tpl. Pour
n € IN*, on note A,, cette matrice (qui était notée Ay au tpl, avec h = 1/(n+1)).
On considéere le méme probleme que dans le tpl, c’est & dire celui correspondant
A f(x) = w2 sin(mx) pour z € [0, 1].

Pour n € IN* le probléme discrétisé s’écrit donc A,,x,, = b,,.

1. Pour n variant entre 100 et 1000 :

(a) Calculer b, et x,,

(b) Choisir de maniére aléatoire un vecteur de IR", noté J_, prenant ses valeurs
entre 0 et 0.1. Calculer x,, + 0, solution de A, (x, + 0z,) = by + %, et

0 J
calculer le nombre conds(A,,) vérifiant 9z, | = condy(A,) | bb"|.
X n

|n]

2. Dessiner les graphes (Pour n variant entre 100 et 1000) des applications
n — cond(Ay) et n — conds(A,). Remarquer que contrairement au con-
ditionnement de A,,, le rapport entre les erreurs relatives sur b et x (notée
condf(Ay)) ne croit pas comme n? (mais reste borné).

[Utiliser matplotlib.pyplot.plot et matplotlib.pyplot.show.]



