Chapitre 2

Problemes paraboliques : la discrétisation
en temps

On a vu au tout début du cours comme exemple type de probleme parabolique 1’équation de la chaleur instation-
naire :

ur — Au = f

qui fait intervenir la dérivée en temps d’ordre 1, u, ainsi qu’un opérateur différentiel d’ordre 2 en espace. Pour
que ce probleme soit bien posé, il faut spécifier des conditions aux limites sur la frontiere de €2, et une condition
initialeen ¢t = 0.

2.1 Le probleme continu, et la discrétisation espace-temps

On considere maintenant le méme probleme en une dimension d’espace. Au temps ¢t = 0, on se donne une condi-
tion initiale ug, et on considere des conditions aux limites de type Dirichlet homogene. Le probleme unidimen-
sionnel s’écrit :

U — Ugy = 0, Yo €10,1[, Vt €]0,T]

u(z,0) = up(z), Vo €]0,1], 2.1

u(0,t) = u(1,t) =0, Vt €10, 77,

ol u(x,t) représente la température au point = et au temps ¢, u; désigne la dérivée partielle premiere de u par
rapport a t et u,, la dérivée partielle seconde de u par rapport a . On admettra le théoréeme d’existence et unicité
suivant :

Théoreme 2.1 (Résultat d’existence et unicité) Si ug € C(]0,1[,IR) alors il existe une unique fonction u €
C2(10,1[x]0, T[,IR) N C([0, 1] x [0, T], IR) qui vérifie (2.1).

On améme u € C*(]0,1[x]0,T[,IR). Ceci est appelé, effet “régularisant” de 1’équation de la chaleur.

Proposition 2.2 (Principe du maximum) Sous les hypothéses du théoréme 2.1, soit u la solution du probleme
2.1);

1. siu®(x) > 0 pour tout z € [0,1], alors u(x,t) > 0, pour tout t > 0 pour tout x €]0, 1].

2. |ullLespo,apx10,77) < 1wl Loeo,1p -

Ces dernieres propriétés peuvent étre importantes dans le modele physique ; supposons pas exemple que u représente
une fraction massique. Par définition de la fraction massique, celle-ci est toujours comprise entre O et 1. La pro-
position précédente nous dit que la quantité v donné par le modele mathématique supposé représenter la fraction
massique d’une espece qui diffuse dans un milieu, par exemple, est aussi comprise entre O et 1, dés que la fraction
massique initiale ug est dans I’intervalle [0, 1] ce qui est plutdt une bonne nouvelle : le modele mathématique res-
pecte les bornes de la physique. Mais on ne peut pas en général calculer la solution de (2.1) de maniere analytique.
On a recours a la disrétisation en temps et en espace pour se ramener a un systeme d’équations de dimension finie.
Il est souhaitable pour la validité du calcul que la solution approchée obtenue par la résolution de ce systeme, qui
est supposée approcher une fraction massique soit aussi comprise a tout instant entre 0 et 1. On dit souvent d’une
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méthode de discrétisation (ou d’un schéma de discrétisation) qu’elle (ou il) est “robuste” ou “stable” s’il préserve
les bornes imposées par la physique (0 et 1 dans le cas de la fraction massique évoquée ci-dessus).

Pour calculer une solution approchée, on se donne une discrétisation en temps et en espace, qu’on notera D. On
choisit pour I’instant de discrétiser par différences finies en temps et en espace. La discrétisation consiste donc a se
donner un ensemble de points ¢,,n = 1,..., M de Uintervalle |0, T'[, et un ensemble de points x;,i = 1,..., N.
Pour simplifier, on considére un pas constant en temps et en espace. Soit : h = +1 = Ax le pas de dlscretlsatlon
enespace,etk = At = M ,le pas de discrétisation en temps. On pose alors t,, = nkpourn =0,..., M etx; = ih

pouri = 0,..., N 4+ 1. On cherche a calculer une solution approchée up du probleme (2.1); plus précisement on
cherche a déterminer up(x;,t,) pouri = 1,...,N,etn = 1,..., M. Les inconnues discrétes sont notées u( ),

i=1,...,Netn=1,..., M.

2.2 Discrétisation par Euler explicite en temps.

L’approximation en temps par la méthode d’Euler explicite consiste a écrire la premiere équation de (2.1) en chaque
point z; et temps ¢,,, & approcher la dérivée en temps wu,(x;, t,,) par le quotient différentiel :

w(wi, tny1) — ulxi,ty)
k b

et la dérivée en espace —u,..(x;, t,) par le quotient différentiel :

1

ﬁ(%(wi,tn) —u(@i—1,tn) — w(@it1,tn)).

Remarque 2.3 On a choisi une discrétisation en espace de type différences finies, mais on aurait aussi bien pu
prendre un schéma de volumes finis ou d’éléments finis.

On obtient le schéma suivant :

LD ()

%-ﬁ-ﬁ(?ug) Z()l ug+)1):0, i=1,...N, n=1,...,M,

ud = wup(z;), i=1,...,N, (2.2)

ug”)_ugvil_o, Vn=1,..., M.

le schéma est dit explicite, car la formule ci-dessus donne uz(-”H) de maniere explicite en fonction des (uE") )i=1,..,N-
En effetona:

7 = ) Al - ol

avec \ = %
2.2.1 Consistance du schéma

=(n) _

Soit @, ' = u(z;,t,) la valeur exacte de la solution en z; et t,, : L’erreur de consistance R; en (z;, t,,) peut s’écrire

comme la somme des erreurs de consistance en temps et en espace : R§”> = RE") + R? avec :

_ (n+1) _ (71) 1

R(n) k — ug(xy, ty) et R =72

(20 %, — 7)) ~ o).

Proposition 2.4 Le schéma (2.2) est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace, ¢’est a dire qu’il existe
C € R4 ne dépendant que de u tel que :
IR™| < C(k + h?). 2.3)

Démonstration : On a vu lors de 1’étude des problemes elliptiques que ’erreur de consistance en espace 15%(”)

est d’ordre 2 (voir formule (1.30) page 15). Un développement de Taylor en temps donne facilement que Eﬁ’” est
d’ordre 1 en temps. ]
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2.2.2 Stabilité
On a vu a la proposition 2.2 page 59 que la solution exacte vérifie :
|l oo qo,11x10,77) < lloll Loeqo,ap

Si on choisit correctement les pas de temps et d’espcace, nous allons voir qu’on peut avoir I’équivalent discret sur
la solution approchée.

Définition 2.5 On dit qu’un schéma est L°°-stable si la solution approchée est bornée dans L indépendamment
du pas du maillage.

Proposition 2.6 Si la condition de stabilité

k 1
A=-3<5 (2.4)
est vérifiée, alors le schéma (2.2) est L°>°—stable au sens ot :
. (n) <

csup ug | < Juol|oo

i=1,...,

n=1,....M
Démonstration : On peut écrire le schéma sous la forme

R B )
soit encore :
w" = (1 = 20)ul™ 4 aal™) + )\ugz)l.
1 n . . n n
Sio< A< 2" ona\ > 0etl— 2\ > 0,etla quantité ug +1) est donc combinaison convexe de uE ), UE_)1 et
ul™). Soit MM = max u’™  on a alors :
i=1,...,
" < (1= 2) M 4 AM™ L AM™ | Vi=1,... N,
et donc uz(-nﬂ) < M ™) On en déduit en passant au maximum que :
M (D) < M)
On montre de la méme maniere que
min uE"—H) >  min ugn).
i=1,...,N i=1,...,N
P ) (n+1) 0 s (n+1) . 0 15 .

On en déduit max;—1,.. n(u; ) < maxw; et min—; . n(u, ) > minwu; d’ou le résultat. =

2.2.3 Convergence

Définition 2.7 Soir u la solution du probléme (2.1) et (uﬁ”)) i=1,...N, la solution de (2.2). On appelle erreur de
n=1,...,M
discrétisation au point (;,t,,) la quantité el = u(x;,t,) — ul.

Théoreme 2.8 Sous les hypothéses du théoréme 2.1, et sous la condition de stabilité (2.4), il existe C € IR, ne
dépendant que de u tel que

e ™ oo < 1168 |oo + TC(k + h?), pour touti=1,...,Netn=0,..., M —1.
Ainsi, si ||e§0) lloc =0, alors max;—1, N ||e§n) || tend vers O lorsque k et h tendent vers 0, pour toutn = 1,... M .
Le schéma (2.2) est donc convergent.
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(n)

Démonstration : On note u; ’ = u(z;,t,). On a donc, par définition de I’erreur de consistance,

=(n+1) _ _(n)
’LLi - Wy 1 _(n —_(n _(n n
L - ﬁ(QUE - uz('—)l - “5-4-)1) = R§ ), (2.5)
D’autre part, le schéma numérique s’écrit :
(n+1) (n)
Uy — Uy 1 n n
et = 2 — ) —uy) =0, (2.6)

Retranchons (2.6) a (2.5), on obtient :

(n+1) (n)
€; —€; 1 n n n n
k - ﬁ(2e§ ) - ez('-i-)l - ez('—)l) = Rz( )7

soit encore :
e = (1= 220)el™ 4+ xel™) 4+ ael + kR

i

Or (1—20)el™ +xel™, + )\el(-i)l < [|e!™ | oo, car A < 1, et donc comme le schéma est consistant, 1"inégalité (2.3)
entraine que :

el V] < [le™]| o + KC(k + h2).
On a donc par récurrence :

le™ P lloe < [le®lloc + MEC(k + h?)

2

ce qui démontre le théoreme. |

Donnons maintenant un exemple ot lorsque la condition (2.3) n’est pas vérifiée, le schéma est instable.

2.24 Exemple de non convergence
Montrons que si la condition A < % n’est pas respectée, on peut construire une condition initiale pour lequel le

schéma n’est pas stable. Soit ug € C([—1, 1], IR) qui vérifie (voir Figure (2.1) :

uo(x)

AN

-1 —-1+e¢ 1

F1G. 2.1 — Condition initiale pour le contre exemple

ug(xz) >0
ug(x) #0siz €] —1;—1+4¢]
up(x) =0sixz > —-1+¢

On considere le probleme :

U — Ugy = 0,V €] — 1, 1[; Ve > 0.
u(z,0) = ug(z),Vr €] — 1,1] 2.7
u(l,t) = u(-1,t) = 0,Vt > 0.

On peut montrer que la solution exacte u de (2.7) vérifie u(x,t) > 0,Vz €] — 1, 1[, V¢ > 0. En particulier, pour un
temps 7' > 0 donné,on a u(0,T) > 0. Soit M € WNetk =T /M. Soit ul(") la solution approchée par (2.2), sensée
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approcher u(z;,t,) (i € {—N,...,N},n € N).On va montrer que u}! = 0 pour k et h choisis de maniere non

admissible ; ceci montre que le schéma ne peut pas converger. Calculons ué‘/[ :

ud’ = (1= 2X)ud =1 + MM+ a7
Donc uj)! dépend de

u™ =Y sur [—h, h]

uM=2) sur [—2h, 2h]

T T
mmmﬂ—Mmmmpq—EmEm
h 1
Par exemple, si on prend 7 = 5y on obtient : [~Lh, Zh] = [—1, 1], etdonc,sie < 3,0ona ul’ = 0.On peut

donc remarquer que si ’—k‘ %, méme sih — Oetk — 0,

ud? £ u(0,T).

Le schéma ne converge pas ; notons que ceci n’est pas en contradiction avec le résultat de convergence 2.8 page

61, puisqu’ici, on n’a pas satisfait a la condition 72 < 3

2.2.5 Stabilité au sens des erreurs d’arrondi

On considere le schéma d’Euler explicite pour I’équation (2.1). On appelle w la solution exacte de (2.1), up la
solution exacte de (2.2), tnum la solution effectivement calculée par 1’ordinateur. On peut écrire :

U — Upym = U — UD + UD — Unum-

On sait que I’erreur de discrétisation © — up tend vers 0 lorsque h et k tendent vers 0, sous condition de stabilité

(24),cad.
1
A< -
2
Pour controler I’erreur entre la solution up du schéma (2.2) et la solution numérique obtenue 4, , on cherche a
estimer I’amplification de I’erreur commise sur la donnée initiale. Rappelons que le schéma s’écrit :

u™ D = (1= 20)uf” + )+ xll),

k
avec \ = 72 Ce schéma se met sous la forme u("*1) = AU  avec

120 A 0 ... 0
A 1-2% A

A= 0 L 0
: A 1-20 A
0 .0 A 1-2)

Définition 2.9 (Stabilité au sens des erreurs d’arrondi) Supposons que I’on commette une erreur €° sur la condi-
tion initiale. La nouvelle condition initiale 1°, s’écrit donc 1° = u® + 9. A cette nouvelle condition initiale cor-
respond une nouvelle solution calculée a = u™ 4+ () On dit que le schéma est stable au sens des erreurs
d’arrondi s’il existe C' > 0 indépendant de n tel que e < Ce0),

On peut trouver une condition suffisante pour que le schéma 2.2 soit stable au sens des erreurs d’arrondi. En effet,
on va démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.10 On suppose que \ = % < % Alors le schéma 2.2 est stable au sens des erreurs d’arrondi.
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Démonstration : Soit donc une condition initiale perturbée u° = u° + ¥ a laquelle on associe une nouvelle
solution calculée 7™ = u(™ 4+ (") Onae™ = A% Comme A est symétrique, A est diagonalisable dans
IR. Soient p1, ..., un les valeurs propres de A, et ey, ..., ey les vecteurs propres associés, c’est—a—dire tels que
Ae; = pie;, Vi = 1,...N.On décompose la perturbation £ sur la base des vecteurs propres :

N N

0 _ . An0 — e — (n)

e = a;e;. On a donc = a;pie; =",
=1 =1

Si on prend par exemple : €® = a;e;, on obtient £(™ = q; pire;. 1y a diminution de 1’erreur d’arrondi sur £° si

up |ui| <1
1=1...N

c’est-a-dire si p(A) < 1, ot p(A) désigne le rayon spectral de A. Calculons p(A). On écrit: A = T+ AB ou B
est la matrice symétrique définie négative, définie par :

-2 1 0 ... 0
1 -2 1 :
1 -2 1
0 0 1 -2
Soit VP(A) I’ensemble de valeurs propres de A. Alors VP(A) = {1 + Au,u € VP(B))}. Or VP(B) =
{—4sin? %,j =1,..., N} (voir Lemme 2.11 plus loin). Pour que (™ < ¢, il faut donc que :
. Jm
su 1 —4Asin? ————| < 1,
j:l,..l.),N| 2(N + 1)|
cad ] )
.2 JT™ 1
Asin 72(]\[4_ 0 < 5"
Une condition suffisante pour avoir une diminution de I’erreur est donc que A < % (]

Lemme 2.11 (Valeurs propres de B) L’ensemble VP (B) des valeurs propres de la matrice B définie par (2.8)
est donné par :

VP(B) = {—4sin? 5 T

———7=1,....N}.
(N—Fl),j ) ) }

Démonstration : Les valeurs propres B peuvent se calculer a partir des valeurs propres de 1’opérateur continu ; on
commence donc par chercher u solution de :

—u” 4+ au =0,
u(0) = u(l) = 0.
Cherchons u(x) sous la forme :
u(x) = acos vax + bsin vax

Comme u(0) = 0,0n a:a=0.De méme, u(l) = Bsiny/a = 0, et donc /o = km. Les valeurs propres et
vecteurs propres associés de 1’opérateur continu sont donc : (k:27r2, sin k’ﬂ'm) k€ IN*. Pourk =1,...,N, soit

v®) € RV tel que v = sin kmih. Calculons Bu® :
(B0 =, — 2 44

et donc
(Bv'"®); = sinkx(i — 1)h — 2sin kwih + sin kn(i + 1)h

En développant, on obtient :
(Bv®); = sin kmih cos(—kmwh) + cos kmih sin(—kmh) — 2sin kwih 4 sin kwih cos krh + cos kmih sin krh.

Analyse numérique des EDP, M1 64 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 30 novembre 2011



2.2. EULER EXPLICITE CHAPITRE 2. EDP PARABOLIQUES

Apres simplifications, il vient :
(Bu™®); = 2sin kmih(—1 + cos krh).

kmh
Or, coskmh = 1 — 2sin? % On a donc :

kmh
(Bv®)); = 2sinkmih x (—2sin? %)

= —4sin? ?(M))i, Vk=1...N.

1 > &g L2k
Onah = Nt donc les valeurs propres de B s’écrivent i, = —4 sin 2(N—7jr1)7 k=1,...,N. |

2.2.6 Stabilité au sens de Von Neumann

L’analyse de stabilité au sens de Von Neumann' consiste & étudier I'impact du schéma sur un mode de Fourier

isolé. Pour que le mode de Fourier en question soit solution du probleme continu, on remplace les conditions de
Dirichlet homogenes du probleme (2.1) par des conditions périodiques, et pour alléger les notations, on considere
Iintervalle |0, 27r[ comme intervalle d’étude en espace plutdt que I'intervalle ]0, 1.

Probleme continu avec conditions aux limites périodiques On considére le probleme avec conditions aux
limites périodiques

U — Uz =0, t€]0,T], x€0,2n],

w(0,1) = u(2m,t),Vt €]0,T], 2.9)

u(z,0) = ug(x).
Le probleme (2.9) est bien posé, au sens ol Yug € C([0,27]), il existe une unique u € C?(]0,27[x]0, T[,IR)
solution de (2.9). On suppose que ug € L*(]0, 2[). On rappelle que ’espace L des fonctions mesurables de IR a
valeurs dans C est un espace de Hilbert, et que {e*, p € Z } est une base hilbertienne? de L?(]0, 2r[) (attention
ici 4 désigne le complexe imaginaire pur tel que i = —1). On décompose donc la condition initiale dans cette

base hilbertienne : ug(x) = Z cp(O)e”’z (au sens de la convergence dans L?). Dans un premier temps, calculons
PEXZ
formellement les solutions de (2.9) sous la forme d’un développement dans la base hilbertienne :

u(x,t) = Z cp(t)eP?.

PEZ

En supposant qu’on ait le droit de dériver terme a terme, on a donc :

ug(x,t) = Z c;(t)eipz et ugy (T, t) = Z —c,(t)p*eP”.

PEZ PEXZ

On obtient, en remplagant dans I’équation
cp(t) = —p?cp(t)

c’est-a-dire ¢, (1) = cp(O)e*th en tenant compte de la condition initiale. On a donc finalement :
u(a,t) = 3 ep(0)e P te, (2.10)
nez

Justifions maintenant ce calcul formel. On a :

Y lep(0) = [u’]72 < +oo
PEZ

1John von Neumann (1903-1957), mathématicien et physicien américain d’origine hongroise, a apporté d’importantes contributions tant
en mécanique quantique, qu’en analyse fonctionnelle, en théorie des ensembles, en informatique, en sciences économiques ainsi que dans
beaucoup d’autres domaines des mathématiques et de la physique. Il a de plus participé aux programmes militaires américains.
2Soit H un espace de Hilbert, (ep)pez est une base hilbertienne de H si : (ep)pez est une famille orthonormée telle que Vv €
H,3(vp)icz CR;v= Z vpep au sens de la convergence dans H , avec v, = (v, ep), ot (.,.) désigne le produit scalaire sur H.
PEZ
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De plus, en dérivant (2.10) terme a terme, on obtient :
Up — Ugy = 0.
La condition de périodicité est bien vérifiée par v donnée par (2.10). Enfin on a bien : u(z,t) — ug(t) lorsque

t — 0, donc la condition initiale est vérifiée. On peut remarquer qu’il y a “amortissement” des coefficients de
Fourier ¢, (0) lorsque ¢ augmente, c.a.d. qu'ona: ¢,(t) < ¢p(0), V¢ > 0.

Discrétisation du probleme (2.9) Si on utilise le schéma (2.2), pour la discrétisation de (2.9) on a :

(n+1) (n) n) (n
u{" = (1 - 20l + xdl) + lY, 2.11)
On prend comme condition initiale u?(2) = e”*, pour p € Z fixé . En discrétisant, on obtient : uf(z) = e™/",
pourj =1,...,N,avec h = 5. On abien ug = u}, = 0. Calculons :

ugl) = (1—2)\)e®Pih 4 Ae®PU=Dh 4 \etP(GHDR

donc : ug-l) = "¢, On appelle &, le facteur d’amplification associé a la fonction e (appelé aussi “p-ieme

mode de Fourier””). On a donc :
1) _ (0)
u; = fpuj

) _ (0)
U; = = (§p)"uj
On dit que le schéma est “stable au sens de Von Neumann” si on a la méme propriété d’amortissement des modes

de Fourier que dans le cas continu vu plus haut c.a.d. si :

‘€ZD| < 17 Vp
Calculons ), :
& =1—2X+2Xcosph
=1—2)\+2X\(1 — 2sin? %h)
o2 2
=1—4\sin (N—L, g) )

2 1
Pour avoir |¢,| < 1, il faut \sin? <N—I1’ g) < 1 Une condition suffisante pour que le schéma soit stable au

sens de Von Neumann est que : A < 3 Remarquons que ¢’est la méme condition que pour la stabilité des erreurs
d’arrondis.

Convergence du schéma avec la technique de Von Neumann Soit u € C?(]0,27[x]0,T[,IR) la solution

2 o 2T
te de (2.9 ih,nk) = 0)e P "heil on b =
exacte de (2.9) on a u(jh, nk) pécp( )e e'’P1" on Nl

est le pas de discrétisation en espace et

T
k= U le pas de discrétisation en temps. Soit up la solution de (2.2), et :

up(jh,nk) = Z cp(O)fz()")eipjh.
PEXL

On cherche a montrer la convergence de up vers u au sens suivant :

Proposition 2.12 Soit ug = Y, ., ¢a(0)e™ et u la solution du probleme (2.9). On note up la solution ap-

prochée obtenue par le schéma d’Euler explicite (2.11). Alors Ve > 0, In > 0 tel que si k < n et h% < 4

2
alors T
|u(jh,nk) —up(jh,nk)| <e,Vj=1...N,n = -
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(

j") la quantité u(jh, nk) — up(jh,nk). On fera I’hypothese supplémentaire :

Z lep(0)] < 4-o0.

PEZ

Démonstration : On note (v — up)

Donc pour tout ¢ € IR+, il existe A € IR tel que 2 Z lcp(0)] < €. On écrit alors :
Ip|=A

(w—up)™ < 3 () (e — e 4 3 e, (0)(e 7P E — gl )elrih
[p|<A [p|>A

On a donc : ,
(w—up)” <X +2 3 Je,(0)], avee X = 3 Jep(0)[(e™?" ™ — €7)

[p|>A [p|<A

et 2 Z lcp(0)] < 2. Montrons maintenant que X — 0 lorsque & — 0. Remarquons que

Ip|=A
e~Pnk _ & = e P’T _ by etép =1— 4\ sin? p?h
h 2h2 k h
Or, sin® % = pT +O(h?), et A = e Donc : 4\ sin? % = p’k + O(kh?). On en déduit :
n\ " T h
(&))" = <1 — 4\ sin? %) etdonc Ing} = ’ In (1 — 4\ sin? %) = —Tp* + O(h?).

On en déduit que £ — e P’ lorsque h — 0. Tous les termes de X tendent vers 0, et X est une somme finie;
(n)

on a donc montré que (u — up);  tend vers 0 lorsque / tend vers 0. [

Remarque 2.13 On peut adapter la technique de Von Neumann au cas Dirichlet homogeéne sur [0, 1], en effec-
tuant le développement de u par rapport aux fonctions propres de I’opérateur v avec conditions aux limites de

Dirichlet :
u(z,t) = Z en(t) sin(nmz).

L’avantage du développement en série de Fourier est qu’il marche pour n’importe quel opérateur linéaire a condi-
tion d’avoir pris des conditions aux limites périodiques.

2.3 Schéma implicite et schéma de Crank-Nicolson

2.3.1 Le §-schéma

Commengns par un petit rappel sur les *équations différentielles (voir aussi polycopié d’analyse numérique de
licence, sur le site web http ://www.cmi.univ-mrs.fr/herbin On considere le probleme de Cauchy :

{ y'(t) = fly)),t>0. (2.12)
y(0)  =wo

Soit k£ un pas (constant) de discrétisation , on rappelle que les schémas d’Euler explicite et implicite pour la
discrétisatision de ce probleme s’ecrivent respectivement :

y(t1) — ()
k
y(n-l-l) _ y(n)
k
avec y(”) = yo. On rappelle également que le §-schéma, ot 6 est un parametre de I’intervalle [0, 1] sécrit :

Euler explicite : = f(y™), n>0 (2.13)

Euler implicite : = f(y™ ), n >0, (2.14)

y ) =y L kO f(y ) + k(1 - 0) f(y™). (2.15)
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Remarquons que pour § = 0 on retrouve le schéma (2.13) et pour § = 1 le schéma (2.14). On peut facilement
adapter le 6 schéma a la résolution des équations paraboliques. Par exemple, le #-schéma pour la discrétisation en
temps du probleme (2.1), avec une discrétisation par différences finies en espace s’écrit :

)
(=2 TV ) L (20 + ™)+l >0, i =1

Uitq Uity (216)

u§°) =ug(z;),i=1,...,N.

1
Si 6 = 0, on retrouve le schéma d’Euler explicite; si § = 1, celui d’Euler implicite. Dans ce cas ou § = 3 ce

schéma s’appelle schéma de Crank>-Nicolson*. Notons que dés que # > 0, le schéma est implicite, au sens ol on

n’a pas d’expression explicite de uE"H) en fonction des ugn)

2.3.2 Consistance et stabilité

Proposition 2.14 (Consistance du 6-schéma) Le 0 schéma (2.16) pour la discrétisation du probleme (2.1) est

d’ordre 2 en espace. Il est d’ordre 2 en temps si 0 = > et d’ordre 1 sinon.

Démonstration : On pose u} = u(x;,t,), h = W

_(n+1) _ _(n)
o _ % (4D | glotD) | gorny | 10 (), ) (0
Ry = Lt o (<2 TV V) + — (2l )
On va montrer, en effectuant des développements limités, que : ‘Ryl)‘ < C(k+h?)si0 # % et que ‘R;n)’ <

C(k* 4+ h?)si @ = 1. En effet, on décompose
R =1V o1 1 (1o)™Y

avee: (n+1) _ ( )
i) = B pd) o (og(m) gl Eﬁl))

Tj(mg) - 1}1_29 (_2%@) + UE—)l + uz('i)l)

Effectuons un développement limité pour calculer Tj(n’l) :

n, k
T( b _ = () (x5, tn) + §(utt)(a:j,tn) + Ry avec |Ry| < Ck%

. A 2
Faisons de méme pour Tj(n ).

Tj("@ = 0(tue (7, tyt1) + Ro) avec |Ro| < Ch2.

Or 'axac(xj»tn-‘rl) - axx(xja tn) + kﬂ'ﬂmt(xj? t”) + R avec |R3| < CkQ’ donc :
T,(n’2) = a(uxm(xjytn) + +kuxxt(x]7tn) + R4) avec |R4| S C(h2 + k,2)

3) ona:

De méme pour 7’
Tjﬁm?’) = (1 — O)uga(zj,t,) + Rs, avec |Rs| < Ck>.

En regroupant, on obtient que

NN
¥l

Rgn) = ut($j7t’n) - uww(wjvtn) Ut($j7tn) + ak(ul‘l/)(ajj?tn) + R

avec R=R; + R4 + R;
eSif = 5 on a un schéma d’ordre 2 en temps et en espace.
En effet, (utt)(mj, n) = Ok(tUgae) (2, t) = 2 (k [2(@)(2),tn) — 0(Uae) (), t0))] et ug — Uz = 0.

eSif £ 5 :on a un schéma d’ordre 2 en espace et d’ordre 1 en temps. |

3John Crank (6 February 1916 -3 October 2006) mathématicien britannique.
4Phyllis Nicolson (21 Septembre 1917 — 6 Octobre 1968) mathématicienne britannique.
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1
Proposition 2.15 (Stabilité au sens de Von Neumann) Si 6 > 3 le O-schéma est inconditionnellement stable.

1
En particulier, les schémas d’Euler implicite et de Crank-Nicolson sont inconditionnellement stables. Si 0 < 3 le
schéma est stable sous condition. )
A ——
~ 2(1-260)

(On retrouve en particulier que le schéma d’Euler explicite n’est que si X < % ).

Démonstration : On remplace les conditions aux limites de Dirichlet sur [0, 1] par des conditions périodiques sur
[0, 27]. La solution exacte sécrit alors :

u = Z cp(O)e*pzteipz.

PEZ

Pronons comme condition initiale ug(x) = ¢?*.On a :

n+1 n k n+1 n+1 n+1 n n n
u§ +1) —u§ ) — 73 —9(2u§- * )—u;jl_ ) —u§+—; )) —(1 —0)(2u§ )—u§-7)1 —u;Jr)l),

ce qui sécrit encore, avec : A = % :

(L +20)u Y 20l — AgulTTY = (1 - 201 — 0)ul + AL - )l + A1 -0V (217
(0)

J
&p tel que ujl = fpug = £pe'? "'; en appliquant le schéma ci—dessus pour . = 0, on obtient :

En discrétisant la condition intiale (mode de Fourier) on obtient 1~ = ¢?7" et on cherche le facteur d’amplifcation

(1+2X0)&, — NE,[e 7P + M) = [1 — 2X\(1 — 0)] + M1 — 0)[e™P" + ™P"]

et donc :
C1—2XM1—-0)+2X(1 —0)cosph 1 —4X(1 — 0)sin® ph/2

& = (14 2M\0) — 2\ cos ph 1 + 4\ sin? %

Pour que le schéma soit stable au sens de Von Neumann, il faut que : [£,| < 1 pour tout p, soit encore :

h h
1 — 4X\(1 — 0) sin? % < 1+ 4)\0sin? % (2.18)
et n 5
AN(1 — ) sin? % — 1< 1+ 4\0sin’ % (2.19)

L’inégalité (2.18) est toujours vérifiée. En ce qui concerne I’inégalité (2.19), on distingue deux cas :
1. Si6 < % alors 0 < 1 — 6 < 6 et dans ce cas (2.19) est toujours vraie.

2.Si0 < %,onveut:
h h
4\ [(1 — 6) sin? PV psin? 2| <2
2 2
Il faut donc que
A 2 opysin2 20 -
- - sin® —
2 2
Une condition suffisante est donc :

1 1
< — 5 —.
’\—2(1—20) s0<3

Analyse numérique des EDP, M1 69 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 30 novembre 2011



2.3. SCHEMAS IMPICITES CHAPITRE 2. EDP PARABOLIQUES

2.3.3 Convergence du schéma d’Euler implicite.

Prenons 6 = 1 dans le f-schéma : on obtient le schéma d’Euler implicite :

(1 +20)ud Y Y i = ol (2.20)

On rappelle que ce schéma est inconditionnellement stable au sens de Von Neumann. On va montrer de plus qu’il
est L>—stable :

Proposition 2.16 (Stabilité L>° pour Euler implicite) Si (ugn)) j=1,...,N est solution du schéma (2.20), alors :

max u(n+1 < max v\ < max u” (2.21)
j=1,...,N j=1,..,.N 7 j=1,..N
de méme :
min  u{"TY >  min ul™ >  min ul? (2.22)
j=1,...N 7 j=1,..N 7 j=1,...N
Le schéma (2.20) est donc L°° stable.
Démonstration : Prouvons I’estimation (2.21), la preuve de (2.22) est similaire. Soit j, tel que u§-?+1) = max;=1,....N uSnH)
Par définition du schéma d’Euler implicite (2.20), On a :
n) _ (n+1) (n+1) (n+1)
uj =(1+ 2)\) —\u —\u Wiy -
On en déduit : uSZH) < maxj—1,.N u;n), ce qui prouve que
max u(-nﬂ) < max u(-n).
j=1,..N 7 j=1,..N J
Donc le schéma (2.20) est L stable. |

Théoreme 2.17 Soit e\"™) erreur de discrétisation, définie par

e§”) = u(xj’tn) —u

g-n)pourjzl,...,N.

Alors ||e™ V| < (1€ oo + TC(k + h?). Si |9/ = 0, le schéma est donc convergent (d’ordre 1 en temps
et 2 en espace.

Démonstration : En utilisant la définition de 1’erreur de consistance, on obtient :
(1420l —xel™) —xel?) = el 4+ R\

et donc :
e oo < [le"]loo + EC(K + h?)

On en déduit, par récurrence sur n, que :
e Vo < [Ie]loo + TC(k + h2)

d’ot la convergence du schéma. ]

On peut montrer que le schéma saute-mouton (ou “Leap-frog”)

u('n+1) . u(nfl)

J J = — (’]_L N
2k h2 il

est d’ordre 2 en espace et en temps (voir exercice 31 page 75. Malheureusement il est aussi inconditionnellement
instable. On peut le modifier pour le rendre stable, en introduisant le schéma de Dufort-Frankel, qui s’écrit :
uy" Y (), (@D o) )
n n n—
G = ) - @ 1Y) ).

Ce schéma est consistant et inconditionnellement stable (voir exercice 31 page 75).

Analyse numérique des EDP, M1 70 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 30 novembre 2011



2.4. CAS DE LA DIMENSION 2 CHAPITRE 2. EDP PARABOLIQUES

24 Cas de la Dimension 2
Soit €2 un ouvert borné de IJRQ, on considere le probleme suivant :

ug—Au=0 x e Nte|0,T]
u(z,0) =up(z) =€
u(z,t) =g(t) €0 Vtelo,T|

Si le domaine est rectangulaire, ce probleme se discrétise facilement a I’aide de 6 schéma en temps et de différences

finies en espace, en prenant un maillage rectangulaire. On peut montrer, comme dans le cas 1D, la consistance, la
stabilité, la L°° stabilité, la stabilité au sens de Von Neumann
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2.5 Exercices
Exercice 23 (Existence de solutions “presque classiques’) Corrigé en page 81
Soit ug € L?(]0,1[). On s’intéresse au probleme :

u(x,t) — Uge(x, t) =0, x €]0,1[, t € IR,
uw(0,t) = u(1,t) = 0, t € R", (2.23)
u(z,0) = ug(x), z €]0, 1].

1. Ondéfinitu : [0,1] x R, — IR par:

u(z,t) = Y e ta, sin(nmx), x € [0,1], t € RY, (2.24)
nelN*

avec a, = (fol uo () sin(nﬂm)dm)/(fol sin? (nrrx)dz).
Montrer que u est bien définie de [0, 1] x IR”_ dans IR et est solution de (2.23) au sens suivant :

we C=(0,1 x RL,R),
uy(2,1) — Uge(x,t) =0, Vo € [0,1], VE € R,

w(0,) = u(1,t) = 0, V¢ € R*,, (2.25)
||u(.,t) — uO”L?(]O,l[) — 0, quandt — 0.
2. Montrer qu’il existe une unique fonction u solution de (2.25).
Exercice 24 (Discrétisation par DF)
Soit ug € C(]0, 1[). On s’intéresse au probleme :
up(z,t) + ug (2, t) — uge(z,t) = 0, z €]0,1[, t €]0,T7,
u(0,t) =a, t € RY,
W(1,1) = (2.26)
u(z,0) = up(x), x €]0,1],

avecT > 0,aetb € IR donnés.

Ecrire une discrétisation espace-temps du probleme (2.26) avec le schéma d’Euler explicite en temps et par
différences finies avec un maillage uniforme en espace, en utilisant un schéma décentré amont pour le terme
d’ordre 1 uy(z,t).

Exercice 25 (Exemple de schéma non convergent) Suggestions en page 81, corrigé en page 83

Soit ug € L2(] — 4,4[). On note u I’'unique solution (au sens vu en cours ou en un sens inspiré de 1’exercice
précédent) du probléme suivant :

up(x,t) — uge(z,t) =0, x €] — 4,4, t €]0,1],

u(—4,t) = u(4,t) = 0, t €]0,1], (2.27)

u(z,0) = up(z), €] —4,4].
On sait que la solution de (2.27) est de classe C*° sur [—4, 4] x]0, 1] (voir I’exercice précédent). On admettra que
siug > 0p.p.sur] —4,4[etug # 0 (dans L?(] — 4, 4[)) alors u(z,t) > 0 pour tout z €] — 4,4[ et tout ¢ €]0, 1].
On suppose maintenant que ug € C([—4,4],R), ug(—4) = ug(4) = 0, ug > 0 sur | — 4,4[, ug nulle sur [—3, 4]
et qu’il existe a €] — 4, —3[t.q. ug(a) > 0.On a donc u(x,t) > 0 pour tout x €] — 4, 4[.
Avec les notations du cours, on considere la solution de (2.27) donnée par le schéma d’Euler explicite (2.2) avec le
pas de temps k = 1/(M + 1) et le pas d’espace h = 8/(N + 1) (M, N € IN*, N impair). La solution approchée
est définie par les valeurs u}' pouri € {—(N +1)/2,...,(N +1)/2}etn € {0,..., M + 1}. La valeur u" est
censée étre une valeur approchée de @)’ = wu(ih, nk).

1. Donner les équations permettant de calculer u}' pouri € {—(N+1)/2,...,(N+1)/2}etn €{0,..., M+
1}.

Analyse numérique des EDP, M1 72 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 30 novembre 2011



2.5. EXERCICES CHAPITRE 2. EDP PARABOLIQUES

2. On suppose maintenant que £ = h. Montrer que v} = 0 pouri > Oetn € {0,..., M + 1}. En déduire
que max{|uM Tt — @MY i€ {—(N +1)/2,...,(N 4 1)/2} ne tends pas vers 0 quand i — 0 (c’est-a-

i
dire quand N — o0).

Exercice 26 (Schéma implicite et principe du maximum)
1.Soient T > 0,v € C*([0,1], R ),a0,a1 € Retug € C([0,1]). On considere le probleme d’évolution suivant :

up(x,t) — Uz (2, 1) + v(z)ug(z,t) =0, z €]0, 1], ¢ €]0,T7,
u(0) = ag, u(1) = a1, (2.28)
u(z,0) = ug(z).

dont on cherche a approcher la solution par différences finies. On choisit pour cela le schéma de la question 1 de
I’exercice 5 pour la discrétisation en espace, et on discrétise par le schéma d’Euler implicite en temps avec un pas
de temps uniforme k = % ou P > 1.

1.1 Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admet une solution qu’on notera U = (ul )i:L-n N,,ouu, "’ est
1
censé &tre une approximation de u(x;, t,), ot t, = pk,p=0,..., P.

1.2 Montrer que

min(min ug, min(ag, ay)) < ugp) < max(max ug, max(ag, ay)), pourtouti=1,...,Netp=1,...,P.

) )

2.S0it T > 0,et up € C([0,1]). On considere maintenant le probleme d’évolution suivant :

ue(x,t) — Uy (2, t) + (vu)(z,t) =0, x €]0,1[,,t €]0,T7,
u(0) = ag, u(1l) = aq, (2.29)
u(x,0) = up(z).

dont on cherche a approcher la solution par différences finies. On choisit pour cela le schéma de la question 2 de

I’exercice 6 pour la discrétisation en espace, et on discrétise par le schéma d’Euler implicite en temps avec un pas
de temps uniforme £ = % ou P >1.

2.1 Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admet une solution qu’on notera U = (u ..N,,Ol ul(-p ) est
censé &tre une approximation de u(x;,t,), ot t, = pk,p=0,..., P.

2.2 Montrer que si ag > 0,a; > 0etug > O,alorsona:uz(.p) >0, pourtouti =1,...,Netp=1,..., P.

3. On considere maintenant © =0, 1[%; soient v € C°(Q, (IR )?) (v(x) est donc un vecteur de IR?), a €
C(O,R) etug € C(2,IR4). En s’inspirant des schémas étudiés aux questions 3 et 4, donner une discrétisation
en espace et en temps des deux problemes suivants (avec pas uniforme) :

ur — Au+v-Vu =0,

uloq = a, (2.30)
u(+,0) = up.

ug — Au + div(vu) = 0,

ulaq = a, (2.31)
u(+,0) = up.

Exercice 27 (Schémas explicites centré et décentré) Corrigé en page 84

Soienta > 0,0 > 0,7 > Oetup : IR — IR. On s’intéresse au probleme suivant :

ug(x,t) + aug(z,t) — pug(z,t) =0, z €]0,1[, t €]0, T,
u(0,t) = u(1,t) =0, t €0, T, (2.32)
u(z,0) = ugp(z), x €]0,1[.

On rappelle que u; = %, Uy = % et Upy = %. On suppose qu’il existe u € C*([0,1] x [0,T]) solution
(classique) de (2.32) (noter que ceci implique uo(0) = up(1) = 0). On pose A = min{ug(z), = € [0,1]} et
B = max{ug(z), x € [0,1]} (noter que A < 0 < B).

On discrétise le probleme (2.32). On reprend les notations du cours. Soient h = 1/(N + 1) etk = T/M (N,
M e IN).
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1. Schéma explicite décentré. Pour approcher la solution u de (2.32), on considere le schéma suivant :

Tt —ul) + Sl — ) =l — 2ul +ul ) =0,
ie{l,...,N},ne{0,...,M —1},

ug =uf, =0,ne{l,..., M},

u) = ug(ih), i € {0,...,N + 1}.

i

On pose W' = u(ih,nk)pouri € {0,...,N+1}etn € {0,...,M}.

(2.33)

(a) (Consistance) Montrer que ’erreur de consistance du schéma (2.33) est majorée par Cy (k + h), ou Cy
ne dépend que de u, T', v et .

(b) (Stabilité) Sous quelle condition sur k et h (cette condition peut dépendre de « et p) a-t-on A <
ul» < Bopourtouti € {0,...,N + 1} et toutn € {0,...,M}? Sous cette condition, en déduire
[u™|loo < |luol|Loe(jo,17) pour tout n € {0, ..., M} (avec ||u"||oc = max{|u}|, i € {0,...,N +1}})

(c) (Estimation d’erreur) On pose e}’ = T, — u;'.
Sous la condition sur k et h trouvée précédemment, montrer que |el’| < Cy(k + h) pour tout i €
{0,...,N+1}ettoutn € {0,..., M} avec Cy ne dépendant que de u, T, «v et 4.
2. Schéma explicite centré.
On change dans le schéma (2.33) la quantité (o/h)(uf — uf_;) par (o/2h)(uf,, —ui ;).
(a) (Consistance) Montrer que I’erreur de consistance est maintenant majorée par Cs(k + h?), o C3 ne
dépend que de u, T', v et pu.

(b) Reprendre les questions de stabilité et d’estimation d’erreur du schéma (2.33).
Exercice 28 (Discrétisation d’un probleme parabolique.) Suggestions en page 81.
On s’intéresse a la discrétisation du probleme parabolique :

Ut + Uy — QUge =0 (z,t) € RTx]0,T]
u(l,t) = u(0,t) =0  ¢€]0,T] (2.34)
u(z,0) = up(x) x €]0,1]
oltug € C([0,1]) et &« > 0 sont donnés. On admettra que la solution de (2.34) existe est qu’elle est suffisamment
réguliere pour tous les développements de Taylor qu’on voudra effectuer.
1. Euler explicite

(a) Ecrire le schéma d’approximation de (2.34) par différences finies a pas constant (noté h, et tel que Nh = 1),
centré en espace (c.a.d. en approchant u’(ih) par 5-(u((i + 1)h) — u((i — 1)h)) et u” (i) par 75 (u((i +
1)h) +u((@ — 1)h) — 2u(ih))), et avec le schéma d’Euler explicite a pas constant (noté k, avec T' = Mk)
en temps.

(b) Montrer que I’erreur de consistance est majorée par C'(k + h?), ot C ne dépend que de la solution exacte de
(2.34).

(c) Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t’on le résultat de stabilité : [[u" |l < [|t°]|oo, Vn < M, ol u™
désigne la solution approchée au temps t,, = nk ?

(d) Donner un résultat de convergence pour ce schéma.

2. Euler implicite Mémes questions qu’en 1. en remplagant Euler explicite par Euler implicite.

3. Crank Nicolson
(a) En s’inspirant du schéma de Crank-Nicolson (vu en cours) construire un schéma d’ordre 2 (espace et temps).
(b) Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t’on ||u"|]2 < [[u®]|2,Vn < M ?

(c) Donner un résultat de convergence pour ce schéma.

4. Approximation décentrée amont. Dans les schémas trouvés aux questions 1., 2. et 3. on remplace 1’approxi-

mation de u,, par une approximation décentrée amont (c.2.d. qu’on approche u’(ih) par M
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(a) Quel est I’ordre des schémas obtenus ?
(b) Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t’on ||u"]| s < ||| ou [lull2 < [|u®]|2, ¥ < M ?

(c) Donner un résultat de convergence pour ces schémas.
Exercice 29 (Equation de diffusion reaction) Suggestions en page 81, corrigé 88

Soit ug une fonction donnée de [0, 1] dans IR. On s’intéresse ici a la discrétisation du probleme suivant :

u(t, ) — Uge(t,z) —u(t,r) =0, t € RT, 2 €[0,1], (2.35)

u(t,0) =u(t,1) =0, t € R ; u(0,z) = uo(x), z € [0, 1]. (2.36)
On note u la solution de (2.35), (2.36), et on suppose que u est la restriction 2 IR 4 x [0, 1] d’une fonction de classe
C* de IR? dans IR.
Pour h = ﬁ (N € N*) etk > 0,o0n pose x; = ih,i € {0,...,N + 1},t, = nk,n € N,u} = u(z;,t,),eton
note u;" la valeur approchée recherchée de u;'.
On considere deux schémas numériques, (2.37)—(2.39) et (2.38)—(2.39) définis par les équations suivantes :

+1 n+1 n+1 n+1
Pl (uly et 20T

i — - i1 = —u =0, nelN,ie{l,... N}, (2.37)
w20t '
- SRASEAR ’h; L L _ut=0,neN,ie{l,...,N}, (2.38)
up ™t =ult =0, n € N = ug(x;),= i €{0,...,N+1}. (2.39)
Pour n € N,on note u™ = (u},...,u%) € RY.
1. (Consistance) Soit 7' > 0. Pour n € IN,eti € {1,..., N}, on note R} I’erreur de consistance (définie en

cours) du schéma numérique (2.37), (2.39) [resp. du schéma numérique (2.38), (2.39)]. Montrer qu’il existe
C € IR, ne dépendant que de u et T', t. q. |R?| < C(k + h?), pourtouti € {1,..., N} ettoutn € IN, t.q.
kn <T.

2. Montrer que le schéma (2.37), (2.39) [resp. (2.38), (2.39)] demande, a chaque pas de temps, la résolution du
systeme linéaire Au"t! = a [resp. Bu"t! = bl avec A, B € RV" eta,b € RY a déterminer.

Montrer que B est inversible (et méme s.d.p.) pour tout ~ > 0 et £ > 0. Montrer que A est inversible (et
méme s.d.p.) pour tout A > O et k €0, 1].

3. (Stabilité) Pour n € IN, on pose [[u" |lsc = sup;c(y,... yy [ui'|. Soit T" > 0. On considere le schéma (2.38),
(2.39). Montrer qu’il existe C1(T") € IR, ne dépendant que de 7', t.q. ||[u"||s < C1(T)||uol|cc, pour tout
h>0,k>0,etn € INtelque kn <T.

Soit @ € [0, 1]. On considere le schéma (2.37), (2.39). Montrer qu’il existe Co(T,«) € IR, ne dépendant
quede T etde a, t.q. ||u"||cc < Co(T, a)||ug||ss, pour tout b > 0,k €]0, af,etn € IN tel que kn < T'.

4. (Estimation d’erreur) Pour n € IN et € {1,..., N}, on pose e = @, — u!'. Soit T" > 0. Donner, pour
kn < T, des majorations de ||e"|o en fonction de T, C, C1(T"), C2(T, ) (définis dans les questions
précédentes), k et h pour les deux schémas étudi€s.

Exercice 30 (Discrétisation par VF)

Ecrire une discrétisation espace-temps du probleme (2.26) de I’exercice 24 avec le schéma de Crank-Nicolson en
temps, et par volumes finis avec un maillage uniforme en espace, en utilisant un schéma décentré amont pour le
terme d’ordre 1 u,(x,t).

Exercice 31 (Schémas “saute-mouton” et Dufort-Frankel) Corrigé en page 90

On considere le probleme suivant :

ug(x,t) — uge(z,t) = 0,z €]0,1], t €]0,T],
w0,t) = u(l,t) = 0,t€l0,T], (2.40)
u(z,0) = wup(x), z €)0,1[.
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Pour trouver une solution approchée de ((2.40)), on considere le schéma “saute-mouton” :

n+1 (n—1) n n n
ST — ul ;= 2u" 4+ ul!
g I h; i1, .. ,N—1,n=1,...,M—1, 2.41)

2k
utt =t =0,n=1,...,M -1,

u

ol (u?)j:17.__7]\/' et (u})j:17.__7]\/' sont supposés connus, h = 1/N,k=T/M.
1. Montrer que le schéma (2.41) est consistant. Quel est son ordre ?
2. Montrer que le schéma (2.41) est inconditionnellement instable au sens de Von Neumann.

On modifie “légerement” le schéma (2.41) en prenant

(n—1)

Y (7
J J I J J J+l . _

% = 02 ,ig=1....Nyn=1,... .M —1, (2.42)
ugﬂ:uTJ{,Tl:O,n:L...,M—l,

(schéma de Dufort-Frankel).

k

» — 0.

3. Montrer que le schéma (2.42) est consistant avec (2.40) quand h, k — 0 sous la condition

4. Montrer que (2.42) est inconditionnellement stable.
Exercice 32 (Schéma de Gear)
On considere le probleme suivant :

Ut — Ugy = 0, Vo €]0,1[, V£t €]0,T]
u(z,0) = ug(z), Vo €]0,1], (2.43)
u(0,t) = u(1,t) =0, Vt €]0,T],

On suppose que ug € C(]0,1[,IR) . On rappelle que dans ce cas, il existe une unique fonction u € C?(]0,1[
x]0,T[,IR) N C([0,1] x [0, T],IR) qui vérifie (2.43). On cherche une approximation de la solution de ce probleme,
par une discrétisation par différences finies en espace et en temps. On se donne un ensemble de points {¢,,, n =
1,..., M} delintervalle |0, T'[, et un ensemble de points {z;,7 = 1,..., N'}. Pour simplifier, on considere un pas
constant en temps et en espace. Soit: h = ﬁ le pas de discrétisation en espace, et k = % ,le pas de discrétisation
en temps. On pose alors ¢, = nkpourn =0,...,M etx; = thpourt = 0,..., N + 1. On cherche a calculer

une solution approchée u,p, du probleme (2.43); plus précisement, on cherche a déterminer wapp(2;,t,) pour
i=1,...,N,etn = 1,...,M.Lesinconnuesdiscrétessontnotéesu(n),i =1,....,Netn=1,.... M.

i

On considere le schéma suivant :

B ) e oo 17,

W = uo(zs), i=1,...,N, (2.44)
ul =wui(x;), i=1,...,N,

ué") :ug\?)ﬂ =0, VYn=1,..., M,

ol uy(x;) = u(x;, k) est supposée connue.

1. Montrer que ce schéma est consistant d’ordre 2 en temps et en espace.
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2. Montrer que le schéma s’écrit sous forme matricielle :

2 1 0 - - 0
it -1 2 -1 0 - 0
L 9k 0 -1 2 -1 -+ 0
on U™t = © | .B=(3Id+ ﬁA)‘l,A = . , , ) o, (2.46)
o : e e
Un 0 0o -1 2 -1
0 0o -1 2
™! uf
et W™ ne dépend que de U™ = : etU"=| : |. (2.47)
! u

Donner I’expression de W™ en fonction de U™~ ! et U™.

V= (UUn—l) € IR2M7

3. En posant

mettre le schéma sous la forme
Vit = My

(donner la matrice M en fonction de A).

4. Montrer que 1 est valeur propre de M si et seulement si y? — 48u + 3 = 0 ou 3 est une valeur propre de la
matrice B.

5. Montrer que les valeurs propres de la matrice M sont toutes de module strictement inférieur a 1.
6. Montrer qu’il existe C' € IR, qui ne dépend pas de n, tel que |[U™|2 < C', ol1 | - |2 désigne la norme euclidienne
dans R .

Exercice 33 (Probleme parabolique non linéaire) Corrigé en page 93

On se propose, dans cet exercice,de montrer 1’existence d’une solution faible au probleme (2.48)-(2.50), a partir de
I’existence de la solution approchée donnée par un schéma numérique. L’inconnue de ce probleme est la fonction
wde [0,1] x [0, 7] dans IR, elle doit étre solution des équations suivantes :

2
)~ T 1) = w(a 1), 2 €]0,11, ¢ €0, 71, @.48)
Ip(u) p(u) 1 _
oz (0,1) O (1,t) =0, t €0,T7, (2.49)
u(z,0) = up(x), x €]0,1], (2.50)

ou p, v, T, uy sont donnés et sont t.q.
1. T>0,v e L*>(0,1[x]0,T|),
2.  croissante, lipschitzienne de IR dans IR,
3. up € L*°(]0,1]) et p(ug) lipschitzienne de [0, 1] dans TR..

Un exemple important est donné par ¢(s) = a1ssis < 0,p(s) =0si0<s< Letp(s) =az(s—L)sis> L,
avec o, o et L donnés dans IR, . Noter pour cet exemple que ¢’ = 0 sur |0, L.

Les ensembles |0, 1[ et D =|0, 1[x]0, T'[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette
tribu.

On appelle “solution faible” de (2.48)-(2.50) une solution de :

u e L>(]0,1[x]0, T]), 2.51)
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o 0%
w(x,t)—(x,t) + e(u(x 5 (1) + vz, t)(x, t))dedt + ug(z)(x,0)dx = 0,
) )+ e )G o) o 00 )+ [ s, .

Vi € C3H(IR?),

ouy € C’%l (IRQ) signifie que v est une fonction de IR? dans IR deux fois continfiment dérivable par rapport a x,

o &b(l t) = 0,pourtoutt € [0,T]ety)(x,T) =0

une fois continliment dérivable par rapporta ¢ et t.q. o (0,t) = p

pour tout z € [0,1]}.

Question 1 (Solution classique versus solution faible)

On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est de classe C?, v est continue sur [0,1] x [0, 7] et ug est
continue sur [0, 1]. Soit v € C?(IR?TR). On note encore u la restriction de u a ]0,1[x]0, T'[. Montrer que u
est solution de (2.51)-(2.52) si et seulement si u vérifie (2.48)-(2.50) au sens classique (c’est-a-dire pour tout
(z,t) € 10,1] x [0,T]).

On cherche maintenant une solution approchée de (2.48)-(2.50).

1
Soient N, M € IN*. On pose h = N etk = A On va construire une solution approchée de (2.48)-(2.50) a partir

delafamille {u}’,i=1,...,N,n=0,..., M} (dont on va prouver I’existence et 1’unicité) vérifiant les équations
suivantes :
ud = —/ ug(z)dr, i =1,...,N, (2.53)
hJi-1yn
nt+l _ . n un-ﬁ-l _9 un-i—l + un-&-l

Y ; ul el ”(h; VW) 1 N =0, M -1, (2.54)
avec ug Tt = uf T ut = wt, pourtoutn = 0,..., M — letv] = T /( o (@, t)dxdt, pour
toutz =1,...,N,pourtoutn =0,..., M.
Question 2 (Existence et unicité de la solution approchée)
Soitn € {0,..., M — 1}.On suppose connu {u}", i = 1,..., N}.On va prouver dans cette question I’existence
et I"unicité de {u"+1 i=1,...,N} vérifiant (2.54) (avec uf ™' = u ! uit = uith.

1. Soit a > 0, Pour s € IR, on pose g,(s) = s + ay(s). Montrer que g, est une application strictement
croissante bijective de IR dans IR.

2. Soitw = (W;)i=1,...N € RY.On pose Wy = Wi etwy4+1 = Wy . Montrer qu’il existe un et un seul couple
(u,w) € RY x RN, u = (u;)iz1. . now = (wi)im1... N-tq.

o(u;) = w;, pourtouts € {1,..., N}, (2.55)
2k k
Ui+ Wi = 7 (Wi—1 + Wig1) + ul' + ko], pourtouti =1,..., N. (2.56)

On peut donc définir une application F' de IR” dans R” par @ +— F (@) = w ol w est solution de (2.55)—
(2.56).

3. On munit R” de la norme usuelle || - ||oo. Montrer que ’application F est strictement contractante. [On
pourra utiliser 1a monotonie de et remarquer que, si a = p(«) etb = ¢(f),ona|a — §| > (1/L)|a — 1|,
ou L ne dépend que de ¢.]

4. Soit {u™ i = 1,..., N} solution de (2.54). On pose w = (w;)i=1. N, avec w; = (ul™) pour
ie{l,...,N}.Montrer que w = F(w).
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5. Soit w = (w;)i=1.. N t.q. w = F(w). Montrer que pour tout i € {1,..., N} il existe ™' € R tq.
w; = p(ul . Montrer que {u”+1 i=1,..., N} estsolution de (2.54).
6. Montrer qu’il existe une unique famille {u?** i = 1,..., N'} solution de (2.54).
Question 3 (Estimation L>°(]0, 1[x]0,T'[) sur u)

On pose A = [Jugl| L (jo,1p) et B = ||U||L<>o(}0 1[x]o,[) - Montrer, par récurrence sur n, que uj € [~A —nkB, A+

nk B] pour touti =1,...,Nettoutn =0,..., M.[On pourra, par exemple, considérer (2.54) avec i t.q. u”Jr1
mm{u”‘H, Jj= N} J
En déduire qu’il existe ¢y 0,7 € Ry t.q. [[u” | £ q0,11) < Cugo,T-
Question 4 (Estimation de la dérivée p.r. 2 2 de ©(u))
Montrer qu’il existe C'y (ne dépendant que de T', ¢, v et ug) t.q., pour toutn =0,..., M — 1,
M—1N—-1 L
S (p(up) = put))? < ¢y = (2.57)
n=0 i=1
[Multiplier (2.54) par u?“ et sommer sur i et sur n et utiliser I’inégalité a® — ab > %2 — % ]
Question 5 (Estimation de la dérivée p.r.a t de p(u))
Montrer qu’il existe C'y (ne dépendant que de 7', , v et ug) t.q.
M—-1 N+1
D hY (pulyy) = e(ufiih)? < Caok. (2.58)
n=0 =0
et
N+1
> (p(up ™) = p(ul))? < Coh, pourtoutn € {0,..., M}, (2.59)
i=0

n+1)

[indication : multiplier (2.54) par ¢(u (ul) et sommer sur i et n]

Dans la suite de I’exercice, il s’agit de passer a la limite (quand N, M — o) pour trouver une solution de (2.48)-
(2.50).

Pour M € IN* donné, on prend N = M? (et donc h et k sont donnés et k = T+/h), on définit (avec les u}* trouvés
dans les questions précédentes) une fonction, uy, sur [0, 1] x [0, 7] en posant

t—nk (o, + Dk —t (, .
un(z,t) = k” §L“>(x)+%ug>(x),sme[nk,(n+1)k]

et
u$™ (z) = u? sia €)(i — Vh,ihl,i=1,...,N,n=0,..., M.
Enfin, on définit ¢ (uyp,) par p(uy)(z,t) = e(up(z,t)).

Question 6 Montrer que les suites (up, ) pren+ et (¢(up))men sont bornées dans L°°(]0, 1[x]0, T°[) (on rappelle
que h est donné par M).

Question 7
Montrer qu’il existe C' (ne dépendant que de T, ¢, v et ug) t.q. I’on ait, pour tout M € IN* :

1. Pourtoutt € [0, 7],

/ o (un) (@ + 1,8) — o(un)(x, 8)2dz < Cn,

pour tout ) € IR, avec p(uy)(-,t) prolongée par 0 hors de [0, 1].
2. ||g0(uh)(-,t) — (p(uh)(~, S)HLZ(}OJD < C|t — s|,pour toutt, s € [O, T].

Une conséquence des questions 6 et 7 ( que 1’on admet ici est que 1’on peut trouver une suite (hy,)nen et u €
(10, 1[x]0, T'|) telle que, en posant u,, = uy, (on rappelle que k,, = T'v/h,,), I’on ait, quand n. — oo,
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1. h, —0etk, — 0,
2. u, — wdans L>°(]0, 1[x]0, T') pour la topologie faible-x,
3. ¢(un) — ¢(u) dans LP(]0, 1[x]0, T'[), pour tout p € [1, oo].

Question 8 Montrer que la fonction w ainsi trouvée est solution de (2.51),(2.52).

Remarque. On peut aussi montrer I'unicité de la solution de (2.51),(2.52).
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2.6 Suggestions pour les exercices

Exercice 25 (Exemple de schéma non convergent)

1. Ecrire le schéma d’Euler explicite.

2. Démontrer par récurrence que

N+1  N+1 N+1
Sine{o,...,MH},ie{——+ —+}et i

5 Ty iz—T—Q—nalorsu?:O.
En déduire que u] = O pourn € {0,...,M + 1} eti € {0,...,%} et conclure.

Exercice 28 (Discrétisation d’un probleme parabolique)

1. Calculer I’erreur de consistance et la majorer par des développements de Taylor.
Chercher ensuite les conditions pour que :
0
[0 oo < {47 oo-
Pour étudier la convergence du schéma, majorer I’erreur de discrétisation : €] = @} — u’ ot uj est calculé par
(2.70), et u} est la solution du probleme (2.34) en x; = j hett, = nk.

Méme chose pour les questions suivantes. . .

Exercice 29 (Probleme de diffusion réaction)

1. Effectuer des développements de Taylor. ..

3. Montrer par récurrence que max;—1,.. v u} < (1 + k)" max;—1_ nuj. et que minj_; _ n ugn) > (1+
: (0)
k)" minj—, . n w;.

4. Utiliser 1’équation, le schéma, et I’erreur de consistance.

Exercice 31 (Schémas de Saute-Mouton et Dufort-Frankel)

1. Effectuer des développements de Tyalor pour majorer I’erreur de consistance.

2. Montrer que le facteur d’amplification &,, obtenu par I’analyse de stabilité de Von Neumann satisfait :

£TL+1 - agn - £n—1 - 0, n > 2.

Etudier ensuite les racines de léquation 7> — ar — 1 = 0 et montrer que ’une de ses racines est, en module,
supérieure a 1.
4. Reprendre la méthode développée a la question 2, en montrant que 1’équation caractéristique pour £ est mainte-
nant :
p(r) =ar®* +br+c=0,
avec
1 1 2 cos(ph) . 1 1

= — —b: _ = — — —
=9 T R TR

Etudier ensuite les racines de cette équation.

2.7 Corrigés des exercices

Exercice 23 page 72

Onnote || - [|2 = || - [|z2qo,1p)-
1) Pourn € IN*, on a

1 1
1 —cos(2 1
/ sin? (nm)ds / L= cosQnrz) , _ 1
Jo Jo 2 2
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et
1/2

1 1
/ |ug(z) sin(nmx)|dz < ||ugl|2 (/ sin2(n77x)dx) = %QHUOHQ.
0 0

La quantité a,, est donc bien définie et
|lan| < 72(|uoll2

Pour toutt > Oetx € [0,1],0ona

B

e ap sin(nmz)| < rollugll2e™" et Vn € IN*.

n2r2t?

Ceci montre que la série g e ap, sin(nmx) est absolument convergente et donc que u est bien définie pour

n>0
tout ¢ > 0 et tout z € [0, 1] et méme pour tout = € IR.

On remarque ensuite que u est de classe C*° sur IR x IR, en appliquant les théorémes classiques de dérivation
terme a terme d’une série. En effet, soite > 0, pourtoutx € IR ett > cona

‘e_"2”2t2an sin(nmrz)| < 7‘2||u0||26_"2”252,Vn € IN*
Comme (z,t) — e ™™ g, sin(nrt) est continue (pour tout n € IN*), on en déduit que u est continue sur
IR x]e, oo, et finalement sur IR x]0, oo[ car € > 0 est arbitraire.
Pour dériver terme a terme la série définissant u, il suffit également d’obtenir sur |e, oo[xIR (pour tout € > 0) une
majoration du terme général de la série des dérivées par le terme général d’une série convergente (indépendant de
(z,t) € R x]e, col. On obtient cette majoration en remarquant que, pour (x,t) € IR x]e, oo,

| — n2n2e "™ g, sin(nmwz)| < n27r26_”2”262r2\|u0||2

On montre ainsi finalement que u est de classe C'! par rapport a t et que

ug(z,t) = Z —n2re T sin(nmz),z € R,t > 0.
n>0

En itérant ce raisonnement on montre que u est de classe C>° par rapporta ¢ sur IR x IR” .

Un raisonnement similaire montre que w est de classe C™ par rapport & x sur IR x IR* et que 1’on peut dériver
+

terme a terme la série définissant w. On obtient donc aussi

Uy (2t) = Z —n2n2e T g, sin(nmz),z € R, t > 0,
n>0

et ceci donne u; = u,, sur IR x IR} et donc aussi un [0, 1] x IR, . Le fait que «(0,t) = u(1,¢) pour tout ¢ > 0 est
immédiat car sin nwt = sin 0 = 0, pour tout n € IN*,

Il reste & montrer que u(.,t) — ug dans L?(]0, 1[) quand t — 0.

On définit e, € L2(]0,1[) par e,(z) = V2sin(nmz). La famille {e,,,n € IN*} est une base hilbertienne de

L(]o, 1]).

On a donc :
N
Z an sinnmx — ug, dans L*(]0, 1[), quand n — oo,
n=1

et

> ak =2|uol3.
n=1
On remarque maintenant que
w(z,t) —uo(x) = u(z, t) — u(N)(Lt) + v (xt) — ugN)(x) — u(()N)(x) — ug(z),
avec

N
uMN(z,t) = Z ane T sin(nmz)

n=1
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N
E blIl n7r$

Il est clair que pour tout N € IN*, on a u™V)(.,t) — u(()N)

uM™ (1) — ul) dans L2(]0, 1]).

Comme -
_0,2.2,2
lu.,t) =™ (O3 = > ai et Z a ——Iluo " —uoll3 =0
n=N+1 n=N-+1

uniformément sur IR, quand N — oo, et donc

quand N — oo, on en déduit que u(.,t) — ug, gdt — 0, dans L?(]0, 1[).
2) On note w la différence de 2 solutions de (2.25). On a donc

we C=([0,1] x R%,R)
Wy — Wee = Osur [0,1] x IRY

w(0,t) =w(1,t) =0pourt >0

w(.,t) — 0, dans L*(]0,1[), quand t — 0

Soit 0 < € < T' < oco. On integre I’équation ww; — ww,, = 0 sur |0, 1[x]e, T'[. En utilisant une intégration par
parties (noter que w € C°°(]0,1] x [¢,T]), on obtient :

1! 1
—/ w2(:v7T)d$——/ (z,e dx—i—// 2(x, t)dadt = 0.
2 Jo 2 Jo

Dot I’on déduit ||w(., T)||2 < ||w(.,&)||2. Quande — 0,0n a ||w(.,£)|]2 — 0,0n adonc ||w(.,T)||2 = 0 et donc,
comme w(., t) est contenue sur [0, 1], wX € [0, 1]. Comme T" > 0 est arbitraire, on a finalement

w(x,t) =0 vt € [0,1],¥t > 0

Ce qui montre bien ’unicité de la solution de (2.25).

Exercice 25 page 72
1) La formule pour calculer u? est :
N+1 N+1
0 . .
= h.0 = — ..
ul U’O(Z ) )7 7 2 ) 9 2
Soit maintenantn € {0,...,M}.Ona:
N+1 N+1
ultt =0 pour PR e S
2 2
" k., n n ) N+1 N+1
'U/,L'+1 U +h2(i+1+ui_1—2ui), Z:—T+1,7T—1
2) On va montrer, par récurrence (finie) sur 2, que :
N +1 N+1 N+1
Sine{0,....M+1}, i€ {— ;_ ey ;— } et 12> —T+ + n alors u]' = 0. (2.60)
o L ) N+1
Pour initialiser la récurrence, on suppose que n = O et 7 > — 1 On a alors
N +1 8

ih> -—"—" ——=-2>-3

=TT N+
et donc uY = 0.
Soit maintenant n € {0,..., M }. On suppose que I’hypothese de récurrence est vérifiée jusqu’au rang n, et on
démontre la propriété au rang n + 1. Soit donc i € { -2 . NELL tel que i > —&E + (n + 1). Alors

- Sii= N+1 on a bien u) ! = 0.
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- Sii < % les indices ¢ — 1,7 et % + 1 sont tous supérieurs ou égaux a —M + n, et donc par hypothese de

I'éCLlI‘I‘eIlCC,
F1_ _

On a donc bien démontré (2.60). On utilise maintenant I’hypothese k = h, ¢’est—a—dire = ——.0On a alors

M+1_N

N+1
—T++M+1_—2(M+1)+M+1=—(M+1)<0.

On en déduit que si n € {0,...,M + 1} et ¢ > 0, alors ¢ > —% + n. On en déduit que u* = 0 pour
ne€{0,....,M+1}eti € {0,..., X} On remarque alors que

N+1 N+1 N+1
max{|uMJrl j‘“lme{—%,...,%}} z!lamax{|uM+1z€{O ,TJF}}

> inf u(z,1) > 0,
[0,4]

et donc ne tend pas vers 0 quand h — 0.

Exercice 27 page 73 : schéma implicite et principe du maximum
1. Schéma explicite décentré

(a) Par définition, I’erreur de consistance en (z;, t,,) s’écrit : On s’intéresse ici a 1’ordre du schéma au sens
des différences finies. On suppose que u € C*([0, 1] x [0, T) est solution de (2.32) et on pose

ay = u(ih,nk),i=0,...,N, k=0,...,.M

Pouri=1,...,N—1letk=1,..., M — 1,’erreur de consistance en (z;, t;) est définie par :
n 1 =N =T « =N =N M
Ry = E(uz ) — E(uz —ugy) — hg( L1205 ). (2.61)
Soiti € {1,..., N —1}, k € {1,..., M — 1}. On cherche une majoration de R!" en utilisant des

développements de Taylor. En utilisant ces développements, on obtient qu’il existe (&¢,t¢) € [0, 1] x
0, 7T,6=1,...,4,tq.:

} k2
ﬂ;”l = a] + kug(ih, nk) + 7utt(§1, t1), (2.62)

2

h
+ S Uzz (€2, t2), (2.63)

ap y =uy — hug(ih,nk) 5

h2 h3 h*
’ﬁ?—l - hux(zh, 7’Lk’) + 7uxa’(2h, nk) o gufcxac(lha nk) - ﬂug%fm(f?ntfi)v (2'64)
h2 h3 h*
On en déduit :
n ; k ) h
R = w(ih,nk) + Sue(r,t1) + aus (ih, nk) + a5 ues (€2, t2)

, h2
—HUgy (lhv nk) - 24 <uacxo:w (537 tS) + ,uuxw:nx(€4; t4))

et donc, comme u est solution de (2.32), pour A assez petit,on a :

ou C ne dépend que de u. Le schéma (2.33) est donc consistant d’ordre 1 en temps et en espace.
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+1 g*écrive comme combinaison convexe de u?, u} ; et Uy

(b) Cherchons les conditions pour que u;' :

On peut réécrire le schéma (2.33) :
n n n ak  2uk nk ok pk
u'tt = aul +bui +cul |, aveca =1 — o W,b: 5l etc= T + =k
Il est facile de voirque a + b+ c = 1, et que b > 0, ¢ > 0.1l reste a vérifier que a > 0 ; pour cela, il

faut et il suffit que “Tk + 2}1—‘2’“ < 1. Cette condition sécrit encore :

h2

L — 2.66
~ ah+2u ( )

Si h et k vérifient la condition (2.66), on pose : M"™ = max;—1._nu} (resp. m" = min;—__n u}".
Comme u/" est une combinaison convexe de u?,ul" ; et ul,;, on a alors : u/' "' < M"™ Vi =
1,...,N (resp.u}™" >m" Vi=1,...,N)etdonc: M"+* < M™ (resp.m"*' > m™). On a ainsi
montré que :

lu" oo < flu"[lco-

On a de méme :
U™ [loo < J|u" | oo-

[utlloe < [0 oo
En sommant ces inégalités, on obtient :

1™ oo < [u°]loc-

Donc, sous la condition (2.66), on a ||[u"!||o < ||u"]|so et donc [|[u"||oe < ||u°]|0o, pour tout n =
1 N.

(c) En retranchant I’égalité (2.61) au schéma (2.33), on obtient I’équation suivante sur e’ :

goee ey

1 «
e el el —ely) = (el — 267 +efyy) = R
ce qu’on peut encore écrire :
k k k
entl = (1 - 70‘ - 2h—§)ey + e;zlh—’; + kR, (2.67)

Sous la condition de stabilité (2.66), on obtient donc :

lef ™ < et e+ Ci(k+ h)E,
el < e M+ Cilk+ Rk,
: < : + :

leil < oo+ Ci(k+h)E,

Siat=0,ona ||e|| = 0,alors on éduit des inégalités précédentes que |e’| < C1T'(k + h) pour tout
n € IN. Le schéma est donc convergent d’ordre 1.

2. Schéma explicite centré.

(a) (Consistance) En utilisant les développements de Taylor (2.62) (2.64) et (2.65), et les développements
suivants :

h? B3
Uy = uy — hug(ih,nk) + Eum(ih, nk) — Kuzm(&, ts5),

h? h?
uj = uj + hug(ih,nk) + ?um(ih, nk) + ?Uxmx(éh, to),
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(b)

on obtient maintenant :

2

12 (uzrr (557 t5) + HUgzax (56, t6))

3

k
R} = w(ih,nk)+ 5utt(£1,t1) + auy (th,nk) +
2

_:E:c'hak__
Haa(ih, k) — oy

(uxxxx(g& t3) + Uuacw:cx(&ly t4)) y

On en déduit que
|R?| < Cs(k +h?),

ou (3 = max(%”uttHO@, %Humxnom %HUMMHOO)

Le schéma s’écrit maintenant :

~ 2uk k k k k
u?+1:au?—|—buf+1+éugll,avecd:l—%,b—%—% etc= Z2+%
n+1

Remarquons que ’on a bien : @ + b + ¢ = 1. Pour que u;

ul ,, il faut et il suffit donc que @ > 0,b > 0, et & < 0. L’inégalité & > 0 est toujours vérifiée. Les
deux conditions qui doivent étre vérifiées par h et k s’écrivent donc :

soit combinaison convexe de v, u}', | et

i.a>0,ie. 1—M > 0, soit encore

ii. b >0ie. ‘,:—’; — O‘T > 0, soit encore
h < —.

DO

Le schéma centré est donc stable sous les deux conditions suivantes :

1
<otk < —n2 (2.68)

2c0 24

Pour obtenir une borne d’erreur, on procede comme pour le schéma (2.33) : on soustrait la définition
de I’erreur de consistance au schéma numérique, et on obtient :

el = ael + bel'q + el + kR (2.69)

Par le méme raisonnement que pour le schéma décentré, on obtient donc que si e = 0,0n a |e?| <
Cy(k + h?), avec Cy = TCs.

Exercice 28 page 74

1. On admettra que la solution de (2.34) existe est qu’elle est assez réguliere. Soient M € IN* et N € IN*, et
soient k le pas de temps, choisi tel que Mk = T et h le pas espace, choisi tel que Nh = 1. On applique un schéma
d’Euler explicite en temps, et un schéma de différences finies centré en espace, on obtient donc :

W 1 1 €
P = = g (s = ) o (4~ 20) @70)

On tient compte des conditions aux limites et des conditions initiales en posant :

{ u§ = uﬁ,ﬂ =0,
u; = ug(jh).
On a, par développement de Taylor :
h? h3 h*
’LL(.I‘ + ha t) = u(:&t) + hux($7t) + 7uxx(x7t) + Fu(z&) ($7 t) + ﬂu(él) (Oé,t),
h? h3 h4
u(x — hyt) = u(x,t) — hug(z, t) + EUM(:E,t) - gu'"(x,t) oY (g, 1),

k}2
u(z,t + k) =u(z,t) + ku(z, t) + Eutt(x’ Tk), Tk € [, + K].

Analyse numérique des EDP, M1 86 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 30 novembre 2011



2.7. CORRIGES CHAPITRE 2. EDP PARABOLIQUES

De ces développements de Taylor, il ressort que I’erreur de consistance vérifie |R| < C(k + h?), ou C ne dépend
que de u. Le schéma est donc explicite d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

Cherchons alors les conditions pour que :
lu™ oo < 1]l

Par définition,
oo =  max e
On essaye d’abord de vérifier que : ||u" |5 < [|u"] o0, ¢ est-a-dire :

+1
P il < P 7,

On veut donc montrer que

‘max v < max u?

j=1,..N 7 j=1,..N 7’
min «”t' > min u?
j=1,...,.N 7 j=1,...,.N

On peut réécrire le schéma (2.70) :

ntl " 2ek n k ke " ek k
U = U; 1_? +Uj+1 _%4‘? + Uy ﬁ—’_% .

Posons :
M" = max u?
j=1...N
Supposons que k et h vérifient :
1 2¢ek ) ke k 0
— h2 h2 2n 7
ce qui s’écrit encore :
k 1
S
h* =, 2¢ (271)
E< =
— h )
on a alors :
2¢ek k ke ck k
e (1-ZS )+ M ([ ——+ = )+ M —=+—)| Vj=1,...,N
ui S < h2>+ on Tpz) M e tay) TR
et donc :
Mn+1 S M™".
Posons maintenant :
m” = min u?
j=1...N

Si k et h satisfont les conditions (2.71), on obtient de la méme maniere
mn+1 > mn

On a ainsi montré que :
1™ Hloo < 0"l

On a de méme :
[t [[oo < "] oo-

lutlloo < [0 oc-
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En sommant ces inégalités, on obtient :

[u" oo < flu°]| oo
Donc, sous les conditions (2.71),0on a |[u" | o < [|u"| oo et donc ||u™]| oo < ||1°]|oo, pour toutn =1,..., N.
Pour étudier la convergence du schéma, on va tenter de majorer I’erreur de discrétisation :

n o __

€

=N n
Uy — Uy,

ot uj est calculé par (2.70), et u} est la solution du probleme (2.34) en x; = jhet ¢, = nk.
On a donc, par définition de I’erreur de consistance,

1 — —n 1 -n -n € —n —n —M n
E(u;”“l —uy) + ﬂ(uﬁl —uj_q) — ﬁ(_2uj + i +ui_y) = Rj
ou [R!'| < C(k + h?)
ce qui entraine :
1 1 €
E(G?H —ej)+ ﬁ(e? —ejq)— ﬁ(—%? +ej teja) = RY

soit encore : ok L ) L L
n+1l __ € n € +1 € n n

de méme que précédemment, on obtient sous les conditions (2.71)

] < fleloo + Ok + h2)k

le?] < e Yoo + C(k + h?)k

IA .-

e} €| + C(k + h2)k.
Et donc en sommant ces inégalités :

le"lloo < lle®lloo + nCh(k + h?)
Siat=0onale’|s = 0,alors :

€™ oo < CME(k + h?) = T(k + h?).

Et donc sous les conditions (2.71) on a ||e"|| o qui tend vers O lorsque k, h — 0, ce qui prouve que le schéma est
convergent.

Exercice 29 page 75

1. Notons Rg") I’erreur de consistance en (x;, t,, ). Pour le schéma (2.37), on a donc par définition :

_(n+1) _(n)
n i —u, _(n+1 _(n+1 _(n+1 _ 1
R = % + 7 2u Y —a" T —aliY) - Ayt
n
=R, + R},
ol
pn ﬂ?+1 — ﬂ? s ;
RI' = 2 — uy(x;, t,,) est erreur de consistance en temps
et 1
Rr = E(Qﬂ,?—i—l — ﬂ?ff — a?jﬁ) — (uga (i, ty)) est erreur de consistance en espace.
On a vu (voir (1.30)) que
. h? 0*u
R < —sup|=—(,tn)|,Vie{l,....N
‘ Y112 [O’E 81}4( n) { !
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Effectuons maintenant un développement de Taylor en fonction du temps d’ordre 2 :

2

k
w(xi, thy1) = w(@i, tn) + kug + 7Utt(wi,€n)

1) tn - () 2‘;n k
avec &, € [tn, tn+1]. Donc @iy tn41) — ul(@i; ta) — Uy = §utt(x7;,§n). Comme &, € [0, 7], et uy admet un

k
maximum (a x; fixé) dans [0, T'| (qui est compact), on a donc

k
< —max |ug(zg, )| -

3

0

Par conséquent,

2

12 o1}

k 0*u
< —max|utt(xi,~)| + @(';tn-l—l)

Ry = | Ry + Ry <
2 [0,T)

< |&;

+ |y

Donc |R?'| < C(k + h?) avec

1 1., 0%
C= 5 max llwee || oe (j0,1)x 0,775 EH@HLw([o,ux[o,T] .

Le calcul de I’erreur de consistance pour le schéma (2.38) s’effectue de maniere semblable.

2. Le schéma (2.37) est completement implicite alors que le schéma (2.38) ne ’est que partiellement, puisque le
terme de réaction est pris 2 I'instant n. Le schéma (2.37) s’écrit : AU = U™ avec U = (U, ... UR), U™ =
ur,...,UR), et

142\ -k —-A 0o ... 0
- 1+22 -k =X . 0
A= 0
: 0
0 0 —-A 142X -k
k
ou\= 7z Notons que par définition, A est symétrique. De méme, le schéma (2.38) s’écrit : BU" ! = U™ avec
1422 -1 0 ... 0
-1 1+2A 0
_ 0 -1
1+k
0 0 -1 142X
On adonc A = AAp, o Ay est définie en (1.26) page 13, avec ¢; = %, et B = %_H Ayj avec ¢; = % Dans

les deux cas, les matrices sont donc s.d.p. en vertu de la proposition 1.3 page 13. Notons que I’hypothese k €]0, 1]
est nécessaire dans le cas du premier schéma, pour assurer la positivité de c;.

3. Le schéma (2.38) s’écrit
(Lt Ryuf =l AQup ) = t)).
On montre facilement par récurrence que max;—i, . N u;L < (1+k)"maxj—1, N u?, (voir preuve de la stabilité
L°° d’Euler implicite page 70) et que IlninN ug-n) >(14+ k)" I}linN u;_o). On en déduit que
J=1, J=1,
[u™ oo < (14 k)" [[uo|oo

Or (1+ k)" <(1+k)T*carkn < T.Or
T _ T
(1+F) = exp Eﬂn(l + k)

T
< exp(zk) =el
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On en déduit le résultat, avec C (T) = e’'. De méme, pour le schéma (2.37), on montre par récurrence que :

1w o0 < mllﬂ‘o)lh

Mais pour k €]0, af, avec « €]0,1[,on a:

1 1
=7 <1+ Bk,= avec = i—a)

On en déduit par un calcul similaire au précédent que

(1 _ k)T/k < eﬁT,
d’oti le résultat avec Co (T, o) = €T
4. Par définition de I’erreur de consistance, on a pour le schéma (2.37)

() n (D) | ngl oo (ntl)
U Uj Uiy U 2u; _ gt — gl
u; " = R,

k h2 J

) — g — ugn) I’erreur de discrétisation en (x;,t,),ona:

et donc, en notant e J 7

n+1 n+1 n+1 n n,1
(12X — k) = el Al = e 4 kR

On obtient donc, de maniere similaire a la question 3 :

(n+1) (n+1) (n+1)

o (n+1)
= maxe Jo )

(en considérant e, > puis e = mine;

1
1—-k

eV < [let™|| + kC (K + h?).
Par récurrence sur n, on obtient alors

e < (125 OO+ + 1]
d’ou

le™loc < Cao(T, )(TC(k + h?) + [|¢°]|oo)-

De méme, pour le schéma (2.38), on écrit I’erreur de consistance :

_(n+1) _ (n+1) _n41 _(n+1)
U, —uj Ui ujjl — 24y _ ot = ™2
A h2 g

et donc :
eV 2x) = el — el = el (14 k) + kR

Par des raisonnements similaires a ceux de la question 3 on obtient alors :

e < (14 k)™ ([|e@] + kC(k + b))

e loo < CL(T) (V]| + KC(k + h?)).

Exercice 31 page 75

1. On s’intéresse ici a 1’ordre du schéma au sens des différences finies. On suppose que u € C*4([0, 1] x [0, T7]) est
solution de (2.40) et on pose

= u(jh,nk), 5=0,...,N, k=0,..., M.
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L’erreur de consistance est définie par :

a!tt —art o ar, - 2un +an
R = It T i N—-1,k=1,...,M — 1.
vl 2k h2 ?.7 ) ) ) ) )
On cherche une majoration de R en utilisant des développement de Taylor. Soit j € {1,..., N—-1},k €

{1,..., M —1}.Texiste (&,t;) € [0,1] x [0,T],i=1,...,4,tq.:

N B ) /{2 ) k3
’lj/j +1 = U;L + kut(]h,nk) —|— Eutt(]h,nk) + Fum(ﬁl, tl),

_ _ . k? ) k3

ﬁ? 1_ u;‘ — kut(jh,nkz) + Eutt(]h,nk) - gum(ﬁg,tg),
h? h3 h*

uj_y = u; — hug(jh,nk) + 7um(jh,nk:) — Fumm(jh,nk:) — ﬂumm(fg,tg),

_ h? ) h3 ) h*
ufy g = uj + hug(jh,nk) + 7um(jh,nk) + gumm(jh,nk) + ﬂumm(&, tq).
On en déduit :
k2 h?
R;” = ut(jh, nk) + E (Uttt(&,tl) + Uttt(fZaQ)) - uwx(jhv nk) - ﬁ (uxﬂcﬂcx(f&fé’») + ummfﬂc(&y t4>) ’

et donc, comme u est solution de (2.40),
[R}| < Ci(k* + h?),

ou C ne dépend que de u. Le schéma (2.41) est donc consistant d’ordre 2.

2. Pour étudier la stabilité au sens de Von Neumann, on “oublie” les conditions aux limites dans (2.40). Plus
précisément, on s’intéresse a (2.40)avec = € IR (au lieu de = €]0, 1[) et on remplace les conditions aux limites
par des conditions de périodicité (exactement comme on 1’a vu au paragraphe 2.2.6 page 65). Enfin, on prend une
condition initiale de type “mode de Fourier”, avec p € IR arbitraire, et vy défini par :

up(z) = e, z € R.

La solution exacte est alors : ,
u(z,t) =e P e rcR, tc Ry,

c’est—a—dire ,
u(-,t) = e Py, t € Ry

. . 2 .
Le facteur d’amplification est donc, pour tout ¢ € IR, , le nombre e 7 t. Ce facteur est toujours, en module,
inférieur a 1. On va maintenant chercher la solution du schéma numérique sous la forme :

ul =& e je Z neN, (2.72)

ol &y et & € IR sont donnés (ils donnent u et u} pour tout j € Z) et &, € IR est a déterminer de maniere a ce
que la premicre équation de (2.41) ) soit satisfaite.

Ce facteur &,, va dépendre de k, h et p. Pour k et h donnés, le schéma est stable au sens de Von Neumann si, pour
tout p € IR, la suite (§,)necn est bornée. Dans le cas contraire, le schéma est (pour ces valeurs de k et h) dit
instable au sens de Von Neumann.

Un calcul immédiat donne que la famille des v, définie par (2.72), est solution de la premicre équation si et
seulement si la suite (&,,),ecN Vérifie (on rappelle que &y et &; sont donnés) :

gn—&-l - gn—l

2
5% = ﬁ(cosph—l)gn, n>2,

ou encore, en posant

4k
a = 5 (cosph — 1) (< 0),
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Cny1 —alp — &1 =0, n2>2 (2.73)

En excluant le cas & = —2 (qui correspond, pour k et h donnés, a des valeurs de p tres particulieres), la solution
de (2.73) est

& =Arl + Bry, A >0, (2.74)

ol A et B sont déterminés par &y et &; (de sorte que g = A+ B, & = Ary + Brg) et 1, r9 sont les deux racines
distinctes de :

r2—ar—1=0. (2.75)

Les nombres 1 et ry sont réels et comme 7172 = 1,1’un de ces nombres est, en module, supérieur a 1. Ceci montre
que (&,,),, est une suite non bornée (sauf pour des choix trés particulier de &, et &1, ceux pour les quelles & = §pro

ol 7o est la racine de (2.75) de module inférieur a 1). Ce schéma est donc instable au sens de Von Neumann, pour
toutk > 0eth > 0.

3. On reprend les notations de la question 1. On s’intéresse maintenant a la quantité .S7' (qui est toujours I’erreur
de consistance) :

—n+1 n—1 —n —n+1 —n—1 —
almt =l al g — (U ) + U

"= I 2 i=1,...,.N—1, k=0,...,M —1.
S] 2k h2 7.] K k) k) 0’ K
En reprenant la technique de la question 1, il existe (&;,¢;), i =1,...,6 t.q.
2 h2 k‘2 k‘2
S} = B (were (€1, t1) + upe(§2,t2)) — B (Uzzaa(E3:t3) — Uzzaa(§a,t4)) + Whtt(&,ts) + Wutt(&i,tcﬂ

Ce qui donne, avec C3 ne dépendant que de u,

k2
|S‘;l|§02<h2+k’2+_>’]_1,7N_1? kzO”M_l

h2
. . k
Le schéma est donc consistant quand A — 0 avec — — 0.

4. On reprend la méthode développée a la question 2, la suite (&, ), doit maintenant vérifier la relation suivante
(avec &gy, &1 donnés).

§n+1 — &n—1 2 COS(ph) §n—1+&nt1
= n - ) Z 2
2% PR h2 "

c’est a dire :

1 1 2 cos(ph) 1 1
n YA 79 ) n n— 5o =0n=2.
£+1<2k+h2> o o te 1<h2 2k> 0,m

L’équation caractéristique est maintenant :
p(r) =ar® +br +c =0,

avec (oh)
1 1 2cos(p 1 1
=—+ S, b=——"—-FF—ctc=—5 — —.
2k ' h? Z R CRT)
Pour montrer la stabilit¢ au sens de Von Neumann, il suffit d’apres (2.74) de montrer que les deux racines du
polyndme p sont de module inférieur ou égal a 1. On note 7; et ry ces deux racines (qui peuvent étre confondues)

et on distingue 2 cas :

a

1. lercas: Les racines de p ne sont pas réelles. Dans ce cas,on a |ry| = |ra| = y et
c
Y= |_| <1,
a

cark > 0.
2. 2eme cas : Les racines de p sont réelles. Dans ce cas, on remarque que

C
rirg = — <1,
a

, . . . 2 2 cosph
et I’'une des racines, au moins, est donc entre —1 et 1 (strictement). De plus ona p(1) = T >0
2 2 cosph . .
etp(—1) = w2 + th > 0, I’autre racine est donc aussi entre -1 et 1 (au sens large).

On en déduit que le schéma (2.42) est stable au sens de Von Neumann.

Analyse numérique des EDP, M1 92 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 30 novembre 2011



2.7. CORRIGES CHAPITRE 2. EDP PARABOLIQUES

Exercice 33 page 77 : Discrétisation d’un probleme parabolique non linéaire

On se propose, dans cet exercice, de montrer I’existence d une solution faible au probleme (2.48)-(2.50), a partir de
I’existence de la solution approchée donnée par un schéma numérique. L’inconnue de ce probleme est la fonction
ude [0,1] x [0, T] dans IR, elle doit étre solution des équations suivantes :

2
)~ T 1) = w(a 1), 2 0,11, 1 €0, 71, @76)
Do) o Do) | )
S (0,) = S (1) = 0, ¢ €0, T, 2.77)
u(z,0) = up(z), z €]0,1], (2.78)

ol ¢, v, T, ug sont donnés et sont t.q.

1. T>0,v € L*>°(0,1[x]0,T|),

2.  croissante, lipschitzienne de IR dans IR,

3. up € L*°(]0,1]) et p(ug) lipschitzienne de [0, 1] dans TR..
Un exemple important est donné par ¢(s) = a1ssis < 0,p(s) =0si0<s< Letp(s) =az(s—L)sis> L,
avec o, o et L donnés dans IR, . Noter pour cet exemple que ¢’ = 0 sur |0, L.

Les ensembles |0, 1[ et D =|0, 1[x]0, T'[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette
tribu.

On appelle “solution faible” de (2.48)-(2.50) une solution de :

u e L=(]0,1[x]0,T]), (2.79)

o 0y
u(z,t) —(z,t) + plul(z,t) 5 (@, t) + v(z, {)P(z,t))dedt + ug(z)(x,0)dx = 0,
) .0+ e 0) G an0) o 00 )+ [ i, o

Yy € O (R?),

ouy € C’;’l (]RQ) signifie que v est une fonction de IR? dans IR deux fois continfiment dérivable par rapport a ,

0 0
une fois continiment dérivable par rapport a ¢ et t.q. 9 (0,t) = 9 (1,¢) = 0,pourtoutt € [0,T]etp(z,T) =0

Ox Ox
pour tout z € [0, 1]}.

Question 1 (Solution classique versus solution faible)

Soit u € C?(IR?,TR) ; notons w sa restriction a D =]0, 1[x]0, T'[; notons que I’on a bien u € L>°(]0, 1[x]0, T']).
Supposons que u satisfait (2.48)-(2.50), et montrons qu’alors u vérifie (2.52). Soit ¢ € C%’I(IRZ). Multiplions
(2.48) par v et intégrons sur D. On obtient :

3p(u)

2, ), )t = / o, ), ). 2.81)
D

0
/D (9_7:(% Hy(z, t)dedt —

Par intégration par parties, il vient :

D

/D%@W(dedt— /0 u(z, Ty (x, T)dz — /0 u(a, 0)¢(, 0)dz - /D u(e, )2 (1)

Comme ¢ € C%'(IR?) on a donc ¢ (x,T) = 0 pour tout z € [0,1] et comme u vérifie (2.50), on a u(z,0) =
uo(z). On en déduit que

1
D%(w,t)w(x,t)da:dt:—/o uo(az)w(x,O)d:r—/Daa—lf(:at)u(x,t). (2.82)
Intégrons par parties le deuxieme terme de (2.81) :
0% (u) _ [T 0(u) Op(u)
[ 2t e = [ ( o (ugw((l,)t) 2 (0,60, 1))t
(u W (u
B (x,t) p (z,t)dxdt.
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et comme u vérifie (2.49),on a

Op(u) (0.4) = dp(u)

ox ox

En tenant compte de ces relations et en ré—intégrant par parties, on obtient :

85‘5’0(2“) (, )(w, t)dudt = — /D o) (z,6)2 ;;(zu) (@, t)ddt. (2.83)

(1,t) =0, t €]0,T].

D

En remplagant dans (2.82) et (2.83) dans (2.81), on obtient (2.48).
Réciproquement, supposons que w satisfait (2.52), et soit ¢) continiiment différentiable a support compact dans

D. En intégrant (2.52) par parties et en tenant compte que ¢ et toutes ses dérivées sont nulles au bord de D, on
obtient :

/, =2 )+ ZE 0 ) — o)), )zt = 0,90 € C2(D).

Comme u est réguliere, ceci entraine que 1’équation (2.48) est donc satisfaite par .
On prend ensuite 1) € 072:1 (IR?), et on integre (2.52) par parties. En tenant compte du fait que t(z, T) = 0, pour

tout z et g—i(o, t) = g—i(l,t) = 0, pour tout ¢, on obtient :

! ou T 9p(u)
_/0 u(:r,O)@/J(amO)dx—/jja(x,t)zp(x,t)dwdt—}—/o 3 (1,t)(1,¢t)dt

T 0p(u) Pp(u) )
rr (0,t)¢(0,t)dt+/D 52

1
Y(z, t)dxdt —|—/ uo(x)Y(z,0)dx = 0.
0

En regroupant et en utilisant le fait que u satisfait (2.48), on obtient :

/0(uo(m)—u(x,O))w(x,O)da:—i—/o g—i(l,t)w(l,t)dt—/o g—i(o,t)w(o,t)dtzo.

En choisissant successivement une fonction ¢) nulleen z = O et x = 1 puis nulleen x = 1 et t = T et enfin nulle
enz = 0ett =T, on obtient que u satisfait la condition initiale (2.50) et les conditions aux limites (2.49), ce qui
conclut la question.

Question 2 (Existence et unicité de la solution approchée)

Soitn € {0,...,M — 1}.On suppose connu {u}, i = 1,..., N}.On va prouver dans cette question I’existence
et 'unicité de {u "', i =1,..., N'} vérifiant (2.54) (avec uf ™' = uf ™, uit = ul™™).

1. L application s +— s est strictement croissante, et par hypothese sur ¢, I’application s — ap(s) est crois-
sante. La somme d’une fonction strictement croissante et d’une fonction croissante est strictement croissante.
D’autre part, comme ¢ est croissante, pour tout ¢(s) < ©(0), Vs < 0, et donc lims_, o ga(s) = —00. De
méme, p(s) > ¢(0), Vs > 0, et donc lims_, 4o ga(s) = +00. La fonction g, est continue et prend donc
toutes les valeurs de I’intervalle | — oo, +-00[. Comme elle est strictement croissante, elle est bijective.

2. I’équation (4.5) s’écrit encore :

k
ga(ui) = ﬁ(wi_l + Wit1) + ul + ko', pourtouti =1,..., N,

avec a = h% Par la question précédente, il existe donc un unique u; qui vérifie cette équation ; il suffit alors
de poser p(u;) = w; pour déterminer de maniére unique la solution de (2.55)—(2.56).

3. Soitw' et w? € RY et soit w! = F(w") et w? = F(w?). Par définition de ', on a :

2k
up —u? 4+ = (w; —wi

;- Y ?) = ﬁ((m},1 + W}, ) — (Wi, +W;,,)), pourtouti =1,...,N. (2.84)

%

Comme ¢ est monotone, le signe de w} — w? = p(u}) — p(u?) est le méme que celui de u} — u?, et donc

2k 2k
Jui =i + 5 (wi = wi)l = |uj — |+ S5 wj —wil. (2.85)
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Et comme ¢ est lipschitzienne de rapport L, on a

wi —wil = lo(u;) — ()] < Llu; —ufl,
d’olr: ,
fui — ] > 7w} = wpl. (2.86)

On déduit donc de (2.84),(2.85) et(2.86) que

1 k

E|w — w?| + Iw —wi| < ﬁ(m},l —W;_| + [w}, —W},|), pourtouti =1,...,N.
On a donc )

lw; —w2|_7h2 max _|w; — w:|, pourtouti =1,..., N.
L+ 5 =1

d’ol on déduit que [|[w! — w?||. < Olw" — UQHOO avec C' = - L < 1. L application F est donc bien

strictement contractante. "

4. Soit {u*, Si {u?** i =1,..., N} estsolution de (2.54) et w; = @(u ™) pouri € {1,..., N},alors on
remarque que (u ”H)Z:L._,’N et (w;)i=1,...,~n Vérifient (2.55)-(2.56) avec wW; = w; pouri = 1,...,N. On
en déduit que w = F(w).

5. Soitw = (w;)i=1,.. N t.q.w = ( ). Montrer que pour tout

Par définition de F',on a F'(w) = w avec (4, w) € RY xRY, 0= (;)i=1,. N, W = (W;)i=1,.. N,tq.:

o(t;) = w;, pourtouti € {1,..., N},

2k k
w; + ﬁwi 72 (wi—1 +wir1) +ul + kvl', pourtouti =1,..., N. (2.87)
Comme F(w) = w, on a donc 1; = w; et on obtient I’existence de u/™' = @, tel que w; = @(u ™)
pouri = 1,..., N.1l suffit alors de remplacer w; et @; par @(u?"" dans (2.87) pour conclure que {u”Jrl
1=1,. N} est solution de (2.54).
6. On vient de montrer dans les questions précédentes que {u”+1 i =1,...,N} est solution de (2.54) si et

seulement si w défini par w; = ¢(u; n+1 est solution de w = F(w), ot F est définie par (2.55) — —(2.56).
Comme F' est une application strlctement croissante, il existe un unique point fixe w = F(w). Donc par
définition de F il existe une unique famille {u"', i = 1,..., N} solution de (2.54).

Question 3 (Estimation L°°(]0, 1[x]0, T'[) sur w)

La relation a2 démontrer par récurrence est clairement vérifiée au rang n = 0, par définition de A. Supposons
qu’elle soit vraie jusqu’au rang n, et démontrons—la au rang n + 1. La relation (2.54) s’écrit encore :

k k
1 1 1 1 1
u?—i_ —U + hg(@(“?: ) _(JD(UZL+ )) + ﬁ(@(u?j_l _(p( o ))+I€U 17“’>N7 ’I’L:07...7M— 17
Supposons que i est tel que u'”rl = minj—..n u?“. Comme ¢ est croissante, on a dans ce cas : w(u?ff) —
o(u ?H) >0eto(u ;fll — go(u"“) > 0, et on en déduit que min;—; . N u?“ > ul — kB d’ou, par hypothese
de récurrence, minj—;, . N u"Jrl > — A — nkB — kB. Un raisonnement similaire en considérant maintenant ¢
tel que u”"r1 = maxj—i,. . N u”Jrl conduit & : max;—;,. . N u?“ < ul + kB < A+ nkB + kB. On a donc
bien:—A — (n+ 1)kB < uf“ <A+ (n+1)kB,pourtouti =1,...,Nettoutn=0,..., M.
On en déduit alors que |[u™ || L (jo,1[) < Cup,v,T>aVEC Cyyo,7 = A + BT.
Question 4 (Estimation de la dérivée p.r. 2 2 de ©(u))
En multipliant (2.54) par u"+1 et en sommant sur ¢, on obtient A,, + B,, = C,,, avec
1 N +1 +1 +1 N
Z n+ u; n+1 B — _ Z (ui™y) = 2p(uf ™) + @(U?ﬂ ) n+1 Z n+1
) n — h2
i=1 i=1 =1
ey . , ., , 2
En utilisant Iinégalité a® — ab = & — b2 , on obtient :
| N
Ap > apy1 — g, avec oy, = T Z 2.
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En développant B,,, on obtient :

By = =15 (D _(e(ui ™) — ol ))ui ™! +Z u ) + p(u ).
=1

Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors :

N-1 N
1

Bu = =5 (3 (o) = plurfiurt = Yool ™) + puihur).
i=0 i=1
En tenant compte du fait que uf ' = u}!, u’]i,ill = u?VH ,pour toutn = 0,..., M — 1, on obtient alors que :
| N1
B, = ﬁ( (90(“?:11) - SD(U?H))(U?-E - U?H))-
i=1

En utilisant le caractere lipschitzien de ¢, on obtient la minoration suivante :

N-1
1
+1 +11)2
By > h Z(@(U;LH ) —p(ui™))"
=1
Enfin, on majore C,, :
Bce
Cn S u](;,v,Tl
L’égalité A,, + B,, = C), entraine donc :
o o Z n+1 (un+1))2 < BCUOﬂ%T
n+1 Lh2 z+1 i > h
En sommant pour n = 0 a M — 1, et en notant que «rp; > 0,0n obtient alors :
M—1N-1
n+1 n+1\\2 < BCUO7UaT
th Z Z 2+1 (uz )) — h + ap.
n=0 =1
Il reste a remarquer que oy < %ciom,T pour conclure que :
M—-1N-1
n+1 n+1112 h 1
> (it — el th)? < Crp, avee O = Lewgr (B + 5w ).
n=0 =1

Question 5 (Estimation de la dérivée p.r. a t de p(u))
Multiplions (2.54) par (u}**) — (u?) et sommons pouri = 1,..., N. On obtient :

A, + B, =C,, (2.88)
N n4+1 N n+1 n+1 n+1
i g e(ui™y) — 20w ) +e(ully),
avec A, = Y T(@(uﬁl) — o(ug")) = —Z % L (p(upth) —

=1

YetCp = Zv ul™) — o(ul)).

En utilisant le caractere lipschitzien de ¢, on obtient la minoration suivante :

1 =
> Z ut) — o(ul))?. (2.89)
=1
En développant B,,, on obtient :
| N N
By =13 O (@it = e ) (™) = i) + > (=it + uii) (e(ui ™) — p(ul)).
i=1 i=1
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Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors :

N-1 N
Ba = oo (3 (p(ui™) — ol (i) — plufin) + D (™) + puii) (™) — p(u)).
=0 i=1
En tenant compte du fait que uff ' = u} T, it = u}™, pour toutn = 0, ..., M — 1, on obtient alors que :
N-1
1 n n n n
B, = h_ 7,++11 o(u; +1))((90(Ui++11) —p(uf*h) - (p(uiyr) — o(uf))).
1:1

2 .
En utilisant & nouveau la relation a(a — b) > % — %, on obtient :

B > Bpg1 — B, avec 3, = 2h2 Z ullyy) — p(ul))? (2.90)
Enfin, on majore C, par :
N N k
ul ) — p(ul))? k>C~. 291
E <z>>+C; > Cy 291)

En utilisant (2.88), (2.89), (2.90) et (2.91), on obtient :

N
k
Z ui ) = () + B — B < O (2.92)
En sommant sur n, on obtient d’une part, en utilisant le fait que 3,, > 0 :
M—1 N
k

> D (™) —p(uf)? < 2LO7 +2Lfok. (2.93)
n=0 i=1

d’autre part, en utilisant que le fait que le premier terme est positif, on obtient par (2.92) une majoration sur 3,
et donc sur 3, pour toutn < M :
C
P < 5+ fo. (2.94)
Il ne reste donc plus qu’a majorer 3y pour obtenir (2.58) et (2.59). Par définition, on a

= )

En utilisant le fait que ¢ est lipschitzienne et que la différence entre u{ et u 1 esten h, on obtient (2.59) a partir
de (2.93) et (2.58) a partir de (2.94).

Question 6 Par définition de la fonction uy,, et grace au résultat de la question 3,0n a :

t—nk  (ni1 m+1Dk—t, (n
Y e+ Tl

sup up(z,1) < p

we](i—1)h,ih] k
t€[nk,(n+1)k]

S Cuo,v,T~

ce qui prouve que la suite (up)ren est bornée dans L>°(]0, 1[x]0, T'[). Comme ¢ est continue, on en déduit
immédiatement que (@ (up,))arem+ est bornée dans L>°(]0, 1[x]0,T)
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