Chapitre 3

Meéthodes variationnelles

3.1 Exemples de problemes variationnels

3.1.1 Le probleme de Dirichlet
Soit 2 un ouvert borné de IRd, d > 1. On considere le probleme suivant :

—Au = f, dans ,
{ w=0 surdf, G-D

ot f € C(Q) et Au = d?u + J3u, ol 'on désigne par 92u la dérivée partielle d’ordre 2 par raport a la i-eme
variable.

Définition 3.1 On appelle solution classique de (3.1) une fonction u € C?(Q) qui vérifie (3.1).

Soit u € C%(Q) une solution classique de (3.1), et soit ¢ € C°(Q), ot C2°(€2) désigne I’ensemble des fonctions
de classe C'*° a support compact dans 2. On multiplie (3.1) par ¢ et on inteégre sur {2 (on appellera par la suite ¢
“fonction test”) : on a donc :

[ -au@pis = | @)
Q JQ

Notons que ces intégrales sont bien définies, puisque Au € C(Q) et f € C(€2). Par intégration par parties (formule
de Green),on a:

d
fZ/Slafu(x)ga(x)dx

d d i

ou n; désigne la i-eme composante du vecteur unitaire normal a la frontiere 92 de €, et extérieur a €2, et dy
désigne le symbole d’intégration sur 0€2. Comme ¢ est nulle sur 92, on obtient :

/Q — Aulz)p()ds

d
;/Q@iu(z)@tp(m)dw:/Qf(x)w(x)dac.

ce qui s’écrit encore :
/Vu(x) -Vo(z)dz = / f(x)p(x)d. (3.2)
Q Q

Donc toute solution classique de (3.1) satisfait (3.2)

Prenons maintenant comme fonction test ¢, non plus une fonction de C'2°(€2), mais une fonction de H3(2). On
rappelle que I’espace H{ (2) est défini comme I’adhérence de C°(Q2) dans H1(Q) = {u € L*(Q); Du € L?(Q)},
ot Du désigne la dérivée faible de u, voir par exemple [1]. On rappelle que 1’espace H!(2) muni du produit
scalaire

d
(u, v) g :/Qu(x)v(x)derZ/QDZ-U(J:)Dw(a:)dJ: (3.3)
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est un espace de Hilbert. Les espaces H!(£2) et H}(€2) font partie des espaces dits “de Sobolev” (voir [1] pour une
introduction).
Si p € H}(Q), par définition, il existe (¢n)nenw C C°(Q) telle que

¢, — @ dans H' lorsque n — +o00,

Soit encore
len = @l = llon — @ll2 + Y |1 Dion — Dicpl| 72 — 0 lorsque n — +o0c.

Pour chaque fonction ¢, € C2°(€2) on a par (3.2) :

Z/ﬂ@m(m)&-@n(x)dx = /Q f(@)on(x)dz, ¥n € IN.

$n

aflli
et ¢, tend vers o dans L?(2). On a donc :

Or la i-eme dérivée partielle 0;¢,, = converge vers D; dans L? donc dans L? faible lorsque n tend vers oo,

/ Oiu(x)0;on (x)dx — / Oiu(x)Dip(x)dx lorsque n — +00
Q Q

et
/ f(@)on(z)de — / f(x)p(x)dx lorsque n — +o00.
Q Q

L’égalité (3.1.1) est donc vérifiée pour toute fonction ¢ € Hg (). Montrons maintenant que si u est solution
classique (3.1) alors u € H{ (). Eneffet,siu € C%(Q2), alors u € C(Q) etdonc u € L(Q); de plus d;u € C(Q)
donc ;u € L?(£2). On a donc bien u € H*(Q). Il reste 2 montrer que u € Hg (€2). Pour cela on rappelle (ou on
admet . . .) les théoremes de trace suivant :

Théoreme 3.2 (Existence de ’opérateur trace) Soit Q un ouvert (borné ou non borné) de R d>1,de frontiere
09 lipschitzienne, alors I'espace C°(S)) des fonctions de classe C> et & support compact dans ) est dense
dans H' (). On peut donc définir par continuité ’application “trace”, qui est linéaire continue de H*(S)) dans
L?(092), définie par :
y(u) = ulaq siu € C2°(Q)
et par
Y(u) = lim y(u,)siv € H(Q), u= lim wuy,, oit (uy)new C CZ(Q).

n——+4oo n—-+4oo

Dire que I’application (linéaire) -y est continue est équivalent a dire qu’il existe C' € Ry tel que
7wl z200) < Cllullm (o) pour tout u € H' (). 34
Notons que v(H"(Q)) C L*(Q), mais v(H'(Q)) # L?*(99). On note H'/?(Q) = ~(H*(2)).

Remarquons que si € est un ouvert borné, alors { est compactet donc toutes les fonctions C'> sont a support
compact dans 2.

Théoreme 3.3 (Noyau de I’opérateur trace) Soit Q un ouvert borné de IR de frontiere O lipschitzienne, et ~
l"opérateur trace défini par le théoréeme (3.2). Alors

Kery = H}(Q).

Siu € C%(Q) est une solution classique de (3.1), alors v(u) = u|pn = 0 donc u € Kery, et par le théoreme 3.3,
ceci prouve que u € HE(9).

Nous avons ainsi montré que toute solution classique de (3.1) vérifie u € Hg (€2) et I’egalité (3.2). Cette remarque
motive I’introduction de solutions plus ghérales, qui permettent de s’affranchir de la régularité C?, et qu’on appel-
lera “solutions faibles”.
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Définition 3.4 (Formulation faible) Soit f € L?((2), on dit que u est solution faible de (3.1) si u est solution de
u e HY(9),

>~ [ DaDstys = [ st ! (3.5)
;/QDZ (@) Dip(x)d /Qf( Yo (z)dw, Vi € HY(Q).

Définition 3.5 (Formulation variationnelle) Soir f € L?(X2) ; on dit que w est solution variationnelle de (3.1) si
u est solution du probleme de minimisation suivant :

u € H(Q)
J(u) < J(lv) Vo € HE(Q) (3.6)
avec J(v) = 3 /Q Vou(z) - Vu(z)dz — /Q f(z)v(z)dx,

ol on a noté :

d
/QVu(x) -Vo(x)de = ; /Q Diu(x)D;p(z)dx.

On cherche a montrer 1’existence et 1’unicité de la solution de (3.5) et (3.6). Pour cela, on utilise le théoreme de
Lax-Milgram, qu’on rappelle ici :

Théoreme 3.6 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert, soit a une forme bilinéaire continue coercive sur H
et T € H'. Il existe un unique élément u tel que

ue H,
3.7
a(u,v) =T(v). Yv € H.
De plus, si a est symétrique, u est I'unique solution du probleme de minimisation suivant :
u e H,
Ui am G
o J est définie de H dans RY par:
1
J(v) = ia(uv) —T(v). 3.9

Démonstration :

— Si a est symétrique 1’existence et 1’unicité de u est immédiate par le théoréme de représentation de Riesz (car
dans ce cas a estun produ‘it scala.ire, et la forme linéaire définie par ¢ — [, f(x)p(2)dx est continue pour la
norme associée a ce produit scalaire.).

— Si a est non symétrique, on considere I’application de H dans H, qui a u associe Au, défini par :

(Au,v) = a(u,v) Yv e H.
L’application qui a u associe Au est linéaire continue, et
(Au,v) < afu,v) < Mlful|||v]]

car a est continue. D’autre part, par le théoreme de représentation de Riesz, on a existence et unicité de ¢» € H
tel que T'(v) = (¢,v), pour tout v € H. Donc u est solution de a(u,v) = T(v),Yv € H si et seulement si
Au = ). Pour montrer I’existence et I’unicité de u, il faut donc montrer que A est bijectif.
Montrons d’abord que A est injectif. On suppose que Au = 0. On a (Au,u) > af|lu|? par coercitivité de a et
comme || Aul| ||v|| > (Au,v), on a donc :

[Au]l = allul,

En conclusion, si Au = 0= u = 0.
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Montrons maintenant que A est surjectif. On veut montrer que AH = H. Pour cela, on va montrer que AH
est fermé et AH T = {0}. Soit w € AH ; il existe alors une suite (v, )new C H telle que Av,, — w dans H.
Montrons que la suite (v, ),en converge dans H.On a :

[Avy, — Avp || = [[A(vn — vim) || = @llvn — vl

donc la suite (v,)nen est de Cauchy. On en déduit qu’elle converge vers un certain v € H. Comme A est
continue, on a donc : Av,, — Av dans H,etdoncw = Av € AH.

Montrons maintenant que
AH" = {0}

Soit vy € AH T, comme a est coercive,on a :
2
allvol|* < a(ve, vo) = (Avg,vo) = 0,
on en déduit que vy = 0, ce qui prouve que AH " = {0}.
Pour conclure la preuve du théoreme, il reste a montrer que si a est symétrique, le probleme de minimisation (3.8)

est équivalent au probleme (3.7) Soit w € H solution unique de (3.7) ; montrons que u est solution de (3.8). Soit
w € H,on va montrer que J(u + w) > J(u).

1
J(u+w) :§a(u+w,u+w)7T(u+w)

1 1 1
= §a(u, u) + 3 [a(u,w) + a(w,u)] + §a(w, w) —T(u) — T(w)

Donc J(u + w) > J(u) sauf si w = 0.

Réciproquement, supposons maintenant que u est solution du probleme de minimisation (3.8) et montrons que
est solution du probleme (3.7). Soitw € Hett > 0.0Ona: J(u+ tw) — J(u) > 0et J(u — tw) — J(u) > 0 car
u minimise J. On en déduit que :

1 1
ta(u,w) + §t2a(w,w) >0et —ta(u,w) + itza(w,w) >0
Comme ¢t est strictement positif, on peut diviser ces deux inégalités par ¢ :
1 1
a(u, w) + Eta(w,w) >0et —a(u,w) + §ta(w7w) >0

On fait alors tendre ¢ vers 0 et on obtient a(u,w) = 0 pour tout w € H, ce qui montre que u est bien solution du
probleme (3.7). [

Montrons qu’on peut appliquer le théoreme de Lax Milgram pour les problemes (3.5) et (3.6).

Proposition 3.7 (Existence et unicité de la solution de (3.1)) Si f € L2(Q), il existe un unique u € HZ(Q)
solution de (3.5) et (3.6).

Démonstration : Montrons que les hypotheses du théoréme de Lax Milgram sont vérifiées. L’espace H = H} (€2)
est un espace de Hilbert. La forme bilinéaire a est définie par :

a(u,v) = /QVu(:c) -Vo(z)dx (: Z/{zDzu(l’)Dlv(w)dm> )

et la forme linéaire 1" par :

T(v) = /Q F(@)o(z)da.
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Montrons que 7' € H'; en effet, la forme 7T est linéaire, et on a :
T() <\ fllz2llvllze < [ fllpz vl ae -

On en déduit que T est une forme linéaire continue sur H} (£2), ce qui est équivalent a dire que T € H~1(Q) (dual
topologique de Hi ()).

Montrons maintenant que a est bilinéaire, continue et symétrique. La continuité de a se démontre en écrivant que

a(u,v) = / Vu(z) - Vo(z)dz < ||Vullp2]|| V| Lz
Q
< llull g [0

Les caracteres bilinéaire et symétrique sont évidents. Montrons maintenant que a est coercitive : en effet,

N
1
— : dr = Div(z)Div(z)dr > —————||u||%,
av.0) = [ Vo) Vola)ds 21_13/9 @) Dav(a)dr > gl

par I’inégalité de Poincaré (voir note page 12 page 24. Comme 7' € H' et comme a est linéaire, continue, coercitive
donc le théoreme de Lax Milgram s’applique : on en conclut qu’il existe une unique fonction u € Hg (£2) solution
de (3.5) et comme a est symétrique, u est I’'unique solution du probléme de minimisation associée. |

Définition 3.8 (Solution forte dans H?) Soit f € L%(Q)), on dit que u est solution forte de (3.1) dans H? si
u € H2(Q) N HY(Q) vérifie - Au = f dans L*(Q).

Remarquons que si u est solution forte C? de (3.1), alors u est solution forte H2. De méme, si u est solution forte
H? de (3.1) alors u est solution faible de (3.1). Les réciproques sont fausses. On admettra le théoreme (difficile)
de régularité, qui s’énonce de la maniere suivante :

Théoreme 3.9 (Régularité) Soir Q un ouvert borné de R®. On suppose que Q a une frontiere de classe C?, ou
que §) est convexe & frontiere lipschitzienne. Si f € L*(Q) et si u € HE(Q) est solution faible de (3.1), alors
u € H%(Q). De plus, si f € H™(Q) alorsuw € H™2(Q)

Remarque 3.10 (Différences entre les méthodes de discrétisation) Lorsqu’on adopte une discrétisation par différences
finies, on a directement le probleme (3.1). Lorsqu’on adopte une méthode de volumes finis, on discrétise le “bilan”

obtenu en intégrant (3.1) sur chaque maille. Lorsqu’on utilise une méthode variationnelle, on discrétise la formu-

lation variationnelle (3.6) dans le cas de la méthode de Ritz, la formulation faible (3.5) dans le cas de la méthode

de Galerkin, voir section 3.2.

Remarquons également que dans la formulation faible, (3.5), les conditions aux limites de Dirichlet homogénes

u = 0 sont prises en compte dans [’espace u € H(} (Q), et donc également dans I’espace d’approximation H .

Pour le probleme de Neumann homongene, les conditions aux limites ne sont pas explicites dans |’espace fonction-

nel, voir a ce sujet I’exercice 43 page 120.

3.1.2 Probleme de Dirichlet non homogene

On se place ici en dimension 1 d’espace, d = 1, et on considere le probleme suivant :
u'=f sur]0,1]

u(0) = a, (3.10)
u(l) = b,

ol a et b sont des réels donnés. Ces conditions aux limites sont dites de type Dirichlet non homogene ; comme
a et b ne sont pas forcément nuls, on cherche une solution dans H*(Q2) et non plus dans Hg ((€2)). Cependant,
pour se ramener & I’espace H} () (en particulier pour obtenir que le probléme est bien posé grace au théoréme de

Lax Milgram et a la coercivité de la forme bilinéaire a(u,v) = / Vu(z)Vo(x)dz sur Hi (), on va utiliser une
Q

technique dite de “relevement”. On pose : u = ug + @ ol ug est définie par :

uo(z) =a+ (b—a)zx.
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On a en particulier uo(0) = aetup(l) = b. On a alors u(0) = 0 et u(1) = 0. La fonction u vérifie donc le
systeme :

—u" = f7
w(0) =0,
(1) =0,

dont on connait la formulation faible, et dont on sait qu’il est bien posé (voir paragraphe 3.1.1 page 98). Donc il
existe un unique u € H'() vérifiant u = ug + @, ot € H () est I'unique solution du probleme

1 o1
/a’v':/ fo Yoe H0,1])
0 0

De maniere plus générale, soit u; € H;Tb(}(), 1) = {v € H'; v(0) = aetv(l) = b}, et soit i € Ha(]0,1])
I’unique solution faible du probleme :

—'l_l/ - ul + f7
u(0) =0,
u(1l) = 0.

Alors u + u; est 'unique solution faible de (3.10), c’est—a—dire la solution du probleme
uwe H} (}O 1)),

/ dm—/f x)dz,Yv € H}(]0,1[).

Remarque 3.11 [l est facile de montrer que u ne dépend pas du relevement choisi (voir exercice 37 page 119).

Considérons maintenant le cas de la dimension 2 d’espace : d = 2.
Soit © un ouvert borné de IRY, considere le probleme :

{ —Au=f dansQ G.11)

u=g¢g surdf2

Pour se ramener au probleme de Dirichlet homogene, on veut construire un relevement, c’est a dire une fonction
up € H*(Q) t.q. v(uo) = g o v est ’application trace. On ne peut plus le faire de maniere explicite comme en
dimension 1. En particulier, on rappelle qu’en dimension 2, 1’espace H'(2) n’est pas inclus dans I’espace C'(Q)
des fonctions continues, contrairement au cas de la dimension 1. Mais siona g € H 1 2(8(2), on sait qu’il existe
up € H'(Q) tel que g = v(up). On cherche donc u sous la forme v = @ + ug avec © € H () et ug € H*(Q)
telle que v(up) = g. Soit v € H}(Q) ; on multiplie (3.11) par v et on integre sur €2 :

/{;—Au(m)v(x)dx:/Qf(:r)v(x)dx
/S;Vu(gc)Vv(x)dx:/Qf(:L)v(x)dgc

c’est—-dire :

Comme u = ug + u, on a donc :

U Hy(Q),

/ Vi(z)Vo(z)de = / f(x)o(w)d — / Vug(2)Vo(z)de, Yo € HY(R) (3.12)
Q Q

En dimension 2, il n’est pas toujours facile de construire le relevement u. Il est donc usuel, dans la mise en oeuvre
des méthodes d’approximation (par exemple par éléments finis), de servir de de la formulation suivante, qui est
équivalente a la formulation (3.12) :

u € {ve HY(Q);v(v) = g sur 90}
(3.13)
/Vu )WVo(x duL—/f z)dr Yve Hp(Q).
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3.1.3 Probléeme avec conditions aux limites de Fourier

On considere ici le probleme de diffusion avec conditions aux limites de type “Fourier” (ou “Robin” dans la
littérature anglo-saxonne).

{ —Au = f dans Q, (3.14)

Vu-n+ Au = 0 sur 082,

1. Q est un ouvert borné de R4, d = 1, 2 ou 3, et 9N sa frontiere,

2. feC*),

3. n est le vecteur unitaire normal a 92, extérieur a €2,

4. Xz) > 0,Vx € 09, est un coefficient qui modélise par exemple un transfert thermique a la paroi.

Supposons qu’il existe v € C?(€) vérifiant (3.14). Soit ¢ € C>(€2) une “fonction test”. On multiplie formelle-
ment (3.14) par ¢ et on integre sur 2.
On obtient :

B /Q Au(e)p(w)de = /Q F(@)p(x)de.

Par intégration par parties, on a alors

L/VM@V@@MI— VM@-M@@@M%ﬂ=i/f@M@M%
Q Q

o0

Notons que la fonction ¢ qui n’est pas a support compact, et que la condition aux limites :
Vu-n=-\u

va donc intervenir dans cette formulation. En remplacant on obtient :
/ Vu(z) - Vo(x)dr +/ Au(x)o(x)dy(x) = / f(@)p(x)dr, ¥V o € C(Q).
Q a0 Q
Par densité de C>°(Q) dans H'(£2), on a donc également

/ Vu(z) - V(x)dz +/ Au(x)p(z) = / f(x)p(x)dz, ¥ o € HY(Q).
Q [219] Q
Définition 3.12 (Solution faible) On dit que u est solution faible de (3.14) si u est solution de :

u € HYQ),

/Vu(m)-VU(I) +d$/ AMz)u(z)v(x)dr = / flx)(z)de Vo€ Hl(Q) (3.15)
Q o9 Q

On peut remarquer que sous les hypotheses :
feL?Q), e L>(09),

toutes les intégrales de (3.15) sont bien définies. (On rappelle que si p € L2(Q) ettp € L%(Q), alors gip € L(2)).
Pour vérifier que le probleme (3.15) est bien posé, on a envie d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram. Définissons
pourcelaa : HY(Q) x H(Q) — IR par:

a(u,v) = [ Vu(z) - Vo(z)dz + /)\(m)u(z)v(x)d:r. (3.16)
Q

11 est facile de voir que a est une forme bilinéaire symétrique. On peut donc lui associer une forme quadratique

définie par :

B@) = /Q Vo(z) - Vola)dz + /

M2)v* (x)dy(z) — | f(z)v(z)de. (3.17)
JOQ Q
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Définition 3.13 (Solution variationnelle) On dit que u est solution variationnelle de (3.14) si u vérifie :

{ u € HY(Q), (3.18)

E(u) < E(v),Yv € HY(Q),
o I est défini par (3.17).

Lemme 3.14 On suppose que A € L°°(09). Alors la forme bilinéaire définie par (3.16) est continue sur H*(§2) x
HY(Q).

Démonstration : On a :

a(u,v) = V?L(J:)Vv(x)dm+/ Ax)u(z)v(z)dy(z)
Q o9

< |IVull 2@y IVUll L2 + 1M 2o 0y lull L2 00) 1] L2(00) -

Or par le théoreme de trace (théoreme 3.2), et plus particulierement grace a la continuité de la trace (3.4),on a

[ull2(00) < Cllullm @)

On en déduit que
a(u,v) < M|lul|g1[[v]| g

avec M = 1+ C?||\|| = (052). Donc a est bilinéaire continue m
Lemme 3.15 Soir A € L>°(09Q) tel qu’il existe A > 0 tel que A\(x) > A p.p. sur OSY. Alors la forme bilinéaire a

définie par (3.16) est coercitive :

Montrons qu’il existe & > 0 tel que a(v,v) > al|v||?, pour tout v € H! ol

= vir) - vulr)axr Qf.’EUzl' xZ).
a(v,) = [ Vo(e)- Vo(@)to + [ ala)i@ir(a)

Attention, comme v € H'(Q) et non Hg (€2), on ne peut pas écrire I’inégalité de Poincaré, qui nous permettrait de
minorer / Vou(z).Vo(z)dz. On va montrer I’existence de «v par I’absurde. On suppose que a n’est pas coercive.

Q
Dans ce cas : c’est-a-dire que :
Ya>0,3ve HY(Q);a(v,v) < alv|?

On a donc en particulier, en prenant v = % :

1
VnelN, Jv, € Hl(Q);a(Un,vn) < E||v"||§{1.

Dans cette derniere assertion, on peut prendre v,, de norme 1, puisque 1’inégalité est homogene de degré 2. On a
donc :

1
Vn € N, 3v, € H'(Q); ||vnll i (0) = 1;a(vn, va) < —.
n

Or, par le théoreme de Rellich, toute suite bornée (v, )nen de H'(Q), est relativement compacte dans L2((2).
Comme on a ||v,|| 1 (o) = 1, il existe donc une sous-suite encore notée (v, )new C H'(R) telle que v, converge
vers v dans L2(£2) lorsque 7 tend vers +00.

De plus, comme :

1
a(vp, vy) = / Vo (). Vo, (x)dx +/ Up (@) oy (z)dr < — — 00 lorsque n — +00,
Q o0 n
On en déduit que, chaque terme étant positif :

/ Vo, (). Vo, (x)de =, 5400 0 (3.19)
Q
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et
/ vn(@)op (x)de —, o 0 (3.20)
o0

On a donc : Vv, — 0 dans L2(12) lorsque n — +o00. On en déduit que
/ Oivn (x)pdxr — 0 lorsque n — +o0, pouri =1,...,d.
Q
Donc par définition de la dérivée faible (voir note page 23), on a aussi

/ Up ()0 p(x)dx — 0 lorsque n — +00.
Q

Comme v, — v dans L?(Q) lorsque n — 00, on peut passer 2 la limite ci-dessus et écrire que / v(x)0ip(z) =
Q

0.On en déduit que la dérivée faible D;v existe et est nulle dans 2. La fonction v est donc constante par composante
connexe. Mais par (3.20), on a v = 0 sur 912, et la trace d’une fonction constante est la constante elle-méme. On a
donc

v = 0 dans .

On a ainsi montré que
D;v, — D;vetv, — v =0dans L2(Q) lorsque n — 4o00.

Donc v, — 0dans H' () lorsque n — 400, ce qui contredit le fait que ||y, || zr1(0) = 1. On a ainsi montré la
coercivité de a. m

Proposition 3.16 Soit f € L?(Q) et A € L>=(Q) t.q. A > A p.p.avec A > 0 alors il existe un unique v solution
de (3.15) qui est aussi I’'unique solution de (3.18).

3.1.4 Condition de Neumann

Considérons maintenant le probleme (3.14) avec A = 0, on obtient le probleme :

—Au = f, dans )
% = 0 sur 0N

qu’on appelle probleme de Dirichlet avec conditions de Neumann homogenes. En intégrant la premicre équation
du systeme, il est facile de voir qu’une condition nécessaire d’existence d’une solution de (3.1.4) est que :

" OJu
/Q —Au(z)dxr = - %(x)dgc = A flx)dx =0

Si la condition aux limites de Neumann est non-homogene : I g, la condition de compatibilité devient
n

f@yds+ [ gladria) =0,
Q aQ
Remarquons que si o = 0, la forme bilinéaire est
a(u,v) = / Vu(z) - Vo(z)dz,
Q
et que celle-ci n’est pas coercive sur H' (). De fait, il est clair que la solution de (3.1.4) n’est pas unique, puisque

si u est solution de (3.1.4) alors u + ¢ est aussi solution, pour tout ¢ € IR. Pour éviter ce probleme on va chercher
les solutions de (3.1.4) a moyenne nulle. On cherche donc a résoudre (3.1.4) dans 1’espace

H={ve Hl(Q);/ o(@)dz = 0}

Q
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On admettra que a est coercive sur H (ceci est vrai grice 4 ’inégalité de Poincaré—Wirtinger ' . Le probleme
u € H,
a(u,v) = /fv Yv e H,

admet donc une unique solution.

3.1.5 Formulation faible et formulation variationnelle.

Nous donnons ici un exemple de probleme pour lequel on peut établir une formulation faible, mais pas variation-
nelle. On se place en une dimension I’espace N = 1, et on consideére 2 =]0, 1[et f € L2(]0, 1[). On s’intéresse
au probleme suivant (dit “d’advection diffusion”) :

—u" +u' = f, dans 0, 1]
u(0) = u(1) =0.

Cherchons une formulation faible. Par la méme méthode qu’au paragraphe 3.1.1, on choisit v € H}(Q2), on
multiplie (3.1.5) par v et on intégre par parties :

/Q o ()0 () + /Q o (@)o(w)ds = /Q F@)o(z)da.

I1 est donc naturel de poser :
au,v) :/u/(m)v’(af)dach/ o (z)v(z)dz, et T(v) :/f(a:)v(x)dm.
Q Q Q

Il est évident que 7T est une forme linéaire continue sur H} () (c’est a dire T € H~1()) et que la forme a est
bilinéaire continue, mais pas symétrique. De plus elle est coercive : En effet, on a :

a(u,u):‘/ﬂua(:c)dx—&-/u'(x)u(a:)dx

Q

:/Qu’Q(ac)olsc+/Q%(UQ)I(SC)dJ7

Or, comme u € H}(2),onau = 0 sur 99 et donc / (u?)(z)dz = u*(1) — u?(0) = 0. On en déduit que :
Q
1

a(u,u) = [ (u')?, et par Iinégalité de Poincaré (voir page 24), on conclut que a est coercive sur H3(£2). On en
0
déduit par le théoreme de Lax Milgram, I’existence et I’'unicité de u solution du probleme :
u € Hy(J0,1) 1
/ (' (2)v' (z) + o/ (2)v(x))dr = / f(x)v(z)d.
0 0

3.2 Meéthodes de Ritz et Galerkin

3.2.1 Principe général de la méthode de Ritz
On se place sous les hypotheses suivantes :
H est un espace Hilbert

a est une forme bilinéaire continue coercitive et symétrique (3.21)

TeH

1. L'inégalité de Poincaré—Wirtinger s’énonce de la fagn suivante : soit £ un ouvert borné de IR? de frontiere lipschitzienne, alors il existe
C € IR, ne dépendant que de 2, 2, tel que pour tout u € H' (Q),ona:

H“'||2L2(Q) < C‘U@{I(Q) + Q(m(Q))il(/ﬂ 7"(m)dw)2
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On cherche a calculer u € H telle que :
a(u,v) =T (v), Vv € H,

ce qui revient a calculer u € H solution du probleme du probleme de minimisation (3.8), avec .J définie par (3.9).
L’idée de la méthode de Ritz? est de remplacer H par un espace Hy C H de dimension finie (ot dim Hy = N),
et de calculer u solution de

{ un € Hy (3.22)

J(un) < J(v), Yv € Hy,

en espérant que u v soit “proche” (en un sens a définir) de u.

Théoreme 3.17 Sous les hypotheéses (3.21), si Hy est un s.e.v.de H et dim Hy < +o00 alors le probléme (3.22)
admet une unique solution.

Démonstration : Puisque H est un espace de dimension finie inclus dans H, c’est donc aussi un Hilbert. On
peut donc appliquer le théoreme de Lax Milgram, et on en déduit I’existence et ’unicité de un € Hn solution de
(3.22), qui est aussi solution de :

un € HN,
a(un,v) =T(v), Yve& Hy.

Nous allons maintenant exposer une autre méthode de démonstration du théoreme 3.17, qui a I’avantage d’étre
constructive, et qui nous permet d’introduire les idées principales des méthodes numériques envisagées plus loin.

Comme I’espace H y considéré dans le théoreme 3.22 est de dimension N, il existe une base (¢1, ..., ¢n) de Hy.
N
Siu € Hpy, on peut donc développer u = Z u;¢;. On note :
i=1

U:(ul,...,uN)EIRN

L’application £ qui a u associe U est une bijection de H  dans IRY . Posons j=Jo& 1. Onadonc:

. N N N
J(u) = 2@ (Z uifﬁnzui(ﬁi) =T <Z ui¢i)
) =1 i1
N

N
Z Zuiuja(ﬁbi» b;) — Z“iT(d)Z’)'

i=1  j=1 i=1

DO | =

On peut donc écrire J(u) sous la forme :
1
J(u) = §UthU -U'G = j(U),

ot & € MN-N(IR) est définie par Kij = al¢i, ¢;), et ot G; = T'(¢;). Chercher uy solution de (3.22) est donc
équivalent a chercher U solution de :

UeRY,
{ JU) <ji(V), VvV eRN. (3.23)

ou 1
i(V)=3V'KV = V'G. (3.24)

Il est facile de vérifier que la matrice /C est symétrique définie positive. Donc j est une fonctionnelle quadratique
sur R™, et on a donc existence et unicité de U € R” tel que j(U) < j(V) V¥V € R".La solution du probleme
de minimisation (3.23) est aussi la solution du systeme linéaire XU = G ; on appelle souvent K la matrice de
rigidité.

2. Walter Ritz, né le 22 février 1878 a Sion et mort le 7 juillet 1909 a Gottingen, est un physicien suisse. Il a inventé la méthode dite “de
Ritz” dans le cadre du calcul des valeurs propres de 1’opérateur bi-harmonique
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Proposition 3.18 (Existence et unicité de la solution du probleme de minimisation) .Soit j = RY — IR définie
par (3.24). 1l existe un unique u € RY solution du probléeme de minimisation (3.23).

Démonstration : Ceci est une conséquence du résultat général de minimisation dans IR™ (voir cours de licence).
[

Résumé sur la technique de Ritz.

1. Onse donne Hy C H.

2. On trouve une base de H .

3. On calcule la matrice de rigidité K et le second membre G. Les coefficients de K sont donnés par C;; =
a(@ﬂ ¢j ).
4. On minimise j par la résolution de £V = G.
N
5. On calcule la solution approchée : uN) = Z w;P; .
i=1
On appelle H  I’espace d’approximation. Le choix de cet espace sera fondamental pour le développement de la
méthode d’approximation. Le choix de H y est formellement équivalent au choix de la base (¢;);=1...y . Pourtant,
le choix de cette base est capital méme si u™¥) ne dépend que du choix de Hy et pas de la base.

Choix delabase Un premier choix consiste & choisir des bases indépendantes de N c’esta dire { base de Hy 41} =
{basede Hy} U {¢n+1}. Les bases sont donc emboitées les unes dans les autres. Considérons par exemple
H = H(]0, 1]), et I’espace d’approximation :

Hy =Vect{1,X...,XxN"1}

Les fonctions de base sont donc ¢; = X¢~!,i = 1,..., N. On peut remarquer que ce choix de base améne 4 une
méthode d’approximation qui donne des matrices pleines. Or, on veut justement éviter les matrices pleines, car les
systemes linéaires associés sont cofiteux (en temps et mémoire) a résoudre.

Le choix idéal serait de choisir une base (¢;)i = 1,..., N de telle sorte que

a(i, ¢5) = Xidij

o f 1lsii=j
ou d;; = { 0 sinon (3.25)
m _ 3 Tl
On a alors K = diag(\1,...,\n), et on a explicitement : uN) = ﬁqﬁz Considérons par exemple
— alYi, Pi
=1

le probleme de Dirichlet (3.1) Si ¢; est la i-eme fonction propre de I’opération —A avec conditions aux limites
de Dirichlet associée a \;, on obtient bien la propriété souhaitée. Malheureusement, il est rare que 1’on puisse
connaitre explicitement les fonctions de base ¢; .

Un deuxieme choix consiste a choisir des bases dépendantes de N. Mais dans ce cas, la base de Hy n’est pas
incluse dans celle de H 1. La technique des éléments finis qu’on verra au chapitre suivant, est un exemple de ce
choix. Dans la matrice /C obtenue est creuse (c’est a dire qu’un grand nombre de ses coefficients sont nuls). Par
exemple, pour des éléments finis appliqués a un opérateur du second ordre, on peut avoir un nombre de coefficients
non nuls de I’ordre de O(N).

Convergence de ’approximation de Ritz Une fois qu’on a calculé u solution de (3.23), il faut se préocupper
de savoir si u(N) est une bonne approximation de u solution de (3.2.1), ¢’est a dire de savoir si

u™ — ulorsque N — 400
Pour vérifier cette convergence, on va se servir de la notion de consistance.

Définition 3.19 (Consistance) Sous les hypotheses (3.21), on dit que I’approximation de Ritz définie par I’espace
Hy C H avec dim Hy = N < 400 est consistante si d(H, Hy) tend vers 0 lorsque N — +o00, ¢’est a dire
d(u, HN) = N4 00 0, Yu € N ou encore g}{f lu =2 2N 100 0,Vu € H.

v N
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L’autre notion fondamentale pour prouver la convergence est la stabilité, elle méme obtenue grace a la propriété de
coercivité de a. Par stabilité, on entend estimation a priori sur la solution approchée u™¥) (avant méme de savoir si
elle existe), out u™) est solution de (3.23) ou encore de :

a(u™ v)=T(v) Yve Hy
(3.26)
’LL(N) € Hy

On a I’estimation a priori suivante sur uy :

Proposition 3.20 (Stabilité) Sous les hypotheses du théoréme 3.21,0na :

Tl g
”u(N)HH < H HH ]
«

Démonstration :
Le caractere coercif de a nous permet d’écrire :

a||u(N)\|2 < a(u(N)7u(N>).
Or comme u™) est solution de (3.26),0on a :

a(u®™ uWN)) = T ().
Comme 7’ est linéaire continue, on obtient

T(u™) < T |[ut™ | gr.

I1 est naturel de s’intéresser a I’erreur que I’on commet lorsqu’on remplace la résolution de la formulation faible
(3.2.1) par la résolution de la formulation faible en dimension finie (3.26). Il nous faut pour cela pouvoir quantifier
la norme de I’erreur commise ||u— " || ;7. Un premier pas dans cette direction est le lemme suivant, souvent appelé
lemme de Céa?, qui permet de contrdler ’erreur de discrétisation par I’erreur d’interpolation, définie comme la
distance entre v € H solution de (3.2.1) et I’espace H d’approximation.

Lemme 3.21 (Lemme de Céa, cas symétrique) Soit H un espace de Hilbert réel, et a une forme bilinéaire conti-
nue sumétrique coercive. Soit T une forme linéaire continue et T € H', et soit M > 0 et a > 0 tels que
a(u,v) < M|ullg|lv| a et alu,u) > allul|%. Soit w € H 'unique solution du probleme suivant :

ue H,
{ a(u,v) =T (v),Yv € H. (3.27)

Soit Hy C H tel que dim Hy = N, et soit u®™) e Hy l"unique solution de

(N)
{ 7cu:(u(Ne),lj)N; T(v),Yv € Hy. (3.28)
Alors
lu =™ < \/gd(u,HN) (3.29)
ou
d(u, Hy) = inf d(u,v).
Démonstration :

Etape 1 : On va montrer que u("N) est la projection de u sur H pour le produit scalaire (+,)q induit par a, défini

de H x H (u,v), = a(u,v). On note ||ulle = v/a(u,u), la norme induite par le produit scalaire a. La norme
||.]|« est équivalente a 1a norme ||.|| g, en effet, grice a la coercivité et la continuité de la forme bilinéaire a, on peut
écrire :

allullf < llullz < Mllull;

3. Jean Céa, mathématicien frangais contemporain, voir http://www. jean.cea.fr
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Donc (H, ||.||a) est un espace de Hilbert. Soit  la solution de (3.27), et soit v = Pp, u la projection orthogonale
de u sur H relative au produit scalaire a(., .). Par définition de la projection orthogonale, on a donc

v—u€ Hy
Soit encore a(v — u,w) = 0, Vw € Hy. On en déduit que a(v,w) = a(u,w) = T(w), Vw € H, et donc que
v = u™). On a donc montré que u(™) est la projection orthogonale de v sur H, ¢’est—a—dire u(N) = Py u.
Etape 2 : On va établir une estimation de la norme de la différence entre u et u ; par définition de Py, ,ona:

—-P 2< lu—n|2, Vv e H
lu = Pryully <[lu—vl, Vv € Hy,
ce qui s’écrit (puisque P, u = uy
a(u —u™ u—u™) <alu—v,u—v), YveHy

Par coercivité et continuité de la forme bilinéaire a, on a donc :

allu —u™M% < a(u—u™ u—u™) < a(u—v,u—v) < Mllu—v||},Yv e Hy.

M
lu—u™| < w/;Hu—vH,Vve Hy.

En passant a I’inf sur v, on obtient alors :

M
Hu—u(N)H <4/ — inf [ju—o
« veEHN

Ce qui est exactement (3.29). [

On en déduit que :

3.2.2 Méthode de Galerkin

On se place maintenant sous les hypotheses suivantes :

(3.30)

H espace de Hilbert,
a : forme bilinéaire continue et coercive, T’ € H'.

Remarquons que maintenant, a n’est pas nécessairement symétrique, les hypotheses (3.30) sont donc plus générales
que les hypotheses (3.21). On considere le probleme

ue H
(3.31)
a(u,v) =T (v), v e H.

Par le théoreme de Lax Milgram, il y a existence et unicité de © € H solution de (3.31).
Le principe de la méthode de Galerkin* est similaire a celui de la méthode de Ritz. On se donne Hy C H, tel que
dim Hy < 400, et on cherche a résoudre le probleme approché :

(N)
u™) € Hy,
(F) { a(u™),v) = T(v),Yv € Hy. (3.32)

Par le théoreme de Lax-Milgram, on a immédiatement :

Théoreme 3.22 Sous les hypotheses , si Hy C H et dim Hy = N, il existe un unique u'N) € Hy solution de
(3.32).

4. Boris Grigoryevich Galerkin, né le 20 février 1871 a Polotsk (Bié¢lorussie) et mort le 12 juillet 1945, est un mathématicien et un ingénieur
russe réputé pour ses contributions a I’étude des treillis de poutres et des plaques élastiques. Son nom reste li¢ a une méthode de résolution
approchée des structures élastiques, qui est I’'une des bases de la méthode des éléments finis.
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Comme dans le cas de la méthode de Ritz, on va donner une autre méthode, constructive, de démonstration de
I’existence et unicité de uy qui permettra d’introduire la méthode de Galerkin. Comme dim Hy = NV, il existe
une base (¢; ...¢n) de Hy. Soitv € H, on peut donc développer v sur la base :

N
v=> vids,
i=1

et identifier v au vecteur (v, ..., vy) € IR™. En écrivant que u satisfait (3.32) pour tout v = ¢; = 1, N :
a(u,¢;) =T(¢;),Vi=1,...,N,

et en développant u sur la base (¢;)i=1,..., N, on obtient :

N
D alds di)u; = T(¢0), Vi=1,....N.

j=1
On peut écrire cette derniere égalité sous forme d’un systeme linéaire : KU = G,
Kij = a(¢j, ¢i) et G; =T(¢;), pouri,j=1,...,,N.
La matrice /C n’est pas en général symétrique.
Proposition 3.23 Sous les hypothéses du théoréme 3.22 le systeme linéaire (3.2.2) admet une solution .

Démonstration : On va montrer que X est inversible en vérifiant que son noyau est réduit a {0}. Soit w € RY tel
N

que Kw = 0. Décomposons w sur le N base (¢1,...,¢n) de Hy : Onadonc: Z a(¢j, ¢i)w; = 0. Multiplions
j=1
cette relation par w; et sommons pour ¢ = 1 a N, on obtient :

N N
> D aley, diwjws = 0.
i=1  j=1
Soit encore : a(w, w) = 0. Par coercitivité de a, ceci entraine que w = 0. On en déduit que w; = 0,V; =1,..., N,
ce qui acheve la preuve. ]

Remarque 3.24 Si a est symétrique, la méthode de Galerkin est équivalente a celle de Ritz.

En résumé, la méthode de Galerkin comporte les mémes étapes que la méthode de Ritz, c’est a dire :
1. Onsedonne Hy C H
2. On trouve une base de Hy
3. Oncalcule L et G
4. Onrésout KU =G

N
5. Onécritu™ =" u;¢;.

i=1
La seule différence est que 1’étape 4 n’est pas issue d’un probleme de minimisation. Comme pour la méthode
de Ritz, il faut se poser la question du choix du sous—espace Hy et de sa base, ainsi que de la convergence de
I’approximation de u solution de (3.31) par u"Y) obtenue par la technique de Galerkin. En ce qui concerne le
choix de labase {¢1, ..., ¢n},les possibilités sont les mémes que pour la méthode de Ritz, voir paragraphe 3.2.1.
De méme, la notion de consistance est identique a celle donnée pour la méthode de Ritz (voir définition 3.19) et la
démonstration de stabilité est identique a celles effectuée pour la méthode de Ritz ; voir proposition 3.20 page 110.
On a encore un contrdle de I’erreur de discrétisation ||u — u™) ||z par I’erreur d’interpolation d(u, Hy) :

Lemme 3.25 Sous les hypotheses du théoreme (3.22), si u est la solution de (3.31) et uy la solution de (3.32),
alors

M
u— o™ g < —d(u, Hy), (3.33)
«

v||? < a(v,u) < M|[v||? pour tout v dans H (les réels M et « existent en vertu de la

oit M et v sont tels que : o

continuité et de la coercivité de a). Noter que la constante % est supérieure a la constante % du lemme 3.21.
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Démonstration : Comme la forme bilinéaire a est coercive de constante a, on a :
aflu —u™M % < a(u—u™ u—u™)
On a donc, pour tout v € H :
allu —u™)% < alu— o™ u—0) + alu—u™N v — o)
Or a(u — u™) v — u™) = a(u,v — u™) — a(u™), v — uN)) et par définition de u et u™),on a :
a(u,v —uMN) =T (v —uN)
a(u™N) v —uMN)) =T (v — uV)

On en déduit que :

allu —u™|% < a(u — o™

,u—v),Yv € Hy,
et donc, par continuité de la forme bilinéaire a :
allw = ™% < Mlu—u™|gllu - vl .

On obtient donc :
(N)
o= ™l < 2 u vl vo € Ay,

ce qui entraine (3.33). [

Remarque 3.26 On peut remarquer que I’estimation (3.33) obtenue dans le cadre de la métode de Galerkin est
moins bonne que [’estimation (3.29) obtenue dans le cadre de la méthode de Ritz. Ceci est moral, puisque la
méthode de Ritz est un cas particulier de la méthode de Galerkin.

Gréce au théoreme 3.25, on peut remarquer que u(™) converge vers v dans H lorsque N tend vers 400 d&s que
d(u, Hy) — 0lorsque N — +o00. C’est donc 1a encore une propriété de consistance dont nous avons besoin. La
propriété de consistance n’est pas toujours facile a montrer directement. On utilise alors la caractérisation suivante :

Proposition 3.27 (Caractérisation de la consistance) Soit V' un sous espace vectoriel de H dense dans H On
suppose qu’il existe une fonctionry 'V — Hpy telle que

lo = rn(@)lr = Notoo 05

alors
d(ua HN) T N—+o00 0

Démonstration : Soit v € V, et w = ry(v). Par définition, on a

du, Hy) < |u—rn ()|
<Hlu=vlla + v —ra(v)]

Comme V est dense dans H, pour tout ¢ > 0, il existe v € V, tel que ||u — v||g < e. Choisissons v qui vérifie
cette derniere inégalité. Par hypothese sur ry :

Ve > 0,3No/N > Ny alors ||[v — ry(v)|| < e.

Donc si N > Ny, onad(u, Hy) < 2¢. On en déduit que d(u, Hy) — 0 quand N — +o00. ]
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3.2.3 Méthode de Petrov-Galerkin

La méthode de Petrov-Galerkin s’apparente a la méthode de Galerkin. On cherche toujours a résoudre :

a(u,v) =T(), YveH,
ue H

Mais on choisit maintenant deux sous-espaces Hy et Vi de H , tous deux de méme dimension finie :
dim Hy = dimVy = N.

On cherche une approximation de la solution du probleme dans 1’espace H y, et on choisit comme fonction test les
fonctions de base de V. On obtient donc le systeme :

u € Hy
a(u,v) =Tw) YveVy

On appelle Hy 1’espace d’approximation, et Vi I’espace des fonctions test. Si (¢1, ..., ¢ ) est une base de Hy
et (11, . ..,1nN) une base de Viy, en développant u™) sur la base de (¢1, ..., dn). u™) = 3" u;¢;, et en écrivant
(3.2.3) pour v = ¢;, on obtient :

u € Hy
a(u, ;) =T (), Yi=1,...,N.

Le systeme a résoudre est donc :

uN) = Zfil u;bi,
KU =g,

avec KC; = a(¢j,d;) et G; = T(;),pouri =1,...,N.

3.3 La méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une facon de choisir les bases des espaces d’approximation pour les méthodes
de Ritz et Galerkin.

3.3.1 Principe de la méthode

On se limitera dans le cadre de ce cours a des problemes du second ordre. L’exemple type sera le probleme de
Dirichlet (3.1), qu’on rappelle ici :
—Au = f dans Q)

u = 0 sur 92

et ’espace de Hilbert sera I’espace de Sobolev H(€2) ou H} ().
On se limitera a un certain type d’éléments finis, dits “de Lagrange”. Donnons les principes généraux de la
méthode.

Eléments finis de Lagrange Soit 2 C IR? (ou IR?), Soit H I’espace fonctionnel dans lequel on recherche la
solution (par exemple H}(Q) s’il s’agit du probleme de Dirichlet (3.1)). On cherche Hy C H = Ha () et les
fonctions de base ¢1, ..., ¢x.On va déterminer ces fonctions de base a partir d’un découpage de €2 en un nombre
fini de cellules, appelés, “éléments”. la procédure est la suivante :

1. On construit un “maillage” 7 de € (en triangles ou rectangles) que 1’on appelle éléments K.
2. Dans chaque élément, on se donne des points que 1’on appelle “noeuds”.
3. On définit Hy par :

Hy={u:Q—-R/ugecP,VKeT}NH

ou P, désigne I’ensemble des polyndomes de degré inférieur ou égal a k. Le degré des polyndmes est choisi
de maniere a ce que u soit entierement déterminée par ses valeurs aux noeuds. Pour une méthode d’éléments
finis de type Lagrange, les valeurs aux noeuds sont également les “degrés de liberté”, c.a.d. les valeurs qui

déterminent enticrement la fonction recherchée.
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4. On construit une base {¢; . .. ¢ } de Hy tel que le support de ¢; soit “le plus petit possible”. Les fonctions
¢; sont aussi appelées fonctions de forme.

Remarque 3.28 (Eléments finis non conformes) Notons qu’on a introduit ici une méthode déléments finis conforme,
c’est—a—dire que I’espace d’approximation H est inclus dans I’espace H . Dans une méthode non conforme, on
n’aura plus Hy C H, et par conséquence, on devra aussi construire une forme bilinéaire approchée a1 ; on
pourra voir a ce sujet ’exercice 46 page 123 oit on exprime la méthode des volumes finis comme une méthode
déléments finis non conformes.

Exemple en dimension 1 Soit Q =]0,1[C TR et soit H = H{ ([0, 1[) ; on cherche un espace Hy d’approxi-
mation de H. Pour cela, on divise I’intervalle 0, 1[ en N intervalles de longueur h = ﬁ On pose z; = 1,
1=0,N + 1. Les étapes 1. a 4. décrites précédemment donnent dans ce cas :

1. Construction des éléments On a construit n + 1 éléments K; =|z;, x;41[, t =0,..., N.

2. Noeuds : On a deux noeuds par élément, (x; et x;4; sont les noeuds de K;,i = 0,...,N) Le fait que
Hy C HZ(]0,1]) impose que les fonctions de Hy soient nulles en g = 0 et zy+1 = 1. On appelle
Z1,...,xn les noeuds libres et xo, zn 41 les noeuds liés. Les degrés de liberté sont donc les valeurs de u en
x1,...,2N. Aux noeuds liés, on a u(zg) = u(xn41) =0

3. Choix de I’espace On choisit comme espace de polyndome : P; = {ax + b,a,b € IR} et on pose :

Hy ={u :Q—=Rtq.ug, € P,Vi=1...N,ue C(Q)=C([0,1]) et u(0) = u(1) = 0}.

Rappelons que H = H}(]0,1[) € C([0, 1]). Avec le choix de Hy,on abien Hy C H.
4. Choix de la base de Hy .

Si on prend les fonctions de “type 1” de la méthode de Ritz, on choisit les fonctions décrites sur la figure 3.1.

Onadonc Hy = Vect{$1}, Hy = Vect{¢1, 2, d3}, et Hr = Vect{¢1, d2, #3, da, b5, ¢g, @7}, ot Vect
désigne le sous espace engendré par la famille considérée. Avec ce choix, on a donc Hy C Hs C Hy.

1 4 ¢4 [} 5 b1 ¢ @ 7,
A .I\_ // v g
/ \ I AN I \/ AR
, ) I ;‘\ \
I \ \ Y .\ | \
/ Iy : oy ; AR
/ [ T A U N
: . Il \\
/ I vV - .
. . A\
/ ) \\ / . .
] \y \\
- -t i} e 1 — \
0 1

FIGURE 3.1 — Fonctions de forme de type 1 (espaces emboités)

Si maintenant on choisit des fonctions de forme de “type 2” on peut définir ¢; pour7 = 1a N par:

¢; : continue et affine par morceaux sur les intervalles [z;_1, Ti+1],

supp(¢i) = [Ti—1, Tit1],

(3.34)
¢i(zi-1) = ¢i(2it1) = 0.
11 est facile de voir que ¢; € Hy et que {¢1,...,¢n} engendre Hy, c’est a dire que pour tout u € Hy,
N
il existe (uq,...,un) € RY tel que u = Z w;¢;. On a représenté sur la figure 3.2 les fonctions de base

i=1
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obtenue pour 3 (a gauche) et 7 (a droite). On peut remarquer que dans ce cas, les espaces d’approximation
ne sont plus inclus les uns dans les autres.

FIGURE 3.2 — Fonctions de forme de type 2 (fonction P1) en une dimension d’espace

Exemple en dimension 2 Soit € un ouvert polygonal de IR?, et H = H} (). Les étapes de construction de la
méthode des éléments finis sont encore les mémes.

1. Eléments : on choisit des triangles.

2. Noeuds : on les place aux sommets des triangles. Les noeuds z; € 2 (intérieurs a €2) sont libres, et les
noeuds z; € 9N (sur la frontiere de €2 sont liés. On notera ¥ ’ensemble des noeuds libres, ¥ 1’ensemble
des noeuds liés, et, > = ;U Xp.

3. Espace d’approximation L’espace des polyndomes est I’ensemble des fonctions affines, noté P; . Une fonction
p € P estde la forme :

p :R? 5 R,
x = (x1,22) = a1x1 + agwa + b,

avec (ay, az,b) € R3. L’espace d’approximation H y est donc défini par :
Hy :{ue C(Q);U\K € P, VK, etu(z;) =0, Va; € Xp}

4. Base de Hy : On choisit comme base de H y la famille de fonctions {¢; },—1,... n, 0ot N =card (X), ol ¢;
est définie, pour¢ =1a N, par:

@; est affine par morceaux,
$ilzi) =1, (3.35)

La fonction ¢; associée au noeud x; a donc I’allure présentée sur la figure 3.3. Le support de chaque fonction
¢; (c’est a dire I’ensemble des points ol ¢; est non nulle), est constitué de I’ensemble des triangles dont x;
est un sommet.

En résumé Les questions a se poser pour construire une méthode d’éléments finis sont donc :
1. La construction du maillage.
2. Un choix cohérent entre éléments, noeuds et espace des polyndmes.
3. La construction de ’espace d’approximation Hy et de sa base {¢; }i—1.. v
4. La construction de la matrice de rigidité K et du second membre G.
5

. L’évaluation de d(u, Hy) en vue de ’analyse de convergence.
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#i(z)

z(1)

FIGURE 3.3 — Fonction de forme de type 2 (fonction P1) en deux dimensions d’espace

3.3.2 Construction du maillage, de I’espace H; et de sa base ¢
Construction des éléments

Soit @ € IR? un ouvert borné polygonal. On construit un maillage de € en divisant { en parties fermées
{K¢}e=1,...1, ot L est le nombre d’éléments.

Les principes pour la construction du maillage sont :

— Eviter les angles trop grands ou trop petits. On préferera par exemple les triangles de gauche plutdt que ceux de

droite dans la figure 3 4.

P IS

FIGURE 3.4 — Exemple de triangles “bons” (a gauche) et “mauvais” (a droite)

— Mettre beaucoup d’éléments 1a ol v varie rapidement (ceci ne peut se faire que si on connait a priori les zones
de de variation rapide, ou si on a les moyens d’évaluer I’erreur entre la solution exacte du probleme et la solution
calculée et de remailler les zones ou celle—ci est jugée trop grande.

— On peut éventuellement mélanger des triangles et des rectangles, mais ceci n’est pas toujours facile.

Il existe un tres grand nombre de logiciels de maillages en deux ou trois dimensions d’espace. On pourra pour s’en

convaincre utiliser le moteur de recherche google sur internet avec les mots clés : “mesh 2D structured”, “mesh 2D

unstructured”, “mesh 3D structured”, “mesh 3D unstructured”. Le mot “mesh” est le terme anglais pour maillage,
les termes 2D et 3D réferent a la dimension de 1’espace physique. Le terme “structured” (structuré en francais)
désigne des maillages que dont on peut numéroter les éléments de facon cartésienne, le terme “unstructured”

(non structuré) désigne tous les autres maillages. L’avantage des maillages “structurés” est qu’ils nécessitent une

base de données beaucoup plus simple que les maillages non structurés, car on peut connaitre tous les noeuds

voisins a partir du numéro global d’un noeud d’un maillage structuré, ce qui n’est pas le cas dans un maillage non
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structuré (voir paragraphe suivant pour la numérotation des noeuds). La figure 3.5 montre un exemple de maillage

5‘?-5%‘.
=

e

=
Yz
g
H0C
810
a;;’,{}("h Y
i
24

5l
SIS

vatat:

s
Fi
K7

i,

vt
)
i

b,
s

e

Thvurinn

FIGURE 3.5 — Exemple de maillage structuré (a gauche) et non-structuré (a droite) d une surface

de surface structuré ou non-structuré, pris sur le site web du logiciel Gmsh : a three-dimensional finite element
mesh generator with built-in pre- and post-processing facilities, développé par C. Geuzaine and J.-F. Remacle
(http ://www.geuz.org/gmsh/).

Choix des noeuds

On se donne une famille {S;};=1,... ar de M points de Q, de composantes (x;,;),pouri = 1,..., M.

Le maillage éléments finis est défini par éléments { Ky }y—1..1, et les noeuds {S;}i=1...as. Ces éléments et noeuds
ne peuvent bien siir pas étre choisis indépendamment. Dans le cas général, on choisit tous les éléments de méme
type (par exemple, des triangles) et on se donne un nombre fixe de noeuds par élément, ce qui détermine le nombre
total de noeuds. Chaque noeud appartient donc a plusieurs éléments. Dans le cas d’un maillage structuré tel que
celui qu’on a décrit dans la figure 1.5 page 27, une numérotation globale des noeuds est suffisante pour retrouver
les éléments dont font partie ce noeud, ainsi que tous les voisins du noeud. Par contre, dans le cas d’un maillage
non structuré (un maillage en triangles, par exemple), on aura besoin d une numérotation locale des noeuds c’est—
x-a dire une numérotation des noeuds de chaque élément, pour & = 1,..., Ny, ou Ny est le nombre de noeuds
par élément ; on aura également besoin d’une numérotation globale des noeuds, et d’une table de correspondance,
I’une qui donne pour chaque élément, les numéros dans la numérotation globale des noeuds qui lui appartiennent.

ie

, = notation globale (¢, r) du r-ieme noeud de 1’élément ¢

Amélioration de la précision

On a vu aux paragraphes précédents que I’erreur entre la solution exacte u recherchée et la solution u (V) obtenue
par la méthode de Ritz ou de Galerkin est majorée par une constante fois la distance entre H et Hy. On a donc
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intérét a ce que cette distance soit petite. Pour ce faire, il parait raisonnable d’augmenter la dimension de ’espace

H . Pour cela, on a deux possibilités :

— augmenter le nombre d’éléments : on augmente alors aussi le nombre global de noeuds, mais pas le nombre
local.

— augmenter le degré des polyndmes : on augmente alors le nombre de noeuds local, donc on augmente aussi
le nombre global de noeuds, mais pas le nombre d’éléments. Ce deuxieme choix (augmentation du degré des
polyndmes) ne peut se faire que si la solution est suffisamment réguliere ; si la solution n’est pas réguliere, on
n’arrivera pas 2 diminuer d(H, H ) en augmentant le degré des polyndmes.

3.4 Exercices

Exercice 34 ( Fonctions H' en une dimension d’espace )
Montrer que si u € H'(]0, 1[), alors u est continue. En déduire que H2(]0,1[) € C*([0,1]).
Exercice 35 (Minimisation de la semi-norme) Suggestions en page 126, corrigé en page 126

Soit  un ouvert borné de IR™. On suppose que sa frontiere est de classe C'' par morceaux. Etant donné une
fonction ug € H*(Q2), on désigne par ug + H¢ () Iensemble {ug +v,v € H}()}.

1. Montrer qu’il existe une unique fonction u € ug + Hg (2) tel que :

|U‘1’Q = inf |’l}|179.
vEuo+HJ ()

2. Caractériser v comme étant la solution d’un probleme aux limites.
Exercice 36 (Formulation faible pour le probleme de Dirichlet en 1D) Corrigé en page 128
Soit f € L2(]0,1]). On s’intéresse au probleéme suivant :
—u"(z) = f(z), = €0,1], (3.36)
u(0) =0, u(1) =0. (3.37)
Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.37).
Exercice 37 (Relevement) Corrigé en page 129

Soientaeth € R,et f € C(IR,IR).
1. Soient ug et u; définies de [0, 1] dans IR, par ug(z) = a + (b — a)x et uy(z) = a+ (b — a)x?. Montrer qu’il
existe un unique u (resp. %) tel que u = up + u (resp. v = wuj + @ ) soit solution de (3.10). Montrer que
u=v.

2. Mémes questions en supposant maintenant que uq et u; sont des fonctions de C2([0, 1]) telles que u((0) =
u1(0) = aetug(l) =ui(1) =0.

Exercice 38 (Relevement en une dimension d’espace) Suggestions en page 126

Ecrire une formulation faible pour laquelle on puisse appliquer le théoreme de Lax Milgram, dans le cas du
probléme suivant :
—u"(z) = f(z), =€[0,1]

u'(0) =0 (3.38)
u(l) =1.
Exercice 39 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann) Corrigé en page 130

Soit f € L2(]0,1]). On s’intéresse au probleme suivant :
—Ugz () + u(z) = f(x), x €]0,1],
u'(0) —u(0) =0, v/(1) = —1.

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.39) ; y-a-t-il existence et unicité des solutions
faibles de (3.39)?

(3.39)
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Exercice 40 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann, bis)

Soit f € L2(]0,1]). On s’intéresse au probleéme suivant :

—u(x) —u'(x) + u(z) = f(x), x €]0,1],
{ u(0) +u/(0) =0, u(l) =1 (3.40)

1. Donner une formulation faible du probleme de la forme

{ Trouver u € H(]0,1]);u(1) = 1, (3.41)

a(u,v) =T(v), Vv € H.

ou H = {v € H'(]0,1[); v(1) = 0}, a et T sont respectivement une forme bilinéaire sur H1(]0, 1]) et une forme
linéaire sur H'(]0, 1[), a déterminer.

2. Y-a-t-il existence et unicité de solutions de cette formulation faible ?
Exercice 41 (Conditions mixtes) Suggestions en page 126, corrigé en page 131

Soit € un ouvert borné ]Rd, d = lou2, de frontiere 9 = 'y U 'y, avec ' NI’y = 0); on suppose que la mesure
d — 1 dimensionnelle de Ty est non nulle, et soit f € L?(£2). On s’intéresse ici au probleme suivant :

—Au(z) = f(x), z € Q,
u(z) =0, z €Ty, (3.42)
Vu(z) -n(z) =0, z € I'y,

ol n est la normale unitaire a 952 extérieure a €.

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.42) telle qu’on puisse appliquer le lemme
de Lax-Milgram. (On rappelle que 1’inégalité de Poincaré donnée en bas de page 12 page 24 pour les fonctions
de H{ (£2) est encore valable pour les fonctions de H*(€2) dont la trace est nulle sur un sous-ensemble de 92 de
mesure ((d — 1)-dimensionnelle) non nulle.)

Exercice 42 (Probleme elliptique pour un probleme avec conditions mixtes) Corrigé en page 132

Soit  un ouvert borné R?, d = 1 ou 2, de frontiere 9 = Iy UTI'1,avec 'y NI’y = 0; on suppose que la mesure
d — 1 dimensionnelle de I'y est non nulle. On s’intéresse ici au probleme suivant :

—div(p(z)Vu(z)) + q(x)u(z) = f(z),z € Q,
u(z) = go(z),x € Io, (3.43)
p(z)Vu(x).n(z) + ocu(x) = g1(x),z € Ty,

ou:

fe L),

p € L>(2), est telle qu’il existe a > 0 t.q. p(x) > a p.p.

q€L>*(Q),q¢>0,

(S IR+,

go € L?(Tg) est telle qu’il existe § € H*(Q) t.q.7(3)|r, = 9o

g1 € L3(T'y),

n est la normale unitaire a 9€) extérieure a €.

1. Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.43) telle qu’on puisse appliquer le lemme
de Lax-Milgram.

2. On suppose dans cette question que p € C1(Q), ¢ € C(Q) go € C(Ty) et g1 € C(T'y). Soit u € C%(Q).
Montrer que w est solution faible si et seulement si u est une solution classique de (3.43).

Exercice 43 ( Probleme de Neumann homogene ) Suggestions en page 126
On considere le probleme suivant :

—Au +u = f dans (, (344)
Vu-n =0sur (3.45)
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ol © est un ouvert borné de IR? de frontidre réguliere de classe C2 et de normale unitaire extérieure m, et f €
L2(9).
1. Montrer que si u est une solution réguliere de (3.45) et p € COO(]Rd), alors

/(Vu-thJrucp)dx:/ fodx

Q Q

En déduire que u est solution de la formulation faible suivante :
ue HY(), (3.46)
/Q(VU'VU+UU) dx:/va dz, Yo € HY(Q). (3.47)

2. Montrer que si u est une solution réguliere de classe C2 de (3.47) et ¢ € O (]Rd), alors u est solution de
(3.45).

Exercice 44 (Condition inf-sup) Corrigé en page 133

Soit V un espace de Hilbert réel de produit scalaire (-;-) induisant une norme || - ||. On se donne a(-; -) une forme
bilinéaire continue sur V' x V', avec M comme constante de continuité. Soit L une forme linéaire continue sur V.
On suppose de plus qu’il existe une solution v € V' au probleme suivant :

a(u,v) = L(v), Yv € V. (3.48)

Soit V}, un sous-espace de V' de dimension finie. On suppose qu’il existe 3;, € R4 telle que :

inf sup (a(vn;wn)) | > Bn (3.49)
(v €V, llvnll=1) (wp €Vp,||wnll=1)
On cherche alors uy, solution de :
up € Vh,
a(up,vn) = L(vy), Yop, € Vj, (3:50)
1. Montrer que le probleme (3.50) admet une unique solution.
2. Soit u la solution de (3.48) et uy, la solution de (3.50). Montrer que :
M
— < |1+ —| inf |ju—wpl-. 351
-l < (145 ) inf =l G5
Exercice 45 (Condition inf-sup pour un probleme mixte)
Soient V' et () deux espaces de Hilbert, on note (-,-)v, || - ||v et (-,-)q, || - ||@ leurs produits scalaires et normes

respectives, et on considere le probleme suivant :

Trouveru € V, p € Q, tels que
a(u,v) + b(v,p) = (f,v)u, Vv €V, (3.52)
b(u,q) = (9,9)q, Vq € Q.
ol a est une forme bilinéaire continue et coercive sur V' et b est une application bilinéaire continue de V' x () dans
R.
Pour (u, p) et (v, q) éléments de V' x @, on pose :

B(u,piv,q) = a(u,v) +b(v,p) + b(u, q),
F,q) = (f,v)r+(9,9)q-
et on munit V' x () d’une norme notée ||(-, -)||, définie par ||(v, ¢)|| = |[v]lv + |l¢|lq pour (v,q) € V x Q.

1. Montrer que B est une forme bilinéaire continue sur V' x Q.
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2. Montrer que le probleme (3.52) est équivalent au probleme :

{ Trouver (u,p) € V x @, tels que (3.53)

B(u,p;v,q) = F(v,q),Y(v,q) € V x Q.

On considere maintenant des espaces d’approximation (par exemple construits par élements finis). Soient donc
(Vi )nen et (Qn)nen des espaces de Hilbert de dimension finie tels que V,, C Vet Q,, C Q, pour toutn € IN.

3. On suppose dans cette question que la condition suivante (dite condition “inf-sup”) est satisfaite :

b(w,
Il existe 5 € IR7, (indépendant de n) tel que inf  sup (w,q) > Bllallo- (3.54)
9€Qn wev,,, [wlv
llwllv 0
(a) Montrer qu’il existe o € IR tel que :
Pour tout ¢ € Q,, etv € V,,, B(v, q; v, —q) > a|jv||%. (3.55)

(b) Soit (v,q) € Vi x @y, montrer qu’il existe w € V,, tel que [[w|v = [qllq et b(w,q) > Bllql[3
Montrer que pour ce choix de w,on a:

B(v,q;w,0) 2 —=M|lvllv|lwllv + Bllal3,

ou M est la constante de continuité de a.

(c) En déduire qu’il existe des réels positifs C; et Cy indépendants de n tels que
B(v,q;w,0) > —Cilv|[} + Callqll?,-

(On pourra utiliser, en le démontrant, le fait que pour tout a; > 0,a2 > Oete > 0,0on a
aras < Laf +cd3)
(d) Soity € IRZ.. Montrer que si vy est suffisamment petit, on a :
B(v,g;v +yw, —q) > Cs||v[} + ll3)-
et
1(v +yw, =g)l| < Cal[(v, g),
ou C'5 et Cy sont deux réels positifs qui ne dépendent pas de n.

(e) En déduire que la condition suivante (dite de stabilité) est satisfaite :

Il existe 0 € IR, (indépendant de n) tel que pour tout (u, p) € Vi, X Qn,

B((u, p); (v, (3.56)
sup ((u,p); (v, 9)) > 8l ()]l
0.0)eVaxQn, (0,9l
I{v,0)]#0

4. On suppose maintenant que la condition (3.56) est satisfaite.

(a) Montrer que pour tout p € @,

b(v, p)
sup > 0llpllo-
Tw.n =17l

(v,0) €V X Qn,
Il (v.a)lI#0
(b) En déduire que pour toutp € @,
b(v, p)
sup > dlplle
(0.0)EVaxQn, VIV
[l (v, a)1I#0

5. Déduire des questions précédentes que la condition (3.54) est satisfaite si et seulement si la condition (3.56)
est satisfaite.
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Exercice 46 (Volumes finis vus comme des éléments finis non conformes) Suggestions en page 126, corrections
en page 134

Soit un ouvert borné polygonal de IR?, et 7" un maillage admissible au sens des volumes finis (voir page 1.5.2 page
28) de 0.
1. Montrer que la discrétisation par volumes finis de (3.1) se ramene a chercher (ux ) ke, qui vérifie :

Z To(ur — uk) + Z To U = m(K) fx (3.57)
0€Eint, o=K|L 0E€Eext, OEEK

ol &yt représente 1’ensemble des arétes internes (celles qui ne sont pas sur le bord) £t 1’ensemble des arétes
externes (celles qui sont sur le bord), et

) Gy o= KL,
Gro + Lo (3.58)

To =

sio € Eext, 0 € Ek,
K,o

(voir figure 1.6 page 28).
2.0n note H7(Q) le sous-espace de L?(2) formé des fonctions constantes par maille (c.a.d. constantes sur chaque

élément de T). Pour u € H7(2), on note uk la valeur de u sur K. Montrer que (ux )k c7 est solution de (3.58)
si et seulement si v € H7(2) est solution de :

u e I{T(Q)7
{ at(u,v) = Tr(v), Vv € Hr (Q), (3.59)

ol a7 est une forme bilinéaire sur H7(2) (a déterminer), et 77 est une forme linéaire sur H7(2) (a déterminer).
Exercice 47 (Discrétisation du bi-laplacien) Corrigé en page ??.
La modélisation d’une poutre en charge encastrée a ses deux extrémités amene a s’intéresser au probleme d’ordre

4 suivant (dit probléme “biharmonique”) :

u®(z) = f(2), :relo,l[,
u(0) =0, v/(0) = (3.60)
u(l) =0, /(1) =

ot u® désigne la dérivée quatrieme de u par rapport a , et f est une fonction continue.

Le probleme continu
1. On suppose (dans cette question seulement) que f = 1. Calculer la solution exacte u de (3.60), et la représenter
graphiquement (grossierement).

2. Soit H2(]0, 1[) I’ensemble des fonctions de carré intégrable dont les dérivées (faibles) premiere et seconde sont
également de carré intégrable :

H?(10,1]) = {u € L*(]0,1[),u’ € L*(J0, 1) et u” € L*(]0,1]).}
On rappelle également que les fonctions de H*(]0, 1]) sont continues sur [0, 1].

2.1 Montrer que H2(]0,1[)  C*([0,1]).
On définit alors :

H(10,1]) = {u € H*(]0,1[); u(0) = u(1) = 0, «/(0) = u/(1) = 0}.
2.2 Montrer que si u € C*([0, 1]) est solution de (3.60), alors u est solution de :
u € HE(0,1])

/ o (@) dx—/ F@)o(x) dz, Yo € H2(0, 1], (3.61)

2.3 Montrer que réciproquement, si u est solution de (3.61) et u € C*([0, 1]), alors u est solution de (3.60).
On admettra que le probleme (3.61) admet une solution unique.

On cherche maintenant a trouver une solution approchée de la solution de (3.60) ou (3.61).
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Discrétisation par différences finies
: _ 1

3.S0it M > 2eth = 377.

thpourt=20,...,M+ 1.

On note u; I’inconnue discrete associée au point y;,7 = 0,..., M + 1.

3.1 Soient p € C*°(IR),z € R et h > 0, écrire les développements limités en x de ¢ (z + 2h), p(z + h) p(x — h),

et p(x — 2h) al’ordre 5 en h.

On construit une subdivision de [0, 1], notée (yx)x=o,..., pr+1. définie par : y; =

3.2 Par une combinaison linéaire adéquate, en déduire pour ¢ = 2,..., M — 1, une approximation par différences
finies de u(¥ (y;) en fonction de u; o, w;—1, u;, u;t+1 €t u; 2 qui soit consistante d’ordre 2.

3.3 Ecrire un schéma de différences finies consistant pour la discrétisation de (3.60) sous la forme

(6Wu); = fly),i=2,...,M —1, (3.62)
up = uy =0, (3.63)
up = up+1 = 0, (3.64)

ou (0 (4)u)2- est I’approximation consistante de u® (yi) construite avec les inconnues discrétes w; o, w;—1, Ui, Uit1
et uj+o ala question 3.2.
Ecrire le schéma sous forme matricielle, et commenter la structure de la matrice du systéme linéaire a résoudre.

3.4 Soit 6V € IR ~2 dont les composantes sont les valeurs (6(*)u); pouri = 2, ..., M — 1. Notons (6 u); =
#+(wit1 +ui—1 — 2u;) la discrétisation habituelle de u” (y;) par différences finies. A-t'on (W u); = (6 (5 w));
pourtout: =2,..., M —17?

Dans toute la suite, on considere le maillage suivant : pour N > 2 et h = 1/N, on définit les N mailles
(Ki)i=1,...~ par K; =]2;_q/9,2;41/2], avec x;41/2 = ih pour i = 0,...,N, et on note z; = (i — 1/2)h
pour¢ = 1,..., N les centres des mailles. On pose également xg = 0 et zx+1 = 1. On définit également des
mailles “décalées” K; 12 =]xi, i 1[, pouri =0,..., N.

Discrétisation par un schéma volumes finis
4.Soit (u;)i=1,n € RY et u la fonction de 10, 1[ dans IR, constante par morceaux, définie par

u(x) = u; pour tout & € K; =|;_1/2, %412/

On définit Dju comme la fonction constante par morceaux sur les mailles décalées, définie par

D10t = $(uiy1 — ug) pour tout € K15 =|a;, xiqp1[pouri =1,...,N — 1,
Dypu(z) = § Dyjou = %ul pour tout = € K7 /5 =|zo, 21],
DN+1/2u = _%UN pour tout z € KN+1/2 :]IN,IN+1[.

Enfin on définit D} u comme la fonction constante par morceaux sur les mailles K;, définie par :

1
Diu(z) = Diu = —(Djt1/2u — D;_1 ou) pour tout x € K; =|x;_q,9,%;41/2[pouri=1,..., N.

h

4.a. Calculer D%u en fonction des valeurs u;,5 =1,..., N.
4.b En déduire, pour k = 1,..., N, ’expression de la fonction D2y, olt x) € IRY est la fonction caractéristique
de la maille Kj,c.ad:

1 size K

Xk(7) = .

0  sinon.

On note H), I’espace des fonctions constantes sur les mailles K;,7 = 1, ..., N, et Hj, o les fonctions de H}, nulles

sur les mailles 1 et V. On considere le schéma numérique défini par la forme faible discrete suivante :

Trouveru € Hp o = {u € Hp;u; = uy = 0}, (3.65)

1
/ Diu(x) Div(z)dr = /f(a:) v(x)dz,Yv € Hpp. (3.66)
Jo
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4.c En prenant les fonctions caractéristiques des mailles K; comme fonctions tests dans (3.66), montrer que le
schéma (3.65)-(3.66) s’écrit aussi :

u € Hp o (3.67)
Fy1/2(Dju) — Fy_y/2(Dju) = /K f(z)dz,i=1,... N, (3.68)
Fit1/2(Dju) = %(Dfﬂu —Diu),i=1,...,N —1, (3.69)
Fijo(Dju) = —%Dfu et Fyi1/2(Dju) = —%D]Z\,u. (3.70)

(3.71)

Expliquer pourquoi ce schéma peut prétendre a I’appellation “volumes finis”.

Quelques propriétés du schéma volumes finis
On se place ici sous les hypotheses et notations de la discrétisation par volumes finis.

5.EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DISCRETE.

5.a Montrer que

1 1
Yu € Hp, / u(z)Diu(z)dr = / Dpu(x)Dpu(z)de.
Jo 0

5.b Soit u € Hj, o ; montrer que si D;u = 0 pourtouti = 1,..., N alors u = 0.
5.c En déduire que si f = 0, et si u est solution de (3.65)-(3.66) alors u = 0.
5.d En déduire I’existence et ’'unicité de u solution de (3.65)-(3.66).

6. STABILITE.
6.1 (Poincaré discret sur u). Soit u € Hy. Montrer que ||ul|12(q) < [[Drul| 120 -

6.2 (Poincaré discret sur Dpu). Soit u € Hy, . Montrer que || Dpul|12(q) < ||D}%U||L2(Q).

6.3 (Estimation a priori sur la solution). Soit u € Hp o solution de (3.65)-(3.66). Montrer que |u r2(0) <
[ £z

Discrétisation par un schéma éléments finis non conformes

7.0On considere maintenant les fonctions de forme ¢y, des éléments finis P; associées aux noeuds k= 1,..., N.
7.1. Donner I’expression des fonctions de forme ¢ pour k =1,..., N.
Soit V}, I’espace engendré par les fonctions ¢4, ..., ¢n et V}, o ’espace engendré par les fonctions ¢o, ..., ¢n_1.

Pour v € V}, o, on définit ﬁ,%f) comme la fonction de H}, définie par :

N—-1 1
~ 1
Dio(z) = —% f}(xz)/ @i (x)¢) (z) dx, pourtoutz € Ky, k=1,...,N.
=2 0

On considere alors le schéma suivant pour 1’approximation de (3.61).

Trouver @ € V}, 0, (3.72)
1
/ D2u(z)D3v(x)dr = / f(x) o(x)de, Yo € Vi, 0. (3.73)
0
7.2 Expliquer pourquoi le schéma (3.72)-(3.73) peut prétendre a 1’appellation “éléments finis non conformes”.
N-1 N—-1
7.3 Soit (ui)i:27.,_,N_1 S ]RN72 et soient u = Z UiXk € Hh,o etu = Z u;Qp € Vh,0~
k=2 k=2

(i) Montrer que @’ est une fonction constante par morceaux sur les mailles décalées et comparer @’ a Dy u.
(ii) Calculer D34 et comparer D31 a Diu.
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3.5 Suggestions pour les exercices

Exercice 35 page 119

Rappel ; par définition, ’ensemble uo + Hg est égal a I’ensemble {v = ug + w,w € 1H}}

1. Montrer que le probleme s’écrit sous la forme : J(u) < J(v),Vv € H, ou H est un espace de Hilbert, avec
J(v) = a(v,v), ol a est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

2. Prendre une fonction test a support compact dans la formulation faible.

Exercice 38 page 119

Considérer les espaces
Hi,={ve H'(J0,1]);v(1) =1} et

Hio = {ve H'(]0,1]);v(1) = 0}.

Exercice 43 page 120

1. On rappelle que I’espace des fonctions de C>° (IR) restreintes a 2 est dense dans H*(£2).
2. On admettra que I’image de H'(Q) par ’application trace est dense dans L?(952).

Exercice 41 page 120

Considérer comme espace de Hilbert ’ensemble {u € H*(Q);u = 0 sur T'y}.

Exercice 46 page 123

1. Intégrer I’équation sur la maille et approcher les flux sur les arétes par des quotients différentiels.

2. Pour montrer que (3.57) entraine (3.59), multiplier par vg, ot v € Hp (), et développer. Pour montrer la
réciproque, écrire v comme combinaison linéaire des fonctions de base de H7(£2), et prendre pour v la fonction
caractéristique de la maille K. (3.57)

3.6 Corrigés des exercices

Exercice 35 page 119

N
1. Par définition, on sait que |u|;,o = (/ Z \8iu(ac)|2dx)%, ol O;u désigne la dérivée partielle de u par rap-
2 =1

ports & sa i—eme variable. Attention ceci | - |1, définit une semi-norme et non une norme sur I’espace H'().
Cependant sur Hg (£2) ¢’est bien une norme, grace a 1’inégalité de Poincaré. On rappelle que H}(Q) = Ker(vy) =
{u e H' () tel que y(u) = 0}, o 7 est 'opérateur de trace linéaire et continu de H'(€) dans L?(€2) (voir

2

N
théoreme 3.2 page 99). Le probleme consiste a minimiser < / Z \87;u|2 dl’) sur ug + H}(Q). Tentons de
2 =1

nous ramener & minimiser une certaine fonctionnelle sur Hg (). Soit v € ug + Hg (). Alors v = ug + w avec
w € HY(Q), et donc :
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|’U|%,Q = \“0+w\%ﬂ

/ S 101 (o + w)P de

i=1

N
/ S| @r0)* + @w)? +2 Giuo) (Do) | d
L
N
= ‘UOE,Q + ‘wﬁﬂ +2/ Z |0;u00;w| dx
Q2 =1

Ainsi chercher 2 mimimiser |v|; g sur ug + H} () revient & minimiser J sur H} (), ot J est définie par :

N N
. 1 ,
J(w) = I{lg)l}g)2 </Q ;:1 |0;u00;w| dx + 5/0 ;:1 (O5w) )

Pour montrer I’existence et I’unicité du minimum de J, nous allons mettre ce probleme sous une forme faible, puis
utiliser le théoreme de Lax-Milgram pour en déduire I’existence et 1’unicité d’une solution faible, et finalement
conclure que la fonctionnelle .J (w) admet un unique inf. On pose :

N
a(w,v) :/Q Z(@iw@-v) dr, Yw, v € Hy(Q)
i=1

et
N
L(v) = */ Z (Dyup O;v) dx, Vv € Hy(Q)
Q =1

Voyons si les hypotheses de Lax-Milgram sont vérifiées. La forme a(w,v) est clairement symétrique, on peut
changer I’ordre de w et de v dans I’expression sans changer la valeur de I’intégrale. La forme a(w, v) est bilinéaire.
En effet, elle est linéaire par rapport au premier argument, puisque : Yu, v, w € H}(Q) et VA, u € R,ona: a(Aw+
pu,v) = Aa(w,v) + pa(u, v). Ainsi par symétrie, elle est aussi linéaire par rapport au second argument. Donc elle
est bien bilinéaire. Pour montrer que la forme a(w, v) est continue, on utilise la caractérisation de la continuité des
applications bilinéaires. On va donc montrer I’existence de C' € IR tel que |a(u, v)| < Cllu|| g1 ||v|| g2 pour tous
u, v € HE (). Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,on a :

N
/ Z(&iuaiv)dx
Q=1

(Eore) ()

[l g [[v]| a2

la(u,v)| =

1
2

IN

IN

La forme a est donc bien continue. Montrons alors qu’elle est coercive, ¢’est—a—dire qu’il existe a > 0 tel que
a(v,v) > aljv||%: pourtoutv € H{(Q).

N
a(v,v) = /Q;(alv(l')) dx

/Vv(;v)-Vv(ac)dx
Q

1
D —| | 2
= 1—|—d1am(Q)2“U”H )
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grace a I’inégalite de Poincaré, qu’on rappelle ici :
vl L2y < c(Q)[|V] L2, Yo € H(R). (3.74)

Donc a est bien une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive. Par le méme genre de raisonnement, on
montre facilement que L est linéaire et continue. Ainsi toutes les hypotheses de Lax-Milgram sont vérifiées, donc
le probleme :

Trouver u € H} () tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € H}(€2)

aune unique solution dans Hg (€2). De plus,comme a est symétrique, la fonctionnelle J admet un unique minimum.

2. On va maintenant caractériser u© comme étant la solution d’un probleme aux limites. Soit ¢ € D(2), donc ¢ est
a support compact dans 2. On a :

a(u, ) = L(p) Ve € D(),
et donc :
/ Vu(z)V(x)pdr = —/ Vug(x)V(z)p(z)d.
Q Q

Comme u et ug € H'(Q), et comme ¢ est réguliére, on peut intégrer par parties ; en remarquant que ¢ est nulle
sur 0€2, on a donc :

_ /Q Au(2)(x)dz — /Q Aug(z)p(x)d.

On en déduit que —Au = Aug. Comme u € H} (1), ceci revient a résoudre le probleme aux limites & = u —ug €
HY(Q), tel que —A% = 0 dans Q et @ = ug sur 9.

Exercice 36 page 119 (Formulation faible du probleme de Dirichlet)

Soit ¢ € C2°(]0, 1]), on multiplie la premiére équation de (3.37), on intégre par parties et on obtient :

/Ou’(x)cp'(x)dx:/o f(x)p(x)dx. (3.75)

Pour trouver une formulation faible (ou variationnelle) il faut commencer par trouver un espace de Hilbert pour les
fonctions duquel (3.75) ait un sens, et qui soit compatible avec les conditions aux limites. Comme f € L2(]0, 1]),
le second membre de (3.75) est bien défini des que ¢ € L2(]0, 1]).

De méme, le premier membre de (3.75) est bien défini des que v’ € L2(]0, 1[et ¢’ € L2(]0, 1]).

Comme de plus, on doit avoir « = 0 en O et en 1, il est naturel de choisir H = HZ (]0, 1[) = {u € L?()0,1[; Du €

L2(J0, 1]) et u(0) = u(1) = 0}
(Rappelons qu’en une dimension d’espace H*(]0, 1) € C([0, 1]) et donc u(0) et u(1) sont bien définis).
Une formulation faible naturelle est donc :

we H={uec H}N);v(0) =v(1) =0},
a(u,v) =T(v),Yv € H,

ol a(u,v):/ o (z)v' (z)dx etT(v):/(; f(@)v(z)dx.

0
La formulation variationnelle associée (notons que a est clairement symétrique), s’écrit :

Trouver v € H,

J(u) = 1I)nelg J(v)

1
avec J(v) = §a(u7 v) —T(v)
Le fait que a soit une forme bilinéaire continue symétrique et coercive etque 7' € H' a été prouvé (dans le cas plus
général de la dimension quelconque) lors de la démonstration de la proposition 3.7 page 101.
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Exercice 37 page 119

1.Comme f € C(IR,IR), et comme —u” = f,onau € C*(IR,R). Or ug € C?(IR,R) et uj = 0; de méme,

up € C2(R,R) etuf =2(b—a).
Les fonctions w et @ doivent donc vérifier :

= f
w(0)=0
u(l) = 0.
et
- =f+2(b—a)
u(0) =0
u(l) = 0.

Donc u est I’'unique solution du probleme
{ u € HH Q)
a(u, ¢) = T(p), Yy € H3(Q),

1
avec a(u, ) = / o' (z)¢ (z)dz et T / f(z)p(x)dx, et u est ’'unique solution du probleme.
0
{ u € H}(Q)
a(, ) = T(¢), Ve € Hy(Q),

B 1
avecT(ap):/O (f(2) + 2(b — a))p(x)dz.

Montrons maintenant que v = v. Remarquons que w = u — v vérifie

{ =0
w(0) =w(1) =0
ce qui prouve que w est solution de
{ w e HH Q)
a(w, 99) =0,Vp € H(% (Q)a

ce qui prouve que w = 0.
2. Le méme raisonnement s’ applique pour ug et u; € C2([0, 1]) tel que

uo(0) = u1(0) = aetuy(0) = uy(1) =b.

Exercice 38 page 119

On introduit les espaces :
Hyy ={veH (0, 1]);v(1) =1}

Hi o= {ve H'(0,1]);v(1) = 0}

Soit ug 3]0, 1[— IR, définie par ug(x) = 2. On a bien ug(1) = 1,etug € Hj ;.
Cherchons alors u sous la forme ©w = ug + u, avec u € H 11 0-

/Ou'(x)v’(a:)dx—u’(l) v(1) + /(0 /f z)vdz,V € Hi .

Comme v(1) = 0 etw'(0) = 0, on obtient donc :

ou encore :

/0 x)dx = / f@)v(x)dx — /01 ug(x)v (x)dr = [ f(x)v(z)dx — /: v'(x)dx.

car u(, = 1.
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Exercice 39 page 119

1. Soit v € C2°([0, 1]), on multiplie la premiere équation de (3.40), on integre par parties et on obtient :

/0 o (@) (@)dz — u (1)o(1) + 1/ (0)0(0) + /0 w(@)o(z)de = /0 F@)o(z)da.

En tenant compte des conditions aux limites sur v en 0 et en 1, on obtient :

/0 o' (z)v (z)dz —&—/0 u(z)v(x)dx + u(0)v(0) = /0 f(@)p(x)de —v(1). (3.76)

Pour trouver une formulation faible (ou variationnelle) il faut commencer par trouver un espace de Hilbert pour les
fonctions duquel (3.76) ait un sens, et qui soit compatible avec les conditions aux limites. Comme f € L2(]0, 1]),
le second membre de (3.76) est bien défini des que v € L2(]0, 1[).

def

De méme, le premier membre de (3.76) est bien défini dés que v € H'(J0,1[ et v € H'(]0,1]) = {u €
L2(]0,1[; Du € L2(]0,1[). Tl est donc naturel de choisir H = H(]0, 1[). On obtient ainsi la formulation faible

suivante :
{ ue H={ue H(Q)},

a(u,v) =T(v),Yv € H,
1 1 1
oit a(u, v) = / o ()0 () da + /0 w(@)o()de +u(0)(0) et T(v) = /0 F@)o(z)dz — v(1).

0
La formulation variationnelle associée (notons que a est clairement symétrique), s’écrit :

Trouveru € H,

J(u) = min J(v)

avec J(v) = %a(um) —T(v)

Pour montrer 1’existence et I’unicité des solutions de (3.76), on cherche a appliquer le théoreme de Lax—Milgram.
On remarque d’abord que 7" est bien une forme linéaire sur H , et que de plus, par I’inégalité de Cauchy—Schwarz, :

1
T ()| = \/O f@(@)dz| + o) < [fll2qoapllvllz2gop + l(D)]- G.77)

Montrons maintenant que |v(1)| < 2|v|| 10,1y Ce résultat est une conséquence du théoréme de trace, voir cours
d’EDP. Dans le cas présent, comme 1’espace est de dimension 1, la démonstration est assez simple en remarquant
que comme v € H(]0, 1[), on peut écrire que v est intégrale de sa dérivée. On a en particulier :

1
v(1) = v(z) +/ V' (t)dt,

et donc par I’inégalité de Cauchy—Schwarz,

1
0] = @)+ [ [0t < o)+ 102201,
En intégrant cette inégalité entre O et 1 on obtient :
(D] < (@)l rgo,ap + 10122 qo,1p-
Or [[v]z1o,1p < llo(@)[z2(0,1p)- De plus

[vllz2qo,ap + 10220,y < 2max(|[v()||z2go,1ps 10l 22 0,1p)

on a donc

IN

2
(lollz2gon + 1 llzgonp) < 4max(llo@)3ago.ap, 10'132g0.1p)

IN

4(llv172g0.p + 10" 17200.1p)-
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On en déduit que
(D] < [[vllz2qo,1p + 10" l2qo,1p < 2ll0llE1go,1p-

En reportant dans (3.77), on obtient :

IT()] < (Ifll2qoap + 2) vl z1go,1p

ce qui montre que 7" est bien continue.
Remarquons que le raisonnement effectué ci—dessus pour montrer que |[v(1)| < 2[[v||g1(j0,1p) s’ applique de la
méme maniere pour montrer que

[v(a)| < 2||v]| 1o,y pour tout a € [0, 1]. (3.78)

Ceci est une conséquence du fait que H1(]0, 1[) s’injecte contintiment dans C ([0, 1]).

I1 est clair que a est une forme bilinéaire symétrique (notons que le caractere symétrique n’est pas nécessaire pour
I’application du théoreme de Lax—Milgram). Montrons que a est continue. On a :

IA

/\u |dx+/ ()] [o(@) dz + [u(0)][0(0)

<l llz2goapllv’llz2go,ap + el z2go,p 1ol 2o,y + [w(0)][v(0)]

la(u, v)]

A

Grace a (3.78), on en déduit que

la(u,v)| (| L2goapllvl2qo,1p + lull2qo,ip 1ol L2go,1p + 4llull argoap 1ol &1 go,1p

<
< 6llullgrgoaplvllargo,p-

On en déduit que a est continue. Soit u € H'(]0, 1[), Par définition de a,on a :

() = /Ol(u’(:r))de+/01(u(.7:))2dx+u(0)2

llullr2o,1p)-

v

Ceci prouve que la forme a est coercive. Par le théoreme de Lax—Milgram, on en déduit I’existence et I'unicité des
solutions faibles de (3.76).

Exercice 41 page 120

Soitp € H={ve H Q) :u=0surlp}.
Multiplions la premiere équation de (3.42) par ¢ € H.On obtient :

/Q Vaule) Velr)de + /F _ Vun(@)p(z)ds = / fla

et comme Vu.n = 0 sur I'y et o = 0 sur ['g, on obtient donc

[ vutarwoior = [ fre

On obtient donc la formulation faible.

{ Trouver u € H,;
Jo Vu(z).Vo(z)de = [, f(x)u(r)dz.

Notons que cette formulation ne differe de la formulation faible du probleme (3.1) que par la donnée de la condition
aux limites de Dirichlet sur 'y et non 92 dans I’espace H . La condition de Neumann homogene est implicitement
prise en compte dans la formulation faible.

La démonstration du fait que cette formulation satisfait les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram est similaire
a celle de la proposition 3.7 en utilisant, pour la coercivité, le fait que les fonctions a trace nulle sur une partie du
bord de €2 (de mesure non nulle) vérifient encore I’inégalité de Poincaré.
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Exercice 42 page 120

1. Multiplions la premiere équation de (3.43) par ¢ € C*°(Q) et intégrons sur . Par la formule de Green, on
obtient :

/Qp(ac)Vu(x).ch(x)dm - /BQp(;r)Vu(x).n(x)cp(;r)dx +/

Q

Q(@)u(e)p(x)de = /Q f (@) p(e)da.

En tenant compte des conditions aux limites sur u et en prenant ¢ nulle sur I'g, on obtient alors :

a(u,p) =T(p)
avec .
alu, p) = /Q<p<m>w<m>w<x> + g(@)u(z)p(@))dz + / o(@)ul@)p(@)dy(z), (3.79)
et
T(p) = / f@)ple)de + / n(@)o(ryh(a). (3.80)

Pour assurer la condition aux limites de type Dirichlet non homogene, on choisit donc u € H%O’QO(Q) ={u e
H'(Q);u = go sur T}, qu’on peut aussi décomposer en : u = U + ug avec u € Hy, , () (“relevement” de u)
etug € HE (Q) = {u € H'(Q);u = 0sur g}, Une formulation faible naturelle est alors :

u € Hllo-,gu (Q)
{ a(u,v) =T (v),Yv € HIlU’O(Q)7
ou encore : N
u=1uy+u
e HE o(Q) (3.81)
a(U,v) = T(v) = T(uo), Vv € Hp, (),

L’espace H = H}mO(Q) muni de la norme H'! est un espace de Hilbert. Il est facile de montrer que 1’application
a définie de H x H dans IR est bilinéaire. Montrons qu’elle est continue ; soient (u,v) € H x H, alors

a(u,v) < ||pHL°°(Q)||VuHL2(Q)||VUHL2(Q) + ||Q||Loo(9)HUHLZ(Q)HUHH(Q) + UH’Y(“)”LZ(Q)H'Y(U)HLZ(E)Q)-

Par le théoreme de trace, il existe Co, ne dépendant que de €2 tel que

[v(w)llz200) < Callulla () et [v(v)llz200) < Callvlla)-

On en déduit que
a(u,v) < ([Iplr=) + lalL=@) + oCa) lull g @ vlla @),

ce qui montre que a est continue. La démonstration de la coercivité de a est similaire a la démonstration du lemme
3.15 page 105. Enfin, il est facile de voir que 7" définie par (3.80) est une forme linéaire. On en déduit que le
théoreme de Lax-Milgram s’applique.

2. 0On a déja vu a la question précédente que si u est solution de (3.81), alors u est solution de (3.43). Il reste a
démontrer la réciproque. Soit donc u solution de (3.81), et soit ¢ € C°(2)(C H). En utilisant la formule de
Green, et en notant que ¢ est nulle sur 92, on obtient :

/Q(—div(pVU)(w) + q(@)u(x) — f(2))p(x)dr = 0,Yp € C5° ().

Comme u € C?(9), on en déduit que :
—div(pVu)(z) + q(x)u(z) — f(z) =0,Vz € Q.

Comme u € H} etu € C?*(Q),onaaussi u = go sur I'g. Prenons maintenant ¢ € H%o,o ona:

0,90

/Q p(z)Vu(x)Ve(x)de + /

Q

a(@yule)p(e)ds + /

I

o(@)ule)p()dy(z) = /Q f)de + / o) (@) ().
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Par intégration par parties, il vient donc :

/Q—div(p(m)Vu(m))go(m)dm—i—/ p(T)V1L(T)n(T)99(T)dT+/

T Iy

r@ula)p@)dr @)+ [ awulelpla)ds =

Q

- / f@)p(a)de + / o1(2) o) (2).
Q Iy

Or on a montré que —div(pVu) + qu = 0. On a donc :
[ @@ ulz) nf@) + outz) - @)pl@dr(a) =0, Vo € HE, g,
11

On en déduit que :
pVu-n+ou—g; =0surl’y.

Donc u vérifie bien (3.43).

Corrigé de ’exercice 44 page 121

1. Pour montrer que le probleme (3.50) admet une unique solution, on aimerait utiliser le théoreme de Lax-
Milgram. Comme V;, C V un Hilbert, que a une forme bilinéaire continue sur V' x V', et que L est une forme
linéaire continue sur V, il ne reste qu’a montrer la coercivité¢ de a sur V},. Mais la condition (3.49) page 121
n’entraine pas la coercivité de a sur V4. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la forme bilinéaire a(u,v) =
uyus — v1vg sur Vi, = IR?, et de vérifier que celle-ci vérifie la condition (3.49) sans étre pour autant coercive. Il
faut trouver autre chose. ..

On utilise le théoreme représentation de F. Riesz, que I’on rappelle ici : Soit H un espace de Hilbert et 7" une
une forme lineaire continue sur H, alors il existe un unique ur € H tel que T'(v) = (ur,v) Yo € H. Soit
A Dopérateur de Vj, dans V}, défini par a(u,v) = (Au,v) pour tout v € Vj,. Comme L est une forme linéaire
continue sur V;, C V, par le théoreme de Riesz, il existe un unique ¢ € Vj, tel que L(v) = (¢, v), pour tout
v € V. Le probleme (3.50) s’écrit donc

Trouver u € V}, tel que (Au,v) = (¢, v), pour tout v € V},.
Si A est bijectif de V}, dans V},, alors u = A~ 14, est donc la solution unique de (3.50). Comme V}, est de dimension

finie, il suffit de montrer que A est injectif. Soit donc w € V}, tel que Aw = 0, on a dans ce cas || Aw|| = 0 et donc

sup a(w,v) = 0.
(VEVh[|v]|=1)

Or par la condition (3.49),0n a

inf sup a(w,v) > By > 0.
wEVR WO (veVy,[lvl|=1)
On en déduit que w = 0, donc que A est bijectif et que le probleme (3.50) admet une unique solution. On peut
remarquer de plus que si A est inversible,

inf sup  a(w,v) = [|[A77H, (3.82)
veVillvll=1 yev;, |jv]|=1
et donc si (3.49) est vérifiée, alors

A7 < (3.83)

1
Bn

1
A71
A = s 1A
vevizo  |[V]]

o]
veEVh,v#£0 HA711)H
LA

freviozo || f]]
IAf]]

En effet, par définition,

inf
FEVR,|flI=1

inf sup
FEVRIFI=1 wev, |jwl=1

(Af, w).
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2.Soitv € V},, v # 0; par I’inégalité triangulaire,on a :
llu = unll < lu—of + [lv—unl].

Mais grace a (3.83),on a:

lo=unll = AT A — )

1

< —||A(v—u

< 3 [ A( 3l
1

< — sup  a(v — up, w)
B wEVp,|lw||=1)
1

< — sup (a(v,w) — (Z(Uhaw))
Br wevi,llwll-1)
1

< - sup (a(v,w) — a(u,w)),

Bh wevi,, w|-1)

car a(up,w) = L(w) = a(u,w). On a donc

lo—unl] < — sup a(v — u,w)
Bh wevi, fwl~1)
< —  sup  Mlv—ullfw]
Bh wevi, Jwll-1)
< o=l

Bn

En reportant dans (3.84), il vient alors :

llw = un| < lu—=ol +

v—ul, Yv eV,
Sl =l Yo Vi

et donc
n H<Q+M)'H| u
u—u —_— mn u — vll.
Ril = ﬁh veEV)

Exercice 46 page 123

(3.84)

1. Soit K un volume de contrdle du maillage volumes finis. On integre (3.1) sur K et en utilisant la formule de

Stokes, on obtient :

2

o€l VT

Vu(z) - ni sdy(x) = m(K) fx,

avec les notations du paragraphe 1.1.2 page 10.
On approche cette équation par :

Z FKAVU :m(K)fK’

cEEK

ou I , est le flux numérique a travers o, qu’on approche par :

m(o) .
———— (ug —up)sio € Ene NEK,
dK,a-l-dL,a( K L) t K

FK,O‘ =
m(o)UK sioc € Eept NEK.
dK,(r

On obtient donc bien le schéma (3.57) - (3.58)
2.S0it v = (v ) ke € H7(£2) une fonction constante par volumes de contrdle.

134
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On multiplie I’équation (3.57) par Vi et on somme sur /. On obtient :

Z Z To(ur — up)vg + Z TeUr Vi ZZm(K)vaK.
K

KeT \ 0€€int 0EEeatNEK
o=K|L

Remarquons maintenant que le premier membre de cette égalité est aussi égal, en sommant sur les arétes du
maillage a :
E (To (ug — ur)vr) + 7o (ur, — ug)vr) + E ToUK, VK,
oel TEE et
o=K|L

ou K, désigne le volume de contrdle dont o est une aréte (du bord) dans la deuxieme sommation. On obtient donc :
aT(u, 1)) = TT(V),VU S HT(Q), (3.85)
avec :

ar(u,v) = Z To(ug —ur)(vg —vr) + Z UK, Vi oet Tr(v) = Zm(K)fKUK.

oe€ 0€Eeat K

On a donc montré que si u = (ug)ke7 la solution de (3.57) - (3.58), alors u est solution de (3.85). Montrons
maintenant la réciproque. Soit 1 la solution caractéristique du volume de controle K, définie par

lsiz e K
1K<x>:{

0 sinon ,

Prenons v = 1k dans (3.85), on obtient alors

Z To’(uK _UL) + Z ToUK = m(K)fK

o€Eint 0€EatNEK

On retrouve donc bien (3.57).
Notons qu’en faisant ceci, on a introduit une discrétisation de la formulation faible (3.5) page 100 par une méthode
de discrétisation non conforme, puisque Hr ¢ H* ().
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