Chapitre 6

Problemes hyperboliques

6.1 Une équation de transport

L’exemple type d’équation hyperbolique est I’équation de transport. Supposons par exemple, qu’on connaisse
I’emplacement d’une nappe de pétrole due au dégazement intempestif d’un supertanker au large des cotes, et
qu’on cherche a prévoir son déplacement dans les heures a venir, par exemple pour la mise en oeuvre efficace de
barrages. On suppose connu v : IR? x IR, — IR?, le champ des vecteurs vitesse des courants marins, qui dépend
de la variable d’espace x et du temps ¢; ce champ de vecteurs est donné par exemple par la table des marées
(des exemples de telles cartes de courants sont données en Figure 6.1). A ¢ = 0, on connait po(x) : la densité
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FIGURE 6.1 — Exemples de cartes de courants marins au large de cotes de Bretagne (source : SHOM)

d’hydrocarbure initiale, et on cherche a calculer p(x, t) = densité de d’hydrocarbure au point « et au temps ¢. On

écrit alors 1’équation de conservation de la masse :

pt + div(pv) =0,
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6.2. EQUATION LINEAIRE, CAS 1D CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

(@) 1 ze€A, 610
T) = (6.1.2)
po 0 ze A

ou A représente le lieu initial de la nappe de pétrole. Dans le cas d’un déplacement maritime, le vecteur v :
R? xR, — IR?, n’est évidemment pas constant (la marée n’est pas la méme a Brest qu’a Saint Malo). De plus le
déplacement de la nappe dépend également du vent, qui affecte donc le vecteur v. On supposera pourtant ici, pour
simplifier I’exposé, que v soit constant en espace et en temps. Alors le probleme (6.1.1) - (6.1.2) admet comme
solution :

p(x,t) = po(x — vt), (6.1.3)

qui exprime le transport de la nappe a la distance vt du point de départ dans la direction de V', au temps ¢. En fait, il
est clair que (6.1.3) n’est pas une solution “classique" de puisque p n’est pas continue, et que ces dérivées en temps
ne sont donc pas définies au sens habituel. Nous verrons par la suite comment on peut donner une formulation
correcte des solutions de (6.1.1) - (6.1.2). Notons que les systemes d’équations hyperboliques sont trés importants
en mécanique des fluides ; les équations d’Euler, par exemple sont utilisées pour modéliser I’écoulement de I’air
autour d’une aile d’avion. Dans le cadre de ce cours, nous n’étudierons que le cas des équations scalaires. Par souci
de simplicité, nous n’aborderons dans le cadre de ce cours que les problemes posés en une dimension d’espace,
tout d’abord dans le cas relativement simple d’une équation linéaire (section 6.2 page 208, puis dans le cas d’une
équation non linéaire (section 6.4 page 216. Par souci de clarté, les schémas numériques seront introduits pour
I’équation linéaire u; + u, = 0 (section 6.3 page 212). On donnera ensuite quelques schémas pour les équations
hyperboliques non linéaires (section 6.5 page 226).

6.2 [Equation linéaire, cas 1D

Commencons par étudier le cas d’une équation hyperbolique linéaire :

u+cu, =0,z € R, t >0,
(6.2.4)

u(z,0) = uo(z), z€lR.
ou la vitesse de transport ¢ € IR et la condition initiale uo : IR — IR sont données. Le probléme (6.2.4) s’appelle

“probleme de Cauchy". On cherche u : IR x R4 — IR, solution de ce probleme. Nous commengons par une étude
succinte du probleme continu, pour lequel on peut trouver une solution exacte explicite.

Solution classique et solution faible

Définition 6.1 (Solution classique) On dit qu’une fonctionu : R x R+ — R est solution classique du probléme
(624)siu € CHIR x Ry, R) et u vérifie (62.4).

Une condition nécessaire pour avoir une solution classique est que ug € C1(IR).

Théoréme 6.2 Si ug € C'(IR), alors il existe une unique solution classique du probléme (6.2.4), qui s écrit
u(z,t) = up(x — ct).

Démonstration : Pour montrer 1’existence de la solution, il suffit de remarquer que w définie par (6.1) est de
classe C'1, et que u; + cu, = 0 en tout point. Pour montrer I’unicité de la solution, on va introduire la notion de
caractéristique, qui est d’ailleurs aussi fort utile dans le cadre de la résolution numérique. Soit u solution classique
de (6.2.4). On appelle droite caractéristique de (6.2.4) issue de x( la droite d’équation x(t) = ct + x¢, qui est
illustrée sur la figure 6.2. Montrons que si u est solution de (6.2.4), alors u est constante sur la droite D, , pour
tout 7o € IR. Soit g € IR, et ¢4, la fonction de IR dans IR définie par p,, (t) = u(xo + ct,t). Dérivons ¢,
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6.2. EQUATION LINEAIRE, CAS 1D CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
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FIGURE 6.2 — Droites caractéristiques, cas linéaire

par rapport au temps :
901/30 (t) = ClUy (ZL'O + Ctv t) + ut(xo + Ctv t)

= (ut + cug)(xo + ct, t) = 0,
car u est solution de (6.2.4). On en déduit que
Ouo(t) = 00 (0) = ug(xp), Vt € R

On a donc u(xg + ct, t) = ug(xo), Vo € IR, donc u est constante sur la droite caractéristique D, , et en posant
r=ux9+ct:
u(x,t) = up(z — ct),

ce qui prouve I’existence et I’unicité de (6.2.4). ]

Remarque 6.3 (Terme source) Le modeéle physique peut amener a une équation avec terme source au second
membre f € C(R x Ry, R) :

{ ug + cuy = f(a,t), 62.5)

u(z,0) = up(x),

et ug € C(IR). Ceci peut modéliser un dégazage sur un temps plus long, comme dans le cas du Prestige sur les
cotes de Galice en 2003 par exemple. Pour montrer I’unicité de la solution de (6.2.5), on suppose que u est solution
classique et on pose : @, (t) = u(xg + ct, t). Par un calcul identique au précédent, on a

90;0 (t) = f(xo + ct,t).

Donc @, (t) = @u (0) + fot f(zo + cs, s)ds On en déduit que :

t
u(xo + ct,t) = @q,(0) + / fxo + cs, s)ds.
0

on pose alors : x = xg + ct, et on obtient :

u(x,t) = up(x — ct) Jr/o flx—c(t—s),s)ds,
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6.2. EQUATION LINEAIRE, CAS 1D CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

ce qui prouve ’unicité. On obtient alors Iexistence en remarquant que la fonction u(x, t) ainsi définie est effecti-
vement solution de (6.2.5), car elle est de classe C* et elle vérifie uy + cu, = f.

Dans ce qui précéde, on a fortement utilisé le fait que ug est C1. Ce n’est largement pas toujours le cas dans la
réalité. Que faire si, par exemple, ug € L>°(IR)?

Définition 6.4 (Solution faible) On dit que u est solution faible de (6.2.4) si uw € L°(IR x IR, IR) er u vérifie :

/ / [u(z, t)pi(x, t) + culz, t)pq (x,t)] dtdz —|—/ uo(z)p(z,0)dr = 0, Vo € CHIR x R4, TR). (6.2.6)
R /R4 R

Notons que dans la définition ci-dessus, on note IRy = [0, +oc[, et C}(IR. x IR ;) I’ensemble des restrictions a
IR x IR des fonctions C} (IR x IR). On insiste sur le fait qu’on peut donc avoir ¢(, 0) # 0. Voyons maintenant
les liens entre solution classique et solution faible.

Proposition 6.5 Si u est solution classique de (6.2.4) alors u est solution faible. Réciproquement, si u € C*(IR
x]0, +o0[) N C(IR x [0, +0o0]) est solution classique de (6.4.17) alors u est solution forte de (6.2.4).

La démonstration de cette proposition est effectuée dans le cadre plus génefal des équations hyperboliques non
linéaires (voir Proposition 6.20). Notons que si on prend ¢ € C(IR x]0, +oo[,IR) au lieu de ¢ € CL(IR x
[0, 400, IR) dans (6.2.6), on obtient :

ur + cuy =0,

mais on ne récupere pas la condition initiale. Il est donc essentiel de prendre des fonctions test dans C! (IR x
[0, +00[, IR).

Théoreme 6.6 (Existence et unicité de la solution faible) Siuo € LS (IR), il existe une unique fonction u solu-
tion faible de (6.2.4).

Démonstration : On va montrer que u(z,t) = ug(x — ct) est solution faible. Comme vy € LjS.(IR), on a
u € L®(IR x IR4). Soit ¢ € C}(IR x IR, IR), on veut montrer que :

//IRth“(35,t)spt(f’?at)d%’d’f"'//}RX]R+ Cu(x,t)@z(x,t)dxdt—i—/]Ruo(x)gp(x,o)dx:0_

A:// u(x,t)got(x,t)dxdt—i—// cu(x, t)p, (x, t)dxdt.
R xR R xR 4

Siu(x,t) = ug(x — ct),on adonc:

Posons

A= // [uog(x — ct)i(x,t) + cug(z — ct)py(x,t)] dadt.
IRXIR+
En appliquant le changement de variable y = x — ct et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :

/lJﬁiquDtA;+[¢tQ/%cat)4cwz(yFcutﬂchdy.

Posons alors
Yy (t) = oy + ct,t).
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6.2. EQUATION LINEAIRE, CAS 1D CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

On a donc :
“+o0
A= [ (wtn [ vyt ) ay
R 0

et comme 1) est & support compact sur [0, +-00],

A== [ o), 0)dy,
R
donc finalement :

A= /}R wo(y)(y, 0)dy.

On a ainsi démontré que la fonction u définie par u(z, t) = ug(x — ct) est solution faible de I’équation (6.2.4). On
a donc existence d’une solution faible. Montrons maintenant que celle-ci est unique. Soient u et v deux solutions
faibles de (6.2.4). On pose w = u — v et on va montrer que w = (. Par définition, w satisfait :

// w(z, t)(pi(w,t) + cpe(x,t))dedt =0, VYo € CHIR x RT,IR) (6.2.7)
R xR

Par le lemme 6.7 donné ci-dessous, pour toute fonction f € C2°(IR x IRY) il existe p € CH(IR x R, IR), telle
que ¢ + ¢, = f,eton adonc par (6.2.7) :

// w(z, 0)f(z, )dzdt = 0, ¥f € Co(R x R%, R)
R xR
Ceci entraine que w = 0 p.p.. [

Lemme 6.7 (Résultat d’existence) Soir f € C.(IR x IR’ ,IR), alors il existe
v € CYR x Ry, R) telle que p; + cpp = f

Démonstration : Soit f € C.(IR x R’} ,IR),etT > 0 tel que f(x,t) = 0sit > T'.On considére le probleme :

ot +cpr = f
{ o2, T) =0 (6.2.8)

On vérifie facilement que le probleme (6.2.8) admet une solution classique

T
ola,t) = —/ flx—c(s—t),s)ds
t
En effet, avec ce choix de ¢, on a effectivement
e CHR xRy, R)et @y + cop = f.
De plus, comme f est a support compact, ¢ est a support compact. [

Remarque 6.8 (Sur les propriétés de la solution) Remarquons que la solution faible de (6.2.4) posséde les pro-
priétés suivantes :

1. Siug >0pp.alorsu>0pp.,

2. fluCs Ollizrary = lluo(@)lLrary VP p € [L,+o0].
Lors de U'élaboration de schémas numériques pour la recherche d’une approximation, on s’attachera a vérifier
que ces propriétés sont encore satisfaites par la solution approchée.
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6.3. SCHEMAS NUMERIQUES POUR Uy +Ux =0  CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
6.3 Schémas numériques pour u; + u, = 0

On considere ici le probleme de transport linéaire :
U + uy, =0,
(6.3.9)
u(z,0) = uo(z), up € L*°(IR).
On sait que la solution de ce probléme s’écrit :
u(z,t) = up(x — ct).

On rappelle que u est une solution classique si u € C1(IR), et que u est une solution faible si ug € L>(IR).On va
chercher a retrouver cette solution par une approximation numérique. Notons que dans le cas linéaire, I’utilisation
d’un schéma numérique, n’est évidemment pas utile, mais nous commengons par ce cas par souci pédagogique.

6.3.1 Schéma explicite différences finies centrées

On effectue une discrétisation espace temps en se donnant un pas de discrétisation en espace h, et en posant :
x; = th, Vi € Z ; de méme on se donne un pas de discrétisation en temps k, et on pose ¢, = nk, Vn € IN.
Ecrivons le schéma d’Euler explicite pour I’approximation de wu; et un schéma centré pour I’approximation de
w(wi, tny1) — u(wi, tn) w(Tip1,tn) — u(wi—1,tn)

u,. On approche u(z;, t,) par et ug(x;, t,,) par 57 . Le schéma
centré s’écrit donc, en fonction des inconnues discretes :
1
u?+ —ul n Uity — Uiy _o
k 2h ’ (6.3.10)
ud = ug(x;).

(ol on a supposé ug € C'(IR)) Ce schéma est inconditionnellement instable, et il faut donc éviter de 1’utiliser.
Qu’entend-on par instable ? On peut montrer que :

1. Le schéma (6.3.10) ne respecte pas la positivité, car ug(z) > 0V n’entraine pas forcément u}" > 0. En effet
si ug est telle que

Alors :

donne, pourn =0

2. Le schéma (6.3.10) n’est pas L° stable :
[u"]|oo < C n’entraine pas |[u" || < C.
3. Le schéma (6.3.10) n’est pas L? stable :

|u"|]2 < C n’entraine pas que ||u" 1!y < C.
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6.3. SCHEMAS NUMERIQUES POUR Ur + Ux =0 CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
4. Le schéma n’est pas stable au sens de Von Neumann. En effet, si

ug(z) = P, oni? = —letp e Z,
la solution exacte est u(x,t) = ¢?(*=%) Une discrétisation de ug s’écrit :
0 _ ipjh
u; =e jEZ.
On a donc :

1 0 k

0 0
i T Uy — ﬁ(ui-i—l — Uj_1)

— eWwih _ 2_(ew(ﬁrl)h _ ew(J—l)h)
= jk,hug‘)a

ik
avec Jip = 1 — " sin ph. On a donc | Jxp| > 1 si sin ph # 0, ce qui montre que le schéma n’est pas stable
au sens de Von Neuman.

5. Le schéma (6.3.10) n’est pas convergent. En effet, on peut montrer qu’il existe ug, k et h telle que la solution

approchée up, 1, : (uf)?eeg ne converge pas vers u lorsque h et k tendent vers 0.

6.3.2 Schéma différences finies décentré amont

On utilise toujours le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation en temps, mais on approche maintenant

w(@i, tn) — w(xi—1,tn)

Uz (i, ty,) par
(Tistn) P s

On considére de plus un pas de discrétisation variable, défini par h;_; /o = x; — 2;_1. Le schéma par différences

Ti—1 ZT; Ti+4+1
+ + =
hicyz hivie
FIGURE 6.3 — Maillage volumes finis
finies avec décentrement amont s’écrit :
i-1/2 . (6.3.11)

u(z,0) = ug(x).
Proposition 6.9 Le schéma (6.3.11) est stable sous condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL)
< h = inf h; ) 312
k = h ilenZ h171/2 >0 (6 3 )
c’est adire que si A < ul} < B, alors A < U?Jrl < B.

Démonstration : On a : u™!

= ul(l — a;) + ayul , avec a; = : 1/2. Dong, si la condition (6.3.12) est
i

n+1
setdonc u ™ € [ul_,,ull. n

i

n+1

P

n+1

vérifiée, u; " est une combinaison convexe de u;' et u;
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6.3. SCHEMAS NUMERIQUES POUR Ur + Ux =0 CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

Théoréme 6.10 (Convergence du schéma (6.3.11)) On suppose que ug € C?*(IR,IR) et que ug, uf), uf sont bor-
nées. Soit A = in& uo(x) et B = sup,ep uo(x). Alors :
zTE

1. A<ul <B,Vie Z ,Yn € N.

2. Soita? = u(w;, t,), a u est la solution exacte de (6.3.9), alors :

sup |ul' —a}| < TCy,(k+h),
icZ

K3
nk<T
ouTC\, > 0 ne dépend que de uy.

Démonstration : le point 1 se démontre par récurrence sur n a partir de la propriété précédente. Le point 2
(estimation d’erreur) se démontre en remarquant d’abord que I’erreur de consistance

—n+1 —n 5N N
U Uy Uy U n
+ = Ri

k hi—1/2

vérifie : -
|R}'| < Cuy(h + k)

ol h = maxi € Z h;_1/2.0nadonc:

k k
altt =ap (1 — > + 7 ', + kR,

or le schéma numérique s’écrit :

Par différence, on obtient :

k k
™t — gttt = (u —al) (1 - ) + (u? | —a"i — 1) — kR
ki—1/2 i—1/2
et donc :
n+1 —n+1 n —n k n =N k A
lui ™ =T < g — a1 - + luiy — | + kCuy(h + k) (6.3.13)
hi—1/2 hi—1/2
On effectue alors I’hypothése de récurrence :
sup [ul! — @] < (n — 1)kCy, (k + h) (6.3.14)

grace a (6.3.13) et (6.3.14), on obtient :
it — @it < (n = 1)kCug (k + ) + k(Cuy (k + ).

Donc finalement : ~
lul Tt — @t < TCy, (k + h).
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6.3. SCHEMAS NUMERIQUES POUR Ur + Ux =0 CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

Remarque 6.11 (Décentrement) . Pour une équation de transport telle que (6.3.9), le choix du décentrement est
Ui — Uj—1

crucial. Ici, on a approché u,(x;) par . Dans le cas ou on étudie une équation de transport de type,

hi—1/2
us + cuy = 0, avec ¢ € IR, le choix décentré amont sera toujours

Ui — Uj—1 .
——5ic>0,

par contre, si ¢ < 0, le choix amont donnera

Ui — Uj41

—
Regardons ce qui se passe si I’on effectue un “mauvais" décentrement. Considérons toujours I’équation u; + u, =
0. Effectuer le “mauvais décentrement" amene au schéma :

u;(lJrl _an

ui+
k h

n n
’LLH_I—U-

1:0,

c’est a dire :
k

k
n+1 __
u T =y <1+E> —Euzﬁrl.
Examinons le comportement de la solution approchée donnée par le schéma si on prend une condition initiale ug
telle que ug(xz) = 0,Va > 0. Dans ce cas, on sait que u(x,t) # 0 pour ¢ assez grand, or aprés calculs on obtient
Tt = (14 E) 0=’ (1+£)" alorsqueu™ =0 Vi > 0.0n en déduit que la solution approchée
est trés mauvaise.

Remarque 6.12 (Equation non linéaire, donnée initiale) 1. Dans le cas non linéaire, la démonstration pré-
cédente de convergence ne s’adapte pas car les solutions ne sont pas réguliéres.
2. On a défini (63.11) pour ug € C(R). Si ug ¢ C(IR), on peut prendre comme donnée initiale u? =

Tit1/2
/ uo(x)de.

i—1/2

6.3.3 Schéma volumes finis décentrés amont

On considére toujours le probléme (6.3.9), avec condition initiale ug € L (IR). On se donne une discrétisa-
tion en espace, c’est a dire un ensemble de points (xiﬂ/g)iez, tels que ;12 > ;_1/2, €t on note h; =
Tiy1/2 — Ti—1/2. On approche toujours la dérivée en temps par un schéma d’Euler explicite, on integre (6.3.9) sur
la maille |x;_; /2, 711 /2(, et on obtient :

Tit1/2
/ (us + uy)da = 0.
Ti—1/2

En approchant u(x;1/2) (resp.u(z;_1/2)) par uj (resp.uj_,) eten approchant u; par un schéma d’Euler explicite,
on obtient :

n+1 n
hiu +ul —up =0,
1 Tit1/2 (63]5)
ud = — uo(z)dz.
hi Ti—1/2

Proposition 6.13 Soit (ul')new la solution de (6.3.15). Si k < h = minh; et si A < ug(z) < B, alors A <
ieZ
ul < B Vi€ Z ,Nn € IN.
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6.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
La démonstration est similaire a celle de la proposition (6.9), et laissée a titre d’exercice.

Définition 6.14 (Solution approchée) Soir T un maillage volumes finis de R défini par T = (K;)icm avec
K; :]xi_1/27 xi+1/2[. On appelle solution approchée de (6.3.9) par le schéma (6.3.15) la fonction ut ) : IR x
R+ — R, définie par

urg(z,t) =ul siz € K; ett € [nk,nk + 1] (6.3.16)

On admettra le théoreme de convergence suivant (voir aussi exercice 6.3.11) :

Théoréme 6.15 (Convergence du schéma 6.3.15) Soit ug € L (IR), on suppose que k < h = inf(h;), alors

1

w1, converge vers udans Lj, .

(R xIR ) lorsque h (et k) tend vers 0, ¢’est a dire qu’on a : / |ur k—u|dzdt — 0
c

pour tout compact C de IR x IR, lorsque h (et k) tend vers 0.

6.4 Equations hyperboliques non linéaires

On se donne f € C*(IR,IR) et ug € C(IR) et on considére maintenant 1’équation hyperbolique non linéaire :

{ u+ (f(w)z =0, (x,t) e R xRy,

u(z, 0) = wuo(x). (6.4.17)

Commencons par donner la définition de solution classique de ce probléme méme si, comme nous le verrons apres,
celle-ci n’a pas grand intérét puisque le probléme (6.4.17) n’a pas, en général de solution classique.

Définition 6.16 (Solution classique) On suppose que ug € C1(R) et f € C?(IR,R). Alors u est solution clas-
sique de (6.4.17) siu € C'(R x R, R) et u vérifie

{ (ue + (f(w)2)(2,t) =0, V(z,t) € R x Ry,
u(z,0) = uo(z), Vz € IR.

Avant d’énoncer le théoréeme de non existence, rappelons que dans le cas d’une équation différentielle du type non
linéaire,

a'(t) = f(a(t), ¢ Ry,

z(0) = o,

si on note T}y« le temps d’existence de la solution, et si Ti,ax < +00 alors ||z(t)|| — +oo lorsque ¢t — Tiax.
Donnons maintenant la définition des courbes caractéristiques de I’équation (6.4.17), qui permet le lien entre les
équations hyperboliques non linéaires et les équations différentielles ordinaires.

Définition 6.17 (Courbe caractéristique) On appelle courbe caractéristique du probléme (6.4.17) issue de xo €
IR, la courbe définie par le probleme de Cauchy suivant :

{ 2'(t) = f(u(x(t),1))

6.4.18
z(0) = zo ( )

Théoréme 6.18 (Non existence) Soit f € C*(IR,IR), on suppose que f' n’est pas constante, alors il existe ug €
C®°(R) telle que (6.4.17) n’admette pas de solution classique.

Démonstration : Comme f € C?(IR,IR), on a f' € C'(IR,IR), et donc le théoréme de Cauchy-Lipschitz
s’applique. Il existe donc une solution maximale x(t) définie sur [0, Thax[, et 2(t) tend vers I’infini lorsque ¢ tend
vers Thax Sl Tmax < +00. Les quatre étapes de la démonstration sont les suivantes :
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1. w(x(t),t) = up(zo), Vt € [0, Tmax[, et donc que toute solution de (6.4.17) est constante sur les caractéris-
tiques.

2. Les courbes caractéristiques sont des droites.
3. Tmax = +oc etdonc u(z, t) = up(zg) Vit € [0, +o00l.
4. On en déduit alors qu’on n’a pas de solution classique de (6.4.17).
Détaillons maintenant ces étapes.
1. Soit ¢ définie par p(t) = u(x(t),t); en dérivant ¢, on obtient : ¢’ () = u(x(t),t) + ug(x(t), )2’ (t).
Comme x vérifie (6.4.18), ceci entraine : ¢’ (t) = u¢(x(t),t) + f'(u(z(t),t))us(x(t),t), et donc
o' (t) = (ue + (f(u))e)(x(2),t) = 0.
La fonction ¢ est donc constante,eton a :

u(z(t),t) = p(t) = p(0) = u(xz(0),0) = u(xg, 0) = ug(xo), Vt € [0, Trmax|-

2. Comme u(z(t),t) = uo(xo),Vt € [0, Tmax|, on a donc z'(t) = f'(ug(xo)). Donc en intégrant, on obtient
que le systeme (6.4.18) décrit la droite d’équation :

x(t) = f'(uo(xo))t + zo. (6.4.19)
3. Puisque z vérifie (6.4.19), on a donc

lim |z(t)] < +00.On en déduit que T = Tpax-

t—=Tmax

4. Comme f’ est non constante, il existe vg, v1 tel que f'(vo) > f’(v1), et on peut construire ug € C°(IR,IR)
telle que uo(xo) = vo et ug(z1) = v1, ol o et x1 sont donnés et xg < x1, voir figure 6.4. Supposons que

t

z(t) = x1 + f/('u1)t

FIGURE 6.4 — Droites caractéristiques, cas non linéaire

u soit solution classique avec cette donnée initiale. Alors :
w(zo + [ (uo(z0))t,t) = uo(wo) = vo et u(wy + f'(uo(w1))t, t) = up(z1) = v1.
Soit T' tel que zo + f/(vo)T = x1 + f'(v1)T = &, c’est a dire

Ty — To

T= Flon) — Flon)

On a alors :
w(Z,T) = ug(xo) = vo = ug(x1) = v1,

ce qui est impossible. On en conclut que (6.4.17) n’admet pas de solution classique pour cette donnée initiale.
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]

Définition 6.19 (Solution faible) Soitug € L°°(IR) et f € C*(IR,R), On appelle solution faible de (6.4.17) une
Sonctionu € L>® (IR x IR ) telle que

// [u(z, t)pe(x, t)+ fu(z, ) e (z, t)]dacdt—i—/ ug(z)p(z,0)dr = 0,Yp € CH(R xR, IR). (6.4.20)
RxR R

Donnons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.

Proposition 6.20 Soient f € C'(IR,R) et ug € C(IR,R) des fonctions données.
1. Siwu est solution classique de (6.4.17) alors u est solution faible de (6.4.17).

2. Siu € C*IRx]0,+o00[) N C(IR x [0, +00]) est solution faible de (6.4.17) alors u est solution classique de
(6.4.17).

3. 8itoc € R, D; = {(z,t) € R x Ry;a < ot} et Dy = {(z,t) € R x Ry;x > ot}. Alors si
ue C(R x Ry) est telle que u)p, € C*(D;,R), i = 1,2 et que (6.4.17) est vérifié pour tout (x,t) € D;,
1 = 1,2, alors u est solution faible de (6.4.17).

Démonstration :

1. Supposons que u est solution classique de (6.4.17), c.a.d. de :

{ ui + (f(w)e =0, (2,1) € R xRy,
u(z,0) = up(z).

Soit ¢ € C}(IR x IR, R). Multiplions (6.4.17) par ¢ et intégrons sur IR x IR . On obtient :

/IR/IR+ ut(x,t)@(x,t)dtd:c+/IR/1R+(f(u))x(x,t)<p(x,t)dtdx0,

L application du théoréme de Fubini et une intégration par parties donnent alors :

/IRu(x,O)cp(x,O)dx/]R/lR+ u(:p,t)gpt(:p,t)dtd:p/]I{+/1Rf(u)(:c,t)<px(:r,t)dxdt0,

(car supp(y) est compact). Et on obtient donc bien la relation (6.4.20), grice a la condition initiale u(x, 0) =
uo(x).

2. Soit donc u une solution faible de (6.4.17), qui vérifie de plus u € C'(IR x]0, +oco[) N C(IR x [0, +00]).
On a donc suffisamment de régularité pour intégrer par parties dans (6.4.20).

Commengons par prendre  a support compact dans IR x]0, +oc[. On a donc ¢(z,0) = 0, et une intégration
par parties dans (6.4.20) donne :

- [ttt = [ [ (500)a(o 0060yt =0

On a donc :

/ / (ug(z,t) + (f(u)z(, 1)) p(z, t)dtdr = 0,Yp € C} (IR x]0, 4-o00]).
RJR.
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Comme ut + (f(u)), est continue, on en déduit que u; + (f(u)), = 0. En effet, on on rappelle que si
Juf R x)dx = 0 pour toute fonction ¢ continue de IR dans IR, alors f = 0 p.p.; si de plus f est
contlnue alors f = 0 partout.

On prend alors ¢ € C} (IR x IR ). Dans ce cas, une intégration par parties dans (6.4.20) donne
/ u(z,0)p(x,0)dx — / / (ug(z,t) + (f(u))z(x, 1) oz, t)dtdx — / uo(x)e(x,0)dx = 0.
R R JR, R
Mais on vient de montrer que us + (f(u)), = 0. On en déduit que

/]R(uo(x) —u(x,0))e(x,0)dr = 0,Yp € CH(IR).

Comme u est continue, ceci entraine u(x, 0) = ug(x). Donc u est solution classique de (6.4.17).

3. Soitu € C(IR x Ry)
faible. Pour cela, calculons :

X = / /}R+ 2 )iz t)dtd:c—i—/ /Rf(u)(x,t)@z(x,t)dxdt.

Onadonc X = X7 + X5, avec

X, = / / (z,t)pe(x, t)dtdr et Xy = / / (z,t)ps (x, t)dadt.
R R

Calculons X;. Comme u n’est de classe C'! que sur chacun des domaines D;, on n’a pas le droit d’intégrer
par parties sur IR x IR entier. On va donc décomposer I’intégrale sur Dy et D5 ; supposons par exemple
o < 0, voir figure 6.5. (Le cas o > 0 se traite de facon similaire). On a alors Dy = {(z,¢);2 € R_et0 <
t<ZletDy =Ry xRyuU{(z,t);z € R_etZ <t<+4oo}.

(x,t) € D;. Montrons que u est solution

xr = ot

Dy Do

FIGURE 6.5 — Les domaines D7 et Dy

On a donc :

+oo
X = / / (z, t)pe(x, t)dtdx +/ / (z, t)pe(x, t)dtdx +/ / u(z, t)pr(x, t)dtda.
R, JR,
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Comme u est de classe C'* sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, ce qui donne :

X, :/R, u(x,g)tp(x,g)dx—/m u(ac,())(p(ac,())dx—/ /‘? we(, ), t)dtda

+oo
Jr/ u(x, z—dx—/ / t(x, t)p(x, t)dtdx

+/ (—u(z,O)gp(z,O)dxf/ / ug(x, t)o(x, t)dtde. (64.21)
R Ry JR,

QIH

En simplifiant, il vient :

Xy /]Ru(z,())gp(z,())dx//Dl ut(x,t)cp(x,t)dtd:c//D2 wi(z, t)p(x, t)dtdz.

On décompose de méme X5 sur Dy U Dy, en remarquant maintenant que Dy = {(z,¢) € R xR;x < ot}
et Do = {(z,t) e R x Ry;2 > ot} :

Xy = /}R ) [ Z Fu) (2, t)pu (2, t)dzdt + /}R ) /U :OO Fu) (@, ) s (2, t)dzdt.

La fonction u est de classe C'* sur chacun des domaines, on peut la encore intégrer par parties. Comme ¢
est a support compact sur IR x IR, on obtient apres simplification :

// o(z, t)o(x, t)dedt — // Yo(x, t)dxdt.
Dy Do

Comme u; + (f(u))z = 0 sur Dy et Do, on a donc :
X=X+Xo= —/ u(z, 0)p(x,0)dx,
R

ce qui prouve que u est solution faible de (6.4.17).
|

Notons qu’il existe souvent plusieurs solutions faibles. On a donc besoin d’une notion supplémentaire pour les
distinguer. C’est la notion de solution entropique, qui nous permettra d’obtenir I’unicité. Donnons tout d’abord un
exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela on va considérer une équation modele, appelée équation de
Burgers, qui s’écrit

ug + (u?), = 0. (6.4.22)

Pour calculer les solutions du probleme de Cauchy associé a cette équation de maniere analytique, on considere
une donnée initiale particuliere, qui sécrit

wo(x) = ug siz <0,
A7 wgsiz >0,

Ces données initiales définissent un probleme de Cauchy particulier, qu’on appelle probleéme de Riemann, que
nous étudierons plus en détails par la suite.
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Considérons alors le probléme suivant (dit probléme de Riemann, voir définition 6.28) pour 1’équation de Burgers :

up + (u?)y =0,
J ug=—1six <0, (6.4.23)
uo(x){ ug =1sixz > 0.

On cherche une solution faible de la forme :

ug six < ot,
u(z,t) = (6.4.24)
uq Six > ot.

Notons que cette éventuelle solution est discontinue au travers de la droite d’équation « = ot dans le plan (z,t).
On remplace u(x, t) par ces valeurs dans (6.4.20). Apres calculs (voir exercice 66 page 232, ou aussi la proposition
6.29 plus loin), on s’apergit que w est solution faible si la condition suivante, dite condition de Rankine et Hugoniot,
est vérifiée :

o(ug —ug) = (f(ua) — f(ug)), (6.4.25)

ce qui avec la condition initiale particuliere choisie ici, donne 20 = 12 — (—1)% = 0.

Mais on peut trouver d’autres solutions faibles : en effet, on sait que sur les caractéristiques, qui ont pour équation
x =z + f'(uo(zo))t, la fonction u est constante. Comme f’(u) = 2u, les caractéristiques sont donc des droites
de pente -2 si ¢ < 0, et de pente 2 si ¢ > 0. Construisons ces caractéristiques sur la figure 6.6 : Dans la zone du

FIGURE 6.6 — Probléme de Riemann pour léquation de Burgers

milieu, ol I’on a représenté un point d’interrogation, on cherche w sous la forme u(z,t) = ¢ (%) , et telle que u
soit continue sur IR x IR . La fonction u suivante convient :

—1siz < —2t,
u(z, t) = 2% si— 2t <z <2t (6.4.26)
1siz > 2t

Comment choisir la “bonne" solution faible, entre (6.4.24) et(6.4.26) ? Comme les problemes hyperboliques sont
souvent obtenus en négligeant les termes de diffusion dans des équations paraboliques, une technique pour choisir
la solution est de chercher la limite du probleme de diffusion associé qui s’écrit :

ug + (f(u))y — etgy = 0, (64.27)
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lorsque le terme de diffusion devient négligeable, c.a.d. lorsque € tend vers 0. Soit u. la solution de (6.4.27) (on
admettra I’existence et 1’unicité de u.). On peut montrer que u. tend vers u lorsque ¢ tend vers 0, ou u est la
“solution faible entropique" de (6.4.27), définie comme suit.

Définition 6.21 (Solution entropique) Soit ug € L>®(IR) et f € C*(R), on dit que v € L=(IR x Ry est
solution entropique de (6.4.27) si pour toute fonction n € C(IR) convexe, appelée “entropie”, et pour toute
fonction ¢ € C! telle que ¢' = f'n', appelé “flux d’ entropie”, on a :

/ / (n(w)r + () ps)dadt + / n(uo(@))p(r,0)dz > 0,¥p € CHR x Ra,R,).  (6.428)
RJR, R

Remarque 6.22 (Condition initiale) Noter que dans la définition 6.21, on prend une fois de plus ¢ € C}(IR x
R4, R ) de maniere a bien prendre en compte la condition initiale ; ceci n’est pas toujours fait de cette maniére
dans les travaux plus anciens sur le sujet, mais entraine des difficultés lorqu’on s’intéresse a la convergence des
schémas numériques.

On admettra le théoréme suivant (dii a Kruskov, 1955)

Théoréme 6.23 (Kruskov) Soient ug € L=(IR) et f € C*(IR) alors il existe une unique solution entropique de
(6.4.17) au sens de la définition 6.21.

Proposition 6.24 Si u est solution classique de (6.4.17), alors u est solution entropique.

Démonstration : Soit u € C*(IR x IR, IR), Soit n € C'(IR), convexe, une entropie et ¢ tel que ¢’ = £/, le
flux associé. Multiplions (6.4.17) par 7’ (u) :
1 (wue + f'(w)uen'(u) =0

Soit encore, puisque ¢’ = f'n/,

(m(w)e + ¢ (u)ugs — 0
On a donc finalement :

(n(w)): + (#(u)z — 0 (6.4.29)
De plus, comme u(x,0) = ug(x), on a aussi : n(u(x,0)) = n(ug(z)). Soit ¢ € CH{IR x R4, R ), on multiplie

(6.4.29) par ¢, on integre sur IR x IR et on obtient (6.4.28) (avec égalité) en intégrant par parties. Dans le cas
d’une solution classique, I’'inégalité d’entropie est une égalité. [

On a de méme le résultat suivant :
Proposition 6.25 Si u est solution faible entropique de (6.4.17), alors u est solution faible.

Démonstration : I suffit de prendre n(u) = u et n(u) = —u dans (6.4.28) pour se convaincre du résultat.
[

On déduit de la proposition 6.24, et du théoréme 6.23 de Kruskov, que si on a plusieurs solutions faibles au
probleme 6.4.17 page 216 et que ’'une d’entre elles est réguliere, alors cette derniere est forcément la solution
entropique. Enfin, la caractérisation suivante, que I’on admettra, est souvent utilisée en pratique :

Proposition 6.26 (Entropies de Kruskov) Soit ug € L>®(IR) et f € C'(R), alors u € L*(IR x IR4) est
solution entropique de (6.4.27) au sens de la définition 6.21 si et seulement si pour tout k € IR, alors (6.4.28) est
vérifiée avec 1) définie par n(s) = |s — k|, et ¢, flux d’entropie associée, défini par :

o(u) = max(f(u), k) — min(f(u), k).

Notons que 1 n’est pas de classe C*.
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Notons que les solutions d’une équation hyperbolique non linéaire respectent les bornes de la solution initiale. Plus
précisément, on a le résultat suivant, qu’on admettra :

Proposition 6.27 Si ug € L°°(IR) et soit A et B € IR tels que A < ug < B pp..Soit f € C(R), alors la
solution entropique uw € L™ (IR X IRy ) de (6.4.17) vérifie : A < u(x) < Bpp.dans R x R .

Cette propriété est essentielle dans les phénomenes de transport, et il est souhaitable qu’elle soit préservée pour la
solution approchée donnée par un schéma numérique.

Avant d’aborder I’étude des schémas numériques pour les équations hyperboliques, nous terminons par un résultat
sur les solutions du probléme de Riemann, dont nous nous sommes d’ailleurs servis pour montrer la non unicité
des solutions faibles de (6.4.23).

Définition 6.28 (Probléeme de Riemann) Soient f € C*(IR,IR), on appelle probléme de Riemann avec données
Ug, uq € IR, le probléme suivant :

u+ (f(u) =0, z€R, t>0
 Jugsiz <0 (6.4.30)
u(O,x){ ug st x>0

Lorsque la fonction f est convexe ou concave, les solutions du probleme de Riemann se calculent facilement; en
effet, on peut montrer le résultat suivant (voir aussi exercice 67 page 232) :

Proposition 6.29 Soit f € C' (IR, R) strictement convexe, et soient u, et ug € R.

1. Siug > ugq, on pose

avec [f(u)] = f(ua) — flug) et [u] = ug — uy. (64.31)

alors la fonction u définie par

{ u(z,t) =ug six < ot (6.432)

u(z,t) = uq st x > ot
est l'unique solution entropique de (6.4.30). Une solution de la forme (6.4.32) est appellée une onde de
“choc".

2. Siug < ug, alors la fonction w définie par
) =ug six < f(ug)t

=uq sixz> f(uq)t (6.4.33)
x,t) =&  six= f(tavecuy < & < uq

u(x,t
u(x,t

AA/_\
~—

u

est I’ unique solution entropique de (6.4.30). Notons que dans ce cas, la solution entropique est continue.
Une solution de la forme (6.4.33) est appelée une onde de “détente".

Démonstration : 1. Cherchons u sous la forme (6.4.32). Commencons par déterminer o pour que u soit solution
faible. On suppose, pour fixer les idées, que o > 0 (mais le méme raisonnement marche pour o < 0). Soit
p € CP(R x R4, IR). On veut montrer que

X=X1+Xo= f/ u(z,0)p(x,0)dx,
R

ou X; = /]R/]R+ u(z, t)p(x, t)dtde et Xo = /]R - fl(u(z, b)) (z, t)dtde.

Analyse numérique II, Télé-enseignement, M1 223 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 27 septembre 2010



6.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

Calculons donc X7 et X5 :

“+o0 —+o0 —+o0 —+o0
/ / xtcptxtdtd:ch/ / :Etgatztdtd:rJr/ / u(z, t)i(x, t)dtdx

+oo T

Ug ( o(z, —) dx

g

Lﬂw@mm+éwﬁﬂﬂL; @myn+é

+oo T
— —/ u(z,0)p(x,0)dx + / (ug — ug)p(z, ;)dw.
R 0

/+°°/ flu)pe(x t)dxdtJr/O h (/G:m f(u)(z,t)gpz(;c,t)> dadt

—+oo
- / F(ug)plot, t)dt — / F(ua)plot, tydt.
0 0

De méme

En posant [u] = uq — ug et [f(u)] = f(uq) — f(ugy), on obtient :

x oo
X—i—/lRu(x,O)ap(x,O)dac = x,;)dw—/o [f (w)]p(at, t)dt
)

—+oo
[
0

+oo 400
| tetotodr— [ st o
0 0

On en déduit que
Xt [ (e, 0)p(a,0)dz = 05siafu] - [(w)] .
R

ce qui est vrai si la condition suivante, dite de Rankine et Hugoniot :

est vérifiée.

(6.4.34)

Voyons maintenant si v est bien solution entropique. Pour cela, on considére 7 € C* une “entropie", et ¢ € C*
le flux d’entropie associé, t.q. ¢ = 1’ f’. Le méme calcul que le précédent, en remplacant u par n(u) et f(u) par

¢(u) donne que :
/ /IR+ (z, )¢ (, t)dtd:c—i—/ /]Rqﬁ(u)(x,t)%(gg,t)dxdt
+o0

f@ﬂw@MWjA (a[n(w)] = [o(w)])e(ot, t)dt.
Pour que u soit solution entropique, il faut (et il suffit) donc que
a[n(w)] = [p(u)]
Il reste a vérifier que cette inégalité est vérifiée pour o donné par (6.4.34), c.a.d.

flua) — fluy)

Ug — Ug

(n(ua) = n(ug)) = ¢(ua) — ¢(uy)

(6.4.35)
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Ceci s’écrit encore :

(f (ua) = f(ug))(n(ua) = nlug)) < ($(ua) = ¢lug))(ua — ug)-
Cette inégalité est vérifiée en appliquant le lemme suivant avec b = uy > uq = a.

Lemme 6.30 Soient a,b € IR tels que a < b, soient f et n € C*(IR) des fonctions convexes et ¢ € C1(IR) telle

que ¢' =n'f', alors :
b b b
/ ¢ (s)ds(b — a)ds > / f’(s)ds/ n'(s)ds
Démonstration : On a

b b
/ ¢ (x)dz = / F (@) (@)de
b b
_ / £ (@) (@) — ' (4))dz + / @ (y)dz, Yy € R.

On a donc, en intégrant par rapporta y entre a et b :

oo [ " () = / b / " P @) () — o () dizdy + / ) / )y
//f ) —n'( dwdy—/ / f'ly — 1 (x))dxdy
et donc

oo [ b / " (@) = / b / (@) = £ @) () — o () dody + ( / b f’(x)dx> < / b n’(y(y)dy> |

Comme [’ et 7 sont croissantes, la premiére intégrale du second membre est nulle, et on a donc bien le résultat
annoncé. m

2. On vérifie facilement que la fonction u définie par (6.4.33) est continue sur IR x IR’ , et qu’elle vérifie u; +
(f(u))y = 0 dans chacun des domaines Dy, Do, D3 définis par

Dy ={t>0,z < f'(ug)t}, Do = {t >0, f'(ug)t <z < f'(ua)t} et Dg = {t > 0,z > f'(uq)t}.

Donc par le point 3 de la proposition 6.20 page 218, on sait que u est solution faible (mais attention, ce n’est pas
une solution classique car u n’est pas forcément C* sur IR x IR tout entier).

Soit 7 € C'(IR,IR) une entropie (convexe) et ¢ le flux d’entropie associé, comme u; + (f(u)), = 0 dans D;
pour i = 1 a 3, en multipliant par r’(u), on a également que (n(u)): + (¢(u)), = 0 dans D; pour i = 1 a 3. Soit
maintenant p € C} (IR x IR, IR ), on va montrer que

/ /]R+ (w,t)p¢(,t) dtd:z:+/ / (x,t)pq(, t)dzdtvL/IR??(uO(:r))cp(x,O)dz -0

(dans le cas d’une solution continue, I’'inégalité d’entropie est une égalité). En effet, en intégrant par parties les trois
termes précédents sur D1, D2, D3, comme on 1’a fait dans les questions 1 et 2, comme la fonction v est continue,
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les traces des fonctions sur le bord des domaines s’annulent deux a deux, et il ne reste donc que la condition initiale.
On montre ainsi (faire le calcul pour s’en convaincre. . .) que

/ /IR+ (2, ) (2, t)dtdz+/ o(u )(x,t)(%(x,t))dzdt/mn(uo(x))@(z,o),

ce qui prouve que u est la solution entropique.

6.5 Schémas pour les équations non linéaires

On se donne ug € L*(IR et f € C'(IR), et on cherche a trouver une approximation de la solution entropique
du probleme (6.4.17). On utilise les m&mes notations que pour le schéma (6.3.15). En intégrant 1’équation u; +
(f(w))z = 0 sur une maille K, on obtient, au temps t = ¢,,

/K» up(z, tn)dzdt + f(u(ig12,t)) — fu(@io1/2,tn)) = 0.

En utilisant le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation de la dérivée temporelle, et en notant f[", | /2 le flux
numérique, c’est a dire 1’approximation de f(u(z;41/2,t,)) on obtient le schéma numérique suivant :

n+1

hiu'il tflp = fap =0
(6.5.36)
uf = —/ uo(x)dx.
hi Jk,

Pour que ce schéma soit compleétement défini, il reste a préciser en fonction des inconnues discretes ;' . Un

premier choix possible est le schéma centré,

z+1/2

= )+ Sa)
i+1/2 = 9

dont on a vu qu’il est a proscrire, puisque, dans le cas linéaire, il est instable. Rappelons que dans le cas linéaire,
le choix décentré amont donne
si f(u) =u, [\, = fu}), et

si f(u) = —u, 12 = fluiyq).

Dans le cadre de ce cours , on va s’intéresser aux schémas les plus simples a trois points, c.a.d. que léquation
associ€e a I’inconnue v’ fait intervenir les trois inconnues discretes ', u}' | et u’, ;. Le flux numérique g s’écrit
sous la forme

fﬁu/z = g(uj, uiyy).
Pour obtenir un “bon" schéma, on va choisir un flux “monotone", au sens suivant :
Définition 6.31 On dit que qu’une fonction g définie de IR? dans IR est un flux monotone pour la discrétisation
de (6.4.17), si
1. g est consistante par rapporta f, c.ad. g(u,u) = f(u),

2. g est croissante par rapport a la premiére variable et décroissante par rapport a la deuxieme variable,
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3. g est lipschitzienne sur [A, B], on A = infg ug et B = supp uo.

Remarque 6.32 (Flux monotones et schémas monotones) Si le schéma 6.3.15 est a flux monotone, et s’il vérifie
la condition de CFL, on peut alors montrer que le schéma est monotone, c.a.d. qu’il s’écrit sous la forme :

n+1 __ n n n
ui™ = H (g, u; 7ui+1)7

ou H est une fonction croissante de ses trois arguments.

Cas ou f est monotone Pour illustrer le choix de g, supposons par exemple que f soit croissante. Un choix tres
simple consiste alors a prendre g(uj',uj, ;) = f(uj). On vérifie (exercice) que dans ce cas, les trois conditions
ci-dessus sont vérifiées, ce schéma est dit décentré amont. On vérifiera qu’on retrouve le schéma décentré amont
exposé dans le cas linéaire. De méme si f est décroissante on peut facilement vérifier que le choix g(u}', uj, ;) =
f(u?, ;) convient.

Schéma a décomposition de flux Le schéma a décomposition de flux, appelé aussi “flux splitting" en anglais,
consiste comme le nom I’indique a décomposer f = f1 + fo, 0l f; est croissante et fo décroissante, et a prendre
pour g :

g(ui uiq) = fi(ui) + fa(uiyr)

Schéma de Lax Friedrich Le schéma de Lax Friedrich consiste 4 modifier le schéma centré de maniére a le
rendre stable. On écrit donc :

1
guitsuiyr) = 5 () + flui)) + Dl —uiy)
ot D > 0 est il faut avoir D suffisamment grand pour que g soit croissante par rapport a la premiere variable et
décroissante par rapport a la seconde variable.

Schéma de Godunov Le schéma de Godunov ' est un des schémas les plus connus pour les équations hyperbo-
liques non linéaires. De nombreux schémas pour les systemes ont été€ inspirés par ce schéma. Le flux numérique
du schéma de Godunov s’écrit :

g(ui' uiy) = flwr(ui, uiy)) (6.5.37)

ot wr(uj, uj, ;) est la solution en 0 du probleme de Riemann avec conditions u', u}’, ; , qui s’écrit :

Uy + (f(u))z =0

ug =u; w<0
ug(x) =
ug =1uih, w>0

On peut montrer que le flux de Godunov (6.5.37) vérifie les conditions de la définition 6.31.

1. Sergei K. Godunov est un mathématicien russe né en 1929, membre de I’ Académie des Sciences russe, en poste au Sobolev Institute of
Mathematics, Novosibirsk, Sibérie
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Schéma de Murman Une maniére de simplifier le schéma de Godunov est de remplacer la résolution du pro-
bléeme de Riemann linéaire. On prend alors g(uj’, u, ) = f(wr(uf, uj, ;) ot wgr(uj, uj, ;) est solution de

ur + au, =0

uy <0
o) = uy x>0
i+1

Comme le probleéme est linéaire, la solution de ce probléme est connue : u(z, t) = ug(x — at). Le schéma est donc
tres simple, malheureusement, le schéma de Murman n’est pas un schéma monotone (voir exercice (69), car le flux
n’est pas monotone par rapport aux deux variables. De fait on peut montrer que les solutions approchées peuvent
converger vers des solutions non entropiques. On peut alors envisager une procédure “correction d’entropie"...

Théoreme 6.33 (Stabilité et convergence) Soir (u')iczz donnée par le schéma
nelN

WLy

h IT% + g(“?a“?—i—l) - g(u?—lvu?) =0

1
ud = e /}(1 uo(z)dx

On suppose que g est un flux monotone au sens de la définition 6.31. On suppose de plus que :

et ah < h; < h,Vi,

ah
E< —
— 2M 3
ou M est la constante de Lipschitz de g sur [A, B], et A et B sont tels que A < ug(z) < Bp.p.. On a alors
A <ul < Bpp., et |Jurg| < ||uollso- Sous les mémes hypothéses, si on note u i, la solution approchée définie
par (6.3.16), alors
wr i, tend vers u, solution entropique de (6.4.17) dans L}, (IR x R ) lorsque h (et k) tend vers 0.

loc
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6.6 Exercices

Exercice 58 (Probleme linéaire en dimension 1) Corrigé en page 239
Calculer la solution faible du probleme :

ur —2u, =0, € R,t € Ry
u(z,0) = { Osixz <0, (6.6.38)

1 sinon.
1.Tracer sur un graphique la solution at = O et a ¢ = 1, en fonction de z. Cette solution faible est-elle solution
classique de (6.6.38)?

2. Méme question en remplagant la condition initiale par u(z,0) = sin .
Exercice 59 (Probleme linéaire en dimension 2) Suggestions en page 239, Corrigé en page 239

Soit v € IR? et soit ug € C''(IR?,TR). On considére le probleme de Cauchy suivant :

ug + div(vu) = 0,
{ u(z,0) = uo(z), (6.6.39)

Calculer la solution du probléme (6.6.39) en tout point (z,t) € IR? x IR.
Exercice 60 (Schéma de Lax—Wendroff) Corrigé en page 239
Soit ug € C°(IR,IR) et T" > 0,et a > 0. On considére le probleme suivant :

Owu(z,t) + adyu(z,t) =0, z € R, t € 0,77, (6.6.40a)
u(z,0) = up(x). (6.6.40b)

Ce probleme admet une et une seule solution classique, notée u. On se donne un pas de temps constant k, avec
k= NLH (N € IN). On se donne également un pas d’espace constant h, et des points de discrétisation en espace,
(i)icz tels que ;41 — x; = h pour tout ¢. On pose t, = nk,pour n € {0,...,N + 1}. On cherche une

approximation de u(z;,t,) pourn € {0,...,N + 1} eti € Z.On pose A = 2£.
1. Montrer que la solution u de (6.6.40) satisfait :
Pour tout 7 € Z et pour toutn € IN,

1
w(zj, tne1) = u(zy, tn) — akdpu(xj, t,) + §a2k:26§zu(xj, tn) + k3c(k), avec e(k) — 0 lorsque k — 0,

(6.641)
et
U(Iﬂj,thrl) = u($j,1,tn) siA=1. (6642)
2. Montrer pourquoi I’égalité (6.6.41) suggere le schéma suivant, dit de Lax-Wendroff :
n+1 n n n n n n .
u§ ) = uE ) _ %)\(u§+)1 — u;_)l) + %)\Q(u;+)1 — 2u§» ) +u§_)1), j€Z,n>0, (6.643)
0) _ - e
u;’ =uo(vy); j € Z.

0
avec u§ ) =

A =1).

uo(z;) pour tout j € ZZ . Donner I’ordre de consistance du schéma (distinguer les cas A # 1 et
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3. On prend comme condition initiale u®(x) = €’P* pourp € Z fixé (avec i> = —1). Pour j € Z , calculer
(0)

J

la valeur u§1) donnée par le schéma (6.6.43) en fonction de u; ~ et en déduire le facteur d’amplification &,
tel que u§1) = fpu§0) .
Montrer que le schéma est stable au sens de Von Neumann sous condition de CFL.

4. Montrer par un contre exemple que si A # 1, le schéma n’est pas stable pour la norme L. [On pourra par

exemple prendre u§0) = 0 pour j < 0, u§0) = 1 pour j > 0, et calculer uél) et montrer ainsi que le schéma

est instable si A < 1, et chercher ensuite un contre-exemple pour le cas A > 1.]
Exercice 61 (Stabilité du schéma amont dans le cas linéaire) Corrigé en page 240

On considere le probléme hyperbolique linéaire (6.3.9), avec ug € L*(IR) N L°(IR), dont on calcule une solution
approchée par le schéma volumes finis amont (6.3.15). Montrer que ce schéma est stable pour les normes L', L?
et L°°, c.a.d. que la solution approchée satisfait les propriétés suivantes :

1. |\u7-7k(.,n)|\L1(R) < ||UO||L1(IR)7VTL S N,

2. lur k() L2y < lluollz2(w), Vn € N,

3. Jlur k(s n)ll e ) < lluoll Lo (r), Vn € N,
ou u j, désigne la solution approchée calculée par le schéma (voir (6.3.16)).

Exercice 62 (Convergence des schémas DFDA et VFDA dans le cas linéaire)
Corrigé en page 240

Soit ug € C*(IR,IR) et T € IR, . On suppose que ug, u(, et u( sont bornées (sur IR). On considere le probleme
suivant :

ug(x,t) +uz(x,t) = 0,z€R,te][0,T], (6.6.44)
u(z,0) = wup(x). (6.6.45)
T

Ce probleme admet une et une seule solution classique, notée u. On se donne un pas de temps, k, avec k = 77
(N € IN), et des points de discrétisation en espace, (z;);cz . On pose t,, = nk,pourn € {0,...,N + 1}, et
hi+% = Zi41 — T, pouri € ZZ .Onnote U = u(ty, ;) (pourn € {0,...,N + 1} eti € Z), et on cherche une

approximation de u;'.

1. Soient o, 3 € IR. On suppose que, pour un certain h € IR, ah < hi+% < Bh, pour tout i € ZZ.On
considere, dans cette question le schéma suivant, appelé DFDA (pour Différences Finies Décentré Amont) :

1
u;”' —u 1

~ + (uj —ui'q)

0,nef0,....N},ie 7z, (6.6.46)

u = w(xy),i € Z. (6.6.47)

(a) (Stabilité) Montrer que k£ < ah = inf(ug) < ul* < sup(ugp), Vn € {0,..., N+ 1}, Vie Z .

(b) (Convergence) Montrer que,si k < ah,ona:

sup |u) —uy| < CT(k+h), ¥n € {0,...,N + 1},
i€

ou C' ne dépend que de ug et 3.
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2. On suppose maintenant que z; est le centre de la maille M; = [z,_ 1, Ty |, pouri € Z .On pose h; =
Tyl =X L. Soient a, 5 € IR. On suppose que, pour un certain b € IR, ah < h; < Sh,pourtouti € Z .

On considere, dans cette question le schéma suivant, appelé VFDA (pour Volumes Finis Décentré Amont) :

ult Tt —qyn
I ) = 0ne {0, N} i€ Z, (6.6.48)
1
u) = —/ uo(x)de, i € Z. (6.6.49)
hi Jar,

(a) (Stabilité) Montrer que k£ < ah = inf(ug) < ul <sup(ug), ¥n € {0,..., N+ 1}, Vie Z.
(b) Etudier la consistance du schéma au sens DF.

(¢) (Convergence) On pose T; = u(ty, zH%). Montrer que, si k < ah,ona:
sup |uf! ~ 7| < Ci(k+h), ¥ € {0,...,N +1},
i€Z

ou C' ne dépend que de ug, 3 et T'. En déduire que :
sup |ul —ul| < Cao(k+h), ¥n € {0,...,N + 1},
i€Z

ou Cy ne dépend que de ug, BetT.

Exercice 63 (Eq. lin., sol. faible, conv. des schémas VFDA et DFDA, méthode VF)
Corrigé en page 242

Soit ug € L>(IR) N L*(IR) et T € IR . On considere le probleme suivant :

ug(x,t) +uz(x,t) = 0,z€R,te[0,T], (6.6.50)
u(z,0) = wup(x). (6.6.51)

Ce probleme admet une et une seule solution faible, notée «. On se donne un pas de temps, k, avec k = NLH (N €
IN), et on pose t,, = nk,pourn € {0,..., N + 1} ; On se donne des points de discrétisation en espace, (2;);cz
et on suppose que x; est le centre de la maille M; = [xi_%,xl,r%], pouri € Z.Onpose h; = x; 1 —x; 1 et
hi+% = x;41 — x;. Soient o, 5 € IR. On suppose que, pour un certain h € IR, ah < h; < Bh, pour tout: € Z .
On considere le schéma (6.6.48),(6.6.49) (schéma “VFDA").

1. (Stabilité L>°) Montrer que k < ah = |[u| < ||ug||o, Y € {0,....N + 1}, Vi€ Z.

2. Montrer que, pour toutn =0,...,N,onau} — 0 lorsque ¢ — +00 ou ¢ — —o0.

3. (Estimation “BV faible") Soient { > 0. Montrer que :

k<(1-{ah= >k —up)? < C(C uo),
n=0,....Ni€Z

ou C((, up) ne dépend que de ¢ et ug (multiplier (6.6.48) par ku[* et sommer sur ¢ et n.)

4. (convergence) On pose T = (M;);cz et on définit la solution approchée sur [0, T'] x IR, notée ur 1, donnée
par (6.6.48),(6.6.49), par ur (t,z) = ull,siz € M, ett € [tn, tnt1].
On admet que w7, — u, pour la topologie faible-x de L>°(]0, T[xIR), quand h — 0, avec k < (1 — {)ah
(¢ fixé). Montrer que u est la solution faible de (6.6.50)-(6.6.51).
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Remarque 6.34 (VF, DF et convergence forte) On peut montrer le méme résultat avec (6.6 46) au lieu de
(6.6 48). On peut aussi montrer (cf. la suite du cours. ..) que la convergence est forte dans L7, (10, T[<IR),
pour tout p < 0.

Exercice 64 (Construction d’une solution faible) Corrigé en page 245

1/ Construire une solution faible du probleme

u+ (u?)y =0
1 six <0
w(z,0) =ug(z) =¢ 1—2 siz€]0,1]
0 siz > 1

2/ Méme question (mais nettement plus difficile...) pour le probleme

ur + (u?)y =0
0 six <0
w(z,0) =up(z) =¢ 1—2 siz€]0,1]
1 stx > 1

Exercice 65 (Probleme de Riemann)

Soit f la fonction de IR dans IR définie par f(s) = s*. Soit ug et u, des réels. Calculer la solution entropique du
probleme de Riemann (6.4.30) avec données ug et ug4 en fonction de ug et ug.

Exercice 66 (Non unicité des solutions faibles) Corrigé en page 246

On considere 1’équation

ur + (u?), =0

(0, 7) = { ug siz <0 (6.6.52)
uqg stx >0
avec ug < Uq.

u(t,z) =uy sixz <ot
u(t,x) =uqg siax > ot
Vérifier que u n’est pas solution entropique de (6.6.52).

1. Montrer qu’il existe o € IR tel que si { alors u est solution faible de (6.6.52).

2. Montrer que u définie par :
u(t,z) =uy stz <2ugt

u(t,z) = 57 si2ugt <o < 2ugt (6.6.53)

u(t,x) =uqg st x> 2ugt

alors wu est solution faible entropique de (6.6.52).
Exercice 67 (Probleme de Riemann)

1. Déterminer la solution entropique de (6.4.30) dans le cas ou f est strictement concave.

2. On se place dans le cas ol f est convexe puis concave : plus précisément, on considere f € C2(IR, IR) avec
M) f(0) =0, f/(0) = f'(1)=0

(ii) Ja €]0, 1], tel que f est strictement convexe sur0, a[, f est strictement concave sur Ja, 1[.
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On supposera de plus uy = 1, ug = 0.

(a) Soit b I'unique élément b €]a, 1] tel que @ = f'(b) ; montrer que u définie par :
t,e)=1 siz<0

u(t,x)=¢& siz=f'(Ht b<€&<1

u(t,z) =0 sixz> f'(b)t

est la solution faible entropique de (6.4.30) (sous les hypotheses précédentes).

(b) Construire la solution entropique du probleme de Riemann dans le cas f(u) = u2+1(‘i+)2 etug, uqg €
[0, 1]. [Compliqué. On distinguera plusieurs cas. )
Exercice 68 (Stabilité de schémas numériques) Corrigé en page 246
Soient f € CY(IR, R) et ug € L°(IR). On considere le probléme suivant :
ug(x,t) + (f(u))g(x,t) =0, x € R, ¢t € [0,T], (6.6.54)
u(z,0) = up(x). (6.6.55)

On utilise ci dessous les notations du cours. On discrétise le probleme (6.6.54),(6.6.55) par I’un des schémas vu en

cours (“Flux-splitting", “Godunov", “Lax-Friedrichs modifié" et “Murman"). Montrer qu’il existe M (dépendant
de la fonction “flux numérique" et de wug) tel que k < Mh;, pour tout ¢ € Z , implique :
1. [Ju™ oo < [|u"| s pour tout n € IN.
2. (Plus difficile) > .. |u?f11 — Mt < Yicz iy — ui| pour tout n € IN. (Cette estimation n’est
intéressante que si ) ;. [uf, | — uf| < 0o, ce qui n’est pas toujours vrai pour ug € L>°(IR). Cela est vrai

N

si ug est une fonction a “variation bornée".)
Exercice 69 (Schéma de Murman) Corrigé en page 247

Soient f € CY(IR,IR) et ug € L>(IR). On suppose que A < 1y < B, p.p. sur IR. On s’intéresse au probleme
suivant :

ug(x,t) + (f(u)g(z,t) =0, z € R, t € Ry, (6.6.56)

u(z,0) = ug(x), x € R. (6.6.57)

Pour discrétiser le probleme (6.6.56)-(6.6.57), on se donne un pas d’espace h > 0 et un pas de temps £ > 0. On
pose M; =lih,ih + h[ et on note ul’ I’approximation recherchée de la solution exacte dans la maille M; a I’instant
nk. On considere le schéma de Murmann :

n+1_ n

hZT"’(H-%_fi—%):O’nE]N”LEZ’ (6.6.58)
1
u) = —/ wo(z)dz, i € Z, (6.6.59)
h Jar,

avec f' . = g(u, ufy,) etg € C(R x IR, IR) définie par :
g(a,a) = f(a)et, pour a # b,

g(aa b) =
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1. (Stabilité) Montrer qu’il existe M, ne dépendant que de f, A et B (on donnera la valeur de M en fonction
de f,Aet B)tq.pour k < Mh on ait :

(a) (Stabilité L>) A < u} < B,pourtoutn € INettouti € 2,

(b) (Stabilité¢ BV) 3", 5 [ult —ul ™| <37, 5 [uly — ul?| pour tout n. € IN. (Cette estimation n’est
intéressante que si .., |uf,; — uf| < oo, ce qui n’est pas toujours vrai pour ug € L>(IR). Cela

P13

est vrai si ug est une fonction a “variation bornée".)

2. On prend, dans cette question, f(s) = s2.

(a) (Non monotonie) Montrer que si A < 0 et B > 0, la fonction g n’est pas “croissante par rapport a son
premier argument et décroissante par rapport a son deuxiéme argument" sur [A4, B]?.

(b) (Exemple de non convergence) Donner un exemple de non convergence du schéma. Plus précisément,
donner ug t.q., pour tout 4 > 0 et tout & > 0, on ait u? = u pour touti € Z et pour tout n € IN
(la solution discrete est donc “stationnaire") et pourtant u(.,T") (u est la solution exacte de (6.6.56)-
(6.6.57)) est différent de ug pour tout 7" > 0 (la solution exacte n’est donc pas stationnaire).
3. (Schéma “ordre 2", question plus difficile) Pour avoir un schéma “plus précis", on pose maintenant p}' =
(u?!rl —ui 92 Uiy, —ug 92 ui —u
2 ’ ’

- ;=) et on remplage, dans le schéma précédent, f . = g(u’, u, ;)
2
par Z.”Jr% = g(ui + (h/2)p}, vy — (h/2)p} ;). Reprendre les 2 questions précédentes (c’est a dire :

minmod

“Stabilité L°°", “Stabilité BV", “non monotonie" et “Exemple de non convergence").
Exercice 70 (Flux monotones)

Soient f € CY(IR,IR) et ug € L*(IR); on consideére 1’équation hyperbolique non linéaire (6.4.17) qu’on rap-
pelle :

u(xz,0) = up(x).
On se donne un maillage (Jz;_1/2,¥it1/2[)icz de R et k > 0 et, pouri € Z , on définit une condition initiale

1
approchée : u? = w /uo(x)dx, avec hi = 4172 — Ti—1/2-

(2
Pour calculer la solution entropique de 1’équation (6.4.17), on considere un schéma de type volumes finis explicite
a trois points, défini par un flux numérique g, fonction de deux variables.
n+1

1. Ecrire le schéma numérique (i.e. donner I’expression de '~ en fonction des (u}");cz ).

K2

2. On suppose dans cette question que le flux g est monotone et lipschitzien en ses deux variables, c.a.d. qu’il
existe M > 0 tel que pour tout (z,y, 2) € R, |g(z, 2) — g(y, 2)| < M|z —y| et |g(x,y) — g(x,2)| < M|y — z|.
Montrer que le schéma numérique de la question précédente peut s’écrire sous la forme

n+1 __ n n n
ul™" = H(ujq,uj auiJrl)

ou H est une fonction croissante de ses trois arguments si £ satisfait une condition de type £ < C'h; pout tout 7, ou
C est une constante a déterminer.

3. Montrer que si la fonction g est croissante par rapport a son premier argument et décroissant par rapport au
second, et si a,b € IR sont tels que a < b, alors g(a, b) < g(§, &) pour tout £ € [a, b].

4. En déduire que si le flux g est monotone, alors il vérifie la propriété suivante :

g(av b) < minse[a,b] f(S) sia <b

2
V(a,b) € R, { g(a,b) > max,cpa ) f(s)sia > b.
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5. Soit g un flux monotone qui est tel que pour tous a, b € IR, il existe u, , dans I'intervalle d’extrémités a et b, tel
que g(a,b) = f(uq,p). Montrer que

2 [ 9(@) = min,cius () sia < b
V(a,b) € R7, { g(a,b) = max,ep, o) f(s) sia > b.

Exercice 71 (Schémas pour les problemes hyperboliques)

Soient f € C*(R,IR), T > 0etuy € L*(IR) N BV(IR); on cherche une approximation de la solution de
I’equation hyperbolique avec condition initiale :

wa(,t) + (f@)alet) = 0,2 €R, 1€ [0,T), (6:6.61)
u(z,0) = wup(x). (6.6.62)

On note h (resp. k = ﬁ) le pas (constant, pour simplifier) de la discrétisation en espace (resp. en temps), et u;' la

valeur approchée recherchée de u au temps nk dans la maille M; = [(i — )k, (i + 3)h], pourn € {0,..., N+1}
etv € Z . On considere le schéma obtenu par une discrétisation par volumes finis explicite a trois points :

w1 .
17117( N1 fly) = 0ne{0... N+1} i€ Z, (6.6.63)
1
w = - / ug(x)dz, (6.6.64)
h ),

avec fﬁr% = g(ul',ul ), ot g € C(R,IR).

1. Montrer que le schéma (6.6.63),(6.6.64) possede la propriété de “consistance des flux" ssi g est telle que :

g(s,8) = f(s), Vs € R. (6.6.65)

2. Montrer que le schéma, vu comme un schéma de différences finies, est, avec la condition (6.6.65), d’ordre 1
(c.a.d.que I’erreur de consistance est majorée par C'(h+k), ot C ne dépend que de f et de la solution exacte,
que I’on suppose réguliere). Montrer que si le pas d’espace est non constant, la condition (6.6.65) est (en
général) insuffisante pour assurer que le schéma (6.6.63),(6.6.64) (convenablement modifié) est consistant
au sens des différences finies, et que le schéma est alors d’ordre 0.

3. On étudie, dans cette question, le schéma de Godunov, c.a.d. qu’on prend :

g(ug’ uq) = f(uugyud(oa t))v

ou Uy uy €St la solution du probleme de Riemann :

u(x,t) + (f(u)z(z,t) = 0, (z,t) e R x R4 (6.6.66)
u(z,0) = wugsiz <O, (6.6.67)
u(z,0) = wugsiz>0. (6.6.68)
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(a) Montrer que le schéma (6.6.63), (6.6.64) peut s’écrire :

nH = u + C(uj! Ujp1 — ui') + Di(ui_y —ug),

kf( ) (uz7uz+1) kg( U;_ 1, U 7)_.]((’“’?)

:C; = >0etD; = > 0.
e h ui g —ug =0° h ui ) —u B
(b) On pose A = ||ug|locs M = sup |f'(s)|, et h le pas (constant) d’espace. On suppose que & et h
se[—A,A]l=
vérifient la condition de CFL : N
k< —
- 2M
On note u™ la fonction définie par : u"™(z) = (ul') si x € M, ; montrer que :
— Stabilité L= : [|[u" oo < [[uloo(L ... < [|u¥]|00),Vn € {0,..., N +1}. (E1)
— Stabilité¢ BV : [[u" gy < |lu™]|sv(< ... <||u®||sv),Vn € {0,...,N +1}. (E2)

On rappelle que, comme u,, est une fonction constante par morceaux,on a :
n _ n n
[u"lBv = E iy — ui'|
i€Z

(c) Remarque : on peut montrer (ce n’est pas facile) que si on a la condition “CFL" le schéma de Godunov
converge.

4. On suppose maintenant f(u) = au, a € IR, et on prend g(A, ) = K (schéma centré).

Montrer que pour tous k, h > 0, les conditions (E'1) et (E2) sont fausses, c.a.d. qu’il existe uo(€ L>*NBV)
tq. [[utfloo Z [[uolloos et lurll By £ fluoll By
5. On étudie maintenant un schéma de type “MUSCL", i.e. On prend dans le schéma (6.6.63) fﬁrl = f(ul +
2

%p?),ou
et . N
. o min(|ufy —ui |, 4lufyy —ufl 4uf — ), ov el = sign(ufy, —uf ;)
P = sisign(uf,; —ujl ;) = sign(uf,; —uj) = sign(uy —u )
0 sinon.

(a) Montrer que 7 (f" —fl s ) est une approximation d’ordre 2 de ( f (u ))I (7,t,) aux points ot u € C?
et u, # 0.

(b) Montrer que sous une condition de type £k < Ch, ot C' ne dépend que de ug et f, les conditions de
stabilité (E1) et (F2) sont vérifiées.

Exercice 72 (Eléments finis pour une équation hyperbolique)

Soit f € C*(IR,IR), up € C(IR) t.q. ug bornée ; on considére la loi de conservation scalaire suivante :

ou 0

Fr — (=, t)—l—%(f(u))(x,t) =0,z €R,te Ry, (6.6.69)

avec la condition initiale :
u(z,0) = up(x). (6.6.70)

On se donne un pas de discrétisation en temps constant k, on note ¢, = nk pour n € IN, et on cherche a approcher
u(.,t,). On note u(™ la solution approchée recherchée.
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1. Montrer qu’une discrétisation par le schéma d’Euler explicite en temps amene au schéma en temps suivant :

1 0
(n+1) (n) (n) — *
—k(u —Uu )—l——(f(u ))(x)—O,xelR,nelN , (6.6.71)

u®(z) = uo(x). (6.6.72)

On cherche a discrétiser (6.6.71) par une méthode d’éléments finis. On se donne pour cela une famille de points
(xi)iEZ CIR,avecz; < Tit1-
2. On introduit les fonctions de forme P, notées ®;,7 € ZZ, des éléments finis associés au maillage donné par

la famille de points (z;);c z ; on effectue un développement de Galerkin de u(™ sur ces fonctions de forme dans
(6.6.71) et (6.6.72) ; on multiplie 1I’équation ainsi obtenue par chaque fonction de forme, et on approche le terme

fQ ez ugn)tl) pard e, f (ugn) )@, et on integre sur R . Montrer qu’on obtient ainsi un systeme d’équations
de la forme :

u(n-l—l) B u(n)

> Qi =+ ST bty =0, i€z, neN". (6.6.73)
JEZ JjEZ
ud = wu(x;) i € Z. (6.6.74)

(les a;,j et b; ; sont a déterminer).

3. On effectue une “condensation de la matrice de masse", c.a.d. qu’on remplace les a; ; dans (6.6.73) par a; ; avec
a;; =0sii# jeta;; = > jez i Montrer que le schéma ainsi obtenu est identique a un schéma volumes
finis sur le maillage (K;)icz ot K; =|x;_1/2, %it1/2[, Tit1/2 = (i + x441)/2, avec approximation centrée du
flux.

4. Montrer que ce schéma est instable, dans un (ou plusieurs) sens a préciser.

5. On remplace le flux numérique centré F; /o du schéma volumes finis obtenu a la question 3 par G, 1/ =
Fit1/2 + Dipa /g(ugn) — UEZ)1)~ Montrer que I’approximation du flux reste consistante et que si les D; /o sont
bien choisis, le nouveau schéma est stable sous une condition de CFL a préciser.

On considére maintenant la méme équation de conservation, mais sur IR? (avec f € C*(IR,IR?), up € C(IR?),
bornée.

wg(z,t) + div(f(u))(z,t) =0, z € R?, t € Ry, (6.6.75)

u(z,0) = up(x). (6.6.76)

Soit 7 un maillage en triangles de IR %, admissible pour une discrétisation par éléments finis P; . Soit S I’ensemble
des noeuds de ce maillage et (®; ) jes la famille des fonctions de forme éléments finis bilinéaires P; . En conservant
la méme discrétisation en temps, on cherche une approximation de w(., ¢,,) dans I’espace engendré par les fonctions
D;.

J

6. Montrer qu’en suivant la méme démarche qu’aux questions 2 et 3, on aboutit au schéma :

(nJrl) _ (n)
%/ @i()dr — > ") / ;(2)VP;(z)dz = 0,n € N 6.6.77)
IR2 IRZ

JjES
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7. Montrer que ce schéma peut encore s’écrire :

u(n+1) o u(n)
- / ®;(x)de + Y E;; =0, (6.6.78)
k ]I{Q ]ES ?

avec

By = 5 (™) 4 1) [ (@:()V5(0) - () Vi (a)da,
RQ

Montrer que ce schéma est instable.

8. Dans le schéma (6.6.78), on remplace E; ; par

Ef; = Eflj + Dij(ufl —uf),

ou D; ; = Dj; (pour que le schéma reste conservatif). Montrer que pour un choix judicieux de D; ;, le schéma
ainsi obtenu est a flux monotone et stable sous condition de CFL.
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6.7 Suggestions pour les exercices

Exercice 59 page 229

Chercher les solutions sous la forme u(x, t) = ug(x — vt).

6.8 Corrigés des exercices

Exercice 58 page 229

1. En appliquant les ré’sultats de la section 6.2 page 208, la solution faible du probleme s’écrit u(x, t) = uo(x+2t),

pourz € IR, ett € R4, c.ad.
0, siz < —2t,
{ u(z,t) = { Lsiz> ot (6.8.79)

La représentation graphique de la solutionat = O etat = 1, en fonction de z est donnée en Figure 6.7. Cette

pou@) pou@)

FIGURE 6.7 — Représentation graphique de la solution

solution faible n’est pas solution classique de (6.8.79) car elle n’est pas continue, donc ses dérivées en temps et
espace ne sont pas définies partout.

2. Dans le cas oll ug(x) = sinz, la solution faible du probleme s’écrit u(x,t) = sin(z + 2t), pour x € IR, et
t € R4, et cette solution est réguliere, donc solution classique.

Exercice 59 page 229

Pour (z,t) € IR? x IR, on pose u(z,t) = ug(z — vt). Comme ug € C'(IR,IR),onau € C'(IR?* xR, IR) ; on
peut donc calculer les dérivées partielles de « par rapport a au temps ¢, qu’on notera Jyu et par rapport aux deux
variables d’espace x; et z3, qu’on notera Oy u et dau. On a : dyu(x,t) = Vuo(x — vt) - v. Or div(vu) = v - Vu
car v est constant, et Vu = Vug. On en déduit que u.(z, t) + div(vu)(z,t) = 0, et donc u est solution (classique)
de (6.6.39).

Exercice 60 page 229

Corrigé en cours d’élaboration
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Exercice 61 page 230 (Stabilité du schéma amont dans le cas linéaire)

On considere le probléme hyperbolique linéaire (6.3.9), avec ug € L*(IR) N L°(IR), dont on calcule une solution
approchée par le schéma volumes finis amont (6.3.15). Montrer que ce schéma est stable pour les normes L? et
L°°, c.a.d. que la solution approchée satisfait les propriétés suivantes :

L flur k(s n)lz2@) < lluollz2w), Vn € IN,

2. HUT,k(-zn)HLDO(IR) < ||UO||Loo(]R),V7’L € IN,
ou uT ; désigne la solution approchée calculée par le schéma (voir (6.3.16)).
Le schéma (6.3.15) s’écrit encore :

hi(uf ™ =) = k(uf — ).

Multiplions par u?**. On obtient :
K3 3

1 1 1
Sha(u = ) SR = Sha(ul)? R =) = ) R (= ) =0,

Exercice 62 page 230

1.a) Le schéma numérique s’écrit :

ul (6.8.80)

Comme k < ah < h;_1 ona € [0,1] On a donc

j— 1
T3

min(u, uf' ;) < uf ™t < max(uf, ul )

d’otli on déduit que

m]m(u?) <ottt < mjax(u?), Vie Z,

puis, par récurrence sur 7, que
inf up < < supug Vi € Z , VnnIN.

1.b) Par définition de I’erreur de consistance, on a :

3

—n-+4+1 —
uv+7u

R ue (x4, tn) + R}

k 20
u; —u

|

3
3

, ou | B[ < Jluge[| ook,
= = ug (i, tn) + ST, |SP| < [Juzalloch-B

S
S

En posant ej* = uj' — u;*, on a donc

entl _en 1
L (e~ ely) = R+ 87 < Cluo, BB+ )
avec C(upf) = ||uflleo max(8,1), car (u(t,z) = ug(x,t)) et donc |[ust|loc = ||tzzllcc = [Jufllcc. On pose

C(uo, 8) = C, on obtient alors

=3

k k
et =[1- el + el 1+ Ck(h+k)
‘ h h;_1
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donc sup ler ™ <s

J

up |e7| + Ck(h + k). Par récurrence sur n, on en déduit

CHAPITRE 6. PROBLEMES HYPERBOLIQUES
sup lej'| < Ckn(h + k) etdonc sup |e}'| < CT(h+k)si0 <n < N +1, o (N + 1)k ="T.
2.a) On ainfug < u? < sup ug puis, pa récurrence :

k
U?H =(1
Comme k < ah < h; on en déduit comme en 1) a) que :

k
L VU A
hi )uz + hiu171
inf(ug) < ul' < sup(up).
2.b) Consistance
artt —ap
e = (i ) + B R < luee| ook
mais
at — il a? —ul  hi_y hi_1
= e ug (s, t) + ST, avee ST < [tgs oo B,
hi hi_1 hi h
donc
altt —ar ar—ul, i1
. s + = (ut+um)(z17tn)+R;n+S;n 2 +T’ina
k hi hi
h, 1
= R} + S;'——= + 17,
avec :
|| < el ook,
hi_1 Bh
e [CIE I
i

2
—Bh = — Tx ooh;
2 = g
hi_1 — b

c¢) Convergence. On a

hi—1 —h;

Uy (T4, 1) — .
En prenant par exemple un pas tel que h; = h si i est pair et h; = h/2 si i est impair, on voit 7} ne tend pas vers
0 lorsque h tend vers O ; le schéma apparait donc comme non consistant au sens des différences finies.

2h;
att —ar
e = ue(@iggy ta) + B R < flusefl ook
uj — Uiy
h;
donc, avec f]' = ul’ —ul

n+1 k n n k n n

[T = (1*E)fi +fi—1(ﬁ)+k(5i + R})
On a donc : )

sup [fH < sup | £+ E|lug lloo(k + BR)

<sup|f'| +kCi(k + h)
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et par récurrence sur n

sup | f'| < Cink(k + h) + [lug|loohB

carsup | f{| < ||luplloohB. D’oti on deéduit que
i

sup [fi'| < CiT(k+ h) + [[ugllcBR
< Co(k+h), 0<n<N+1.

avec Oy = C1T + B|ufllco Il reste a remarquer que |al* — @?'| < |Jug||oo /B pour avoir

sup [u; —u;'| < C3(h+ k)  avec
Cs = Cy + Blluglloo = 14 llco max(8, 1)T + 23] ug|co-

Exercice 63 page 231

n+1
4

1. On remarque d’abord que [u?] € [—||uo]|oo, [|u0]|s]- On a vu & la question 2) a) de I’exercice 62 que u

[wll, ul {[ ou [ul 1, ul]. On en déduit par une récurrence sur n que ul’ € [—||uol|co, [|2ol|so] Vi,Vn > 0.

S

2. 0On va utiliser le fait que ug € L? et montrer la propriété par récurrence sur n. Pour n = 0,on a :

7

J"i,l 1
[ud|? < / ’ (uo(z))deE — 0 lorsque i — +00 (6.8.81)
T 1

=g

x+n
En effet, comme uol[, 4y — Opp, Uoljzoqn < uo € L? donc/ |ug|*dz — 0 lorsque © — +00 par
xr

convergence dominée, pour tout > 0. De plus, h > ah(= hi < ﬁ), d’olt on déduit que (6.8.81) est vérifiée.

On conclut ensuite par une récurrence immédiate sur n, que :
lu 1| < max(|u?||u ;|) — 0 quand i — +o0. (6.8.82)
N
2. On veut montrer que Z Z k(u —ul" )? < C(¢,up). On multiplie le schéma par kul’, on obtient :
n=0i€Z
hi(u ™ — i )ul! + (uff = uf )k =0,
ce qu’on peut réécrire :

h [Ju?“—u?)? ()2 <u;ﬂ>1+k[<u?u?l>2 (w)? ()’

5 T Ty

Comme [u ™' — ul'| = E|u? — ul' |, ceci s’écrit aussi :
k
R(L = 3o) (0 = i y)? o+ ha(u] ™) = hi(u})? + k(u)? = k(uy)? = 0,
T
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k

etcomme - < 1 —(,onadonc 1~ > et Clul —ul1)? 4 hi(uf™)? = hi(uf)? + (uf)? = (uf-;)*> < Oen

sommant pouré € {—M,...,M},eth € {0,..., N}, on obtient alors :

M

M M N N
¢ Z Dot —uwty)? +ahy (uh)? =B8R (Wl )? < Y ()

=—M n=0 n=0 n=0 i=—M
En remarquant que

/{JZ(U Zh )? < uol3

i=—M
(voir (6.8.81)) et que u” ;, — 0 qd M — oo (voir (6.8.82)), on en déduit

Ck Z Z 2 < uoll3,

i=—oo n=0

2
donc C = % convient.
3) (Convergence) Pour montrer la convergence, on va passer a la limite sur le schéma numérique. On aura pour
cela besoin du lemme suivant :

Lemme 6.35 Soit (uy)new une suite bornée dans L*°(IR). Si u,, — u dans L>(IR) pour la topologie faible
lorsque n — 400, (c.a.d

/]Run(:c) (z)de —— | u(z)p(x)dr, Yo € L'(IR),

n—-+oo R

et v, — vdans L' lorsque n — 400, alors

/un(ac)vn(x)dx —— | u(z)v(x)d.

n—-+oo

Démonstration :
| / tn ()0 () iz — / w(@)o(@)dz] < lunlloolln — vl + | / wn ()0 (z)dr — / u(@)v(z)dz]
< Cllun — vfl1 +| /un(x)vn(x)dx - /u(x) (2)dz| —— 0,

n—-+o0o
car (), est bornée dans L>°. L]

On multiplie le schéma numérique par k¢, ¢ € C°(IR x [0, T[) et ¢ = ¢(z,t,), et en somme sur i et n (toutes
les sommes sont finies, car ¢ est a support compact) ; on obtient :

)IPILAELIVIENS ) yEREREE

1€Z nelN 1€ Z n=1

Comme ¢} =0sin>N+1,ona:

N
SO hau(er Tt =) Zuos&?h + )Y (er — e ulk =0.

i€ n=1 i€z n

Or:
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¢ Z “09"% - Z/ HZ x)po(x;)dx —> /UostUU (avec g = (.,0))

IEZ

car Zsﬁo i)z, L7 (p(., 0) dans L' quand h — 0.

n—1

¢ =Y 3 hupfi—F 2 / / wr b rdwdt. Soit
1€Z n=1 Ry
ot — o
Uz, =) Z S | Y LT NCREDIAE
1€Z n=1 2 2
n 1 go”

En effet, pourz € Rett > 0, | = = (@, )] < koo st (@,1) €lz;_1, 21 [x[nk(n + 1)k,
pour n > 1. On a donc donc ¢, — ¢, p.p. sur IRx]0,T[, De plus, et (7 x| < |[¢t]lccli si Bh < 1,00
K =[-a—1,a+ 1] x [0,T], et a est tel que ¢ = 0 sur ([—a,a] x [0,T])° Donc, par convergence dominée,
Y7k — —¢ dans L1 (IR x]0, T[) lorsque k& — 0. Comme w7 j converge vers u dans L'n fty faible %, on en
déduit par le lemme 6.35 que :

/ / ur (2, )1 K (x, t)dedt — = / / u(z, t)pr(x, t)dadt.
R h,k—0 Ry JR

o = 30 H P = Y S ke )

1€Z nelN 1€Z nelN
= Z Zk%el(U?* uiq) + Z Z (o7 — i )( 1) =Ty + T, avec:
i€ neN i€Z nelN
90 1
*T4f22kh —_— = //uTk x)x7k(z)dx ot
,% 904’,2
XTk = h SllI'] Ti1,Tiq 1 [X]tnvthrl[;

etdonc x7x — —p, dans LY (IR x]0, 1[) et Ty — —//u(:c)apz(x)dxdt lorsque b — 0,

My N N Ms
x Ty < Z Zkﬁhﬂapzﬂw u; —ul ) < BEh||pelso Z Z ul —ul ) si fh <1, 00 My et M sont tels
i=M n=0 n=0i=M

quei & {M,..., M} :]xifé,xiJr%[C [—a,a]® et o = 0sur ([—a,a] x [0,T])¢. On a donc :

My N N M,
Ts < Bhhllea (D Y (i —uf )20 Y DY
i=M; n=0 n=014i=M,

< Bkh|palloo Y2 (X0 iy, DY,
< BVER||pellov/e VN F1yMy — M, (My — My)ah < 2a.

< BVEB||@allooV/elE 22 = Blltby oo Ve LEVE
— 0 quand h — 0.

On en déduit que T3 — — [ [u(x)py(z)dz quand b — 0.
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Comme 7% + 1> + T3 = 0, on a donc

/]R/]R+ U(x7t)(pt(x;t)d$dt+/lR/]R+ u(x,t)goz(x,t)d:cdt+/]Ru0(x)@($,.)d$:0

et donc wu est solution faible de (6.6.50)-(6.6.51).

Exercice 64 page 232

1/ Dans le premier cas, la solution est facile a construire par la méthode des caractéristiques, pour tout ¢ < 1/2.En
effet, les droites caractéristiques sont d’équation : x(t) = 2ug(zo)t + o, ¢’est-a-dire

2t + xq, sixzg < 0,
x(t) = 2(1 — xo)t + xg, Sz E]O, 1[,
Osixg>1.

Les droites caractéristiques se rencontrent a partir de ¢ = 1/2, il y alors apparition d’un choc, dont la vitesse est
donnée par la relation de Rankine—Hugoniot :

o(ug —uqg) = (ui —u3), etdonc o = u, + ug = 1.

La solution entropique est donc :

1 1 1
1sit<§etz<2tousit>§etz<t+§,
u(xz,t) =

x—1
2t—1

Osit<%etz>1ousit>%etx>t+%.

2/ On pourra montrer que la fonction définie par les formules suivantes est la solution pour ¢ < % (c’est-a-dire avant
que les droites caractéristiques ne se rencontrent, la solution contient deux zones de détentes).

. 1
u(z,t) =0, siz <0, t<§,

1
u(z,t):%, si0 < <2t t<§,

1—=x 1

t) = ——, si2t 1, t< =
u(z,t) T S <z <l, <27
T — . 1
u(x,t):T, 511<x<1+2t,t<§,

. 1
u(z,t) =1, sil+2t <z, t<§.

Ent = %, on pourra vérifier qu’un choc apparait en z = 1 et se propage a la vitesse 1. On obtient alors pour ¢ > %
la solution suivante :

1
u(z,t) =0, six <0, t>§,

1

T . 1
u(x,t):§, 510<x<§+t,t>§,
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-
e —
u(@, t) = —

T 1
,Si§+t<$<1+2t,ﬁ>§,

. 1
u(z,t) =1, sil+ 2t <z, t>§.

Remarquons que, bien que la solution initiale soit discontinue, la solution entropique est continue pour ¢ €]0, 1/2].

Exercice 66 page 232

1. La question 1 découle du point 1 de la proposition 6.29 page 223 (il faut que o satisfasse la condition de
Rankine—Hugoniot.
2. La question 2 découle du point 2 de la proposition 6.29 page 223.

Exercice 68 page 233

Les quatre schémas s’écrivent sous la forme :

uftt =y — h_(g(uz suiy) — 9wy ug')) + ?(g(uiflaui ) —g(ui i)

soit encore
n+l _ n n(. n n n( n n
upm = w4+ O (uiyy — ') + D (uiy — ug),

kE g(ul’,ul') — g(ul, u!
cr = _g( o) — g(ui, uil ) siug # iy, (0 sinon )
h; u g —uf
kog(u® ;,u?) — g(u, ul? . .
D?——g( 1—1 z) g( 7 z) Slu?#U?Jrl(OSann)
h; ui'_ g — g

On suppose que A < ug < B p.p. et on remarque qu’il existe L € IR ; tel que :

|g(a7b) 7g(aac)| < L|b*C|,

lg(b,a) — g(c,a)| < L|b— ¢l } Ya,b,c € [A, B]

(On laisse le lecteur vérifier qu’un tel L existe pour les 4 schémas considérés).
1) Dans le cas des 3 premiers schémas (FS, Godunov et LFM), la fonction g est croissante par rapport au ler
argument et décroissante par rapport au 2eme argument. Donc si v} € [A, B],Vi  (pour n fixé), on a C* >

0 D! > 0.Enprenant 2k < Lh; Vionaaussi: C}', D} < 3 et donc u?“ est une combinaison convexe de
w; g, ug o done ul™ € [A,B] Vi (etaussi |u"||o < ||u"]|o0). Par récurrence sur n on en déduit :

n . . . L

ul € [A,B] Vi,Vnsik < uh;Viavec M = 5

Dans le dernier cas (Murman), on a
b) — b) —

o0.0) = j(@ i LOLD 0 0 z0), g0,0) = sy s D=1

i) = Flud) >0,0na :g(ul,ul",) = f(u"),donc CI = 0.

n o _,mn
Uiy — Uy

<0 (a#b)etg(a,a)= f(a).

Si
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ut ) — f(ul —f(ul " 1
Si % <0,ona:g(ui,ui,,) = f(uj,),Cl = % >0,etC;" < 5 sik < Mh; avec
i+1 T Y ¢ ‘

L
M = 3 (L estici la constante de Lipschitz de f).

Le méme calcul vaut pour D} et on conclut comme précédemment car

wh = (1= CF = D) + Clulyy + Diul,

2) On reprend la formule de 1) et la méme limitation sur k (pour les 4 schémas). On a :
“?:11 = uiy + Oy (uipo — uiyy) + Dty (uf! — il y)

up™h = uf + OF (uiyy — upt) + DY (uiy —uff)

et donc, en soustrayant membre a membre :

u?fll - U?H = (uiy — ') (1= CF = D'y q) + Cl g (uityg — iy y) + D (w) —ui'y)
>0 >0 >0

Par inégalité triangulaire, on a donc :
|n+17 n+1|<|n f”|(1,C”7 n)+cn|n _.n |+Dn|nin
Uipy — Uy > Ui — Yy i i+1 i+1 Wiy — Ujqy i (W — Uj_g
Sommons alorsentre t = —P a P :

P P P P
Sfur =t < > fulyy — | = YD O fulyy — |+ YD Oy [uly —

i=—P i=—P i=—P i=—P
P

P
- Z Dy ufyy — i + Z D} |uf —ui .
i=—FP i=—P

En regroupant :
P P
n+1 n+1 n n n n n n n n
E lup —uf ™ < E [uity = uf| + Chyy |upgo — upg| + D2p Julp —up_y].
i=—P i=—P

OrC3,, €0,1]et D™ € [0,1] donc

P P+1 +00
STuptt —upt < >0 fuly — P <> |ultyy —
i=—P i=—P—1 i=—o00

I1 ne reste plus qu’a faire tendre P vers +oo pour obtenir le résultat.

Exercice 69 page 233

1) Cette question a été complétement traitée dans 1’exercice 68.

Les estimations sont vérifiées avec M = 2" ou L est la constante de Lipschitz de f sur [4, B].
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f(0) = fla)
b

— — - a —
a) Soit b €]0, B,a €]A,0[ tel que b+ a > 0, (par exemple : @ = —5,b = e avec 0 < e < min(—A, B)). Soit
o €]0,a+ b[. Poura € [a — o,a+af,onab+a > 0,etdonc g(a,b) = f(a) = a®, ce qui prouve que sur
I’ensemble [@a — o, a + «] x {b}, la fonction g est décroissante par rapport a a.

—lsurlR_ g
. o L o_ | +1sie>0
b) Soit n ug définie par : ug = { de sorte que u; = { 1sii<0

2) Remarquons que si f(s) = s? alors =b+a.

+1sur R4
Comme f(uY) =+1 Vionau! =u) Vietdoncul =u) pour tout i et pour tout n. Par une récurrence facile,
la solution approchée est donc stationnaire. La solution exacte n’est pas stationnaire (voir proposition 6.29, cas ol

f est strictement convexe et u, < uq).

Exercice 70 page 234 (Flux monotones)

1. Le schéma s’écrit : ul ™" = ul! — 2 (g(ul,uly ;) — g(ul, u?_,))
2.
uy) = ui + O (i —uf) + D (uily —ut)
= (O D+ P 4 D
h; u o ut — u oyt . .
avec C]' = hi g zil) gEl ) siuf,; # ul (et 0 sinon)
k ul — uf
h; gul*,ul ) — glul,ul) . .
et DI' = hi gluiy uiyy) — 9wt ui) siul' q # uj (et 0 sinon)

k U — U
Remarquons que C* > 0 et D}* > 0 car g est monotone. On en déduit que H définie par
H(uiy,uiyuiyy) = (1= CF = Di)ui + Cluilyy + Dituiy

est une fonction croissante de ses arguments si 1 — C" — D' > 0, ce qui est vérifié si k < 2’3(4 pour touti € Z .

3.Comme a < £ g(a,b) < g(&,b),etcomme < b, g(§,0) < g(&,§).

4. D’apres la question précédente, si a < b,onabien g(a,b) < min{g(&, ), & € [a,b]},etcomme g(&, &) = f(£),
on a le résultat souhaité.
Sia > b, alors on vérifie facilement que : g(a,b) > g(&, &) pour tout € [b, al, ce qui prouve le résultat.

g
5. Comme g(a,b) = f(ua,p),onaminger,y f(s) < gla,b)sia < betg(a,b) < maxgepq f(s)sia>b. Ona
donc égalité dans les inégalités de la question 3.
2. Montrer que sous une condition a préciser, le schéma peut s’écrire sour la forme
uptt = Hu oy uf ufy)

1—1>

ou H est une fonction croissante de ses trois arguments.
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