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Exercice 1. Lois de Poisson. On rappelle que X suit une loi de Poisson (1) (1 > 0) ssi
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Montrer que si X1,X5 sont des variables aléatoires indépendantes de lois respectives 2(11) et (A9)
alors X7 + X9 suit une loi 22(11 + A9).

Exercice 2. Loi Gamma. Rappel : la loi y(p,0) (p,0 > 0) est une loi de probabilité a densité sur R,
donnée par
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ou I' est la fonction Gamma usuelle I'(p) = [5° xP~le=*dx. Cette fonction vérifie les propriétés sui-
vantes pour tout p >0 : pI'(p)=T(p+1),'(p)=(p—1)!si peN et F(%) =\/7.

On rappelle également la formule de changement de variables dans R2. Si y : U c R? — ¢(U) c R?
est un C!-difféomorphisme alors pour toute fonction continue f : ¢(U) — R
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ff(w(x,y))IJW(x,y)Idxdy=f f(x,y)dxdy
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ou Jy est la matrice jacobienne des dérivées partielles de . O

Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement des lois y(p,0) et
y(q,0) (méme paramétre 6).

1. Calculer l'espérance IE(X) et la variance Var(X) d'une loi y(p,0).
2. Montrer que X +Y suit une loi y(p +q,6).

3. Trouver la densité de la loi jointe du couple X +Y et % et en déduire I'indépendance de ces
variables aléatoires.

Indication : Penser a faire le changement de variables suivant : x + y = u, x/(x + y) = v.

1. . X
4. En déduire la loi de ene ?

Exercice 3. Convergence presque sture. Soit (X,), une suite de variables aléatoires centrées
indépendantes et identiquement distribuées, possédant des moments d’ordre 4. On pose

Sp=X1+--+X,.

1. Montrer que E[XiX]3.] = E[X?Xij] =0sii,Jj,k sont 3 indices distincts appartenant a {1,...,n}.



. Montrer que E[X 12X 12.] < +o0o0 si i, sont 2 indices distincts appartenant a {1,...

3. En déduire que E[(S,)*] < Cn? pour une certaine constante C > 0.

4. Soite>0et A, :={|S,| >en}. Montrer que

IP(limsupAn,e) =0.
n

. En déduire
P(|JlimsupA,,)=0.

e>0 n

L. A . S
. En déduire que, presque srement, la suite (5*),, converge vers 0.



