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Exercice 1. Loi de Poisson. Soit N une variable aléatoire suivant une loi de Poisson 22(1) (1 > 0),

c’est-a-dire i

A
VkeN, P(N=k)= e*‘F
Soit (€,),>1 une suite de variables indépendantes de méme loi de Bernoulli Z(p) (avec p €]0,1[) et
indépendante de N. Soit

N n
XzZek et Y=Z(1—€k)
k=1 k=1
1. Déterminer la loi de X, puisde Y.

2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 2. Loi Gamma. Rappel : 1a loi y(p,0) (p,0 > 0) est une loi de probabilité a densité sur R,
donnée par

ou I' est la fonction Gamma usuelle I'(p) = [° xP~le=*dx. Cette fonction vérifie les propriétés sui-
vantes pour tout p>0: pI'(p)=T(p+1), T(p)=(p—1!'si peNet ()= /7.

Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement des lois y(p,0) et
Y(q,0) (méme parametre 6).
1. Calculer I'espérance E(X) et la variance Var(X) dune loi y(p,6).
2. Montrer que X +Y suit une loi y(p + q,6).

3. Trouver la densité de la loi jointe du couple X +Y et % et en déduire I'indépendance de ces
variables aléatoires.

Indication : Penser a faire le changement de variables suivant : x + y = u, x/(x + y) = v.

4. En déduire la loi de )%

Exercice 3. Fonction caractéristique de la loi gaussienne. Soit X une variable aléatoire suivant
une loi de Gauss 4 (0,02) (o > 0) et ¢(¢) = E[e?*X] sa fonction caractéristique.

1. Justifier que ¢ est une fonction a valeurs réelles.

2. Justifier que ¢ est de classe C! sur R.

3. Montrer que ¢ vérifie I'équation différentielle ¢/(t) = —ta2¢(2).
4. En déduire la valeur de ¢(t) pour ¢ € R.



