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Exercice 1. Calculs de lois.

1. Soient X1,...,X, une famille de v.a. réelles indépendantes et f1,...,f, : R — R des fonctions
mesurables. Montrer que la famille de v.a. f1(X1),...,f»(X};) sont indépendantes.

2. Soient X,Y deux v.a. réelles indépendantes suivant la loi exponentielle de parameétre 1. Quelle
estlaloide X+Y?

3. Soit X une v.a. réelle de loi gaussienne .4 (0, 1).
(a) Montrer que les v.a. | X| et sign(X) sont indépendantes.
(b) Quelle est la loi de |X|? de sign(X)?

Exercice 2. TCL.

1. Soient X7q,...,X, une suite de v.a. i.i.d. suivant la loi de Bernoulli Z(p) sur {0, 1}. Montrer que
X1+---+X, ~%(n,p) (loi binémiale).

2. Soit p €]0,1[. On cherche a déterminer la limite n — oo de la suite
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(a) Exprimer cette quantité comme la probabilité qu’une loi binémiale %8(n, p) appartienne a
un certain ensemble que 'on déterminera.

(b) A Tl'aide de la question 1 et du TCL, conclure quant a la limite. On fera attention a bien
vérifier les hypothéses.

Exercice 3. Loi faible des grands nombres. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires centrées
et identiquement distribuées, possédant des moments d’ordre 2 et telles que leur covariance vérifie

Vn,k =20, Cov(X,,Xp)=EIX,Xrl=Ff(n—-k)

pour une fonction paire f : Z — R vérifiant lim, ., f(n) = 0.

1. On rappelle le lemme de Césaro généralisé : si (u,), est une suite réelle tendant vers 0 quand
n — oo et si (1,), est une suite de réels strictement positifs telle que lim,,_ o ZZ:Mk = +00
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(a) Prouver le lemme de Césaro généralisé.



(b) En déduire que
. 12

2. Onpose S, =X1+---+X,,.
(a) Montrer que E[(S,,)%]1=nf(0)+ 2y, (n—R)f (k)
(b) En déduire que Var(S,/n) to 0 quand n — co
(c) En déduire la convergence en probabilité S,/n — 0 quand n — co.

3. Sous les mémes hypothéses mais sans supposer les (X,,), centrées, montrer que S,/n — [E[X1]
en probabilité.



