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Exercice 1. Loi des grands nombres. Le but de cet exercice est de donner une preuve de la loi
des grands nombres lorsque I'on dispose d’'une suite i.i.d. (X,), de variables aléatoires de carrés
intégrables. On veut donc montrer que S,/n — IE[X1] presque sirement, ot I'on a posé S, := X1+
-+ X,

1. Le but de cette question est de prouver le lemme suivant qui sera utile par la suite : si (Y,),
est une suite de variables aléatoires (non nécessairement i.i.d.) telle que Ve >0

Y P(IYy,] > €) < +o0,
n

alors (Y,), converge presque stirement vers 0.
(a) Pour € > 0, on pose
C.={weQ;AN eN,Vn =N, |Y,(w)| <€}.
Montrer que P(C, = 1). (Pensez a écrire C, sous forme d'un limsup).
(b) Montrer que IP(ﬂ€>0 Cg) =0 et conclure. (Attention aux intersections non dénombrables)

2. Expliquer pourquoi 'on peut se ramener au cas [E[X1] = 0. C’est ce que nous supposerons par
la suite.

3. Montrer que la série suivante converge pour tout € >0
Y P(IS2/m? > €) <00
m=1
et en déduire que S mz/m2 — 0 presque stirement quand m — oo.
4. pour chaque n € N on note i, =[y/n].

(a) Montrer que

S, S 1, &
—| < - X
| n =] i2 +n|k:%+l H

(b) Montrer que la série suivante converge pour tout € >0
n

YPC| Y Xif>e)<oo

nx=1 k=i2+1

5. Conclure



Exercice 2. Soit f :[0,1] — R continue. Montrer que la suite

1 1
unzf f PO Ny e d,
0 0 n

converge vers une limite que 'on déterminera. (Pensez a introduire une suite de v.a. i.i.d. de loi
uniforme).

Exercice 3. Soit (X}); une suite de variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi de
Poisson de parameétre 1 > 0. Soit Y, =X1+---+X,,.
1. Quelle estlaloide Y, ?

Y,-An
N

2. Montrer que la suite ( ) ,, converge en loi vers une loi normale centrée dont on déterminera

la variance.

Exercice 4.

1. Soit (Y,), et (Z,), deux suites de variables aléatoires telles que (Y,), converge en loi vers Y et
(Z,),, converge presque siirement vers une constante ¢ € R. Montrer que (Y,Z,), converge en
loi vers cY . (Peut étre admis pour faire la suite)

2. Soit (X,,), une suite i.i.d.de variables aléatoires centrées et de carrés intégrables. Montrer que

Ypo1 Xk
k;zm — AH(0,1)
(Zh-1X3)

en loi quand n — oo.



