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Série 3 : Martingales, théorémes de convergence

Exercice 1 Urne de Polya

Une urne contient initialement ry boules rouges et vg boules vertes. A chaque unité
de temps on tire une boule au hasard dans ’urne, puis on la replace en ajoutant a
boules de la méme couleur et b boules de la couleur opposée. Soit X,, = v, /(rn,+vy,) la
proportion de boules vertes apres n tirages, ou r, et v, représentent respectivement
le nombre de boules rouges et le nombre de boules vertes apres n tirages.

1. Pour quelles valeurs de a et b le processus (X, )n>0 est-il une martingale ?
Correction : Soit NV, le nombre de boules au temps n. Il est clair que N, =

ro + vo + n(a + b). Au temps n, la probabilité de tirer une boule verte vaut X,, et
de tirer une rouge 1 — X,,. Soit (Up,),, une suite de variables aléatoires iid uniformes
sur [0, 1]. On modélise le "tirage de la boule au hasard au temps n” par la variable
aléatoire Up41 @ si Upy1 < X, alors on considére que 1'on a tiré une boule verte et
(Un+1,Tn+1) = (vn +a,r, +0), sinon si U,41 > X, alors on considere que 'on a tiré
une boule rouge et (vp41,7n+1) = (vn + b, 7 + a). Ceci peut se traduire par

n+1 Nn+1 Nn+1 {Un—Q—lSXn} + Nn+1 {Un+1>Xn}
XnlNn +a XNy +b
TN | N ! . (01
Npyp  (OnsXed * Nppp - Wnii>Xal (0.1)

Soit F, la tribu engendrée par les variables Uy,...,U,. Notons que X,, est Fj-

mesurable et intégrable car X,, € [0,1]. On calcule alors

XoN, +a
Nn+1

X,N, +0b
Ely,  <x.Fnl + THE[l{Un+1>Xn}\fn]~

E[Xn-&-l‘}—n] =
Comme U,y est indépendante de F,,, on peut calculer ces espérances condition-
nelles, ce qui donne

XoNp+a XoNp+0
E[X,1|Fn] =—0— X, + —/—"—(1- X,,)
NnJrl Nn+1
~ XaNp+(a—b) X, +0b
Nn+1

Cette derniere expression vaut X, (et donc (X, ), est une martingale) pour tout n
si et seulement si b = 0.

On considere maintenant le modele d’urne de Polya défini ci-dessus avec b = 0.

2. Dans le cas 19 = vg = a = 1, montrer que la distribution de la proportion de
boules vertes X,, est uniforme sur {1/(n+2),2/(n+2),---,(n+1)/(n+2)}.
Correction : On démontre la propriété par récurrence. On le vérifie aisément pour



n = 1. Si c’est vrai au rang n alors la premiere chose que 'on puisse dire est que

Xn+1 €{1/(n+3),2/(n+3),---,(n+2)/(n+3)} vu que I'on rajoute une boule a
chaque unité de temps.

Nous allons maintenant utiliser & nouveau la relation (0.1) obtenue en Q1 (avec
b=0eta=1r9g=1v9=1)

X,(24n)+1 Xn(2 +n)
Xnpp ==~ Wounx + — T3 Hwn>Xa}
pour calculer les probabilités P(X,, 1 = nLJrs) pour k € {1,2,--- ,n+ 2}.
e pour k € {2,---,n+ 2} : sur I'évenement X, 11 = ni% on a nécessairement
X, = %4 ou X, = 255 Don
k
P(X = —
(X1 n+3>
k k—1 k k
=PH{X,.1 = ——}NH{X, = P{X,.1=——}N{X, = ——
k—1 k
=P{U, <X, }tni{X,=—— P({U, XX, = ——
((Unsr < X} 0 {Xo = S ) 4 Bl > Xa} 00 = )
k—1 k—1 k k
=P{Up+1 < —< N {Xp=—5} +P{U N {X,= ——
(Wnsr S S} N (X = S ) 4 B > )0 (X = )

Comme U, 41 et X, sont indépendantes, on en déduit

k
P(X = —
k—1 k—1 k k
=P(U, < —)P(X,, = P(U, —P(X,, =
(n+1_n+2> (Xn n+2)+ (n+1>n+2) (Xn n—|—2)
k—1 1 n+2—k 1
= X + X
n+2 n+1 n—+2 n+1
1
42
opourk::1:san+1:%%onanécessairementX :nJlr2 et donc U, 41 > X,
Donc
P(Xp41 = —) =P({Uns1 > Xn} N {X0 = ——1)
n+1—n+3 - n+1 n n—n+2
1 1
( ”+1>n+2) (Xn —)
_n+1 1 1

— X = .
n+2 n+1 n-+ 2

Ceci conclut la récurrence.

3. Toujours dans le cas rp = v9 = a = 1. Montrer que X,, est une martingale et
qu’elle converge p-.s. et dans L? vers une variable aléatoire Xo.. Quelle est la loi de
Xoo?

Correction : On a déja vu que (X,,), est une martingale car b = 0. Aussi X,, € [0, 1]

donc elle est bornée, et donc dans tous les espaces LP pour p > 1. D’apres le théoreme



de convergence des martingales, elle converge presque surement et dans LP vers une
variable X .. Elle converge donc aussi en loi. D’apres la Q2, la loi de X, est uniforme
{1/(n+2),2/(n+2),---,(n+1)/(n+2)}. Donc pour toute fonction f continue bornée
sur R, on a

1 n+1 L
E[f(Xn)] =5 > (=)
k=1

et cette somme converge vers fol f(u) du. Donc X, suit la loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 2 Décomposition de Doob Un processus adapté (A,)n>0 est un pro-

cessus prévisible croissant si Ag = 0, A, < Anp4+1 et Apqq est Fp-mesurable pour
tout n > 0.

Le but de cet exercice est de montrer qu'une sous-martingale (X,),>0 se dé-
compose de maniere unique en une martingale (M, ),>0 et un processus croissant
prévisible (Ay)n>0-

On pose F, = o(X1, -+, Xyn), 4p=0

n

A = (B(Xy | Fror) = Xpo1), My = Xo+ Y (Xp — E(Xy | Fio1))
k=1 k=1

1. Montrer que (M;,)n>0 est une martingale.
Correction : (M,), est clairement F,-mesurable et intégrable (car X, I'est). Puis

E[Mi1|F] =Xo + > (Xi — B(Xy | Fior)) + ]E[Xn+l CE(Xn1 | Fo)|Fn
k=1
—M, +0

donc (M,,),, est bien une martingale.
2. Montrer que (Ay)n>0 est un processus prévisible croissant.
Correction : on vérifie facilement que A, 11 est F,-mesurable. On a aussi

AnJrl - An :E(Xn+1 | Fn) - Xp =0

car (Xp), est une sous-martingale.

3. Montrer que si X,, = M, + Al, ou M, est une martingale et A, est Fj,_i-
mesurable et vérifie Aj =0 et 4], > A}, pour tout n > 0, alors AA], = AA,, ou
AA, =A, — An_1.

Correction : on vérifie que X,, = M,, + A, :

M, + Ay =Xo+ Y (X = B(Xi | Fac1)) + Y (B(X | Fro1) = Xio1)
k=1 k=1

n
=Xo + Z (Xp — Xp—1)
k=1

= X,.



Donc si X, = M} + A, alors M,, + A, = M, + A],. En prenant l'espérance condi-
tionnelle par rapport a F,,—1 on en déduit

My +A, =M, |+ A,
Puis en soustrayant la relation M,,_; + A,—1 = M]_, + A/, _,, on obtient

AA, = AA,

4. En déduire que A,, = A} et M,, = M],. Conclure.

Correction : comme Ay = Af et pour tout n AA, = AA/, on en déduit que

pour tout n A, = A!. Et donc M, = M],. La décomposition de X en une somme
"martingale4processus croissant prévisible” est donc unique.

5. Un cas particulier se présente si (X,)n>0 est une martingale telle que Xy = 0
et F(X2) < oo pour tout n > 0. Montrer que (X2),>0 est une sous-martingale. Le
processus prévisible coissant associé a (X,zl)nzo est appelé le crochet de X, et est
noté (<)(>n)n20‘

Exercice 3 Décomposition de Doob - convergence
On se met dans le contexte de 'exercice précédent.
1. Montrer ’équivalence :

supIE(X,") < 0o & sup E(|M,|) < oo et Ay € L.
n>0 n>0

Correction : le sens < de 'équivalence est direct. En effet, comme (A,), est

croissant, il converge ps vers une limite A, et on a
Xn| < (M| + Ay < | M| + A.

Or X;F < |X,|.

Pour montrer la réciproque, on observe que M,, = X,, — A,, < X,, (car 4,, > 0),
donc M,;F < X;F. Donc sup,,~¢ E(M,) < sup,,~o E(X;") < co. Et vu que M, est une
martingale on a E(Xg) = E(M,,) = E(M;") — E(M;), ce qui implique

sup E(M,;) <sup E(M,[) — E(Xp) < oo.
n>0 n>0

Finalement, A, = X,, — M,, < X, + |M,| implique que sup,~oE(A4,) < +o0. Le
théoreme de convergence monotone indique alors que Ao € L.

2. Montrer que si sup,,~o E(X;") < oo, alors la suite (X,,),>0 converge p.s..
Correction : cela résulte du théoréme de convergence des sous-martingales. A no-

ter que cet exercice montre que si on sait prouver ce théoreme pour les martingales,
il est vrai pour les sous-martingales.

3. Soit (X,,)n>0 une martingale de carré intégrable et soit ((X),)n>0 le crochet de
X,,. Montrer que si E((X)s) < 00, alors (X,,)n>0 converge p.s. et dans L.
Correction : Ecrivons la décomposition de Doob de la sous-martingale X2, i.e.



X2 = M, +(X),. En prenant 'espérance on obtient E(X2) = E((X),) < E((X)oo).
Donc la martingale (X,,),, est bornée dans L? et on applique le théoréme de conver-
gence des martingales.

Exercice 4 On a une population de taille fixée N € N* qui se renouvelle entierement
a chaque génération et dont chaque individu est de type a ou A. Chaque individu
de la génération n + 1 choisit son (seul) parent de la génération n de fagon uniforme
et indépendante des autres individus et hérite du type du parent choisi.

On note X, le nombre d’individus de type a dans la génération n et F,, =
o(Xo,...,Xp). On a alors que la loi conditionnelle de X,,;1 sachant F,, est une va-
riable binomiale de parameétres (N, X,,/N). On suppose que p.s. Xo = k € {0,..., N}.
1. Montrer que (X,)n>0 est une martingale et discuter la convergence de X, vers
une variable X, lorsque n — oc.

Correction : On a clairement X, est F,,-mesurable et X,, intégrable car X,, €

[0, N]. Comme la loi conditionnelle de X, y; sachant X, est une loi binomiale
B(N,X,/N) (a vérifier!) on en déduit que E[X,,.1F,] = N x X,,/N = X,,, donc
(Xn)n est une martingale. Comme elle est bornée, elle converge ps et dans LP (pour
tout p > 1) vers une limite X.

2. Montrer que M,, = (N/(N —1))"X,(N — X,,) est une martingale.

Correction : On a clairement que M, est F,-mesurable et M, intégrable car

X, €10, N?(N/(N —1))"]. On calcule & nouveau I’espérance conditionnelle de M, 1
sachant F,, en utilisant le fait que la loi conditionnelle de X, 11 sachant X,, est une
loi binomiale B(N, X,,/N). En particulier si X suit une loi binomiale B(N,p) on a
E[X(N — X)] = N?p— Np(1 —p) — N?*p?. D’ou

B[Ma 1| F] =(V/(N = D) (N X~ X1 = 52 = X2))

=(N/(N = 1)" X (N — X,)
=M,

On a donc bien une martingale.
3. Calculer F(X) et E(Xoo(N — X)).
Correction : Comme (X)), est une martingale et converge dans L” on a

E[Xo] = lim E[X,] = E[Xo] = k

n—oo

et

]E[XOO(N - Xoo)} = lim E[Xn<N_Xn)]

n—oo

— lim (N/(N — 1)) "E[M,]
)

n—oo

= lim (N/(N — 1)) ""E[M] = 0.

n—oo

4. Calculer le loi de X, et commenter.
Correction : Comme E[X (N —X)] =0 et que Xoo(N —Xo) > 0, on en déduit



que Xoo(N — X)) = 0 presque stirement et donc que Xo, € {0, N}. C’est donc une
loi de Bernoulli. Pour retrouver son parametre, on utilise la fait que ’on connait son
espérance E[X ] = k, ce qui nous dit que la loi de X, vaut

k k

On a donc convergence vers une population entierement du méme type, le type étant

choisi a I'aide du boi de Bernoulli de parametre %

Exercice 5 [Processus de Galton Watson| On se donne des v.a.iid. (§,:)n,i>1 &
valeurs dans N de distribution py = P(&,,; = k), d’espérance p > 0 et de variance
o2. On note F,, = 0(&m | i > 1,m < n) la filtration associée & ¢ (ne dépendant pas
de 7). On définit alors le processus (Zy)n>0 par Zp = 1 et pour tout n > 0

- {glm—kl + -+ &z, m41 SiZp >0
n+1 — .
0 sinon.

Ce processus modélise le nombre d’individus d’une population ayant initialement
Zy = 1 individu et dans laquelle a la génération n chaque individu ¢ donne naissance
a un nombre aléatoire &, ; d’enfants, indépendamment et avec la méme loi que tous
les autres individus.

1. Montrer que X,, = Z, /" est une martingale par rapport a (F,)n>1.
Correction : La mesurabilité de Z,, est claire. De plus comme Z,, est positive on

peut calculer
E[Zn+1|]:n] = W,

ce qui donne (par récurrence) l'intégrabilité de Z,, et le fait que (X,,), est une mar-
tingale.

2. Montrer que si p < 1, alors P(Z,, = 0) — 1 lorsque n — oo (on pourra calculer
lim,, o0 E(Z,)). En déduire que lim,,_,~, X;,, = 0 presque siurement.

Correction : Comme (X)), est une martingale on a E[X,] = E[X,] = 1. D’ou

(par Markov) P(Z,, > 1) < E[Z,] = ¢ — 0 quand n — oo car p < 1. Comme (Z,,),
est a valeurs entieres et converge presque surement vers 0, alors (Z,), est presque
stirement stationnaire, c’est-a-dire qu’elle ne peut valoir que 0 & partir d’un certain
rang (aléatoire) : IN C Q tel que P(N) = 0 et pour tout w € /N, IN,, tel que
pour tout n > Ny, Z,(w) = 0. Or si Z,(w) = 0 alors X,,(w) = 0, ce qui montre que
la martingale X,,),, converge aussi ps vers 0.

3. On suppose que p > 1. Soit ¢(s) = F(s%n) la fonction génératrice de la distri-
bution d’enfants.

a) Montrer que ¢ est strictement croissante et strictement convexe sur [0, 1].

Correction : Comme p = E[¢] > 1 alors il existe un k& > 2 tel que P(§ = k) > 0

(raisonner par I’absurde pour le voir). En différentiant ¢ pour s €]0, 1] on obtient
¢'(s) = B[¢s*7 > Blest T 1emy] = k" TIP(¢ = k) > 0,
donc ¢ est strictement croissante. En dérivant 2 fois on a

¢ (s) = BIE(E — 1)s* 2] > BIE(E — 1)s 2 1ey] = k(k — 1)s" *P(E = k) > 0,



donc ¢ est strictement convexe.

b) Soit 0,,, = P(Z,, = 0). Montrer que P(Z,, =0 | Z; = k) = 6% | et en déduire
que O, = p(0m—1).
Correction : L’idée est la suivante et repose sur le fait que les variables (&5, )n,i>1

sont iid : si 'on prend un des k individus de la génération 1 alors sa "descendance”

a linstant m a la méme loi Z,,_1, on la note Zﬁ,?_l oui € {1,...,k} est 'un

des k ancétres possibles (éventuellement faire un dessin pour bien comprendre ce

qu’il se passe). Les (Zr(z)_ﬂie{l,...,k} sont indépendantes. On doit alors avoir une

décomposition en loi du type

>

1e{l,....k}

Si 'on arrive a prouver une telle décomposition alors le résultat suit trivialement :

(@)

en effet si Z,, = 0 cela est équivalent au fait que chaque Z,,
indépendance)

", vaille 0, d’ou (par

P(Zy=01Z1=k) = ] P2, =0)=P(Zn1=0)"
ie{1,....k}

On en déduit

Om = P(Zm = 0|2y = k)P(Z1 = k)
k>0

= P(Zn-1=0)"P(én = k)

k>0
=p(P(Zm-1 = 0)).

Nous allons donc donner une preuve de la décomposition voulue (en fait 'argument
donné plus haut est déja une preuve probabiliste mais I’argument qui suit sera plus
analytique). Soit G, la fonction génératrice de Z,,. On a

E[s%+! | Z,] = B[St Eomnn | Z,] = p(s)%

Donc, en prenant l'espérance, G,+1(s) = Gp(¢(s)) et une récurrence donne immé-
diatement pour tout n > 1, G, (s) = ¢°"(s) (ou le symbole °" signifie que 1'on
compose n fois la fonction avec elle- meme).

Aussi, ce méme argument fournit

E[s” | Z1] = E[p(s)7" | Z1]

et donc par récurrence E[s? | Z1] = (p(s)°" 1%L, Clest exactement la preuve
voulue de notre décomposition car la fonction génératrice caractérise la loi et notre
relation dit que la loi de Z,, conditionnellement & Z; et donnée par une somme de
Z1 variables indépendantes de loi Z,,_.

¢) Montrer que ¢ admet un unique point fixe p sur [0, 1).
Correction : Comme p(0) = P(§ =0) >0, p(1) =1 et ¢'(1) = p > 1, il est



facile de voir qu’il y a un unique point fixe sur [0, 1[ (& vérifier ! utiliser le TVI pour
I'existence et la stricte convexité pour l'unicité).

d) Montrer que 6,, 1 p lorsque m — co. En déduire que P(Z,, > 0Vn) = 1—p > 0.
Correction : La convergence de 60, vers p découle des techniques d’analyse de Li-

cence a partir de la relation de récurrence 6,,, = ¢(6,,—1) (je vous laisse les retrouver).
De plus, si Z,, = 0 pour un certain n alors Z; = 0 pour tout & > n. On en déduit
que

P(Z, >0, Vk<n)=P(Z,>0)=1-P(Z,=0)—>1—p>0

quand n — oo.

4. Galton et Watson ont introduit leur modele afin de décrire la survie de noms de
famille. Au XVIIIeme siecle, ces noms n’étaient transmis que par les enfants de sexe
masculin. On suppose que chaque famille a trois enfants, dont le sexe est déterminé
par une loi de Bernoulli de parameétre 1/2. Le nombre de descendants masculins est
donc décrit par un processus de Galton-Watson de loi binomiale py = p3 = 1/8 et
p1 = p2 = 3/8. Déterminer la probabilité de survie du nom de famille.

Correction : la il suffit de calculer le i et le p.

5. Déterminer le processus croissant (X ),, de X,,. Calculer lim,,_, o (X),, et en déduire
que X,, converge dans L? vers une v.a. X d’espérance 1.
Correction : On a

AA, =B(X2 | F,) - X2,
:/"Lizn]E |:(§17TL + e + §Z77,_17TL)2 ‘ ‘Fn:| - ILL?2(n71)Z'I?L*1

=" <Zn7102 + Z72L—IN2) —pHnz2

_ . —2n 2

= Zn-10

Comme [E[Z,] = p™ on obtient

lequel converge pour p > 1. D’apres I'exo sur la décomposition de Doob, la martin-
gale (X,,),, converge alors ps et dans L? vers une variable aléatoire X, avec espérance
E[X] = lim, E[X,] = E[X,] = 1.



