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Chapitre 1

Chaînes de Markov

Dans tout ce chapitre, E désigne un ensemble dénombrable, et donc possiblement fini. E est
muni de la tribu E de tous ses sous-ensembles.

1.1 Généralités

Définition 1.1. On appelle matrice de transition sur E une famille (P (x, y))x,y∈E de réels telle
que, pour tout x, y ∈ E :

1. P (x, y) ≥ 0,

2.
∑

y∈E P (x, y) = 1.

Ainsi, pour tout x ∈ E, P (x, ·) est une probabilité sur E.

Définition 1.2. Un processus aléatoire à valeurs dans (E, E) est un quintuplet

(Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P)

où (Ω,F ,P) est un espace probabilisé, (Fn)n est une filtration sur (E, E), et Xn est une variable
aléatoire Fn-adaptée à valeurs dans (E, E) pour tout n ≥ 0.

Définition 1.3. Soit µ une mesure de probabilité sur E et P une matrice de transition sur E. On
appelle chaîne de Markov (homogène) de loi initiale µ et de matrice de transition P , un processus
aléatoire (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P) à valeurs dans E tel que :

1. P(X0 ∈ A) = µ(A) pour tout A ⊂ E,
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6 CHAPITRE 1. CHAÎNES DE MARKOV

2. P(Xn+1 ∈ A|Fn) = P (Xn, A) p.s., pour tout A ⊂ E et n ≥ 0.

En particulier, la relation 2) implique que

P(Xn+1 ∈ A|Fn) = P(Xn+1 ∈ A|Xn).

D’autre part, comme l’espace E est dénombrable, la relation 2) de la définition précédente peut
être remplacée par

P(Xn+1 = y|Xn = xn, . . . , X0 = x0) = P (xn, y)

pour tout n ≥ 0 et y, x0, . . . , xn ∈ E.

Exercice 1.1. Soit (Un)n une suite de v.a. à valeurs dans un espace mesuré (G;G) indépendantes
et identiquement distribuées, X0 une v.a. à valeurs dans E et g une application mesurable de
E ×G dans E. On pose, pour tout n ≥ 0

Xn+1 = g(Xn, Un+1).

Montrer que (Xn)n est une chaîne de Markov de loi initiale PX0 et de matrice de transition

P (x, y) = P(g(x, U1) = y).

Théorème 1.4. Soit (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P) une chaîne de Markov à valeurs dans (E, E) de
loi initiale µ et de matrice de transition P . On a

P(X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) = µ(x0)P (x0, x1) . . . P (xn−1, xn) (1.1)

pour tous n ≥ 0 et x0, . . . , xn ∈ E.

Réciproquement, si un processus aléatoire (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P) à valeurs dans (E, E)
vérife (1.1) pour une loi de probabilité µ et une matrice de transition P alors c’est une chaîne de
Markov de probabilité initiale µ et matrice de transition P .

Preuve : On a :

P(X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) =E
[
1I{X0=x0,X1=x1,...,Xn=xn}

]
=E
[
1I{X0=x0,X1=x1,...,Xn−1=xn−1}E[Xn = xn|Fn]

]
=E
[
1I{X0=x0,X1=x1,...,Xn−1=xn−1}

]
P (xn−1, xn)

et le résultat suit.
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En conséquence, pour toute fonction f : En+1 → R positive ou bornée, on a :

E[f(X0, . . . , Xn)] =
∑

x0,...,xn∈E

f(x0, . . . , xn)µ(x0)P (x0, x1) . . . P (xn−1, xn).

Dans ce qui suit, étant données deux matrices positives P,Q sur E, on note PQ la matrice
produit définie par

PQ(x, y) =
∑
z∈E

P (x, z)Q(z, y).

Si f est une fonction positive ou bornée et si P est une matrice de transition , on définit la fonction
Pf par

Pf(x) =
∑
y∈E

P (x, y)f(y).

Similairement, si ν est une mesure positive sur E et P une matrice de transition, on définit la
mesure νP sur E par

νP (y) =
∑
x∈E

ν(x)P (x, y).

Une conséquence facile du théorème 1.4 est :

Corollaire 1.5. Soit (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P) une chaîne de Markov à valeurs dans (E, E) de
loi initiale µ et de matrice de transition P . Pour tout n ≥ 0, la loi de Xn est µP n, i.e pour tout
y ∈ E

P(Xn = y) = µP n(y).

1.2 Existence

Théorème 1.6. Pour toute loi de probabilité µ et matrice de transition P sur E, il existe une
chaîne de Markov

(Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P)

à valeurs dans (E, E) de loi initiale µ et de matrice de transition P .

Preuve : en exercice. Utiliser le théorème de Kolmogorov ainsi que le théorème 1.4.
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1.3 Propriétés de Markov faible et forte

Dans ce qui suit, à chaque fois que l’on considèrera une chaîne de Markov (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P)
à valeurs dans (E, E), on supposera que pour tout n, Fn = σ(X0, . . . , Xn).

Théorème 1.7. (Propriété de Markov faible) Soit (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P) une chaîne de
Markov à valeurs dans (E, E) de loi initiale µ et de matrice de transition P . Pour tous k, n ≥ 0,
pour tous B ⊂ Ek et A ⊂ En+1, on a :

P
(
(Xn+1, . . . , Xn+k) ∈ B|(X0, . . . , Xn) ∈ A,Xn = i

)
= P

(
(X1, . . . , Xk) ∈ B|X0 = i

)
.

Preuve : D’après le théorème 1.4, pour tous éléments y1, . . . , yk, x0, . . . , xn ∈ E, on a

P(Xn+1 = y1, . . . , Xn+k = yk|X0 = x0, . . . , Xn = xn) = P (xn, y1)P (y1, y2) . . . P (yk−1, yk).

Ceci se traduit par

P
(
Xn+1 = y1, . . . , Xn+k = yk|X0 = x0, . . . , Xn = xn

)
= P (xn, y1)P (y1, y2) . . . P (yk−1, yk).

Or, le théorème 1.4 donne encore

P (i, y1)P (y1, y2) . . . P (yk−1, yk) = P
(
X1 = y1, . . . , Xk = yk|X0 = xn

)
.

Le résultat suit.

Théorème 1.8. (Propriété de Markov forte) Soit (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P) une chaîne de
Markov à valeurs dans (E, E) de loi initiale µ et de matrice de transition P , et τ un temps d’arrêt.
Pour tout k ≥ 1, B ⊂ Ek, on a p.s. :

P
(
(Xτ+1, . . . , Xτ+k) ∈ B, τ < +∞|Fτ

)
= 1I{τ<+∞}P

(
(X1, . . . , Xk) ∈ B|X0 = Xτ

)
.

Preuve : Soit n ∈ N. Calculons

1I{τ=n}P
(
(Xτ+1, . . . , Xτ+k) ∈ B, τ < +∞|Fτ

)
.

Soit A ∈ Fτ , on a A ∩ {τ = n} ∈ Fn. Donc, en utilisant la propriété de Markov faible,

E
[
1IA1I{τ=n}P

(
(Xτ+1, . . ., Xτ+k) ∈ B, τ < +∞|Fτ

)]
=E
[
1IA1I{τ=n}1I{(Xτ+1,...,Xτ+k)∈B}

]
=E
[
1IA1I{τ=n}P

(
(Xn+1, . . . , Xn+k) ∈ B|Fn

)]
=E
[
1IA1I{τ=n}P

(
(X1, . . . , Xk) ∈ B|X0 = Xn

)]
=E
[
1IA1I{τ=n}P

(
(X1, . . . , Xk) ∈ B|X0 = Xτ

)]
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Ainsi

1I{τ=n}P
(
(Xτ+1, . . . , Xτ+k) ∈ B, τ < +∞|Fτ

)
= 1I{τ=n}P

(
(X1, . . . , Xk) ∈ B|X0 = Xτ

)
,

d’où le résultat.

1.4 Etats récurrents et transitoires

Soit (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P) une chaîne de Markov à valeurs dans (E, E) de loi initiale µ
et de matrice de transition P . Dans le cas où la loi initiale µ est donnée par δx (masse de Dirac au
point x) on note Px la loi de la chaîne (Xn)n ayant δx pour loi initiale.

On définit le temps d’arrêt Tx

Tx = inf{n ≥ 1;Xn = x}.

Définition 1.9. L’état x ∈ E est dit récurrent si Px(Tx < +∞) = 1 et transitoire dans le cas
contraire, i.e. si Px(Tx < +∞) < 1.

On définit le nombre de retours à l’état x :

Nx =
+∞∑
n=1

1I{Xn=x}.

Proposition 1.10. 1. Si x est récurrent alors

Px(Nx = +∞) = 1.

2. Si x est transitoire alors Px(Nx < +∞) = 1 et

∀k ≥ 0, Px(Nx = k) = (1− πx)πkx

où πx = Px(Tx < +∞).

Preuve : On définit par récurrence

T kx = inf{n > T k−1
x ;Xn = x} = inf{n > 0;Xn+Tk−1

x
= x}

le k-ième temps de passage au point x. On a

Px(Nx ≥ k) = Px(T kx < +∞) = Px(T kx < +∞|T k−1
x < +∞)Px(T k−1

x < +∞).
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D’après la propriété de Markov forte, on a Px(T kx < +∞|T k−1
x < +∞) = Px(Tx < +∞), et

donc
Px(Nx ≥ k) = πxPx(T k−1

x < +∞)

et par récurrence on montre
Px(Nx ≥ k) = πkx.

Les 2 résultats voulus s’obtiennent à partir de cette relation.

Corollaire 1.11. L’état x est récurrent si et seulement si

+∞∑
n=0

P n(x, x) = +∞.

Preuve : On a

Ex(Nx) =
+∞∑
n=1

Ex[1I{Xn=x}] =
+∞∑
n=1

P n(x, x).

D’autre part, la proposition précédente montre que :

x est récurrent ⇐⇒ Ex(Nx) = +∞.

Définition 1.12. On dit que l’état y est accessible à partir de x (noté x→ y) s’il existe n ≥ 0 tel
que P n(x, y) > 0. On dit que les états x et y communiquent (noté x↔ y) si x→ y et y → x.

La relation x ↔ y est une relation d’équivalence sur les éléments de E. On peut donc parti-
tionner E suivant les classes d’équivalence de cette relation.

Théorème 1.13. Soit C ⊂ E une classe d’équivalence pour la relation↔. Alors, ou bien tous les
états de C sont transitoires, ou bien tous les éléments de C sont récurrents.

Preuve : Il est clair que, ou bien tous les états de C sont récurrents ou bien il existe x ∈ C
transitoire. Soit y ∈ C. On va montrer que y est transitoire. Comme x↔ y, il existe r, n > 0 tels
que P n(x, y) > 0 et P r(y, x) > 0. On a alors pour k ≥ 0

P n+k+r(x, x) ≥ P n(x, y)P k(y, y)P r(y, x),

d’où l’on tire facilement ∑
k≥0

P k(y, y) < +∞.
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Définition 1.14. Une chaîne de Markov (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P) est dite irréductible si E
est constitué d’une seule classe d’équivalence. Elle est dite récurrente irréductible si elle est
irréductible et si tous les états sont récurrents.

Proposition 1.15. Si E est fini, toute chaîne de Markov (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P) irréductible
est récurrente irréductible.

Preuve : Comme E est fini, il y a forcément un état qui, avec probabilité non nulle, est visité une
infinité de fois par la chaîne . Cet état est récurrent.

1.5 Stationnarité, réversibilité

Soit (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P) une chaîne de Markov à valeurs dans (E, E) de loi initiale µ
et de matrice de transition P .

Définition 1.16. 1. Une chaîne de Markov est dite stationnaire si, pour tous k, n ∈ N, la loi
de (X0, . . . , Xn) est égale à la loi du vecteur (Xk, . . . , Xn+k).

2. Une chaîne de Markov est dite réversible si, pour tout entier T ≥ 1, la loi du vecteur
(X0, . . . , XT ) est identique à la loi du vecteur retourné (XT , XT−1, . . . , X0).

Définition 1.17. 1. On dit qu’une mesure positive λ sur E est invariante si λ = λP .

2. On dit qu’une mesure positive λ sur E est réversible si, pour tous x, y ∈ E

λ(x)P (x, y) = λ(y)P (y, x).

Proposition 1.18. Toute mesure réversible est stationnaire.

Proposition 1.19. Si λ est une probabilité invariante, la chaîne (Xn)n de loi initiale λ est station-
naire.

Proposition 1.20. Si λ est une probabilité réversible, la chaîne (Xn)n de loi initiale λ est réver-
sible.

Exercice 1.2. Prouver les trois propositions précédentes.
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1.6 Chaînes récurrentes irréductibles

Dans toute cette section, on considère une chaîne de Markov (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P)
récurrente irréductible. On va s’intéresser à l’existence de mesures invariantes, dont l’intérêt est
principalement l’obtention de théorèmes ergodiques.

Théorème 1.21. La chaîne (Xn)n admet une mesure invariante µ, unique à une constante multi-
plicative près. De plus, pour tout y ∈ E, on a

0 < µ(y) < +∞.

Enfin, pour x ∈ E, la mesure invariante µx telle que µx(x) = 1 est donnée par

µx(y) = Ex

[ Tx−1∑
k=0

1I{Xk=y}
]
.

Preuve : On fixe x ∈ E. On pose

µ′x(y) = Ex

[ Tx∑
k=1

1I{Xk=y}
]
.

On a µx(x) = µ′x(x) = 1 et
µx(E) = Ex[Tx] = µ′x(E).

De plus, pour f positive sur E,

µx(f) =
∑
y∈E

µx(y)f(y) =
∑
y∈E

Ex

[ Tx−1∑
k=0

1I{Xk=y}f(y)
]

= Ex

[ Tx−1∑
k=0

f(Xk)
]
.

Or, comme XTx = x = X0 Px p.s.,

µx(f) = Ex

[ Tx−1∑
k=0

f(Xk)
]

= Ex

[ Tx∑
k=1

f(Xk)
]

= µ′x(f).

Donc µx = µ′x.

Montrons maintenant que µx est invariante. On a :

(µxP )(f) = µx(Pf) = Ex

[ Tx−1∑
k=0

Pf(Xk)
]

= Ex

[ Tx−1∑
k=0

EXk [f(X1)]
]

=
∑
k≥0

Ex

[
1I{k<Tx}EXk [f(X1)]

]
.
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Comme {k < Tx} ∈ Fk, d’après la propriété de Markov,

(µxP )(f) =
∑
k≥0

Ex

[
1I{k<Tx}f(Xk+1)

]
= Ex

[ Tx∑
k=1

f(Xk)
]

= µ′x(f) = µx(f).

On a donc montré l’invariance de µx.

Soit µ une mesure invariante. En utilisant la relation µP n = µ pour tout n ∈ N et l’irréducti-
bilité, on en déduit facilement :

1) si ∃y ∈ E, µ(y) = 0 alors ∀y ∈ E, µ(y) = 0.

2) si ∃y ∈ E, µ(y) < +∞ alors ∀y ∈ E, µ(y) < +∞.
Ceci montre que, pour tout y ∈ E, on a

0 < µ(y) < +∞.

Il reste à montrer l’unicité. Soit λ une autre mesure invariante vérifiant

0 < λ(y) < +∞

pour tout y ∈ E, et λ(x) = 1. On a

λ(y) = λP (y) = P (x, y) +
∑
z1 6=x

λ(z1)P (z1, y)

= P (x, y) +
∑
z1 6=x

∑
z2

λ(z2)P (z1, y)P (z2, z1)

= P (x, y) +
∑
z1 6=x

P (x, z1)P (z1, y) +
∑
z1 6=x

∑
z2 6=x

λ(z2)P (z1, y)P (z2, z1)

= . . .

≥
+∞∑
n=0

∑
z1,...,zn 6=x

P (x, zn)P (zn, zn−1) . . . P (z1, y)

=
+∞∑
n=0

Ex

[
1I{Xn+1=y}1In+1≤Tx

]
= Ex

[ Tx−1∑
n=0

1I{Xn+1=y}
]

= µx(y)

Ainsi λ−µx est aussi une mesure (positive) invariante qui vérifie (λ−µx)(x) = 0. Vu la propriété
1) ci-dessus, λ− µx = 0.
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Définition 1.22. Soit x ∈ E. On pose π(x) = Ex[Tx]. Si π(x) < +∞, l’état x est dit récurrent
positif. Sinon, il est dit récurrent nul.

Dans la cas d’une chaîne récurrente irréductible, on est donc en présence de la dichotomie
suivante :

Théorème 1.23. 1) ou bien il existe un état récurrent positif, alors tous les états sont récurrents
positifs et les mesures invariantes sont de masse finie,

2) ou bien il existe un état récurrent nul, alors tous les états sont récurrents nuls et les mesures
invariantes sont de masse infinie.

1.7 Théorèmes ergodiques

Dans toute cette section, on considère une chaîne de Markov (Ω,F , {Fn}n≥0, (Xn)n≥0,P)
récurrente irréductible.

Théorème 1.24. Soit µ une mesure invariante pour la chaîne (Xn)n. Soient f, g ∈ L1(µ) avec
µ(g) 6= 0. Alors

p.s.,

∑n
k=0 f(Xk)∑n
k=0 g(Xk)

→ µ(f)

µ(g)
lorsque n→∞.

Preuve : Soit x ∈ E, f ∈ L1(µ) et T kx le k-ième temps de retour de la chaîne en x. Soit λ la loi
initiale de la chaîne. On pose

Z0 =

T 1
x−1∑
k=0

f(Xk)

et

Zp =

T p+1
x −1∑
k=T px

f(Xk).

On a déjà vu que Ex[Z0] = µ(f) et par la propriété de Markov,

Eλ[Zp] = Eλ[E[Zp|FT px ]] = Ex[Z0] = µ(f).

Il résulte de la propriété de Markov forte que, sous Pλ, les variables Z0, Z1, . . . , Zp, . . . sont indé-
pendantes, identiquement distribuées et d’espérance µ(f). D’après la loi forte des grands nombres,

1

n

Tnx∑
k=0

f(Xk) =
1

n
(Z0 = · · ·+ Zn−1) +

1

n
f(x)→ µ(f)
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quand n → ∞ Pλ ps. A m ∈ N, on associe l’unique entier ν(m) tel que T ν(m)
x ≤ m < T

ν(m)+1
x .

On a ν(m)→∞ quand m→∞ et

ν(m) ≤
m∑
k=0

1I{Xk = x} < ν(m) + 1I{X0 = x} ≤ ν(m) + 1.

Si on suppose f ≥ 0 on a

ν(m)

ν(m) + 1

∑T
ν(m)
x

k=0 f(Xk)

ν(m)
≤

∑m
k=0 f(Xk)∑m

k=0 1I{Xk = x}
≤ ν(m) + 1

ν(m)

∑T
ν(m)
x +1
k=0 f(Xk)

ν(m) + 1
.

En passant à la limite en m→∞, on en déduit∑m
k=0 f(Xk)∑m

k=0 1I{Xk = x}
→ µ(f)

quand m → ∞ Pλ ps. En écrivant f = f+ − f−, on en déduit que la convergence précédente a
lieu si f ∈ L1(µ).

Si f, g ∈ L1(µ) avec µ(g) 6= 0, on a∑m
k=0 f(Xk)∑m

k=0 1I{Xk = x}
→ µ(f),

∑m
k=0 g(Xk)∑m

k=0 1I{Xk = x}
→ µ(g)

et on en déduit le théorème en faisant le quotient.

Si µ(E) < +∞, on peut choisir g = 1 dans le théorème précédent et on obient :

Corollaire 1.25. Supposons la chaîne (Xn)n irréductible récurrente positive. Soit µ son unique
probabilité invariante. Pour tout f ∈ L1(µ), on a

p.s.,
1

n

n∑
k=0

f(Xk)→ µ(f) lorsque n→∞.

Corollaire 1.26. Supposons la chaîne (Xn)n irréductible récurrente positive. Soit µ son unique
probabilité invariante. Pour tout x ∈ E, on a

p.s.,
1

n

n∑
k=0

1I{Xk=x} → µ(x) lorsque n→∞.
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Proposition 1.27. Supposons la chaîne (Xn)n irréductible récurrente nulle. Pour tout x ∈ E, on
a

p.s.,
1

n

n∑
k=0

1I{Xk=x} → 0 lorsque n→∞.

Preuve : On choisit µ mesure invariante telle que µ(x) = 1. Pour F ⊂ E fini, on a (th ??) ps∑n
k=0 1I{Xk=x}
n+ 1

≤
∑n

k=0 1I{Xk=x}∑n
k=0 1IF (Xk)

−−−→
n→∞

µ(x)

µ(F )
=

1

µ(F )
.

Donc on a ps

lim sup
n→∞

∑n
k=0 1I{Xk=x}
n+ 1

≤ 1

µ(F )
.

Il suffit donc de prendre F arbitrairement grand.

1.8 Condition de Doeblin

Définition 1.28. On dit qu’une probabilité de transition P vérifie la condition de Doeblin s’il
existe une mesure de probabilité ν sur E et α > 0 avec

P (x,B) ≥ αν(B)

pour tout B ∈ E et x ∈ E.

La constante α est alors nécessairement≤ 1. On suppose qu’elle est strictement plus petite que
1 pour éliminer le cas trivial ν = P et on pose β = 1− α. Il existe alors une matrice de transition
Q telle que

P (x, ·) = αν(·) + βQ(x, ·).

Soit Mb(E) l’ espace des mesures bornées sur E et B(E) l’espace des fonctions mesurables et
bornées sur E. On munit l’espace Mb(E) de la norme duale

‖µ‖ = sup{|µ(f)|; f ∈ B(E), ‖f‖∞ ≤ 1}.

L’espace Mb(E) est alors un espace de Banach réel et une matrice de transition définit un
opérateur positif de norme 1 sur Mb(E) de la manière suivante :

µ ∈Mb(E) 7→ µP ∈Mb(E).
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Théorème 1.29. Soit P une probabilité de transition vérifiant la condition de Doeblin pour 0 <
α < 1. Il existe une unique probabilité invariante λ. De plus, pour toute mesure de probabilité µ
sur E, on a :

‖µP n − λ‖ ≤ 2βn,

et λ est donnée par

λ = α
+∞∑
n=0

βnνQn.

Preuve : Une probabilité λ est invariante si et seulement si λ = λP , ce qui est encore équivalent
à λ = αν + βλQ ou

λ(I − βQ) = αν.

Comme Q est un opérateur de norme 1, (I − βQ) est inversible dand Mb(E) et d’inverse
+∞∑
n=0

βnQn.

Ceci fournit l’existence et l’unicité de λ, ainsi que la relation

λ = α
+∞∑
n=0

βnνQn.

Il reste à prouver la décroissance exponentielle. Pour cela, montrons par récurrence la formule

P n(x, ·) = αν
n−1∑
k=0

βkQk + βnQn(x, ·) (1.2)

Bien sûr , la formule ci-dessus est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle est vraie au rang n et
montrons qu’elle l’est alors au rang n+ 1 :

P n+1(x, z) =PP n(x, z) =
∑
y∈E

P (x, y)P n(y, z) =
∑
y∈E

P (x, y)
(
αν

n−1∑
k=0

βkQk(z) + βnQn(y, z)
)

=
∑
y∈E

(
αν(y) + βQ(x, y)

)(
αν

n−1∑
k=0

βkQk(z) + βnQn(y, z)
)

= α2ν

n−1∑
k=0

βkQk(z) + αβν

n−1∑
k=0

βkQk(z) + αβnνQn(z) + βn+1Qn+1(x, z)

= αν
n∑
k=0

βkQk(z) + βn+1Qn+1(x, z).
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Ceci prouve la formule (1.2). Donc

λ− µP n =αν
+∞∑
k=n

βkQk − βnµQn(x, ·) = ανβn
( +∞∑
k=0

βkQk
)
Sn − βnµQn(x, ·)

=βn(λ− µ)Qn(·)

et le résultat suit.

Corollaire 1.30. Soit P une probabilité de transition et k ≥ 1 tel que P k satisfait la condition
de Doeblin. Il existe alors une unique probabilité invariante λ. De plus, il existe des constantes
C <∞ et 0 < β < 1 telles que, pour toute mesure de probabilité µ :

‖µP n − λ‖ ≤ Cβn.

Preuve : en exercice.

Exercice 1.3. Soit (An, Bn, Cn)n suite de variables aléatoires toutes indépendantes entre elles et
telles que :

1. les variables aléatoires (An)n prennent les valeurs 1 et 0 avec les probabilités α et 1 − α
(avec 0 < α < 1),

2. les variables aléatoires (Bn)n sont à valeurs dans un espace F de loi µ,

3. les variables aléatoires (Cn)n sont à valeurs dans un espace E de loi ν.

On se donne de plus une fonction f mesurable de E × F dans E et on considère la suite (Xn)n
de variables aléatoires à valeurs dans E vérifiant

Xn+1 =

{
Cn+1 si An+1 = 1
f(Xn, Bn+1) si An+1 = 0

.

On note Q la matrice de transition de la chaîne Z définie par Zn+1 = f(Zn, Bn+1). Montrer que
(Xn)n est une chaîne de Markov de matrice de transition

P = αν + (1− α)Q,

et en déduire que (Xn)n satisfait la condition de Doeblin.

Exercice 1.4. Montrer que les 2 assertions suivantes sont équivalentes :

1. il existe k tel que P k satisfait la condition de Doeblin.

2. il existe k et il existe y ∈ E tels que infx∈E P
k(x, y) > 0.
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Proposition 1.31. Si P est irréductible et apériodique et si E est fini, alors il existe k tel que P k

satisfait la condition de Doeblin.

Preuve : utiliser l’exercice 1.4.

Théorème 1.32. Soit (Xn)n une chaîne de Markov de matrice de transition P irréductible et telle
que P k satisfait la condition de Doeblin, pour un k ≥ 1. Soit λ l’unique probabilité invariante de
la chaîne et f : E → R telle que∫

E

f 2 dλ < +∞, et
∫
E

f dλ = 0.

Alors, quand n→∞,
1√
n

n∑
k=1

f(Xk) converge en loi vers σfZ

où Z ' N(0, 1), σ2
f = Varλ(Qf) et

Qf(x) =
+∞∑
n=0

P nf(x).
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Chapitre 2

Rappels de calcul stochastique

Ce chapitre ne constitue qu’un rappel sur les propriétés du mouvement brownien et sur les
propriétés principales des Equations Différentielles Stochastiques (EDS).

2.1 Mouvement brownien

Définition 2.1. Un processus stochastique réel {Bt : t ≥ 0}, défini sur un espace probabilisé
(Ω,F ,P), est appelé mouvement brownien (standard) issu de 0 si les trois conditions suivantes
sont satisfaites :

1. Le processus B est à accroissements indépendants, c’est-à-dire que pour toute famille finie
d’instants 0 < t1 < · · · < tn, les variables aléatoires Bt1 , Bt2 − Bt1 , . . . , Btn − Btn−1 sont
indépendantes.

2. Pour chaque t la v.a.r Bt suit la loi N (0, t).

3. Pour presque tout ω ∈ Ω, les trajectoires t→ Bt(ω) sont continues .

De manière équivalente, on peut définir un mouvement brownien de la façon suivante :

Proposition 2.2. Un processus {Bt : t ≥ 0}, dont les trajectoires sont p.s. continues, est un mou-
vement brownien (issu de 0) ssi c’est un processus gaussien centré de covariance inf(s, t). De
plus les accroissements Bt −Bs, s < t, d’un mouvement brownien suivent la loi N (0, t− s).

Proposition 2.3. Si {Bt : t ≥ 0} est un mouvement brownien alors :

21
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1. les accroisseements de B sont stationnaires, c’est-à-dire que pour toute famille finie d’ins-
tants 0 < t1 < · · · < tn et pour tout s > 0, les vecteurs aléatoires

(Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1) et (Bt1+s −Bs, Bt2+s −Bt1+s, . . . , Btn+s −Btn−1+s)

ont même loi.
2. Pour tout 0 < s < t, la v.a. Bt −Bs suit une loi normale N(0, t− s).

Définition 2.4. Soit B = {Bt; t ≥ 0} un processus stochastique d dimensionel. On dit que B est
un mouvement brownien si ses composantesB1, . . . , Bd sont des mouvements browniens indépen-
dants.

Exercice 2.1. Prouver les 2 propositions précédentes.

Exercice 2.2. Montrer que les processus suivants sont des (Ft)-martingales :

(Bt)t≥0, (B2
t − t)t≥0,

(
exp

(
λBt − λ2t/2

))
t≥0

où λ est un réel quelconque.

Exercice 2.3. Si {Bt : t ≥ 0} est un mouvement brownien et 0 < t1 < · · · < tn, montrer que le
vecteur (Bt1 , . . . , Btn) admet pour densité

f(x1, . . . , xn) =
1

(2π)
n
2

√
t1(t2 − t1) · · · (tn − tn−1)

× e
− 1

2

„
x21
t1

+
(x2−x1)2

t2−t1
+···+ (xn−xn−1)2

tn−tn−1

«

par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rn.

Exercice 2.4. Dans cet exercice, B = (Bt)t≥0 désigne un mouvement brownien à valeurs dans
Rd, d ∈ N∗. Soit U une matrice carrée réelle de taille d× d orthogonale (i.e. U tU = Id). Montrer
que Wt = UBt définit un mouvement brownien.

Exercice 2.5. Montrer le résultat suivant (loi des grands nombres pour un mouvement brownien
standard) :

p.s., lim
t→∞

Bt

t
= 0.

Exercice 2.6. Soit A = {lim supn
Bn√
n
≥ x}, où x > 0 est fixé.

1. Montrer que pour toutm ∈ N∗, l’événementA est indépendant deFm. En déduire que P(A)
vaut 0 ou 1.

2. Montrer que P(A) = 1. En déduire que

lim sup
t→∞

Bt√
t

= +∞ et lim inf
t→∞

Bt√
t

= −∞, P p.s..
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2.2 Propriété de Markov forte

Soit {Bt : t ≥ 0} est un mouvement brownien et (FBt )t≥0 sa filtration naturelle complétée,
c’est-à-dire

∀t ≥ 0, FBt = σ(Xs; 0 ≤ s ≤ t) ∨ σ(N )

oùN désigne l’ensemble des sous-ensembles négligeables de (Ω,F ,P). C’est la plus petite filtra-
tion complète qui rende B adapté.

Définition 2.5. Soit (Ft)t≥0 une filtration. Un temps d’arrêt pour la filtration (Ft)t≥0 est une
variable aléatoire τ : Ω→ [0,+∞] telle que pour tout t ≥ 0

{T ≤ t} ∈ Ft.

Si τ est p.s. fini, on définit la tribu

Fτ = {A ∈ F ;∀t ≥ 0, A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft}.

Exercice 2.7. Si ς et τ sont deux (Ft)t≥0 temps d’arrêt p.s. finis tels que ς ≤ τ , montrer que l’on
a :

Fς ⊂ Fτ .

Théorème 2.6. (Propriété de Markov forte) Si τ est un temps d’arrêt p.s. fini alors le processus

{Bt+τ −Bτ ; t ≥ 0}

est un mouvement brownien indépendant de la tribu FBτ .

Exercice 2.8. Pour tout a ∈ R, on note Ta = inf{t > 0;Bt = a} le premier temps d’atteinte de a
par le mouvement brownien B, avec la convention inf ∅ = +∞.

1. Montrer que Ta <∞ presque sûrement.

2. Soit a > 0. En appliquant soigneusement le théorême d’arrêt de Doob, montrer que la
transformée de Laplace de Ta est donnée par :

∀λ > 0, E
[
e−λTa

]
= e−a

√
2λ.

3. En calculant la transformée de Laplace de la loi sur R∗+ de densité f(x) = a√
2πx3

e−a
2/(2x)1I{x>0},

montrer que Ta admet f pour densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur R. Quelle
est la densité de Ta si a < 0 ?
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Exercice 2.9. Soit a un réel strictement positif fixé.

1. Pour tout t ≥ 0, on note Mt = sup0≤s≤tBs. En utilisant la propriété de Markov forte du
mouvement brownien, montrer que pour tout t ≥ 0,

P(Mt ≥ a) = P(Ta ≤ t) = 2P(Bt ≥ a) = P(|Bt| ≥ a)

2. La propriété précédente est appelée « principe de réflexion ». Justifier ce nom.

3. En utilisant le principe de réflexion, déterminer la densité de Ta.

4. Les processus M = (Mt)t≥0 et |B| = (|Bt|)t≥0 ont-ils même loi ?

5. Montrer que Ta a même loi que
(

a
M1

)2

et que
(

a
B1

)2

. Retrouver une nouvelle fois la densité
de Ta.

2.3 L’intégrale stochastique d’Itô

On suppose à partir de maintenant que l’on dispose d’un espace probabilisé (Ω;F ; P) muni
d’une filtration (Ft, t ≥ 0), sur lequel est défini un Ft-mouvement brownien {Bt, t ≥ 0}. On
suppose de plus que F0 contient tous les ensembles de P-mesure nulle. Définissons alors une
première classe d’intégrands.

Définition 2.7. Un processus stochastique ϕt(ω) défini sur R+ × Ω (resp sur [0, T ] × Ω ) est dit
progressivement mesurable si ∀t ∈ R+ (resp t ∈ [0, T ]) l’application :

(s, ω) 7→ ϕs(ω)

de [0, t]× Ω dans R est B([0, t])⊗Ft mesurable.

On notera par la suite Λ2(R+) (resp. Λ2([0, T ])) le sous-espace de L2(Ω× R+,P⊗ dt ) (resp.
L2(Ω × [0, T ],P ⊗ dt)) constitué des classes de processus progressivement mesurables. Muni du
produit scalaire

(ϕ, ψ) = E
[∫

R+

ϕtψt dt

]
(resp = E

[∫ T

0

ϕtψt dt

]
),

c’est un espace de Hilbert. Pour finir, on définit

Λ2 =
⋂
T>0

Λ2([0, T ]).
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Soit E l’ensemble des classes de processus de la forme :

ϕt(ω) =
n−1∑
i=0

Xi(ω)1I]ti,ti+1](t) , t ≥ 0

avec n ∈ N, 0 < t1 < . . . , < tn. pour 0 ≤ i ≤ n − 1, Xi est une v.a. Fti-mesurable et de carré
intégrable. Alors ϕ est progressivement mesurable.

Soit ϕ ∈ E . On définit le processus stochastique

B(ϕ)t =

∫ t

0

ϕs dBs

=
n−1∑
i=0

Xi(Bt∧ti+1
−Bt∧ti). , t ≥ 0

Théorème 2.8. (Construction de l’intégrale d’Itô) Pour tout ϕ ∈ Λ2, il existe une suite (ϕn)n ∈
EN telle que pour tout t > 0

ϕn1I[0,t] → ϕ1I[0,t]

dans Λ2([0, T ]). La limite
B(ϕ)t = lim

n→∞
B(ϕn1I[0,t])

existe dans l’espace L2(Ω) et ne dépend pas de la suite (ϕn)n ∈ EN choisie. Le processus ainsi
défini

B(ϕ)t =

∫ t

0

ϕs dBs , t ≥ 0

admet une version continue (et l’on ne considèrera que cette version-là par la suite), et vérifie

E(B(ϕ)t) = 0 et E
[
B(ϕ)2

t

]
= E

[∫ t

0

ϕ2
s ds

]
, ∀t ≥ 0.

Plus généralement, si 0 < s < t et ϕ, ψ ∈ Λ2 alors

E
[(
B(ϕ)t −B(ϕ)s

)(
B(ψ)t −B(ψ)s

)
|Fs
]

= E
[∫ t

s

ϕrψr dr|Fs
]
.

Si de plus ϕ ∈ Λ2(R+), alors

B(ϕ)t → B(ϕ)∞ =

∫
R+

ϕs dBs

P p.s. et dans L2(Ω) lorsque t→∞.
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2.4 La formule d’Itô

Considérons tout d’abord x ∈ C1(R+), et Φ ∈ C1(R). Alors la formule de dérivation des
fonctions composées donne

Φ(x(t)) = Φ(x(0)) +

∫ t

0

Φ′(x(s)) dx(s).

Notre objectif dans cette section va être d’obtenir une formule analogue si l’on remplace x par un
mouvement brownien, ou plus généralement des processus d’Itô.

Théorème 2.9. Première formule d’Itô Soit Φ ∈ C2(R). Alors

Φ(Bt) = Φ(0) +

∫ t

0

Φ′(s) dBs +
1

2

∫ t

0

Φ′′(Bs) ds.

Nous généralisons maintenant la formule d’Itô ci-dessus en remplaçant le mouvement brow-
nien par une classe plus générale de processus.

Définition 2.10. Un processus {Xt; t ≥ 0} est appelé processus d’Itô s’il est de la forme

Xt = X0 +

∫ t

0

ψs ds+

∫ t

0

ϕs dBs (2.1)

où X0 est une variable aléatoire F0-mesurable, ψ et ϕ sont des processus progressivement mesu-
rables qui vérifient

∀t ≥ 0,P p.s.,
∫ t

0

|ψs| ds <∞ et ϕ ∈ Λ2.

Il en résulte qu’un processus d’Itô est presque sûrement continu et progressivement mesurable.

Théorème 2.11. Deuxième formule d’Itô Soit {Xt; t ≥ 0} un processus d’Itô de la forme (2.1)
et Φ ∈ C2(R). Alors P p.s., pour tout t ≥ 0 :

Φ(Xt) = Φ(X0) +

∫ t

0

Φ′(Xs)ψs ds+

∫
Φ′(Xs)ϕs dBs +

1

2

∫ t

0

Φ′′(Xs)ϕ
2
s ds, t ≥ 0.

L’expression ci-dessus peut être réécrite sous la forme plus concise suivante :

dΦ(Xt) = Φ′(Xt) dXt +
1

2
Φ′′(Xt)ϕ

2
t dt.
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Théorème 2.12. (Formule d’Iô avec dépendance en t) Soit {Xt; t ≥ 0} un processus d’Itô et
Φ ∈ C1,2(R+ × R). Alors P p.s.

Φ(t,Xt) = Φ(0, X0) +

∫ t

0

∂Φ

∂s
(s,Xs) ds+

∫ t

0

∂Φ

∂x
(s,Xs)ψs ds+

∫ t

0

∂Φ

∂x
(s,Xs)ϕs dBs

+
1

2

∫ t

0

∂2Φ

∂x2
(s,Xs)ϕ

2
s ds.

Exercice 2.10. Le processus d’Ornstein-Ulhenbeck

On considère le processusX à valeurs dans R solution de l’EDS linéaire à coefficients constants :

dXt = −αXt dt+ βdBt, X0 = ξ (2.2)

où α et β sont des constantes, B est un Ft-mouvement brownien et ξ est une variable F0-
mesurable. On suppose que α > 0.

1) Montrer que la solution de (2.2) est donnée par

Xt = e−tαξ +

∫ t

0

e−(t−s)αβ dBs, t ≥ 0

2) En déduire que si ξ est une variable gaussienne, alors X est un processus gaussien d’espé-
rance et de fonction de covariance données par

E [Xt] = e−tαE [ξ]

Cov(Xs, Xt) = e−α(t+s)Var(ξ) + β2
∫ t∧s

0
e−α(t+s−2u) du

3) Si E [ξ] = 0 et Var = β2

2α
alors le processus X est centré et de covariance stationnaire, ie

Cov(Xs, Xt) =
β2

2α
e−α|t−s|,∀s, t ≥ 0.

En particulier, ∀t ∈ R+, Xt ∼ N (0, β2/2α).

4) Si ξ est une variable gaussienne, alors quand t→∞, l’espérance et la fonction de covariance
du processus {Xt+δ; δ ≥ 0} tendent vers celle du cas stationnaire :

E [Xt]→ 0, Cov(Xs, Xt)→
β2

2α
e−δα.
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Exercice 2.11. Mouvement brownien avec dérive :

Soit B un Ft-mouvement brownien, et Xt = Bt + µt, où µ ∈ R. Pour a > 0, on définit
T = inf {t ≥ 0;Xt ≥ a}.

1) Montrer que pour tout λ ∈ R, le processus

Zt = e
λXt−

“
λ2

2
+µλ

”
t

est une martingale.

2) Montrer que E [Zt∧T ] = 1 pour tout t ≥ 0. En déduire que si λ > (−2µ)+,

E
[
1I{T<∞}e

−
“
λ2

2
+µλ

”
T

]
= e−λa.

3) Montrer que
P (T <∞) = 1 ∧ e2µa.

2.5 Extension aux dimensions supérieures

Soit {Bt, t ≥ 0} un mouvement brownien de dimension k et {ϕt, t ≥ 0} un processus à valeurs
dans l’ensemble des matrices d × k. Supposons que pour tous 1 ≤ i ≤ d et 1 ≤ j ≤ k, on a
ϕij ∈ Λ2. On peut alors définir

B(ϕ)it =
k∑
j=1

∫ t

0

ϕijs dB
j
s , 1 ≤ i ≤ d, t ≥ 0,

et B(ϕ)t est alors le vecteur d-dimensionnel dont les composantes sont égales à B(ϕ)it. Nous
avons alors

Proposition 2.13. Soit ϕ, ψ ∈ (Λ2)d×k. Alors ∀s, 0 ≤ s < t,

i) B(ϕ)t =
∫ t

0
ϕs dBs est une L2-martingale continue, à valeurs dans Rd et Ft-adaptée.

ii) E [(B(ϕ)t −B(ϕ)s)(B(ψ)t −B(ψ)s)
∗|Fs] = E

[∫ t
s
ϕrψ

∗
r dr|Fs

]
iii) E [〈B(ϕ)t −B(ϕ)t, B(ψ)t −B(ψ)s〉 |Fs] = E

[∫ t
s
Tr(ϕrψ

∗
r) dr|Fs

]
On va maintenant généraliser la formule d’Itô au cas vectoriel.
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Définition 2.14. Un processus stochastique {Xt; t ≥ 0} est un processus d’Itô d-dimensionnel s’il
est de la forme

Xt = X0 +

∫ t

0

ψs ds+

∫ t

0

ϕs dBs, (2.3)

où X0 est un vecteur aléatoire d-dimensionnel F0-mesurable, ψ est un processus d-dimensionnel
progressivement mesurable satisfaisant

∀t ≥ 0, P p.s.,
∫ t

0

|ψs| ds <∞,

et ϕ ∈ Λ2 est un processus progressivement mesurable à valeurs dans les matrices d× k.

On notera C1,2
b (R+ × Rd) l’espace des fonctions continues qui sont une fois continûment dif-

férentiable par rapport à la première variable et qui le sont deux fois par rapport à la deuxième
variable, possédant des dérivées bornées.

Théorème 2.15. (Formule d’Itô vectorielle) Soit {Xt; t ≥ 0} un processus d’Itô d-dimensionnel
de la forme (2.3), et Φ ∈ C1,2

b (R+ × Rd). Alors P p.s.

Φ(t,Xt) = Φ(0, X0) +

∫ t

0

∂Φ

∂s
(s,Xs) ds+

∫ t

0

〈∇xΦ(s,Xs), ψs〉 ds

+

∫ t

0

〈∇xΦ(s,Xs), ϕs dBs〉+
1

2

∫ t

0

Tr[∂2
xxΦ(s,Xs)ϕsϕ

∗
s] ds.

2.6 Les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy

On s’intéresse maintenant au contrôle des intégrales stochastiques à l’aide des variations qua-
dratiques.

Théorème 2.16. Soit {Bt, t ≥ 0} un mouvement brownien d-dimensionnel. Pour chaque p > 0 et
T > 0, il existe une constante cp ≥ 1 telle que ∀ϕ ∈ Λ2

1

cp
E

[(∫ T

0

|ϕt|2 dt
)p/2]

≤ E
[
sup
t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

ϕs dBs

∣∣∣∣p] ≤ cpE

[(∫ T

0

|ϕt|2 dt
)p/2]

.

Corollaire 2.17. Soitϕ ∈ Λ2 tel que E
[(∫∞

0
|ϕt|2 dt

)1/2]
<∞. Alors le processus

{∫ t
0
ϕs dBs, t ≥ 0

}
est une martingale uniformément intégrable.
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2.7 Théorème de représentation des martingales

Nous avons vu que le mouvement brownien ainsi que les intégrales stochastiques d’éléments
de Λ2 sont des martingales adaptées à la filtration brownienne. Dans cette section, nous nous
intéressons à la question : la réciproque est-elle vraie ?

Théorème 2.18. (Théorème de représentation des martingales de Paul Lévy) Soit {Mt, t ≥ 0}
une martingale continue d-dimensionnelle telle que M0 = 0 P p.s. et {MtM

∗
t − tI; t ≥ 0} est une

martingale à valeurs dans les matrices d× d. Alors {Mt, t ≥ 0} est un Ft-mouvement brownien.

Nous supposerons maintenant que {Bt, t ≥ 0} est un mouvement brownien d-dimensionnel et
que la filtration {Ft, t ≥ 0} est la filtration naturelle de {Bt, t ≥ 0} ie Ft = σ(Bs, 0 ≤ s ≤ t)
(aux ensembles de P mesure nulle près).

Théorème 2.19. Soit {Mt, t ≥ 0} une martingale telle que M0 = 0 P p.s. et

∀t ≥ 0, E
[
|Mt|2

]
<∞.

Alors il existe un unique ϕ ∈ Λ2 tel que

P p.s.,∀t ≥ 0, Mt =

∫ t

0

ϕs dBs.

Preuve : L’unicité de ϕ résulte du fait que si ϕ, ϕ′ satisfont le théorème alors

E
[∫ T

0

|ϕt − ϕ′t|2 dt
]

= 0, T > 0.

Pour prouver l’existence de ϕ il suffit de montrer que pour tout T > 0, il existe ϕ ∈ Λ2([0, T ])
tel que

MT =

∫ T

0

ϕs dBs.

Ceci résulte du fait que l’ensemble

H =

{
c+

∫ T

0

ϕt dBt; c ∈ R, ϕ ∈ Λ2([0, T ])

}
coïncide avec L2(Ω,FT ,P). Il est facile de voir que H ⊂ L2(Ω,FT ,P). Il suffit alors de montrer
queH est à la fois dense et fermé dans L2(Ω,FT ,P).
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a)H est fermé : Soit {cn, n ∈ N} ⊂ R et {ϕn, n ∈ N} ⊂ Λ2([0, T ]). Pour n ∈ N, on pose

ξn = cn +

∫ T

0

ϕns dBs.

On suppose que ξn → ξ dans L2(Ω,FT ,P). Alors E [ξn]→ E [ξ] et ainsi cn → c. D’autre part :

V ar(ξn − ξm) = E
[∫ T

0

|ϕns − ϕms |2 ds
]
→ 0,

lorsque m,n→∞. Ainsi la suite {ϕn, n ∈ N} est une suite de Cauchy dans Λ2([0, T ]) et il existe
ϕ ∈ Λ2([0, T ]) tel que

E
[∫ T

0

|ϕns − ϕs|2 ds
]
→ 0.

Par suite

ξ = c+

∫ T

0

〈ϕt, dBt〉 .

b)H est dense dans L2(Ω,FT ,P) : Soit ϕ ∈ L2([0, T ],Rd), on pose

X=
t

∫ t

0

ϕs dBs −
1

2

∫ t

0

|ϕs|2 ds,

εt = exp(Xt).

En appliquant la formule d’Itô au processus Xt et à la fonction Φ(x) = exp(x) on obtient

εT = 1 +

∫ T

0

exp(Xs)
(
− 1

2
|ϕs|2

)
ds+

∫ T

0

exp(Xs)ϕs dBs +
1

2

∫ T

0

Tr(ϕsϕ
∗
s) exp(Xs) ds

= 1 +

∫ T

0

exp(Xs)ϕs dBs.

De plus on a

E
[∫ T

0

|εtϕt|2 dt
]

=

∫ T

0

|ϕt|2E
[
|εt|2

]
dt

=

∫ T

0

|ϕt|2 exp

(∫ t

0

|ϕs|2 ds
)
dt

< +∞ car ϕ ∈ L2([0, T ],Rd)
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et donc εT ∈ H.

Pour ϕ ∈ L2([0, T ]; Rd), nous notons maintenant ε(ϕ)T la fonction εT définie précédemment
pour rendre explicite la dépendance par rapport à la fonction ϕ choisie. Nous allons montrer que
pour Z ∈ L2(Ω,FT ,P),

E [Zε(ϕ)T ] = 0 , ∀ϕ ∈ L2([0, T ],Rd)⇒ Z = 0.

Ceci terminera la preuve. Or

E [Zε(ϕ)T ] = cρE
[
Z exp

(∫ T

0

ϕs dBs

)]
.

En choisissant ρ =
n∑
i=1

λi1I]ti−1;ti](t) où ∀i, λi ∈ Rd, 0 = t0 < t1 < · · · < tn ≤ T , nous avons :

E
[
Z exp

(
〈λ1, Bt1〉+ 〈λ2, Bt2 −Bt1〉+ · · ·+

〈
λn, Btn −Btn−1

〉)]
= 0,

et quitte à changer les notations, on a ∀µ1, . . . , µn ∈ Rd, ∀0 < t1 < t2 < · · · < tn ≤ T ,

E [Z exp (i 〈µ1, Bt1〉+ i 〈µ2, Bt2〉+ · · ·+ i 〈µn, Btn〉)] = 0.

Pour simplifier les notations, posons µ =

 µ1
...
µn

 et Y =

 Bt1
...
Btn

.

Nous avons E
[
Zei<µ,Y >

]
= 0,∀µ ∈ (Rd)n. Nous allons montrer que E [Z|Y ] = 0. Il suffit pour

cela de montrer que pour toute fonction f ∈ C0((Rd)n), E [f(Y )Z] = 0 et, par densité, il suffit de
le montrer pour les fonctions f étant des transformées de Fourier de fonctions de L1((Rd)n). Soit
donc

f(x) =

∫
Rdn

ei<x,t>g(t) dt

on a alors

E [f(Y )Z] = E
[∫

Rdn
Zei<Y,t>g(t) dt

]
=

∫
Rdn

g(t)E
[
Zei<Y,t>

]
dt

= 0
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Ainsi, ∀n ∈ N, ∀0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn ≤ T

E [Z|Bt1 , . . . , Btn ] = 0.

Le résultat suit.

Corollaire 2.20. Soit T > 0 et ξ ∈ L2(Ω,FT , P ). Alors il existe un unique ϕ ∈ Λ2([0, T ]) tel que

ξ = E [ξ] +

∫ T

0

ϕs dBs.

Exercice 2.12. Soit T > 0 et ξ ∈ Lp(Ω,FT , P ) où p > 1. Montrer qu’ il existe un unique ϕ tel
que

E

[(∫ T

0

|ϕt|2 dt
)p/2]

< +∞, et ξ = E [ξ] +

∫ T

0

ϕs dBs.
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Chapitre 3

Equations différentielles stochastiques

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier les équations différentielles stochastiques de la forme :

Xt = x+

∫ t

0

f(s,Xs) ds+

∫ t

0

g(s,Xs) dBs (3.1)

où {Bt; t ≥ 0} est un mouvement brownien k-dimensionnel. Le coefficient f(t,Xt) de dt est
appelé dérive et le coefficient g(t,Xt) de dBt est appelé terme de diffusion.

Nous appellerons solution sur [0, T ] tout processus d-dimensionnel {Xt; t ≥ 0} ∈ Λ2([0, T ])
qui satisfait

P p.s.,
∫ T

0

|f(s,Xs)| ds <∞ et
∫ t

0

E[|g(s,Xs)|2] ds < +∞

ainsi que l’équation (3.1) P p.s.

Remarque 3.1. Il est important de noter que, généralement, on utilise une définition plus faible
de solution en imposant seulement sur g

P p.s.,
∫ T

0

|g(s,Xs)|2 ds < +∞.

Toutefois, la définition donnée ci-dessus sera suffisante pour ce cours.

35
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Les fonctions f, g sont supposées vérifier les conditions de Lipschitz suivantes (ces hypothèses
ne sont pas minimales). Il existe deux constantes M,K telles que ∀x, y ∈ Rd

|f(t, x)|+ |g(t, x)| ≤M(1 + |x|) (3.2)
|f(t, x)− f(t, y)|+ |g(t, x)− g(t, y)| ≤ K|x− y|. (3.3)

3.2 Estimations préliminaires

Lemme 3.2. (Lemme de Gronwall) Soit f une application localement intégrable de R+ dans R,
a et b deux applications croissantes et non négatives telles que ∀0 ≤ t ≤ T

f(t) ≤ a(t) + b(t)

∫ t

0

f(s) ds.

Alors on a ∀t ∈ [0;T ],
f(t) ≤ a(t)eb(t)t.

Proposition 3.3. Supposons que le couple de fonctions (f, g) vérifie la condition (3.2), que U ∈
Λ2([0, T ]) et que le processus X vérifie

Xt = U0 +

∫ t

0

f(s, Us) ds+

∫ t

0

g(s, Us) dBs.

Alors X ∈ Λ2([0, T ]) il existe une constante C = C(T,M) telle que pour 0 ≤ t ≤ T on ait

E
[

sup
t∈[0,T ]

|Xt|2
]
≤ C(1 + E[ sup

t∈[0,T ]

|Ut|2]).

Preuve : Appliquons la formule d’Itô au processusX et à la fonction Φ(x) = |x|2, puis en utilisant
l’inégalité ab ≤ a2/2 + b2/2, on a :

|Xs|2 = |U0|2 + 2

∫ s

0

〈Xu, f(u, Uu)〉 du+ 2

∫ s

0

〈Xu, g(u, Uu) dBu〉+

∫ s

0

Tr(gg∗)(u, Uu) du

≤ |U0|2 + 2M

∫ s

0

|Xu|(1 + |Uu|) du+ 2 sup
t∈[0,s]

∣∣ ∫ t

0

〈Xu, g(u, Uu) dBu〉
∣∣+M2

∫ s

0

(1 + |Uu|)2 du

≤ (1 +MT + 2M2T ) sup
t∈[0,T ]

|Ut|2 + (M + 2M2)T + (2M)T sup
t∈[0,s]

|Xt|2

+2 sup
t∈[0,s]

∣∣ ∫ t

0

〈Xu, g(u, Uu) dBu〉
∣∣
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En prenant l’espérance et en utilisant les inégalités de Burkholder-Davies-Gundy, on obtient :

E
[

sup
t∈[0,s]

∣∣ ∫ t

0

〈Xu, g(u, Uu) dBu〉
∣∣]

≤ CE
[( ∫ s

0

|Xu|2|g(u, Uu)|2 du
)1/2]

≤ CME
[( ∫ s

0

|Xu|2(1 + |Uu|)2 du
)1/2]

≤ CME
[( ∫ s

0

|Xu|2(2 + 2|Uu|2) du
)1/2]

≤ CME
[( ∫ s

0

2|Xu|4 + 1 + |Uu|4 du
)1/2]

≤ CME
[( ∫ s

0

2|Xu|4 du
)1/2]

+ CMT 1/2 + CME
[( ∫ s

0

|Uu|4 du
)1/2]

≤ CMT 1/2 + C(2T )1/2E
[

sup
t∈[0,s]

|Xu|2
]

+ C(2T )1/2E
[

sup
t∈[0,s]

|Uu|2
]
,

où la constante C est celle provenant des inégalités BDG. En rassemblant les inégalités précé-
dentes, on en déduit l’existence d’une constante C (dépendant de M et T ) telle que

E
[

sup
[0,t]

|Xu|2
]
≤ C + CE

[
sup
[0,t]

|Xu|2
]

+ CE
[

sup
[0,T ]

|Uu|2
]
.

Le lemme de Gronwall permet de conclure.

3.3 Existence et unicité de la solution

On définit l’espace ST des processus progressivement mesurables X sur [0, T ] vérifiant

E
[

sup
[0,T ]

|Xt|2
]
< +∞.

Théorème 3.4. Sous les hypothèses 3.2 et 3.3, pour toute condition initiale F0-mesurable X0 ∈
L2(Ω), il existe une unique solution {Xt; t ≥ 0} ∈ ST de l’EDS (3.1).

Preuve :
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1) Considèrons l’application Φ de ST dans lui-même (vu Prop 3.3) définie par

∀U ∈ (Λ2)d,Φ(U)t = x+

∫ t

0

f(s, Us) ds+

∫ t

0

g(s, Us) dBs.

Une solution de l’équation 3.1 est un point fixe de Φ. L’existence et l’unicité d’un point fixe vont
résulter du fait que pour tout T > 0, Φ est strictement contractante sur ST muni de la norme

‖X‖β =
(
E
[

sup
t∈[0,T ]

eβt|Xt|2
])1/2

pour β choisi convenablement.

Soit U,U ′ ∈ ST . On note, on pose U = U − U ′, f t = f(t, Ut) − f(t, U ′t), gt = g(t, Ut) −
g(t, U ′t),Φt = Φ(U)t − Φ(U ′)t. Il résulte de la formule d’Itô vectorielle appliquée au processus
d’Itô Φ et à la fonction Γ(t, x) = eβt|x|2 que pour chaque β ∈ R∗+ :

eβt|Φt|2 =

∫ t

0

βeβs|Φs|2 ds+ 2

∫ t

0

eβs
〈
Φs, f s

〉
ds+ 2

∫ t

0

eβs
〈
Φs, gs dBs

〉
+

∫ t

0

eβsTr(gsg
∗
s) ds

≤
∫ t

0

βeβs|Φs|2 ds+ 2

∫ t

0

eβsK|Φs||Ūs| ds+ 2 sup
[0,t]

∣∣ ∫ s

0

eβr
〈
Φr, gr dBr

〉 ∣∣
+

∫ t

0

eβsK2|Ūs|2 ds

≤ (Tβ +KT ) sup
[0,t]

eβs|Φs|2 + (TK + TK2) sup
[0,t]

eβs|U s|2 + 2 sup
[0,t]

∣∣ ∫ s

0

eβr
〈
Φr, gr dBr

〉 ∣∣
En prenant l’espérance, on obtient

E
[

sup
[0,t]

eβs|Φs|2
]
≤(Tβ +KT )E

[
sup
[0,t]

eβs|Φs|2
]

+ (TK + TK2)E
[

sup
[0,t]

eβs|U s|2
]

+ E
[
2 sup

[0,t]

∣∣ ∫ s

0

eβr
〈
Φr, gr dBr

〉 ∣∣]
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D’après les inégalités de Burkholder-Davies-Gundy, on a

E
[

sup
[0,t]

∣∣ ∫ s

0

eβr
〈
Φr, gr dBr

〉 ∣∣] ≤ CE
[( ∫ t

0

e2βr|Φr|2|gr|2 dr
)1/2]

≤ CE
[( ∫ t

0

e2βr|Φr|2K2|U r|2 dr
)1/2]

≤ Ct1/2KE
[

sup
[0,t]

eβs/2|Φs| sup
[0,t]

eβs/2|U s|
]

≤ Ct1/2K/2E
[

sup
[0,t]

eβs|Φs|2
]

+ Ct1/2K/2E
[

sup
[0,t]

eβs|U s|2
]

Finalement, on obtient

E
[

sup
[0,t]

eβs|Φs|2
]
≤(Tβ +KT + CT 1/2K/2)E

[
sup
[0,t]

eβs|Φs|2
]

+ (TK + TK2 + CT 1/2K/2)E
[

sup
[0,t]

eβs|U s|2
]
,

ce qui est équivalent à

E
[

sup
[0,t]

eβs|Φs|2
]
≤ TK + TK2 + CT 1/2K/2

1− (Tβ +KT + CT 1/2K/2)
E
[

sup
[0,t]

eβs|U s|2
]
.

Fixons T > 0 quelconque. Il est clair que l’on peut choisir β ∈ R tel que le terme TK+TK2+CT 1/2K/2

1−(Tβ+KT+CT 1/2K/2)

soit strictement compris entre 0 et 1. Ceci assure alors que Φ est une contraction. L’existence et
l’unicité résultent alors du théorème du point fixe.

En fait, en choisissant un autre espace, on peut montrer l’existence et l’unicité avec de moindres
calculs. On peut notamment se passer des inégalités de Burkholder-Davies-Gundy. Néanmoins,
la convergence que l’on a obtenue permet d’obtenir des estimations fortes sur le processus (en
particulier, on contrôle son sup).

A l’aide de temps d’arrêts, on peut étendre l’existence et l’unicité des solutions pour des coef-
ficients f, g satisfaisant seulement des hypothèses de Lipschitz locales{

∀r > 0,∃Kr > 0,∀x, y ∈ B(0; r),∀t ≥ 0,
|f(t, x)− f(t, y)|+ ‖g(t, x)− g(t, y)‖ ≤ Cr|x− y|

On a montré que siX etX ′, définis sur le même espace de probabilité (i.e. par rapport au même
mouvement brownien), sont solutions de la même EDS alors ils ont mêmes trajectoires. Ceci est
appelé unicité trajectorielle. En utilisant ce résultat sur l’espace canonique des trajectoires, on
peux montrer le résultat suivant d’unicité en loi des solutions des EDS :
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Théorème 3.5. Soient (Ω,F ,P) et (Ω′,F ′,P′) deux espaces de probabilité sur lesquels sont dé-
finis deux mouvements browniens Bt et B′t et deux variables aléatoires de même loi H et H ′.
Supposons que les hypothèses du théorème 3.4 soient vérifées pour chacune des deux conditions
initiales. Alors la solution X sur (Ω,F ,P) et la solution X ′ sur (Ω′,F ′,P′) de l’EDS (3.1) ont
même loi trajectorielle.

Exercice 3.1. (Processus d’Ornstein-Uhlenbeck) On considère l’EDS suivante en dimension un.{
dXt = σdBt − cXtdt
X0 = H indépendant de (Bt)t

(3.4)

Montrer que l’on a

Xt = He−ct + σe−ct
∫ t

0

ecs dBs.

L’Èquation (3.4) porte le nom d’équation de Langevin etX est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Exercice 3.2. (Processus de Black et Scholes) On considère l’EDS suivante :{
dXt = Xt(σdBt + cdt)
X0 = H (indépendant de (Bt)t)

. (3.5)

Montrer que
Xt = HeσBt−

1
2
σ2t+ct.

3.4 Dépendance par rapport aux conditions initiales

Définissons maintenant pour (t, x) ∈ R+ × Rd, {Xx,t
s , s ≥ 0} comme étant la solution de

l’EDS suivante qui part du point x au temps t :

Xx,t
s = x+

∫ t∨s

t

f(r,Xx,t
r ) dr +

∫ t∨s

t

g(r,Xx,t
r ) dBr.

En modifiant légèrement la preuve du théorème 3.4, on peut montrer le résultat suivant de
dépendance par rapport au conditions initiales :

Proposition 3.6. Supposons que f et g vérifient les conditions (3.2) et (3.3). Pour chaque T > 0
et pour p ≥ 2, il existe une constante c(p, T,K) telle que

E
[
|Xx,t

s −X
x′,t′

s′ |
p
]
≤ c(p, T,K)(1 + |x|p + |x′|p)(|t− t′|p/2 + |s− s′|p/2 + |x− x′|p)
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On en déduit que, pour chaque (t, x), les trajectoires du processus X t,x sont continues (en fait
hölderiennes pour un exposant de Hölder convenablement choisi). On peut le démontrer à l’aide
du critère suivant :

Théorème 3.7. Soit
{
Zv; v ∈ [0; a]k

}
un processus à valeurs dans un espace de Banach pour

lequel il existe trois constantes strictement positives γ, c, ε telle que

E [|Zv − Zu|γ] ≤ c|v − u|k+ε, u, v ∈ [0; a]k.

Alors il existe un processus
{
Z̃v; v ∈ [0; a]k

}
tel que

i) Z̃ est une modification de Z

ii) E
[(

supv 6=u
|Z̃u−Z̃v |
|u−v|α

)γ]
<∞,

pour tout α ∈
[
0; ε

γ

[
, ce qui implique en particulier que les trajectoires de Z̃ sont α-hölderiennes.

Mais le critère précédent nous donne un résultat plus fort : il permet également de montrer que
toute solution de l’EDS (3.1) admet une modification qui soit continue (et même hölderienne) par
rapport au conditions initiales, c’est-à-dire telle que, presque sûrement, l’application

(t, x, s) 7→ Xx,t
s

soit continue. On choisira toujours par la suite une telle modification pour la solution d’une EDS.

3.5 Propriété de Markov des solutions

Nous supposons, dans cette section, que les coefficients f, g ne dépendent pas de t. Pour une
condition initiale Ft-mesurable H ∈ L2(Ω) On note XH,t la solution de l’équation

∀s ≥ t, Xx,t
s = H +

∫ s

0

f(Xx,t
r ) dr +

∫ s

0

g(Xx,t
r ) dBr

et Xx,t = H si s < t.

Proposition 3.8. On a P presque sûrement

Xx,t
u = XXx,t

s ,s
u

pour tout 0 ≤ t ≤ s ≤ u.
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Preuve : Remarquons que

∀u ≥ t, Xx,t
u = x+

∫ u

t

f(Xx,t
r ) dr +

∫ u

t

g(Xx,s
r ) dBr.

En particulier, on a :

∀u ≥ s ≥ t, Xx,t
u = Xx,t

s +

∫ u

s

f(Xx,t
r ) dr +

∫ u

s

g(Xx,s
r ) dBr.

D’autre part, le processus XXx,t
s ,s est solution de l’EDS

∀u ≥ s ≥ t, XXx,t
s ,s

u = Xx,t
s +

∫ u

s

f(XXx,t
s ,s

r ) dr +

∫ u

s

g(XXx,t
s ,s

r ) dBr.

Comme les processus XXx,t
s ,s et Xx,t sont solutions de la même EDS, on en déduit que, presque

sûrement, ces 2 processus sont égaux.

Notons Bb(Rd) l’ensemble des fonctions boréliennes bornées sur Rd. Notons Pt l’opérateur
défini sur Bb(Rd) par

Ptf(x) = E[f(Xx,0
t )].

Proposition 3.9. Pour toute f ∈ Bb(Rd), on a P ps

E
[
f(Xx,0

t+u)|Fu
]

= Ptf(Xx,0
u ).

On dit que X est un processus de Markov.

Preuve :

Pour la preuve, nous utiliserons le lemme suivant

Lemme 3.10. Soit B une sous-tribu de F . Si g : Rk × Ω→ R est mesurable et

E [g(x, ω)|B] = h(x, ω),

alors pour toute variable aléatoire H B-mesurable, on a

E [g(H,ω)|B] = h(H,ω).
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Utilisons le lemme avec
g(x, ω) = f(Xx,u

t+u(ω)).

et avec
h(x, ω) = E [f(Xx,u

t+u(ω))|Fu] .

On obtient alors d’après le lemme et la proposition 3.8

h(Xx,0
u , ω) = E

[
f(Xx,0

t+u)|Fu
]
.

Mais Xx,u
t+u est σ(Br −Bu, r ≥ u)-mesurable, donc est indépendant de Fu. Par suite

h(x, ω) = E [f(Xx,u
t+u)|Fu] = E [f(Xx,u

t+u)] .

Remarquons alors (vu le théorème 3.5) que (Xx,u
r+u)r≥0 et (Xx,0

r )r≥0 ont même loi et donc que

h(x, ω) = E
[
f(Xx,0

t )
]
.

Finalement on obtient
E
[
f(Xx,0

t+u)|Fu
]

= Ptf(Xx,0
u )

ce qui donne le résultat.

Preuve du lemme : Vu le théorème de la classe monotone, il suffit de montrer le résultat pour les
fonctions H étagées. Supposons que H puisse s’écrire H =

∑n
k=1 λk1IAk pour des ensembles

(Ak)k disjoints. On a

E [g(H,ω)|B] =E

[
g

(
n∑
k=1

λk1IAk , ω

)
|B

]
= E

[
n∑
k=1

1IAkg (λk, ω) |B

]

=
n∑
k=1

1IAkE [g (λk, ω) |B] =
n∑
k=1

1IAkh(λk, ω)

=h

(
n∑
k=1

1IAkλk, ω

)
=h(H,ω)

En fait, on peut démontrer :

Proposition 3.11. La famille d’opérateurs (Pt)t≥0 définit un semi-groupe conjointement continu
de contractions sur C0 (espace des fonctions continues tendant vers 0 à l’infini), c’est-à-dire :
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1. ‖Ptf‖∞ ≤ ‖f‖∞
2. Pt+sf = Pt(Psf)

3. P0f = f

4. (t, f) 7→ Ptf est continu de R+ × C0 → C0.

3.6 La formule de Feynman-Kac

Nous allons maintenant expliquer le lien entre les EDS du type{
dXt = f(Xt)dt+ g(Xt)dBt

X0 = x ∈ Rd

et les équations aux dérivées partielles (EDP).

Soit ϕ ∈ C1,2
b (R+ × Rd) l’ensemble des fonctions ϕ : R+ × Rd → R 1 fois dérivable par

rapport à la première variable, 2 fois dérivables par rapport à la deuxième variable, ces dérivées
étant continues et bornées. On définit l’opérateur A sur C1,2

b (R+ × Rd)

Aϕ(t, x) =
1

2

d∑
i,j=1

aij(x)
∂2ϕ

∂xi∂xj
(t, x) +

d∑
i=1

fi(x)
∂ϕ

∂xi
(t, x)

où la matrice d× d a(x) est donnée par

a(x) = g(x)g∗(x)

(
aij(x) =

d∑
k=1

gik(x)gjk(x)

)
et est donc semi-définie positive.

On va maintenant donner une introduction à une formule due originellement à Feynman et
Kac, qui donne une expression probabiliste des solutions de certaines EDP paraboliques linéaires.
Fixons un certain temps T > 0. Soit c, h : [0;T ] × Rd → R et Φ : Rd → R des applications
continues qui sont telles qu’il existe une constante L > 0 telles que

|c(t, x)|+ |h(t, x)|+ |Φ(x)| ≤ L(1 + |x|)2, (t, x) ∈ [0;T ]× Rd

Considérons alors l’EDP parabolique suivante pour 0 ≤ t ≤ T , x ∈ Rd{
∂u
∂t

(t, x) + (Au)(t, x) + c(t, x)u(t, x) + h(t, x) = 0
u(T, x) = Φ(x)

. (3.6)
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On définit, pour 0 ≤ s, t ≤ T , Xx,t
s comme la solution de l’EDS partant de x à l’instant t :

Xx,t
s = x+

∫ t∨s

t

f(Xx,t
r ) dr +

∫ t∨s

t

g(Xx,t
r ) dBr.

Proposition 3.12. Soit u ∈ C1,2([0;T ]×Rd) une solution de (3.6) qui satisfait aussi la condition

|g(x)∂xu(t, x)| ≤ L′(1 + |x|), (t, x) ∈ [0;T ]× Rd

pour une constante L′ > 0. Alors u(t, x) satisfait la formule de Feynman-Kac, c’est-à-dire que
u(t, x) est donnée par

u(t, x) = E
[
Φ(Xx,t

T )e
R T
t c(s,Xx,t

s ) ds +

∫ T

t

h(s,Xx,t
s )e

R t
s c(r,X

x,t
r ) dr ds

]
. (3.7)

Remarque : les hypothèses sont loin d’être optimales mais ont été choisies pour pouvoir n’uti-
liser que les résultats présents dans ce cours.

Preuve : Appliquons une première fois la formule d’Itô à la fonction u(s, x) et au processus d’Itô
Xx,t
s , on obtient

du(s,Xx,t
s ) =

∂u

∂s
(s,Xx,t

s )ds+
〈
∂xu(s,Xx,t

s ), f(Xx,t
s )
〉
ds+

〈
∂xu(s,Xx,t

s ), g(Xx,t
s )dBs

〉
+ Au(s,Xx,t

s )ds

=

(
∂u

∂s
+ Au

)
(s,Xx,t

s )ds+
〈
∇xu(s,Xx,t

s ), g(s,Xx,t
s )dBs

〉
Puis utilisons la formule d’Itô d’intégration par parties, on a :

d
(
u(s,Xx,t

s )e
R s
t c(r,X

x,t
r ) dr

)
= u(s,Xx,t

s )d
(
e
R s
t c(r,X

x,t
r ) dr

)
+ e

R s
t c(r,X

x,t
r ) drdu(s,Xx,t

s )

= u(s,Xx,t
s )c(s,Xx,t

s )e
R s
t c(r,X

x,t
r ) drds

+e
R s
t c(r,X

x,t
r ) dr

(
∂u

∂s
+ Lu

)
(s,Xx,t

s )ds

+e
R s
t c(r,X

x,t
r ) dr

〈
∂xu(s,Xx,t

s ), g(s,Xx,t
s )dBs

〉
En utilisant (3.6), on obtient :

d
(
u(s,Xx,t

s )e
R s
t c(r,X

x,t
r ) dr

)
= −h(s,Xx,t

s )e
R s
t c(r,X

x,t
r ) dr + e

R s
t c(r,X

x,t
r ) dr

〈
∂xu(s,Xx,t

s ), g(s,Xx,t
s )dBs

〉
,
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soit en appliquant ceci entre t et T ,

u(t, x) = Φ(Xx,t
T )e

R T
t c(r,Xx,t

r ) dr +

∫ T

t

h(s,Xx,t
s )e

R s
t c(r,X

x,t
r ) dr ds

−
∫ T

t

e
R s
t c(r,X

x,t
r ) dr

〈
∂xu(s,Xx,t

s ), g(s,Xx,t
s )dBs

〉
Or, vu les hypothèses faites sur g∂xu(t, x) et c(t, x), l’intégrale stochastique du membre de droite
est une martingale de carré intégrable donc on peut prendre l’espérance de cette intégrale et celle-
ci est nulle. En utilisant de même les hypothèses de domination faites sur les autres fonctions, on
montre que les espérances des termes restants sont bien définies et finalement on obtient

u(t, x) = E
[
Φ(Xx,t

T )e
R T
t c(r,Xx,t

r ) dr +

∫ T

t

h(s,Xx,t
s )e

R s
t c(r,X

x,t
r ) dr ds

]
,

ce qui est bien le résultat voulu.



Chapitre 4

Corrections de quelques exercices

Exercice 2.10

1) Si X est solution de (2.2) alors on a

Xt = X0 +

∫ t

0

ψs ds+

∫ t

0

ϕs dBs

avec X0 = ξ, ψs = −αXt et ϕs = β. Donc X est un processus d’Itô et en appliquant le
théorème 2.12 à X et Φ(t, x) = etαx, on a :

etαXt = ξ +

∫ t

0

αesαXs ds+

∫ t

0

esα(−αXs) ds+

∫ t

0

βesα dBs.

En multipliant les deux termes de cette égalité par e−tα, on obtient bien

Xt = e−tαξ +

∫ t

0

βe−(t−s)α dBs.

Réciproquement on applique le même raisonnement au processus d’Itô Yt = etαXt et la
fonction Φ(t, x) = e−tαx. On trouve bien que

Xt = e−tαξ +

∫ t

0

βe−(t−s)α dBs

est solution de (2.2).

47



48 CHAPITRE 4. CORRECTIONS DE QUELQUES EXERCICES

2) Si ξ est gaussienne, comme
∫ t

0
βe−(t−s)α dBs est un processus gaussien indépendant de F0, X

est un processus gaussien. De plus on a

E [Xt] = e−tαE [ξ]

et

Cov(Xs, Xt) = E
[
(e−tαξ +

∫ t

0

βe−(t−u)α dBu)(e
−sαξ +

∫ s

0

βe−(s−u)α dBu)

]
− E [Xt] E [Xs]

= E
[∫ t

0

βe−(t−u)α dBu

∫ s

0

βe−(s−u)α dBu

]
+ e−(t+s)αVar(ξ)

= e−(t+s)αE
[
B(βeuα1I[0,t](u))B(βeuα1I[0,s](u))

]
+ e−(t+s)αVar(ξ)

= e−(t+s)α

∫ ∞
0

βeuα1I[0,t](u)βeuα1I[0,s](u) du+ e−(t+s)αVar(ξ)

= e−(t+s)α

∫ t∧s

0

β2e2αu du+ e−(t+s)αVar(ξ)

3) Si E(ξ) = 0 et Var(ξ) = β2

2α
alors X est centré et

Cov(Xs, Xt) = e−(t+s)α β
2

2α
+ β2e−(t+s)α

∫ t∧s

0

e2αu du

=
β2

2α
e−(t+s−2t∧s)α

=
β2

2α
e−|t−s|α

4) Si ξ est gaussienne on a

E [Xt+δ] = e−(t+δ)α → 0 quand t→∞

et

Cov(Xt+δ, Xt+γ) = e−(2t+δ+γ)αVar(ξ) +
β2

2α
e−(2t+δ+γ)α

(
e2αt+2α(delta∧γ) − 1

)
= e−(2t+δ+γ)αVar(ξ) +

β2

2α
e−|δ−γ|α − β2

2α
e−(2t+δ+γ)α

→ β2

2α
e−|δ−γ|α lorsque t→∞

et ceci termine l’exercice.
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Exercice 2.11

1) On applique le théorème 2.12 au processus d’Itô Bt (avec B0 = 0,ψs = 0 et ϕs = 1) et la
fonction Φ(t, x) = eλx−

λ2t
2 pour obtenir :

e
λXt−

“
λ2

2
+µλ

”
t

= eλBt−
λ2t
2

= Φ(0, B0)−
λ2

2

∫ t

0

eλBs−
λ2s
2 ds+

∫ t

0

λeλBs−
λ2s
2 dBs+

λ2

2

∫ t

0

eλBs−
λ2s
2 ds

= 1 + λ

∫ t

0

eλBs−
λ2s
2 dBs

Comme eλBs−
λ2s
2 ∈ Λ2, Zt est bien une Ft-martingale.

2) On a alors

Zt∧T = 1 + λ

∫ t∧T

0

eλBs−
λ2s
2 dBs = 1 + λ

∫ t

0

1I[0,T ](s)e
λBs−λ

2s
2 dBs.

Vu la proposition 2.8, on a
E [Zt∧T ] = 1.

Si λ > (−2µ)+ alors
(
λ2

2
+ µλ

)
t > 0 pour tout t > 0. Donc on a

0 < Zt∧T ≤ eλa.

De plus, sur {T <∞}, on a

lim
t→∞

Zt∧T = e
λa−

“
λ2

2
+µλ

”
T

et sur {T =∞} on a
lim
t→∞

Zt∧T = 0.

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue assure que

E
[
1I{T<∞}e

λa−
“
λ2

2
+µλ

”
T

]
= 1,

soit

E
[
1I{T<∞}e

−
“
λ2

2
+µλ

”
T

]
= e−λa.
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3) Si µ > 0 alors, d’après la loi des grands nombres,

lim
t→∞

Xt

t
= µ.

Donc
P p.s., Xt →∞

et P (T <∞) = 1. Sinon µ ≤ 0 et en passant à la limite pour λ→ −2µ dans l’égalité obte-
nue à la question 2) dont les deux membres sont des fonctions continues de λ ∈ [−2µ,∞[,
on a

P (T <∞) = e2µa,

ce qui termine l’exercice.


