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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations en turbulence

La turbulence désigne 1’état d’un fluide, liquide ou gaz, dans lequel la vitesse présente en tout
point un caractere tourbillonnaire. La taille, la localisation et I’orientation varient constamment.

Les écoulements turbu-
lents se caractérisent donc
par une apparence tres
désordonnée, un compor-
tement difficilement prévi-
sible et I’existence de nom-
breuses échelles spatiales
et temporelles. De tels
écoulements apparaissent
lorsque la source d’énergie
cinétique qui met le fluide
en mouvement est relative-

FIGURE 1.1 — Tourbillons dans un cours d’eau

ment intense devant les forces de viscosité agissant sur le fluide. A I’inverse, on appelle écoule-
ment laminaire 1’écoulement d’un fluide lorsqu’il est tres régulier.

A

(a) cendres et vapeur d’un volcan (b) turbulence de sillage

FIGURE 1.2 — Divers exemples de turbulences
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Dans le domaine de la météorologie, la turbulence explique les variations des courants marins
et des vents atmosphériques. Elle est aussi utilisée en aéronautique (jets des réacteurs, chambres
de combustion, sillage des aubes et compresseurs,...), dans I’industrie chimique ainsi qu’en ac-
coustique, en géophysique, etc...

FIGURE 1.3 — Turbulence atmosphérique

Le comportement complexe des écoulements turbulents est la plupart du temps abordé par voie
statistique. On peut ainsi considérer que 1I’étude de la turbulence fait partie de la physique statis-
tique. Pour traduire le fait que, dans un écoulement, les forces d’inertie I’emportent sur les forces
de viscosité, un nombre de Reynolds convenablement choisi doit étre supérieur a un certain seuil.
Une propriété classiquement mise en avant d’un écoulement turbulent réside dans un processus
appelé cascade d’énergie : la division des grands tourbillons en tourbillons plus petits permet un
transfert d’énergie des grandes échelles vers les petites échelles.

D’un point de vue mathématique, le transfert d’énergie est appréhendé de la facon suivante. Le
mouvement d’un fluide incompressible est régi par les équations de Navier-Stokes :

%u+(u-V)u:—Vp+l/Au et V-u=0. (1.1)

La dissipation locale d’énergie dans un ensemble A est définie par :
v

En 1941, Kolmogorov a proposé une étude statistique de la dissipation locale d’énergie appelée
théorie K41. En bref, il affirme que si le nombre de Reynolds est suffisamment grand, la dissipation
locale d’énergie est :

1. spatialement homogene, ¢’ est-a-dire que la loi de € est invariante par translations spatiales,
2. statistiquement isotrope, ¢’est-a-dire que la loi de € est invariante par rotations,

3. autosimilaire, c’est-a-dire que pour un certain exposant o > 0 et pour tout A > 0, on a

e(AA) 2 2¢(A).
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Dans ce cas, le spectre de loi puissance est linéaire, ie
E[e(B(0,1))") = 1<

ou ¢ est une fonction linéaire en q.

A partir de la formulation de ces hypotheses, 1’étude des processus stochastiques autosimilaires
(mouvement brownien, brownien fractionnaire, processus de Lévy a-stables,...) s’est beaucoup
développée.

Toutefois, suite a une objection de Landau, Kolmogorov et Obukhov ont revisité en 1962 la
théorie K41 pour énoncer ce que 1’on appelle la théorie KO62. Le principal changement concerne
le point 3. Les études expérimentales montrent que le spectre de loi puissance est clairement non
linéaire. L’ écart a la linéarité du spectre est une manifestation d’un phénomene plus général connu
sous le nom d’intermittence. Ils font de plus 1’hypothese de la lognormalité de la variable €(A).
L’objectif de ce cours est d’introduire des modeles stochastiques satisfaisant la théorie KO62.
On verra que la non-linéarité du spectre de loi puissance est li€ée a une notion d’autosimilarité
stochastique, appelée invariance d’échelle stochastique, du type

e(AA) 2 \*ee(A),

ou A\, > 0 et 2 est une variable aléatoire indépendantes de €(A).

1.2 Motivations en finance

La premiere modélisation des cours qui a été proposée est celle d’un mouvement brownien par
Bachelier des 1900, et elle restera largement utilisée pendant pres de 60 ans. En 1965, Samuel-
son suggere d’étudier plutdét un mouvement brownien géométrique, modele sur lequel viendront
s’appuyer les travaux de Black, Scholes et Merton en 1973.

Le krach d’octobre 1987 confirma toutefois que ce modele est loin d’étre adéquat. En particu-
lier, I’occurence d’évenements extrémes est beaucoup plus forte en réalité que dans les modeles
utilisés : avec de tels modeles, la probabilité d’un krach est de I’ordre de 10~2%. Autant dire que
les krach de 1987 et 2009 n’aurait jamais dii se réaliser. Plusieurs études, notamment celles de
Mandelbrot et Fama dans les années soixante, avaient déja pointé le fait que les cours financiers
sont loin de suivre une loi gaussienne.

Une étude statistique des marchés financiers montre qu’il existe des "propriétés universelles"
partagées par I’ensemble des actifs financiers (actions, devises, indices,...), appelés "faits stylisés
des marchés". Le log prix X; d’un bon modele doit vérifier :

1. stationarité des rendements, ie (X}); est a accroissements stationnaires
2. décorrélation : E[ X (X; — X;)] = 0 pour s < ¢ (voir figure ??)

3. corrélation longue portée de la volatilité < X > (voir figure ??) :

A

Corr( < X >01,< X >1441 ) = (1+t)~

avec 1 € [0;0.5]. Le cas limite 1+ — 0 peut aussi étre modélisé par des corrélations en log
dutype A — Bln(1 +1t).
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FIGURE 1.4 — Corrélations empiriques daily des indices Nasdaq et SP500 sur la période 2001-
2009
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FIGURE 1.5 — Corrélations empiriques de la volatilité des indices Nasdaq et SP500 sur la période
2001-2009

L’idée initialement introduite par Mandelbrot a été de modéliser 1’évolution du log prix par une
MRW (multifractal random walk), c¢’est-a-dire un mouvement brownien B changé de temps par
un processus croissant M a accroissements stationnaires avec corrélations longue portée :

Xt - BMt.

En particulier, la volatilité est alors donnée par le processus M. Dans ce cours, on verra comment
construire ces changements de temps multifractaux. En particulier, ces processus sont intermit-
tents, ce qui correspond a ce que 1’on peut observer expérimentalement sur les données (voir
figure ??)
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FIGURE 1.6 — Caractere intermittent des marchés financiers
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Chapitre 2

Rappels et prérequis

2.1 Rappels généraux

On munit R? du produit scalaire

d
=1

Définition 1. Si (X, ..., Xy) est un vecteur aléatoire de carré intégrable, on définit sa matrice
de covariance par :

Kx =E[(X —E[X]) - (X — E[X])"]

Proposition 2. La matrice de covariance d’un vecteur aléatoire est symétrique et positive. La
forme quadratique associée est non dégénérée si et seulement si, en tant qu’éléments de L*(Q, IP),
les vecteurs X1 — E[X1], ..., Xy — E[X,] sont linéairement indépendants.

2.2 Rappels sur les variables gaussiennes

2.2.1 Variables aléatoires réelles gaussiennes

On rappelle que la loi gaussienne (ou normale) N (m, 0?) est la loi sur R dont la densité est :

fle) = ——e T
xr) = [ 20
oV 2T

Sa fonction caractéristique est donnée par

2,2

¢(t) _ eitmf"z ’

son espérance vaut m, sa variance vaut o2 et sa transformée de Laplace vaut :

Y(u) = et

Si X ~N(0,1)etsiY =m+ oX alors Y suit une loi N'(m, c?). Réciproquement si Y suit
une loi V' (m, 02) alors X = *=" suit une loi (0, 1).

11
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2.2.2 Vecteurs gaussiens

Définition 3. Un vecteur aléatoire (X1,...,Xy) est dit gaussien si toute combinaison de ses
composantes Zle N X, pour A1, ..., \g € R, est une variable aléatoire réelle gaussienne.

Proposition 4. Si X : Q — R? est un vecteur aléatoire gaussien et si A : R* — RP est une
application linéaire alors AX : () — RP est encore un vecteur gaussien.

En particulier, si X est un vecteur gaussien, toutes ses composantes X, pourk = 1,...,d, sont
des lois normales. L’inverse est faux : si un vecteur aléatoire a toutes ses composantes gaussiennes,
il n’est pas nécessairement gaussien. Néanmoins, on a :

Proposition 5. Si X : QO — R? est un vecteur aléatoire dont toutes les composantes sont des lois
normales. Si les composantes sont de plus indépendantes alors X est un vecteur gaussien.

Théoreme 6. Si X : Q — RY est un vecteur gaussien, sa fonction caractéristique est donnée
par:
1
Vu € R, éx(u) = exp (z(u,E[X]} - §<u, Kxu>>.

Comme corollaire, on obtient le résultat tres important suivant :

Théoréme 7. Soient X : Q — R% et Y : Q — RP deux vecteurs aléatoires tels que le vecteur
(X,Y) est gaussien. Alors X etY sont indépendants si et seulement s’ils sont non corrélés :

KXY = COV(X, Y) = 0.

Tout vecteur gaussien admet pour matrice de covariance une matrice symétrique positive. Ré-
ciproquement, on a

Théoréme 8. (existence) Pour tout m € R¢ et toute matrice réelle carrée K d’ordre d, symétrique
et positive, il existe un vecteur gaussien de moyenne m et de matrice de covariance K.

Proposition 9. Un vecteur gaussien X : Q — R posséde une densité par rapport & la mesure de
Lebesgue sur R? si et seulement si sa matrice de covariance K x est inversible. Cette densité vaut
alors :

Ve B, [(e) = e e = 5o - EIX), K3 (@ ~ ELX))

2.2.3 Processus gaussiens réels

Définition 10. Un processus stochastique (X;)ier (ot T est un ensemble arbitraire) est dit gaus-
sien si et seulement si tout vecteur aléatoire fini (Xy,, ..., X;,) extrait de X (cadty,...,t, € T)
est un vecteur gaussien.

Si (X})er est un processus de carré intégrable, on définit son noyau de covariance par

Vu,v €T, fx(u,v) = cov(Xy, X,).
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Définition 11. Un processus stochastique (X;),cra est dit stationnaire si et seulement si, pour
tout z € RY, les processus (X;)icra et (X.11)icra ont méme loi.

Dans la cas ot X est un processus gaussien stationnaire, son noyau de covariance fx (u,v) ne
dépend, par stationnarité, que de la différence © — v. On peut donc écrire

fx(u,v) = g(u—v)

pour une fonction g qui est donc nécessairement paire et de type positif, ¢’est-a-dire que pour tout
n > 1,pourtousty,... t, € R et pour tout x1,...,x, € C,ona:

7,7=1
La fonction g est alors appelée fonction de covariance du processus gaussien stationnaire X .

Définition 12. Un processus stochastique (X;),cra @ valeurs réelles est dit isotrope si et seulement
si, pour toute isométrie m € O(R?), les processus (X;);cre et (Xt )iere ont méme loi.

Remarquons que si X est un processus isotrope de carré intégrable alors le noyau de covariance
est invariant par isométries, ¢’est-a-dire que 1’on a fx(mu, mv) = fx(u,v) pour toute isométrie
m de R et tous vecteurs u,v € RZ. En particulier, pour tout processus gaussien stationnaire et
isotrope, la fonction de covariance g est une fonction de la norme euclidienne.

Poursuivons I’étude des fonctions réelles de type positif :

Proposition 13. Soit f une fonction de type positif sur RY. Alors :
1. f(0) =20,
2. f est paire,
3. |f(t)] < c(0) pour tout t € R,

4. si f est continue en 0 alors f est uniformément continue sur R%.

Preuve. Pour démontrer les propriétés ci-dessus on pourra suivre les indications suivantes :
1. Utiliser la définition de def+ en un seul point.
2. Utiliser la définition de def+ en 2 points t; = 0 et ¢, = ¢ avec x; = x5 = 7 pour obtenir
2f(0) +if () —if(=t) 2 0d’ob f(—t) = R(f(—t)) = R(f(t)) = f(?).
3. Utiliser la définition de def+ en 2 points ¢; = 0 et t; = t avec 1 = x2 = 1 pour obtenir
2f(0) +2f(t) > 0 puis avec x; = x5 = —1 pour obtenir 2f(0) — 2f(¢) > 0.
4. Utiliser a nouveau la définition de def+ en 3 points 0, ¢ et ¢ + h.... [l

Théoréme 14. Soit f une fonction réelle de type positif sur R¢ et continue & I’origine. Alors il
existe une unique mesure |, sur R%, qui s’avere étre finie et positive, telle que :

£(t) = /R ) ().

Si f est integrable alors la mesure |1 a une densité g par rapport a la mesure de Lebesgue donnée
par:
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Ainsi si X est un processus gaussien stationnaire de carré intégrable, sa fonction de covariance

est la transformée de Fourier d’une mesure finie positive, appelée mesure spectrale du processus
X.

Concernant I’existence de processus gaussiens, on a le résultat suivant :

Théoreme 15. Soit f une fonction réelle paire de type positif sur RY. Alors il existe un processus
Stationnaire centré gaussien réel admettant f pour fonction de covariance.

Preuve. Silon fixe t1, ..., t, € R? alors la matrice carrée M,, d’ordre n dont 1’élément générique
est donné par

My(i, j) = f(t; = ti)
est symétrique positive. En utilisant le théoréme ??, on construit une loi gaussienne de probabilité

iyt sur (R%)™ dont I’espérance est nulle et la matrice de covariance vaut M,,. On conclut en
utilisant le théoreme de limite projective de probabilités. 0

2.3 Inégalités de convexité pour les gaussiennes

Lemme 16. Soient (X;)1<i<n et (Y;)1<i<n deux vecteurs gaussiens centrés et indépendants. Soit
(pi)1<i<n une suite de nombres réels positifs. Si ¢ : Ry — R est une fonction réguliére avec
croissance au plus polynomiale a l’infini, on définit :

sz )—3E[Z2(t )])}

avec
Zi(t) = VtX; + V1 —tY;.

Alors on a la formule

1 < . (-1 1
vEE0 1] (1) =5 > pip (BXGX) - EYY)])E[e% 04O 0=E 0l )]

1,j=1

ou

2
m_zpeza E[Z2(6)]

Preuve. En dérivant I’expression de ¢, on obtient
1 1 1 1
@(t) = B3 3 pil = Xi = —==Y; ~ E[X?] + E[¥])e% 0§20l ( Zpe i) |

On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 17. Soient (X,Y) € R x R? un vecteur gaussien centré et f : RY — R une fonction
réguliere avec croissance au plus polynomiale a l'infini pour [ et ses dérivées. Alors

EXf(Y)] = EXY]-E[Vf(Y)].
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On en déduit ’expression de ¢’ :

80'(15) =E [1 ipl<%Xl — \/11——tY’)eZ () —LE[Z2(¢) Zp . Z2(t)])}
=1

_E[Eszmxﬂ—wﬂ)ez B2 sz RO

2
=1
1 n
=5 2 Pibj [( =Y (VX + V1= Y)}
21,] 1 \/_
xE[eZi(t)*%lE[Z?()} 2,0~ =230l g Zpe [z%)l)}
1 - 1 _1 2 _1 2

+3 .piE[(ﬁXi—\/l— D(VEX + V1t y)} [ (O3B 0] ( Zpe 1E[Z: t)])]

n

~E[5 D pi(EIX?) - B2 oo Zpe” Ei2E )]

i=1
1 ¢ : (1) — LE[Z2(t)]— LE[ 22
= 3 oy (B[XiX;] — EIV¥ B[O+ 50— HHa 0500, )],
ij=1
ce qui termine la preuve du lemme. 0

Preuve du lemme ??. On considere tout d’abord le cas de variables gaussiennes X € R,Y € R¢
centrées réduites et indépendantes. Soit A € My(R) et B € R%. Ona:

1
27r)d+1
1 i
27r)d+1/R2f(B x+ Ay)d,( —e 2 (2% +y? )d:vdy
1
27r)
—E[B-Vf(B-X + AY)].

E[Xf(B-X + AY)] / F(B -z + Ay)e 2@ ) dudy
Rde

o B-Vf(B-x+ Ay)e” 2@ ) dody

RQ

Soit maintenant un vecteur gaussien (X’,Y’) € R x R centré mais non nécessairement 2 com-
posantes indépendantes. Posons

avec

a = Var(X)?, b=E[XY]/Var(X'), c=+/Var(Y') — EXY|EX'Y']'/Var(X')

Alors X, Y sont des va gaussiennes centrée réduites et indépendantes. On a alors en utilisant le
résultat que I’on vient de montrer :
E[X'f(Y")] = aE[X f(cY + baX)]
= a’E[b- Vf(baX + cY)).
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Donc, on a montré que pour tout vecteur gaussien (X, Y') centré :
EXf(Y)] = E[XY]-E[Vf(Y)].
O

Théoréme 18. (Principes de comparaison) Soient (X;)1<i<n et (Y;)1<i<n deux vecteurs gaus-

siens centrés tels que :
Vi,j, E[X.X;] < E[Y,Y]]

Alors :

1. pour toute fonction convexe F': Ry — R :

Zpe X2] Zpey 1EY2] :

2. sil’on suppose également :

Vi, E[X7] = E[Y7]
alors pour toute fonction croissante F': R, — R :

E[F( sup Y;ﬂ E[F( sup XZ)]

777777777

Preuve.

1. On peut toujours supposer que les vecteurs X et Y sont indépendants. On peut alors appli-
quer le lemme précédent en remarquant que la dérivée est de signe constant négatif.

2. 1 suffit de vérifier le résultat pout F' = 1}, o pour z fixé réel. Soit 3 un réel positif. En
appliquant 1. 2 la fonction convexe ¢(u) = e~ ", aux vecteurs (8X;)1<i<n et (8Y)1<i<n
et p; = ¢ EIX71/2 on obtient :

E [6_ > eB(Xifz)] S E |:€_ >¥r, eB(Yi—z)} .

En faisant tendre 3 vers +oco on conclut :

]

Corollaire 19. Soient (X;)icr et (Y;)ier deux processus gaussiens centrés tels que leur noyaux
de covariance soient continus et vérifient :

Vu,t € R, fx(t,u) < fy(t,u).

Soit 11 une mesure de Radon positive sur R. Alors, pour toute fonction convexe F' : R, — R, on

a.’ ) ,
E[F(/a eXt_%]E[XtQ][L(dt))] SE[F(/Q eYt—fEY] (dt))]

Preuve. 11 suffit juste de discrétiser les intégrales en sommes de Riemann et d’appliquer le 1.
théoréme de comparaison. 0



Chapitre 3

Chaos multiplicatif gaussien

3.1 Introduction

On se place dans R pour d > 1. On note M., I’espace des mesures de Radon positives sur R
Soit p une fonction réelle de type positif et continue sur R?. Ainsi p est la fonction de covariance
d’un processus réel gaussien centré stationnaire X :

Vo,y € RY,  p(r —y) = E[X,X,]. 3.1)
On associe au processus X le poids aléatoire :
1 1
P(z) = exp (Xm — EEKX:B)Q]) = exp (Xm — ip(O)) (3.2)
Remarquons tout de suite que le poids est normalisé :
Vo€ RY E[P(x)] =1. (3.3)
De plus, pour tout o > 0, on a
1
E[(P(x))°] = exp (5(” = a)p(0)), (34)

et en prenant la dérivée pour o = 1 on obtient :
1
E[P(2)In P(2)] = 5p(0).

Le poids aléatoire P agit sur I’espace M, de la facon suivante. A toute mesure o € M, on

associe la mesure aléatoire
Po(dx) = P(x)o(dz).

Pour tout compact K de R% ona:
E[Po(K)] = o(K).

Notons A la mesure de Lebesgue sur R?. Pour obtenir une mesure aléatoire stationnaire, il faut
choisir o = \. L’objectif est alors de choisir un noyau p convenable afin d’assurer que son spectre
de loi puissance soit non linéaire. Par exemple, pour d = 1, un calcul asymptotique montre que :

E[(PA[0,])?] 2 o exp (%(az — a)p(0)).

17
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Le spectre est linéaire. Ceci montre que la construction ci-dessus n’est pas assez générale. Il
faudrait que la fonction p puisse diverger en 0, ce qui correspondrait a un processus gaussien qui
admet une variance infinie. Ceci peut s’envisager en considérant X non pas comme un processus
ponctuellement défini, mais comme une distribution aléatoire. Par contre il reste alors a définir des
mesures aléatoires qui pourraient formellement s’interpréter comme :

K — /Kexp (X, — %E[(Xx)z]) dz,

la difficulté étant de donner un sens a I’exponentielle d’une distribution. C’est ce que nous allons
présenter dans ce chapitre.

3.2 Notations et premieres propriétés

Considérons donc une suite (p,,),, de fonctions réelles positives, de type positif et continues sur
R?. Chaque p,, peut donc étre considéré comme la fonction de covariance d’un processus gaussien
stationnaire et centré X ™. On suppose que les processus (X"),, sont indépendants. Pour n € IN,
on définit le poids aléatoire

P"(z) = exp (X — %E[(XZZ)Z]) = exp (X} — %pn(o))- (3.5)

Pour n € IN, on pose

qui est donc la fonction de covariance du processus gaussien
VreRY, Y'=X'"+X>+. ..+ X"
A ce processus, on associe le poids aléatoire

1 1

Q"(w) = exp (V' = SE[(V)")?]) = exp (V)" = 54(0))

qui coincide avec le produit
Q"(x) = P'(x) x P*(x) x --- x P"(x).

Comme les p,, sont positifs, on peut poser

+o0
g(x) =D palx). 3.7)

Dans ce cas, on dit que ¢ est de type o-positif car c’est la somme d’une série de fonctions de type
positif. Dans ce qui suit, on va s’intéresser au cas ou

1
q(z) =~"Iny Tl + g(x)

oll g est une fonction continue et bornée sur R¢ et 2 est un paramétre, dit d’intermittence.
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3.3 Convergence du chaos multiplicatif et action sur les me-
sures de Radon

A toute mesure o0 € M, etn > 1, on associe la mesure aléatoire
(Q"0)(dz) = Q"(x)o(dx).
Pour tout compact K de R%, ona :
E[Po(K)] = o(K).

Notons F,, la tribu engendrée par les variables { X*; k < n,u € R?}. Pour tout borélien A de R,
on a alors

E[Q"o(A)[Frn] ZAQ"I(x)E[P"(ﬁ)]U(dx) =Q" o(A).

Ainsi pour tout borélien A de R¢, la suite (Q"c(A)),, est une martingale positive. Elle converge
donc presque slirement vers une variable aléatoire positive que 1’on notera Qo (A). On vérifie
facilement (!) que Qo est une mesure aléatoire sur RY. L opérateur linéaire qui 2 ¢ € M., associe
Qo est appelé opérateur de chaos multiplicatif associé a la suite (P™),,.

3.4 Support et non-dégénérescence

Soit B une boule de R%. Notons @”a le chaos

Q"o(A) = lim [ P""'(z) x - x PY(2)o(dx).

N=roo /4
Remarquons que ’on a
Qo) = [ Q@) Qotan)
Comme on a Q"(z) > 0 pour tout x € R%, on en déduit que :

Qo(B) >0 sietseulementsi Q"o (B) > 0.

En particulier on en déduit que I’ensemble {Qo(B) > 0} appartient a la tribu asymptotique
des processus (X7?),. D’apres la loi du 0 — 1, il a donc probabilité 0 ou 1. En prenant une suite
exhaustive de boules de R?, on en déduit

Proposition 20. La probabilité que la mesure Qo soit triviale vaut 0 ou 1.

Si la probabilité que Qo = 0 vaut 1, on dit que @) est dégénéré en o, sinon on dit que () est
non-dégénéré en o.

Pour tout ensemble mesurable A, on a

Vn>1, E[Q"0(A)]=0c(A)
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et
E[Qo(A)] < a(A).

Comme (Q"0(A)),, est une martingale positive, celle-ci est réguliere (ie converge dans L') si et
seulement si E[Qo(A)] = o(A). Dans le cas ol la martingale (Q"c(A)),, est réguliere, on dira
que @ est fortement non dégénéré en o.

Pour une mesure de Radon o quelconque, définissons alors les mesures de Radon positives
suivantes :

0o(A) = E[Qo(A)], o1(A) =0c(A) —ao(A).
Notons que

E[Qo(A)|Fn] = Q"00(A),

donc (Q"0¢(A)),, est une martingle réguliere. On en déduit que 1I’on a décomposé o en une somme
de deux mesures 0 = gy + 07 telles que

E[Qao(A)] = 00(A), E[Qo1(A)] =0,
c’est-a-dire :
Théoréme 21. Toute mesure o € M, (R?) peut étre décomposée en une somme de deux mesures
09,01 € My (R?) telles que :

— @ soit dégénéré en o,
— (Q"00(A)),, soit une martingale réguliere.

Etudions plus en détails le cas ol la mesure o est la mesure de Lebesgue A sur RY. Dans ce
cas, la mesure )\ est stationnaire. S’il existe une boule B telle que

P({Qo(B) > 0}) =0

alors par stationnarité
vz e R, P({Qo(z+ B)>0}) =0

donc, presque slirement, la mesure est identiquement nulle. On a donc montré :

Proposition 22. L’une des deux situations suivantes arrive avec probabilité 1 :
1. la mesure aléatoire QX est identiquement nulle.
2. pour toute boule B de R%, on a

Qo(B) > 0.

En particulier, la mesure Q) a pour support R¢.

Une question fondamentale a laquelle on tentera de répondre dans la section ?? est de savoir
quand est-ce que la mesure est non nulle.
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3.5 Unicité

On a vu comment définir un chaos multiplicatif

1

K /K exp (X, — SEI(X.)) dr,

ou X est un champ gaussien de covariance donnée par :

q(z) = an(:l})

Des lors se pose la question-clé de la théorie du chaos : si I’on dispose de 2 décompositions

g(x) =Y palz) =D pl(x),

est-ce que les 2 chaos associés a chacune de ces 2 décompositions coincident en loi ? Si la réponse
est positive, on pourra alors dire que la théorie du chaos multiplicatif est bien posée. Dans cette
section, nous allons donc tenter de montrer

Théoréme 23. Soit o une mesure de Radon sur R%. Soient (p,,),, et (pl,),, deux familles de noyaux
continus positifs et de type positif telles que

an(l’) = Zp;@(x)

Les 2 chaos multiplicatifs associés a chacune de ces 2 familles, notés Qo et QQ'c ont méme loi.
Autrement dit, le choix de la décomposition en noyaux positifs de type positif n’influe pas sur la
loi du chaos.

Preuve. Considérons 2 familles de noyaux continus positifs et de type positif tels que

+o0 400
Y pale) =) p(),

et dénotons par ¢, et ¢/, les sommes partielles respectives de chacune des 2 séries. Soit ¢ la limite
commune de ces 2 séries. Notons () et ()’ les opérateurs de chaos multiplicatif associés. Grace
au théoreme ??, nous allons montrer les chaos @ et )" ont les mémes mesures dégénérées et
fortement dégénérées.

Suppsons donc par exemple que la martingale (Q),,0(A)),, soit uniformément intégrable. Soit
K un compact de R¢. Soit N € IN*. La suite (¢, — ¢)y)» converge en croissant vers ¢ — ¢ qui est
une fonction positive. Donc la partie négative ((¢, — ¢y )— )» converge donc en décroissant vers 0.
La théoreme de Dini assure que cette convergence est uniforme. Pour ¢ > 0 fixé, on a donc

In(T) < gn(T) + €

sur K pour n assez grand. On peut donc appliquer le lemme ??. On obtient

E [F <Q/NU(A))] <E [F (Qna(A)e*ﬁY’éﬂ
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pour tout mesurable A C K, I’ convexe et Y variable aléatoire gaussienne centrée réduite indé-
pendante de (),,. Supposons de plus que F’ vérifie

F(Ax) < \*F(x)
pour un « fixé positif et pour tout A > 0. On a alors :

(a2—a)
2

E[F(Q;VU(A))] < E[F(Qna(A)eﬁY*%ﬂ < E[F(Qna(A))}e < (38)

Rappel (théoréme de De la Vallée Poussin) : une martingale (M, ),, est uniformément intégrable
si et seulement s’il existe une fonction convexe F' : Ry — R, telle que F'(z)/z — oo as z — oo,
F(\z) < A\F(z) et
sup E[F|M,|] < +oo.

Comme la martingale (Q),,0(A)), est uniformément intégrable, il existe une fonction convexe
F telle qu’indiquée ci-dessus. Finalement on a

VN, E|:F<Q§VU(A)>} < Sng[F(QnO‘<A)>]€2€ < +o0.

Ceci prouve que la martingale (Q,0(A)), est également uniformément intégrable. Nous avons
donc montré

Lemme 24. Les chaos Q) et ()" ont les mémes mesures fortement non-dégénérées.

Suppsons maintenant qu’il existe une mesure o dégénérée pour () et non-dégénérée pour ('
On peut alors décomposer ¢ en une somme o + 01 ol 0 est fortement non-dégénérée pour )’ et
o1 dégénérée pour (). Comme 0y < o et Qo = 0, on a Qoy = 0 ce qui est en contradiction avec
le lemme précédent.

Nous avons montré

Lemme 25. Les chaos Q) et Q' ont les mémes mesures dégénérées.

Vu les lemmes précédents, nous pouvons toujours supposer que les deux martingales (Q),,0(K)),
et (Q,0(K)), sont régulieres pour tout compact K. Reprenons les résultats précédents, et suppo-
sons maintenant que la fonction £’ dans (??) est lipschitzienne. D’apres le corollaire ??, on a alors
la convergence croissante suivante (Q,,0(A) converge dans L' et F est lipschitz) :

E[F(QU(A))] — lim TE[F(QW(A)H.

n—oo
D’apres (??), on a alors :

(a®—a)

VN, E[F(Q’NJ(A))] gE[F(Qa(A)ﬂe ;

Pour les mémes raisons, on peut passer a la limite lorsque /V tend vers co. Comme e est arbitraire,

on en déduit :
E [F (Q'U(A)ﬂ <E [F (QO’(A))} .
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En faisant un raionnement symmétrique, on obtient

E[F(Q’a(/l))] - E[F(QU(A))].

pour toute fonction convexe F’ lipschitzienne telle que F'(Az) < A\*F'(x). Donc aussi pour toutes
les différences de telles fonctions et somme avec des constantes, donc pour les fonctions régulieres
a support compact. On en déduit que QQo(A) et QQ’c(A) ont méme loi. On peut faire la méme

preuve pour les sommes
D NQMA) et Y NQ(A)
=1 =1

pour des \; > 0. On montre alors que les chaos Qo et ()'c ont méme loi. [

3.6 Multifractalité, invariance d’échelle stochastique exacte

Nous nous intéressons maintenant au cas oll la mesure o est la mesure de Lebesgue . Par abus
de notation, on notera () la mesure Q. L’intérét de se concentrer sur la mesure de Lebesgue est
que la mesure aléatoire stationnaire () est alors stationnaire, au sens ou sa loi est invariante par
translations.

Notre étude porte sur les chaos associés a un noyau de covariance du type
1
q(z) = \?In,. ol +g(x) (3.9)

oll g est une fonction continue et bornée sur R¢. Par exemple, il est facile de voir que le noyau

400 6—u\x—y|
K(z,y) = / du

1/T u

est de la forme (??) pour toute dimension d > 1. De plus,

Proposition 26. K est de type sigma-positif : il peut étre décomposé comme

:ZKn(w,y) avec Kn(x,y):/2

n+1 _ _
2T —ufa—y|

du,

chaque noyau K,, étant positif, défini-positif et continu.

Preuve. 11 suffit juste de montrer que les K, sont définis positifs, le reste étant évident. Tout

d’abord on a -
1 (¥4
VteR, e ultl=> / k%

T Jr u? + 22

Donc

2T —ur
K, (r) :/ du
on /T u

ontl/T 1 izr
= / / 26 5 dz du
Qn/T w4+ z

2ntl/T
= / —— du) dz.
R 2n /T U/ +z )
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Donc K, est la tranformée de Fourier d’une mesure positive, il est donc défini-positif. [

Kahane [?] a montré :

Théoreme 27.  — Si A2 > 2d, le chaos multiplicatif de noyau (??) est dégénéré sur la mesure
de Lebesgue.

— Si \? < 2d, le chaos multiplicatif de noyau (??) est fortement non-dégénéré sur la mesure
de Lebesgue.

On démontrera une version similaire de ce théoréme dans la section suivante. Les mesures
issues de ces chaos ont un caractere multifractal :

Proposition 28. Soit Q) la mesure issue du chaos multiplicatif de noyau (??) pour un \* < 2d. La
mesure () posséede un spectre de loi puissance non-linéaire : pour tout p > 0 tel que () posseéde un
moment d’ordre p (donc en particulier pour p € [0,1]), il existe une constante D,, > 0 telle que

E[Q(tA)?] ~ Dpt*®) quandt — 0

ot A est un ouvert borné non vide et

A2 A2,
VpeR, £&(p)=(d+ 3)19—71? :

Preuve. En toute généralité, on peut toujours supposer que A est inclus dans [0, 1]¢. Pour 1 > ¢ >
0, notons ; le chaos associé au noyau ¢(-/t) et définissons :

ge =sup | g(r) —g(r/t) | (3.10)

Ir|<t

Notons que pour || < ¢,ona:
9. 1
q(r) > q(r/t) + A lng — 0.
Soit p > 1. Par le corollaire ?? (ou une conséquence facile), on a

E[Q(tA)P] > E [(emY*%(AQ 1“%*9t)@t(t14))p]

ol Y est une loi normale centrée réduite indépendante de Q°. D’ou

@2 -p)(A2Ind—gy)

E[Q(AY] > e 5 g [ ray]
D’autre part, Q!(tA) = t?QQ(A) en loi. Finalement, on obtient

(2-p)(X%m Ly

E[Q(tA)] > E[Q(A)"]t%e :
Comme E [Q(A)P] < +o0, on en déduit que pour tout ¢ > 0

(02 —p)gs

E[Q(tA)] > E[Q(A)P] e 2.
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En procédant de méme, on montre I’'inégalité inverse, d’ou

(P> —p)gt

E[Q(A)] 60~ "3 < E[Q(A)] < E[Q(A)Y] 605,

Comme ¢g; — quand ¢ — 0, le résultat suit pour p > 1. La démonstration est identique pour
p <1 [

Nous allons maintenant nous intéresser au cas ol g est constante sur un voisinage de 0, voire
sur R¢ tout entier. On verra que ces mesures possédent une propriété d’auto-similarité locale,
appelée invariance d’échelle stochastique.

Théoréme 29. — Pour d < 2, la fonction

T
r A2 Ing, — (3.11)
|z
est de type sigma-positif.
— Pour d > 3, on peut trouver une fonction isotrope g constante sur un voisinage de 0 telle
que la fonction
T
q(z) = \In, 7l + g(x) (3.12)

soit de type sigma-positif.

Preuve. Un calcul direct montre que ’on a :

T +oo
I 7 = / (t — []) v (df)
$| 0

ou la mesure v est donnée par :

dt 1
VT(dt) = I[[O,T] (t)t—Q + TéT(dt)

Donc pour tout ¢+ > 0, 0on a:

T 1 ks
x| T o

| =y,

On est donc amené a considérer les p1 > 0 tels que la fonction (1 — |z|*) . soit de type positif,
appelé probleme de Kuttner-Golubov (voir [?]).

Pour d = 1, il est direct de vérifier que la fonction (1 — |x|), est de type positif. On peut donc
écrire
9 T
A ln+ m = E Kn(l’)
x
n>1

avec
T

Kale) = [t~ lol)sor(at)

n

En dimension 2, Pasenchenko [?] a démontré que la fonction (1 — |z|'/?), est de type positif
sur R2. On peut donc écrire

T
A2 Ing o= > Ku(x)

n>1
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avec

T1/2
2 (n71)1/2 u
Kn([lf) =7 1/2 (t — |ﬂf| )+VT1/2(dt).
nl/2

En dimension 1, 2, on a donc montré que la fonction \? In_ ‘£—| est de type positif. En dimension 3,
le probleme reste ouvert alors qu’en dimension plus grande que 4, on sait que cette fonction n’est
pas de type sigma-positif.

Traitons maintenant la deuxieéme partie du théoreme et placons nous en dimension d > 3.
Denotons par S la sphere de R? et o la mesure superficielle sur la sphere telle que o(S) = 1. En
particulier, nous rappelons que cette mesure est invariante par rotations. Définissons la fonction

F(z) =\ / In, o(ds). (3.13)
S

[z, )]

Comme o est invariante par rotations, la foction F' est isotrope. Calculons la sur un voisinage de
0. Soit x € R tel que || < T On peut écrire z = |x|e ot e € S. On a alors

? HLU s) = 2nZ n ! o(ds
P =¥ [ 2lle,sy ) =M \xﬁ/sl e, a5\

1 ne reste plus qu’a vérifier que la fonction = +— |, g In ma(ds) est bornée sur R¢. On peut

arriver a déterminer la loi de la variable (e, s) sous la loi uniforme sur la sphere de la maniére
suivante :

Lemme 30. (e, s) a la méme loi que
Zy

VL 2

ou les Z; sont des lois normales centrées réduites iid. En particulier, la variable aléatoire |{e, s)|
admet pour densité :

A I’aide du lemme on obtient
1 2I(4) ! -3
/Sln o(ds) =— —2dl)/0 Iny(l1—vy%) 2 dy.

En particulier, on en déduit que la fonction z — | gIn | <€15>|a(ds) est finie constante sur la boule

B(0,T). O

Preuve du lemme ??. Soit (Z;)1<;<q soient des variables aléatoires normales centrées réduites
indépendantes. Posons pour 1 < i < d,

7.
==
\ 2im1 Zj
Commengons par vérifier que la vecteur aléatoire ({1, . .., (y) suit la loi uniforme sur la sphére de

IR?. Pour rappel, la mesure uniforme sur la sphere est la seule mesure sur la sphere invariante par
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rotations et de masse 1. Notre vecteur aléatoire a bien une masse égale a 1. Il suffit donc de vérifier
qu’il est invariant par rotations. Or ceci résulte juste du fait que le vecteur gaussien (Z;);<;<q est
invariant par rotations puisque sa matrice de covariance vaut I’identité.

Pour calculer la densité de | (3], il suffit d’avoir celle de |¢Z]?. Or,

Z12 lot Y

C12: n 2
S 2D Y+Z

ou Y, Z sont des variables aléatoires indépendantes suivant respectivement des lois du chi 2 de
parametre 1 et d — 1. Donc

Y
Ef(@)] =E[f (577
T 1 1z 1 d—1 _y
= f xT2e 2 ————y 2 e 2dxdy
Ry JR. <x+y)2%r(§) 25 I(451)
- ! ) —t / o050y dy du
Aty b T Vaa -t e

On en déduit :

B (6] = s | SV — 0 d
ZF(%) !

O

Si un chaos () admet pour noyau de covariance une fonction ¢ de la forme (??) ou (??), alors la
mesure admet une propriété importante : I’invariance d’échelle stochastique. C’est une propriété
d’autosimilarité ou le facteur multiplicatif est stochastique. Plus précisément :

Théoreme 31. Soit ¢ un noyau de covariance de type sigma-positif de la forme

T
q(z) = \?In, Tl +g(x) (3.14)

ot g est une fonction continue et bornée sur RY, constante sur la boule B(0,T). Alors le chaos
associé () vérifie la propriété :

VO<a<l, (Q(aA))icporn < a%e’> 2" (Q(A)acsomn,

ou'Y, est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance \* In é indépendante de (QQ(A)) ac p(o,r)-

On dit que () est stochastiquement invariant d’échelle.

Preuve. Soit

q(z) = an<x>
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une décomposition de g en noyaux continus positifs et de type positif. On garde les notations
introduites dans la section ??.

On a pour tout A C B(0,7) :
On(ad) = / RO gy
aA

_ 4 / Y-SRV g,
A

En passant 2 la limite en n — oo, on voit que Q(a-) est, a un facteur multiplicatif o pres, un
chaos multiplicatif gaussien de noyau g(ax) sur B(0,T"). Or sur B(0, 7)),

1 T 1
q(ax) = A In = + \? In, — + g(ax) = AIn — + q(z).
Q Q

]

Or, si on considere une variable aléatoire gaussienne centrée Y, de variance \? In é et P, le poids
correspondant tel qu’indiqué dans la section ??, un tel chaos s’obtient comme la limite de P,Q"
lorsque n tend vers I’infini. Or cette limite est trivialement égale a P, (), ce qui prouve le théoréme.

]

3.6.1 Utilisation en finance
Par exemple en dimension 1, on peut choisir
T
= \ln, —
q<x) Ny ’ZII’|
pour un \? < 2. définir un processus M : R, — R par

SiI’on considere 0 < av < 1, on a 1’égalité en loi des processus
lot Y, _A2 Int
(Mat)o<t<r = ae™®™ 2 "o (My)o<y<r.

Pour obtenir une martingale, lidée est de considérer un mouvement brownien B et de définir le
log-prix X par
Xt - \/EBMt .

Typiquement les valeurs observées pour les indices sont de 1’ordre de o ~ 1072, A\? ~ 0, 03 et
T ~ 5 — 10 ans (en fait, il y a un gros probleme théorique au niveau de I’estimation de 7" : on ne
sait toujours pas quelle est la bonne valeur a choisir.)

Le processus X ainsi obtenu posseéde de nombreuses propriétés observées sur les marchés :

— X est une martingale continue de carré intégrable. La volatilité est alors définie comme les
variations quadratiques de la martingale c’est-a-dire o M,.

— Corrélation longue portée de la volatilité :

)\2

1t
E[M (M1 — My)] = / / NI T dr du ~ e
0 Jt
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— La distribution de la volatilité (X), ; entre les instants s et ¢ suit approximativement une loi
lognormale...
— auto-similarité : ‘ ,
(Xat)o<t<T o \/aeéya_%lné(Xt)ogth.

3.7 Moments

Théoréme 32. Soit ) le chaos multiplicatif associé a un noyau q de la forme ("?). Q est dégénéré

/////

E[Q(K)P] < 400 & N\ < %d (3.15)

Proof. On va faire la preuve dans un cadre simplifi€. On va se placer en dimension 1 et on ne va
prouver que 1’équation (??). Supposons donc E[Q(]0, 1])?] < +o0. Soit n € IN.

E[QI; 1] = E (Q[O; 1+l §]+~~+@[(";”;uﬂ (.16)

L
(Q ) - (Q[(" - b, 1]>p] (3.17)
e KQ[O; 5]) 1 o

On a utilisé la stationnarité de la mesure () a la seconde ligne.

Notons (), le chaos associé au noyau g(n-). Pour n € IN*, définissons :

gn = sup |g(r)—g(nr)| (3.19)

Notons que pour || < 1/n,ona:
q(r) > q(nr) + N1lnn — g,.

Par le corollaire ?? (ou une conséquence facile), on a

(ool ey

n

ou Y est une loi normale centrée réduite indépendante de ()". D’ou

(o))

D’autre part, Q"[0; 1] = L£Q[0; 1] en loi. Finalement, on obtient

@2 =p) (A2 Inn—gn)
2

E[Q[0; 1] > E[Q[0; 1]7] n' e
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Comme E [Q[0; 1]’] < 400, on en déduit que pour tout n

2 2
17pe(p —P)(A21nn—gn)

<1

Comme (g, ), est une suite bornée, en prenant la limite lorsque n — oo, on en déduit

A2§g.
p

On n’a pas prouvé I’inégalité stricte mais celle-ci se démontre suivant les mémes idées

Réciproquement, supposons que \> < 2

5 D’apres le corollaire ??, il suffit de considérer le cas
ou la fonction g de (??) est nulle. Introduisons les poids indépendants

P () = exp (X7 — SEI(X)Y)

ou chaque X" est un processus Gaussien centré stationnaire de covariance (voir théoreme ??)

T

pul) = N2 / N ) prr(dt)

n
N

a1
VT(dt) = I[[(]’T] (t)t_z + f(ST(dﬂ
En gardant les notations de la section ??, on a alors

i

+00 0 si |
q, (r) = /\2/ (t — |z])pvp(dt) = { Alnk ‘ |

S1
; Tl

z N Inn 4 A2(1 - 22

SN

FRAYA
&=
IN
~

Si

8
AL

Considérons m > 1. On remarque que pour tout N > 1:
Vo € R, qrom(z) < AIn2™ + qT/2 (x).

(3.20)
D’apres le corollaire ??, on en déduit :

2—1’ m m
E [QLn[0; T]F] < &"7°¥ 12 E[ N [O;Tﬂ-

On introduit la partition suivante du segment [0, 7] :

. AT i+ )T
I = [2—m§ Q—m[
pourm > let0 < ¢ < 2™ — 1. Par I’'inégalité de Minkowski, on a :

E[QV*" 077" =E ( SoQvram)

0<i<2m—1

L 0<2:<2™m—1 0<2i41<2™m—1

=EI( >oevmye 3o %J)]
< (]E[( Zm QT/Qm(IT))pT/p—HE[( Z q]:[/zm([g;ﬂ))p}l/p)p.

0<2i+1<2m—1
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T/2m

Par stationnarité, les variables D oo, 1 com_ IQT/z (13741) €t D pcoiyicom 1 QN (I574;) ont

méme loi. On en déduit :

E [ 0:7] < 2R Y o um)]

0<2;<2m—1

Soit n un entier tel que n — 1 < p < n. Par sous-additivité de la fonction 2P/" ona:

ok 0T) <SS aban)']

0<2;<2m—1

Si I’on dévelope par rapport a la puissance n, on obtient :

E [Q?\“@m [O;T]p} S2p+m>\2p ;PE[ Z %/QW ([gz}l)p/n N Q%/Q ( ;’rzzn)p/ni|

0<i1,... in<2m—1_1

L E[QY (1))

P

_2p+m>\2

*

2 _ m
FEERL ST QU QN .

0<i1,..yin<2m—1_1

ou Z(*Kil in<om-1_, désigne la somme sur les indices i1, . .. %, qui ne sont pas tous égaux. On
B S AT/2™ A . N
remarque que () N/ (I77) a méme loi que Q% ([0, T]) d’ou

17

B [Qhon (5 7P] <2005 271 R Q0,7

B QU s x QT ).

0<i1,...in<2m—1_1

P

+ 2p+m)\2

Chaque terme de la somme ) 0. . ... 1_, estde la forme
T/2™ m S1/Mn T/2™ S n
IE[ N/ (I )P 1/ Cox QU / (I3 )P K/ ]

ou sy + ---+s = n(avec 1l < s, < n —1)etles indices ¢4,...,%; sont tous distincts.

De plus, les intervalles Ig} sont tous a distance 7/2™ les uns des autres, donc les variables

ﬁm([gg;), e ?27 (13;,) sont indépendantes. Comme ps;/n < n — 1, on en déduit :

E|QN (1gh, ) imx - x Q" (13 |

T/2™  rm \psi/n T/2™ / vm \psi/n
:E I N/ ([2“);: v/ ] X X E[ N/ (]2zk>p ! }
- psy psk
T/2™ rm \n—1| n(n—1) T/2™ / +m \n—1 | n(r—1)
<E I N/ (—]21'1) 1} Xoeee X E[ N/ <]2zk) 1}

p

[ ~T/2™ f rmyn—1| "1
:E N/ ([o) 1}

P

=2 VE|QF (0, 7))y |

Iy a au plus 20"~Y" termes de la sorte. En rassemblant ce qui préceéde, on a donc montré

P

E [QRa (0:7]) < 27 0T )R (O (0, 7)) + 2B Q5 (0. 7]
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De plus, la suite (Q7]0; T']?),, est une sous-martingale positive donc

E[QN2-([0,T])"] = E[QN ([0, T)7].

On peut donc écrire

E [Q4[0; "] < 201+ (¥ E10) B [QT (0, 7)) + 2" Q% (o, )] -

2
-1 N2P =Py P . . 2_
De plus, on peut trouver m tel que 27 +m( 2 TP ) soit inférieur strictement a 1 car )\21¥ +

1 —p < 0 vuque A\? < 2/p par hypothese. Pour ce m, on a

2mn e

E[QR(o. 7)™ (3.21)

E [Q}[0;TP] <

2_
1— 2p71+m<)\2p L +1—p

Pour clore la preuve, il suffit d’avoir supy E [Q}C,( 0,77 )”*1} < 4o00. Ceci peut se faire par récur-
rence sur n.

eSil<p<2etA <2/palorsn =2et supNE[Q%([O,T])} =T < +o0. Donc le résultat
est montré pour 1 < p < 2.

eSi2 < p<3etA < 2/palorsonal? < 2/2etn = 3 donc on vient de montrer que
supNE[Qﬁ([O,T])Z} < +00. Vu (2?), 0n a supNE[Q%([O,T])p] < —+oo. Et ainsi de suite, ce
qui termine la preuve. 0
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