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Chapitre 1

Introduction

Pour pouvoir étudier les phénomènes physiques intervenant dans la nature, on a tout d’abord
besoin d’un modèle permettant de déterminer les équations régissant ces phénomènes, et ensuite
on a besoin de pouvoir calculer (numériquement) les solutions de ces équations. Or, il arrive
parfois que la puissance de calcul dont on dispose ne soit pas suffisante, non pas en raison d’al-
gorithmes de calcul peu élaborés mais en raison de la complexité intrinsèque du problème, par
exemple lorsque le milieu dans lequel le phénomène physique est étudiée présente lui-même une
très grande complexité.

Le but de la théorie de l’homogénéisation est d’obtenir une approximation homogéne (simple)
d’un milieu décrit par des propriétés microscopiques supposées trés hétérogénes. Les champs
d’application sont variés : étude des sous-sols (diffusion du pétrole en milieu poreux), propriétés
des matériaux composites, matériaux céramiques, matériaux supraconducteurs suprafilamentaires,
étude de polyméres...

Par exemple, l’étude d’une diffusion de la chaleur dans ces milieux là, va se modéliser de la
façon suivante :

∂tu
ε(t, x) =

1

2
divx

(
a
(x
ε

)
∇uε(t, x)

)
avec une condition initiale donnée du type uε(0, x) = f(x). Le paramètre ε est introduit pour
rendre compte de la petite taille des hétérogénéités du milieu. Pour trouver une approximation de
la solution uε, l’objectif est donc de faire tendre ε vers 0 et d’identifier une éventuelle limite.

La formule de Feynamann-Kac donne la relation entre le point de vue analytique et l’approche
probabiliste :

uε(t, x) = Ex[f(Xε
t )]
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

FIGURE 1.1 – Représentation d’un sous-sol à 3 niveaux de perméabilité

où Xε est la solution de l’EDS (B est un mouvement brownien standard d-dimensionnel)

Xε
t = x+

1

ε

∫ t

0

b
(Xε

r

ε

)
dr +

∫ t

0

σ
(Xε

r

ε

)
dBr. (1.1)

Pour que le générateur de cette EDS coïncide avec

Lεϕ(x) =
1

2
divx

(
a
(x
ε

)
∇ϕ(x)

)
,

il est nécessaire de supposer que a = σσ∗ et b(x) = 1
2
Divx(a)(x). Du point de vue probabiliste,

tout revient donc à étudier la convergence en loi de l’EDS (1.1) quand ε→ 0.

Pour finir, supposons que x = 0 (pour simplifier) et notons X le processus obtenu pour la
valeur 1 du paramètre ε dans (1.1) :

Xt = x+

∫ t

0

b(Xr) dr +

∫ t

0

σ(Xr) dBr. (1.2)
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FIGURE 1.2 – Matériau composite (mélange de plusieurs matériaux)

On remarque le processus εXt/ε2 est solution de l’EDS :

εXt/ε2 = ε

∫ t/ε2

0

b(Xr) dr + ε

∫ t/ε2

0

σ(Xr) dBr

=
1

ε

∫ t

0

b
(εXr/ε2

ε

)
dr +

∫ t

0

σ
(εXr/ε2

ε

)
dBε

r

où Bε est le mouvement brownien défini par Bε
t = εBt/ε2 . Ainsi εXt/ε2 (partant de 0) est solution

de la même EDS que le processus Xε (partant de 0). D’après le théorème d’unicité en loi des
solutions des EDS, on doit avoir εXt/ε2

loi
= Xε. Pour étudier la limite du processus Xε, il suffit

donc d’étudier la limite en loi du processus εXt/ε2 , où X est la solution de l’EDS (1.2). Ces
théorèmes sont appelés limites d’échelle. Ce sont ces types de résultats que nous allons étudier par
la suite.
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Chapitre 2

Quelques rappels

2.1 Processus de Markov à temps continu

Intuitivement un processus stochastique est markovien si une prédiction du futur en utilisant
tout le passé du processus conduit à la même prédiction qu’en utilisant que le présent. Ceci peut
être traduit mathématiquement comme suit :

Définition 2.1. Processus de Markov. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé équipé d’une filtra-
tion (Ft; t ≥ 0). Soit (Xt; t ≥ 0) un processus adapté à valeurs dans Rd. On dit que X est un
processus de Markov si, pour toute function f mesurable bornée sur Rd (on note f ∈ Bb(Rd)) et
pour tous 0 ≤ s ≤ t < +∞,

E[f(Xt)|Fs] = E[f(Xt)|Xs], p.s.

Remarque : Rd peut être remplacé par n’importe quel espace métrique séparable complet. D’autre
part, cette notion coïncide avec celle des chaînes de Markov si l’espace des temps est discret.

A chaque processus de Markov X , on peut associer une famille d’opérateur (Ts,t; 0 ≤ s ≤ t <
+∞) de Bb(Rd) dans l’espace de Banach des fonctions mesurables bornées sur Rd muni de la
norme uniforme en posant :

∀f ∈ Bb(Rd) et x ∈ Rd, Ts,tf(x) = E[f(Xt)|Xs = x].

On dit que le processus X est normal si Ts,t(Bb(Rd)) ⊂ Bb(Rd) pour tous 0 ≤ s ≤ t < +∞.

Proposition 2.2. Si X est un processus de Markov normal, alors :

9
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1. Ts,t est un opérateur linéaire sur Bb(Rd) pour tous 0 ≤ s ≤ t < +∞.

2. Ts,s = I pour tout s ≥ 0.

3. Ts,rTr,t = Ts,t pour tous 0 ≤ s ≤ r ≤ t < +∞.

4. si f ≥ 0 alors Ts,tf ≥ 0 pour tous 0 ≤ s ≤ t < +∞.

5. Ts,t est une contraction, i.e. ‖Ts,t‖ ≤ 1 pour tous 0 ≤ s ≤ t < +∞.

6. Ts,t1 = 1 pour tous t ≥ 0.

2.2 Rappels sur les variables aléatoires à valeurs dansC([0, T ]; R)

On commence par préciser l’espace (et sa topologie) dans lequel on souhaiterait établir la
convergence des processus stochastiques. En ce qui concerne les processus à trajectoires continus,
on utilise généralement l’espace C([0, T ]; R) de la topologie de la convergence uniforme :

∀f ∈ C([0, T ]; R), ‖f‖∞ = sup
0≤t≤T

|f(t)|.

C’est un espace de Banach. Tout processus aléatoire défini sur un espace probabilisé (Ω,F ,P) à
trajectoires continues peut être considéré comme une variable aléatoire à valeurs dansC([0, T ]; R) :

X : Ω → C([0, T ]; R)
ω ∈ Ω 7→

(
t ∈ [0, T ] 7→ Xt(ω)

)
.

Proposition 2.3. Deux variables aléatoires X et X ′ à valeurs dans C([0, T ]; R) ayant même loi
finies-dimensionnelles ont même loi.

On donne maintenant des critéres de tension pour les variables aléatoires à valeurs dansC([0, T ]; R).
Le théoréme d’Ascoli permet de décrire les compacts de C([0, T ]; R). On obtient ainsi le critére :

Proposition 2.4. Pour qu’une suite de variables aléatoires (Xn)n à valeurs dans C([0, T ]; R) soit
tendue, il faut et il suffit que :

∀R > 0, lim sup
R→∞

sup
n∈N

P
(

sup
0≤t≤T

|Xn
t | > R

)
= 0, (2.1)

∀α > 0, lim sup
δ→0

sup
n∈N

P
(

sup
0≤s,t≤T
|t−s|≤δ

|Xn
t −Xn

s | > α
)

= 0. (2.2)



Chapitre 3

Homogénéisation des structures
périodiques

On commence par l’étude d’une diffusion en milieu périodique. Soit σ : R→ R une fonction 1
périodique. Pour simplifier, on suppose σ ∈ C∞b (R). On pose a(x) = σ2(x), b(x) = 1

2
a′(x) (voir

Chapitre 1 pour les motivations) et on suppose que pour toute M > 0

∀x ∈ R, M−1 ≤ a(x) ≤M.

Pour x ∈ R on définit Xx solution de l’EDS

Xx
t = x+

∫ t

0

b(Xx
r )dr +

∫ t

0

σ(Xx
r )dBr, (3.1)

où B est un mouvement brownien standard 1-dimensionnel.

Objectif : Montrer que le processus εXt/ε2 converge en loi vers un mouvement Brownien non
standard AB̄t. De plus, il est intéressant de caractériser les propriétes de A, appelée coefficient de
diffusivité effective.

On notera L l’opérateur, défini sur C2(R)

Lϕ(x) =
1

2
∂x
(
a(x)∂xϕ(x)

)
.

De plus, pour f ∈ Bb(R), on note Ptf(x) = E[f(Xx
t )].

On admet le résultat d’EDP suivant :
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Théorème 3.1. Il existe une fonction positive p(t, x, y), appelée fonction de Green, satisfaisant :

1. (t, x, y) ∈ R∗+ × R× R 7→ p(t, x, y) est C∞,

2. pour toute fonction continue et bornée f sur R, on a

lim
t→0

∫
R
p(t, x, y)f(y) dy = f(x).

3. pour tout t > 0 et x ∈ R

E[f(Xx
t )] =

∫
R
p(t, x, y)f(y) dy,

4. p satisfait l’équation
∂tp = Lp.

5. de plus, il existe une constante C telle que

p(t, x, y) ≤ Ct−1/2 exp
(
− |y − x|

2

Ct

)
.

En particulier, pour toute fonction continue et bornée f sur R, la fonction Ptf(x) = E[f(Xx
t )]

est de classe C∞ sur R∗+ × R× R et satisfait l’équation

∂tPtf(x) = LPtf(x), P0f(x) = f(x).

3.1 Théorème ergodique

On note Lpper(R) (pour p ∈ [1,+∞[) l’espace des fonctions 1-périodique dont la puissance
p-iéme est localement intégrable, et pour f ∈ Lpper(R)

‖f‖p =
(∫

[0,1]

|f(x)|pdx
)1/p

.

On note également Cper(R) l’espace des fonctions continues et 1-périodiques sur R. On rappelle
également l’inégalité de Poincaré :

Proposition 3.2. Il existe une constante P telle que, pour toute fonction 1-périodique f ∈ C1(R),
on a :

‖f −m(f)‖2 ≤ P‖f ′‖2

où m(f) =
∫

[0,1]
f(x)dx.
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Preuve : Soient x, y ∈ [0, 1], on a :

f(x)− f(y) =

∫ y

x

f ′(r)dr.

On intègre pour y ∈ [0, 1] :

f(x)−m(f) =

∫
[0,1]

(∫ y

x

f ′(r)dr
)
dy,

d’où

|f(x)−m(f)|2 =
∣∣∣ ∫

[0,1]

(∫ y

x

f ′(r)dr
)
dy
∣∣∣2 ≤ ∫

[0,1]

∣∣∣ ∫ y

x

f ′(r)dr
∣∣∣2dy

≤
∫

[0,1]

|y − x|
∫ y

x

|f ′(r)|2drdy ≤
∫ 1

0

|f ′(r)|2dr.

On déduit le résultat en intégrant par rapport à x ∈ [0, 1].

Proposition 3.3. Pour tout t0 > 0, il existe deux constantes C > 0 et ρ > 0 telles que pour tout
t > t0 :

∀f ∈ Cper(R), sup
x∈R

∣∣∣E[f(Xx
t )]−

∫
[0,1]

f(x)dx
∣∣∣ ≤ Ce−ρt‖f‖1.

Preuve : Soit f ∈ Cper(R) telle que ∫
[0,1]

f(x)dx = 0.

On remarque tout d’abord que

∀t > 0,

∫
[0,1]

Ptf(x)dx = 0.

En effet,

∂t

∫
[0,1]

Ptf(x)dx =

∫
[0,1]

∂tPtf(x) dx

=

∫
[0,1]

LPtf(x)dx

=

∫
[0,1]

∂x(a(x)∂xPtf)(x)dx

=−
∫

[0,1]

∂x1I[0,1](x)a(x)∂xPtf(x)dx

=0.



14 CHAPITRE 3. HOMOGÉNÉISATION DES STRUCTURES PÉRIODIQUES

On note
g(t) =

∫
[0,1]

(Ptf(x))2dx.

On a :

∂tg(t) =∂t

∫
[0,1]

(Ptf(x))2dx = 2

∫
[0,1]

Ptf(x)∂tPtf(x)dx

=2

∫
[0,1]

Ptf(x)LPtf(x)dx =

∫
[0,1]

Ptf(x)∂x
(
a(x)∂xPtf(x)

)
dx

=−
∫

[0,1]

∂xPtf(x)a(x)∂xPtf(x)dx ≤ −M−1

∫
[0,1]

|∂xPtf(x)|2dx

≤ −(MP )−1

∫
[0,1]

|Ptf(x)−
∫
Ptfdx|2dx = −(MP )−1g(t).

On en déduit g(t) ≤ g(0) exp
(
−(MP )−1t

)
avec g(0) =

∫
[0,1]

f(x)2dx. On pose ρ′ = (MP )−1/2.

Pour conclure, on utilise que supx∈R |P1f(x)| ≤ C‖f‖2 et ‖P1f‖2 ≤ C‖f‖1 (voir le lemme
ci-dessous). On en déduit :

sup
x∈[0,1]

∣∣∣E[f(Xx
t )]−m(f)

∣∣∣ ≤ C‖Pt−1f −m(f)‖2 ≤ Ce−ρ
′(t−1)‖P1f −m(f)‖2

≤ C ′e−ρ
′t‖f‖1.

Remarque : on peut aussi montrer ce résultat par des méthodes plus probabilistes reposant sur
la condition de Doeblin.

Lemme 3.4. Il existe une constante C > 0 telle que :

∀f ∈ L2
per(R), ‖P1f‖∞ ≤ C‖f‖2,

∀f ∈ L1
per(R), ‖P1f‖2 ≤ C‖f‖1.

Preuve : On a : ∫
R
f(y)p(1, x, y)dy ≤

∫
R
f(y)M exp

(
− |y − x|

2

M

)
dy

=
∑
k∈Z

∫
[0,1]

f(y)M exp
(
− |y − x+ k|2

M

)
dy

≤
∫

[0,1]

f(y)g(x, y)dy,
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où g(x, y) =
∑

k∈ZM exp
(
− |y−x+k|2

M

)
. Il suffit, par exemple, de voir que :

sup
x,y∈[0,1]

g(x, y) < +∞

en utilisant l’inégalité 1
2
|y − x|2 − |k|2 ≤ |y − x+ k|2.

Corollaire 3.5. Soit f ∈ Cper(R). On a

sup
x∈[0,1]

E
[∣∣∣ε2 ∫ t/ε2

0

f(Xx
r ) dr − t

∫
[0,1]

f(x)dx
∣∣∣2]→ 0, quand ε→ 0.

Preuve : L’idée est de voir que, pour toute fonction intégrable g, on a :

(∫ b

a

g(r) dr
)2

= 2

∫ b

a

g(r)

∫ r

a

g(u) du dr.

Sans perdre en généralité, on suppose m(f) = 0. On a alors, en utilisant la propriété de Markov

E
[( ∫ t

0

f(Xx
r ) dr

)2]
=2E

[ ∫ t

0

f(Xx
s )

∫ s

0

f(Xx
u) du ds

]
= 2E

[ ∫ t

0

∫ s

0

E[f(Xx
s )|Fu]f(Xx

u) du ds
]

=2E
[ ∫ t

0

∫ s

0

f(Xx
u)Ps−uf(Xx

u) du ds
]
≤ 2E

[ ∫ t

0

∫ s

0

f(Xx
u) sup

R
|Ps−uf | du ds

]
=2

∫ t

0

∫ s

0

E[|f(Xx
u)|]C‖f‖2e

−ρ(s−u)duds+ 2

∫
|s−u|<t0

‖f‖2
∞ duds

≤2

∫ t

0

∫ s

0

C2‖f‖2
2e
−ρsduds+ 2tt0‖f‖2

∞ ≤ C2‖f‖2
2t/ρ(1− e−ρt) + 2tt0‖f‖2

∞

En conséquence,

sup
x∈[0,1]

E
[∣∣∣ε2 ∫ t/ε2

0

f(Xx
r ) dr

∣∣∣2] ≤ ε4C2‖f‖2
2(t/ε2)/ρ(1− e−ρt/ε2) + 2ε2tt0‖f‖2

∞ → 0

quand ε→ 0.

Remarque : soit Yt = Xx
t [mod 1]. On peut montrer que Y est un processus de Markov à valeurs

dans le tore R/Z. Le résultat précédent permet également de montrer que la mesure de Lebesgue
sur le tore est invariante (et ergodique) pour Y .
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3.2 Construction des correcteurs

L’objectif de cette partie est de résoudre l’équation suivante

Lu = −b

où u doit être une fonction périodique. Il n’est pas clair que cette équation admette toujours des
solutions. En effet, si une fonction u réguliére satisfait Lu = h (où h est donnée), en intégrant par
rapport à la mesure de Lebesgue sur le tore, on a

0 =

∫
[0,1]

Lu(x)dx =

∫
[0,1]

h(x)dx.

On voit donc que nécessairement, on doit avoir
∫

[0,1]
h(x)dx = 0. A l’aide du principe du maxi-

mum et de l’alternative de Fredholm, on pourrait montrer que c’est une condition nécessaire et
suffisante pour avoir des solutions.

Nous allons choisir une approche différente, celle des approximations. Pour tout λ > 0, on
définit uλ comme étant la solution de l’équation

λuλ − Luλ = b. (3.2)

Le fait de rajouter de la coercivité (le terme λuλ) permet de résoudre assez simplement cette
équation et de montrer qu’elle est réguliére, i.e. de classe C2 (en fait, on peut montrer qu’elle est
C∞). On peut trouver la preuve de tous ces résultats dans [5].

On peut également montrer que uλ admet une représentation probabiliste :

Proposition 3.6. Pour tout λ > 0, on a

uλ(x) =

∫ ∞
0

e−λrPrf(x)dr =

∫ ∞
0

e−λrE[f(Xx
r )]dr.

Preuve : On applique la formule d’Itô à la fonction (t, x) 7→ e−λtuλ(x) et au processus Xx
t . On

obtient :

e−λtuλ(X
x
t ) = uλ(x) +

∫ t

0

e−λr(−λuλ + Luλ)(X
x
r )dr +

∫ t

0

e−λru′λ(X
x
r ) dBr.

On utilise la relation λuλ − Luλ = b et on prend l’espérance. Comme u′λ est borné, la martingale
locale brownienne est en fait une martingale, donc son espérance est nulle. On obtient :

E[e−λtuλ(X
x
t )] = uλ(x)− E

[ ∫ t

0

e−λrb(Xx
r )dr

]
.
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Il reste à passer à la limite lorsque t→∞. On remarque que

|E[e−λtuλ(X
x
t )]| ≤ e−λt sup

[0,1]

|uλ| → 0, lorsque t→∞.

Pour les mêmes raisons, l’intégrale
∫ t

0
e−λrb(Xx

r )dr converge lorsque t→∞. On obtient ainsi

uλ(x) = E
[ ∫ ∞

0

e−λrb(Xx
r )dr

]
=

∫ ∞
0

e−λrE[b(Xx
r )]dr.

Le rajout du terme λuλ dans l’équation (3.2) permet de résoudre plus facilement cette équation.
Toutefois, l’objectif premier était de résoudre −Lu = b. Il reste donc à déterminer si l’on peut
passer à la limite dans (3.2) pour λ → 0. Dans notre cas, la proposition 3.3 va nous permettre
de montrer que le terme λuλ tend vers 0 dans un sens assez fort. Il faut bien comprendre que la
facilité avec laquelle tout ceci va marcher est typique du tore (ou des espaces compacts). Cette
analyse peut s’avérer bien plus ardue dans des contextes plus généraux.

Lemme 3.7. Lorsque λ tend vers 0, on a les convergences suivantes :

1. uλ → u(x) =
∫∞

0
E[f(Xx

r )] dr uniformément par rapport à x ∈ [0, 1]. En particulier
supx∈[0,1] |λuλ(x)| → 0 (unif. /x).

2. u′λ → u′ dans L2([0, 1]).

3. Luλ(x)→ −b(x) uniformément par rapport à x.

Preuve : A l’aide de la proposition 3.3, en particulier on utilise la borne

|E[b(Xx
r )]| ≤ C‖b‖1e

−ρr,

on montre facilement que

uλ(x) =

∫ ∞
0

e−λrE[b(Xx
r )]dr → u(x) =

∫ ∞
0

E[b(Xx
r )]dr

lorsque λ→ 0 uniformément par rapport à x ∈ [0, 1]. De cela on déduit également que

sup
x∈[0,1]

|λuλ(x)| → 0.

De plus, comme Luλ(x) + b(x) = λuλ(x), il est clair que Luλ(x) + b(x)→ 0 unif. /x.
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Il reste donc à étudier la convergence des dérivées. Pour toute fonction ϕ ∈ C2
per(R), en inté-

grant par parties la relation :∫
[0,1]

λuλϕdx−
∫

[0,1]

Luλϕdx =

∫
[0,1]

bϕdx,

on obtient ∫
[0,1]

λuλϕdx+
1

2

∫
[0,1]

u′λaϕ
′dx =

∫
[0,1]

bϕdx.

Donc, pour λ, µ > 0, on a :∫
[0,1]

(λuλ − µuµ)ϕdx+
1

2

∫
[0,1]

(u′λ − u′µ)aϕ′dx = 0.

En choisissant ϕ = uλ − uµ, on a :∫
[0,1]

(λuλ − µuµ)(uλ − uµ)dx+
1

2

∫
[0,1]

a(u′λ − u′µ)2ϕ′dx = 0.

Vu ce qui précéde, il est clair que
∫

[0,1]
(λuλ − µuµ)(uλ − uµ)dx → 0 lorsque max(λ, µ) → 0.

Ceci montre que la famille (u′λ)λ est de Cauchy dans L2([0, 1]) et donc converge vers un élément
g ∈ L2([0, 1]). De plus, le graphe de l’opérateur dérivé étant fermé, on a g = u′.

Lemme 3.8. Pour tout x ∈ R, on a :

lim
λ→0

E
[( ∫ t

0

u′λσ(Xx
r ) dBr −

∫ t

0

u′σ(Xx
r ) dBr

)2]
→ 0, quand λ→ 0.

Preuve : Tout d’abord :

E
[( ∫ t

0

u′λσ(Xx
r ) dBr −

∫ t

0

u′σ(Xx
r ) dBr

)2]
= E

[ ∫ t

0

a(u′λ − u′)2(Xx
r ) dr

]
Vu la proposition 3.3, on a :

E
[ ∫ t

0

a(u′λ − u′)2(Xx
r ) dr

]
=

∫ t

0

E
[
a(u′λ − u′)2(Xx

r )
]
dr

≤
∫ t

0

[ ∫
[0,1]

a(u′λ − u′)2dx+ C‖a(u′λ − u′)2‖1e
−ρr
]
dr

et cette derniére quantité tend vers 0 lorsque λ→ 0.
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3.3 Homogénéisation

On fixe le point de départ comme étant égal à 0, et on note X pour le processus X0. On veut
montrer la convergence du processus εXt/ε2 . L’idée est d’utiliser (3.1) :

εXt/ε2 = ε

∫ t/ε2

0

b(Xr) dr + ε

∫ t/ε2

0

σ(Xr) dBr.

L’idée est d’utiliser le corollaire 3.5 pour passer à la limite dans l’équation précédente. Toutefois,
il apparaît clair que les fluctuations du terme ε

∫ t/ε2
0

b(X0
r ) dr ne sont pas contrôlables à l’aide du

corollaire 3.5 (il faudrait avoir ε2
∫ t/ε2

0
b(X0

r ) dr). Il faut, en fait, exploiter le fait que le terme b est
de moyenne nulle, et montrer que la contribution de ces fluctuations se résument à une intégrale
brownienne. Pour cela, on introduit la solution uλ de l’équation (3.2). Comme uλ ∈ C2(R), on
peut appliquer la formule d’Itô :

uλ(Xt) = uλ(0) +

∫ t

0

Luλ(Xr) dr +

∫ t

0

σ(Xr) dBr.

En sommant avec (3.1) et en utilisant la relation λuλ − Luλ = b, on obtient :

Xt + uλ(Xt) = uλ(0) +

∫ t

0

λuλ(Xr) dr +

∫ t

0

(1 + u′λ)σ(Xr) dBr,

d’où

εXt/ε2 + εuλ(Xt/ε2) = εuλ(0) + ε

∫ t/ε2

0

λuλ(Xr) dr + ε

∫ t/ε2

0

(1 + u′λ)σ(Xr) dBr.

En utilisant les lemmes 3.7 et 3.8, on peut passer à la limite quand λ→ 0 dans l’équation ci-dessus
pour obtenir :

εXt/ε2 + εu(Xt/ε2) = εu(0) + ε

∫ t/ε2

0

(1 + u′)σ(Xr) dBr.

Il reste maintenant à déterminer la convergence quand ε→ 0 de l’équation ci-dessus. Tout d’abord,
comme u est borné, il est clair que

E[ sup
0≤t≤T

|εu(Xt/ε2)|]→ 0, quand ε→ 0.

Il reste à étudier l’intégrale brownienne. La prochaine section montre que la famille de martingales
(indexée par ε)

ε

∫ t/ε2

0

(1 + u′)σ(Xr) dBr
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converge en loi vers un mouvement brownien {A1/2B̄t; t ≥ 0}, où {B̄t; t ≥ 0} est un mouvement
brownien standard et

A =

∫
[0,1]

(1 + u′(x))2a(x)dx.

En conclusion, nous avons montré :

Théorème 3.9. Le processus εXt/ε2 converge en loi (au sens des processus à valeurs dans l’espace
C([0, T ; R])) vers un mouvement brownien centré et de matrice de covariance A donnée par

A =

∫
[0,1]

(1 + u′(x))2a(x)dx.

3.4 Convergence des martingales browniennes

Nous allons nous placer dans un cadre un peu plus général et supposer que nous disposons
d’une famille (ρε)ε d’éléments de L2([0, T ]; R). On considére alors, pour ε > 0 et t ∈ [0, T ],
l’intégrale

M ε
t =

∫ t

0

ρεr dBr.

Pour ε > 0 fixé, presque sûrement, les processus {M ε
t ; t ∈ [0, T ]} sont des martingales continues

de carré intégrable. On suppose supε>0 E
∫ T

0
(ρεr)

2 dr < +∞

Théorème 3.10. Supposons que l’ hypothése suivante sont vérifiée :

(CV) il existe une constante A telle que, pour tout t ∈ [0, T ] fixé,∫ t

0

(ρεr)
2 dr −−→

prob.
At, quand ε→ 0.

Alors la famille de martingales {M ε
t ; t ∈ [0, T ]} converge en loi dans l’espace des processus à

valeurs dans C([0, T ]; R) vers un mouvement brownien centré de matrice de covariance A.

Preuve. Nous allons procéder en plusieurs étapes :

Lemme 3.11. Soit (M̃ ε)ε une famille de martingales telle que :

1) M̃ ε
t =

∫ t
0
ρ̃εr dr pour tout t ≥ T ,

2) ∀s ≤ t ≤ s+ δ,
∫ t
s
(ρ̃ε)2

r dr ≤ Q.
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Pour tout s ≥ T , R > 0 et δ ≥ 0, on a :

P
(

sup
s≤t≤s+δ

|M ε
t −M ε

s | ≥ R
)
≤ 2 exp

(
− R2

2Q

)
.

Preuve du lemme 3.11. Fixons s ≤ T . Pour tout λ > 0 on définit la martingale exponentielle

Y λ
s,t = exp

(
λ(M ε

t −M ε
s)−

λ2

2

∫ t

s

(ρεr)
2 dr
)
.

D’aprés l’inégalité de Doob :

P
(

sup
s≤t≤s+δ

Y λ
s,t ≥ eλR−λ

2Q/2
)
≤ e−λR+λ2Q/2.

Comme
∫ t
s
(ρεr)

2 dr ≤ Q on en déduit :

P
(

sup
s≤t≤s+δ

(M ε
t −M ε

s) ≥ R
)
≤ P

(
sup

s≤t≤s+δ
Y λ
s,t ≥ eλR−λ

2Q
)
.

D’où
P
(

sup
s≤t≤s+δ

(M ε
t −M ε

s) ≥ R
)
≤ e−λR+λ2Q/2.

En optimisant par rapport à λ > 0, on a :

P
(

sup
s≤t≤s+δ

(M ε
t −M ε

s) ≥ R
)
≤ e−R

2/(2Q).

En répétant l’argument pour −(M ε
t −M ε

s), on obtient le résultat.

Lemme 3.12. Pour tout R > 0, on a :

lim
R→+∞

lim sup
ε>0

P
(

sup
t∈[0,T ]

|M ε
t | > R

)
= 0. (3.3)

Preuve du lemme 3.12. Soit τA le temps d’arrêt défini par :

τA = inf{s ≥ 0;

∫ s

0

ρεr dr > (A+ 1)T}.

Soit M̃ ε la martigale définie par
M̃ ε

t = M ε
t∧τA .
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Clairement, elle vérifie les hypothéses du lemme 3.11 avec s = 0, δ = T et Q = A+ 1. D’où

P
(

sup
0≤t≤T

|M̃ ε
t | ≥ R

)
≤ 2 exp

(
− R2

2T (A+ 1)

)
.

Puis

P
(

sup
t∈[0,T ]

|M ε
t | > R

)
≤P
(

sup
t∈[0,T ]

|M ε
t | > R; τA > T

)
+ P

(
τA ≤ T

)
=P
(

sup
t∈[0,T ]

|M ε
t∧τA| > R; τA > T

)
+ P

(
τA ≤ T

)
≤P
(

sup
t∈[0,T ]

|M ε
t∧τA| > R

)
+ P

(
τA ≤ T

)
≤2 exp

(
− R2

2(A+ 1)

)
+ P

( ∫ T

0

(ρεr)
2
r dr > A+ 1

)
Vu l’hypothése (CV), on en déduit :

lim sup
ε>0

P
(

sup
t∈[0,T ]

|M ε
t | > R

)
≤ 2 exp

(
− R2

2T (A+ 1)

)
.

Il ne reste alors plus qu’à passer à la limite quand R→ +∞.

Lemme 3.13. Pour tout α > 0, on a :

lim
δ→+∞

lim sup
ε>0

P
(

sup
|t−s|≤δ

|M ε
t −M ε

s | > α
)

= 0. (3.4)

Preuve du lemme 3.13. Pour commencer, fixons s ∈ [0, T ] et δ > 0. On définit le temps d’arrêt :

τA = inf{t ≥ s;

∫ t

s

ρεr dr > (A+ 1)δ}.

Soit M̃ ε la martigale définie par
M̃ ε

t = M ε
t∧τA .

Clairement, elle vérifie les hypothéses du lemme 3.11 avec Q = (A+ 1)δ et R = α. D’où

P
(

sup
s≤t≤s+δ

|M̃ ε
t − M̃ ε

s | ≥ α
)
≤ 2 exp

(
− α2

2δ(A+ 1)

)
.
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Puis

P
(

sup
s≤t≤s+δ

|M ε
t −M ε

s | ≥ α
)
≤P
(

sup
s≤t≤s+δ

|M ε
t −M ε

s | ≥ α; τA > s+ δ
)

+ P
(
τA ≤ s+ δ

)
=P
(

sup
s≤t≤s+δ

|M ε
t∧τA −M

ε
s∧τA| ≥ α; τA > s+ δ

)
+ P

(
τA ≤ s+ δ

)
≤2 exp

(
− α2

2δ(A+ 1)

)
+ P

(
τA ≤ s+ δ

)
≤2 exp

(
− α2

2δ(A+ 1)

)
+ P

( ∫ s+δ

s

(ρεr)
2
r dr > δ(A+ 1)

)
Vu l’hypothése (CV), on en déduit :

lim sup
ε>0

P
(

sup
s≤t≤s+δ

|M ε
t −M ε

s | ≥ α
)
≤ 2 exp

(
− α2

2δ(A+ 1)

)
.

Fixons maintenant δ > 0. On pose ensuite N = E(T/δ) + 1, ti = iδ pour i = 0, . . . , N − 1 et
tN = T . (ti)0≤i≤N est une subdivision de l’intervalle [0, T ] de pas δ. On a alors :

P
(

sup
|t−s|≤δ

|M ε
t −M ε

s | ≥ α
)
≤P
(N−1⋃
i=0

sup
t∈[ti;ti+1]

|M ε
t −M ε

ti
| > α/3

)
≤

N−1∑
i=0

P
(

sup
t∈[ti;ti+1]

|M ε
s −M ε

ti
| > α/3

)
.

D’où

lim sup
ε>0

P
(

sup
|t−s|≤δ

|M ε
t −M ε

s | ≥ α
)
≤

N−1∑
i=0

lim sup
ε>0

P
(

sup
t∈[ti;ti+1]

|M ε
s −M ε

ti
| > α/3

)
≤2E(T/δ) exp

(
− α2

2δ(A+ 1)

)
Il ne reste alors plus qu’à passer à la limite pour δ → 0.

Les lemmes 3.12 et 3.13 montrent que la famille (M ε)ε est endue dans C([0;T ]; R).

Lemme 3.14. Soit M̄ un processus continu qui soit limite en loi d’une sous-famille de (M ε)ε.
Alors M̄ est une martingale.
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Preuve du lemme 3.14. Soit M̄ un processus continu qui soit limite en loi d’une sous-famille de
(M ε)ε, encore indexée par ε. Donc ∀Φ: C([0, T ]; R)→ R continue bornée, on a

Ẽ [Φ(M ε)]→ E
[
Φ(M̄)

]
quand ε→ 0.

Comme les martingales sont de carré uniformément intégrable, il est facile de voir que

E
(

sup
0≤t≤T

M̄2
t

)
<∞.

D’autre part, si l’on fixe 0 ≤ r1 < · · · < rn ≤ s ≤ t ≤ T et si l’on considére ψ : Rn → R
continue et bornée, on a :

∀λ > 0, E
[
eiλ(Mε

t −Mε
s )ψ(M ε

rn , . . . ,M
ε
r1

)
]

= E
[
e−λ

2/2
R t
s (ρεr)

2 drψ(M ε
rn , . . . ,M

ε
r1

)
]
.

Donc en passant à la limite quand ε→ 0 :

E
[
eiλ(M̄t−M̄s)ψ(M̄rn , . . . , M̄r1)

]
= E

[
e−λ

2/2A(t−s)ψ(M̄rn , . . . , M̄r1)
]
.

Si l’on définit Gt = σ(M̄u; 0 ≤ u ≤ t), on a ainsi montré que M̄ est une G-martingale continue de
carré intégrable telle que

E
[
eiλ(M̄t−M̄s+λ2/2A(t−s))|Gs

]
= 0.

C’est donc un mouvement brownien centré de variance A.



Chapitre 4

Homogénéisation des structures aléatoires

Notre modéle pour le milieu aléatoire consiste en un espace de probabilité (Ω,G, µ) sur lequel
est défini un groupe de transformations (τx)x∈Rd (d ≥ 1) agissant sur Ω de telle sorte que :

Définition 4.1. Milieu aléatoire

H.1 µ(τxA) = µ(A), ∀A ∈ G, ∀x ∈ Rd;

H.2 Si ∀x ∈ Rd, τxA = A, alors µ(A) = 0 ou 1.

H.3 Pour toute application mesurable f définie sur Ω, l’application (x, ω) 7→ f(τxω) est (Rd ×
Ω;Bd ⊗ G)-mesurable.

H.4 ∀f ∈ L2(Ω,G, µ), ∀δ > 0,

µ(|f(τxω)− f(ω)| ≥ δ)→ 0, quand |x| → 0.

On notera M l’espérance par rapport à la mesure µ, c’est-à-dire

M[f ] =

∫
Ω

f dµ

pour toute function f µ-intégrable. A chaque variable aléatoire f définie sur (Ω,G, µ), on associe
le champ aléatoire stationnaire f qui est une fonction mesurable définie sur (Rd×Ω;Bd⊗G) par :

f(x, ω) = f(τxω)

Les transformations définissent un groupe (Tx)xRd d’opérateurs unitaires sur L2(Ω,G, µ) par

Tx(f)(ω) = f(τxω).

25



26 CHAPITRE 4. HOMOGÉNÉISATION DES STRUCTURES ALÉATOIRES

Vu l’hypothése 4.1 (H.4), ce groupe est fortement continu. Si (e1, . . . , ed) désigne une base ortho-
normale de Rd, on définit les opérateurs de dérivation :

Dif = lim
h→0

Thei(f)− f
h

,

si cette limite existe dans L2(Ω).

On appelle C le sous-ensemble dense de L2(Ω) défini par :

C =
{
f ∗ ϕ;f ∈ L2(Ω), ϕ ∈ C∞c (Rd)

}
,

où l’opération de convolution ∗ est définie par :

f ∗ ϕ(ω) =

∫
Rd
f(τxω)ϕ(x) dx.

On remarque que C ⊂ Dom(Di) et Di(f ∗ ϕ) = −f ∗ ∂ϕ
∂xi
, i = 1 . . . , d et cette dernière quantité

vaut également Dif ∗ ϕ si f ∈ Dom(Di).

Les opérateurs (Di)1≤i≤d sont donc à domaines denses dans L2(Ω) et comme l’adjoint de Di

est−Di, à l’aide de la proposition (II.16) de [2] page 28, on sait que les opérateurs (Di)1≤i≤d sont
fermés. D’autre part, on a M[Dif ] = 0 pour toute fonction f ∈ Dom(Di).

On note (., .) le produit scalaire usuel sur L2(Ω) et | · |2 la norme associée.

On remarque aussi que si
∨
ϕ (x)

4
= ϕ(−x), alors

(g,f ∗ ϕ) = (f , g∗
∨
ϕ).

4.1 Diffusion en milieu aléatoire

On considére la diffusion en milieu aléatoire

Xω
t = x+

∫ t

0

b (Xω
s , ω) ds+

∫ t

0

σ (Xω
s , ω) dBs (4.1)

où {Bt; t ≥ 0} est un mouvement brownien standard défini sur un espace de probabilité (Ω′,F ,P),
et les coefficients b(x, ω), σ(x, ω) sont des champs aléatoires stationnaires définis sur (Ω,G, µ), de
telle sorte que tout soit défini sur l’espace produit (Ω×Ω′;G⊗F , µ×P) (le mouvement brownien
et le milieu sont indépendants). Plus précisément, il existe b : Ω→ Rd et σ : Ω→ Rd×d tels que
b(x, ω) = b(τxω) et σ(x, ω) = σ(τxω). Pour simplifier, on suppose que b et σ sont dans C.
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Précisons les hypothèses sur les coefficients. Soit a(ω) = σσ∗(ω). a est donc à valeurs dans
l’ensemble des matrices carrées de taille d× d symétriques et semi-définies positives.

On suppose de plus que pour 1 ≤ i ≤ d,

bi(ω) =
1

2

d∑
j=1

Djaij(ω).

Sous ces hypothèses, le générateur infinitésimal Lω du processus de diffusion Xω peut alors se
réécrire sous forme divergence :

Lω =
1

2

d∑
i,j=1

aij (x, ω)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi (x, ω)
∂

∂xi

=
1

2

d∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x, ω)

∂

∂xj
.

)

Hypothèse 4.2. On suppose que la matrice a vérifie une condition d’uniforme ellipticité, c’est-à-
dire qu’il existe une constante Λ telle que

Λ−1Id ≤ a ≤ ΛId (4.2)

au sens des matrices symmétriques positives.

4.2 Formes de Dirichlet et correcteurs

Dans ce qui suit, la norme |.|2 désignera la norme associée à l’espace L2(Ω, π) et (., .)2 le pro-
duit scalaire correspondant. On considère le sous-ensemble C de L2(Ω,G, µ) défini précédemment
et on introduit la forme bilinéaire suivante

∀ϕ, ψ ∈ C, B(ϕ,ψ) =
1

2
(Dϕ,aDψ)2. (4.3)

L’hypothèse d’uniforme ellipticité assure que le noyau de la semi-norme associée, notée aussi
‖ψ‖1 = (B(ψ,ψ))1/2, est uniquement constitué des fonctions constantes. On note H1 la ferme-
ture de C quotientée par les constantes pour cette norme, c’est un espace de Hilbert. La norme
duale correspondante est donnée par

‖h‖−1 = inf
{
C ≥ 0;∀f ∈ C, (f ,h)2 ≤ CB(f ,f)1/2

}
.
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On remarque que ‖g‖−1 < ∞ ⇒ M[g] = 0. En fait, contrairement au cas du tore, on ne dispose
plus de l’inégalité de Poincarré. On est donc amené à distinguer les fonctions sur Ω qui vérifient
l’inégalité précédente, celle-ci faisant office "d’inégalité de Poincaré" sur le milieu aléatoire.

On note F la fermeture de C pour la norme associée à la forme bilinéaire suivante :

ε(ϕ,ψ) = (ϕ,ψ)2 +B(ϕ,ψ).

C’est également un espace de Hilbert. Pour λ > 0, et ϕ,ψ ∈ C on définit

Bλ(ϕ,ψ) = λ(ϕ,ψ)2 +B(ϕ,ψ)2 (4.4)

et il vient
|Bλ(ϕ,ψ)| ≤M

√
ε(ϕ,ϕ)ε(ψ,ψ).

Ainsi on peut prolonger Bλ en une forme bilinéaire continue définie sur F. D’autre part, ∀ϕ ∈ C
on a

|Bλ(ϕ,ϕ)| ≥ min(1, λ)ε(ϕ,ϕ)

ce qui signifie que Bλ est coercive. Le théoréme de Lax-Milgram permet alors de construire une
résolvante fortement continue Gλ sur L2(Ω), de générateur l’opérateur L défini sur C par

∀ϕ ∈ C, Lϕ =
1

2

∑
i,j

Di (aijDjϕ)

et de domaine Dom(L) = Gλ(L
2(Ω)) ⊂ F.

Pour i = 1, . . . , d et λ > 0, on note uiλ = Gλ(bi) la solution de l’équation de la résolvante

λuiλ −Luiλ = bi. (4.5)

A l’aide de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on montre

Proposition 4.3. La fonction b satisfait une "inégalité de Poincaré" : ‖bi‖−1 <∞.

Preuve. Pour la preuve, il suffit de faire une intégration par parties.

Proposition 4.4. Pour i = 1, . . . , d, la fonction ui satisfait :

1) λ|uiλ|22 → 0 quand λ→ 0,

2) il existe ξi ∈ L2(Ω; Rd) tel que |Duiλ − ξ
i|2 → 0 quand λ→ 0.
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Preuve. Si l’on multiplie (4.5) par uiλ et en intégrant par rapport à µ, on obtient :

λ|uiλ|22 + ‖uiλ‖2
1 ≤ ‖bi‖−1‖uiλ‖1 (4.6)

d’où
λ|uiλ|22 + ‖uiλ‖2

1 ≤ ‖bi‖2
−1. (4.7)

Vu (4.7), il existe une sous-suite (λn)n → 0 telle que Duiλn converge faiblement vers ξi ∈
L2(Ω; Rd), et λuiλ

L2

−−→
λ→0

0. En passant à la limite dans la relation suivante (valable pour ϕ ∈ F)

lorsque λ→ 0 :
λ(uiλ,ϕ)2 + (1/2)(Duiλ,aDϕ)2 = (bi,ϕ)2,

on obtient
(1/2)(ξi,aDϕ)2 = (bi,ϕ)2 = −(1/2)(aei, Dϕ)2. (4.8)

Cette relation garantit l’unicité de la limite faible. Donc toute la famille (Duiλ)λ converge faible-
ment vers ξi ∈ L2(Ω; Rd). Il reste à établir la convergence forte. On a :

λ|uiλ|22+(1/2)(a(Duiλ − ξi), Duiλ − ξi)2

=λ|uiλ|22 + (1/2)(aDuiλ, Du
i
λ)2 + (aDuiλ, ξ

i)2 + (1/2)(aξi, ξi)2

=(bi,u
i
λ)2 + (aDuiλ, ξ

i)2 + (1/2)(aξi, ξi)2

=− (1/2)(aei, Du
i
λ)2 + (aDuiλ, ξ

i)2 + (1/2)(aξi, ξi)2

→− (1/2)(aei, ξ
i)2 + (1/2)(aξi, ξi)2

quand λ → 0. Or, en choisissant ϕ = uiλ dans (4.8) et en passant à la limite quand λ → 0, on
obtient (aei, ξ

i)2 = −(aξi, ξi)2. Le résultat suit.

Proposition 4.5. Soit f ∈ L2(Ω). On définit fλ comme étant la solution de l’équation

λfλ −Lfλ = f .

On a :

1) |λfλ −M(f)|2 → 0 quand λ→ 0,

2) la famille (λ1/2Dfλ)λ est bornée dans L2(Ω; Rd).

Proof. Il suffit de considérer le cas où M[f ] = 0. En effet si l’on sait démontrer le résultat pour
toutes les fonctions vérifiant M[f ] = 0 alors pour une fonction g quelconque, il suffit de poser
f = g −M[g] qui satisfait M[f ] = 0.
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Si l’on multiplie λfλ −Lfλ = f par λfλ et en intégrant par rapport à µ, on obtient :

λ2|fλ|22 + λ‖fλ‖2
1 ≤ λ|f |2|fλ|2 ≤

|f |22
2λ

+
λ|fλ|2

2
(4.9)

d’où

λ|fλ|22 + 2‖uiλ‖2
1 ≤
|f |22
λ
. (4.10)

Vu (4.10), il existe une sous-suite (λn)n → 0 telle que λnfλn converge faiblement vers f̄ ∈ L2(Ω),
et (λn|Dfλn|22)n est bornée. On remarque ensuite que ϕ ∈ Dom(L)

(f ,ϕ)2 =(λnfλn −Lfλn ,ϕ)2

=λn(fλn ,ϕ)2 + (1/2)(Dfλn ,aDϕ)2

=λn(fλn ,ϕ)2 − (1/2)(fλn , D(aDϕ))2 (4.11)

En multipliant la relation précédente par λn et en passant à la limite lorsque n→∞, on obtient

0 = (f̄ ,Lϕ)2. (4.12)

Cette relation signifie que f̄ ∈ Dom(L) et Lf̄ = 0. En particulier,

0 = −(Lf̄ , f̄)2 = ‖f̄‖2
1,

c’est-à-dire que f̄ est constante. Choisissons maintenant ϕ = 1I (la fonction constante valant 1)
dans la relation (4.11), on obtient

(f , 1I)2 = λn(fλn , 1I)2 − (1/2)(fλ, D(aD1I))2 = λn(fλn , 1I)2.

Comme λnfλn converge faiblement vers f̄ , on en déduit

0 = M[f ] = lim
n→∞

(λnfλn , 1I)2 = M[f̄ ] = f̄ ,

la dernière égalité résultant du fait que f̄ est constante. On a donc montré que la famille (λfλ)λ est
faiblement relativement compacte et possède une unique valeur d’adhérence. La famille est donc
faiblement convergente vers 0. Nous allons maintenant montrer que la famille est en fait fortement
convergente vers 0.

Dans la relation
λ(fλ,ϕ)2 + (1/2)(Dfλ,aDϕ)2 = (f ,ϕ)2,

on choisit ϕ = fλ et on multiplie par λ. On obtient

|λfλ|22 + λ‖fλ‖2
1 = (f , λfλ)2 → 0

quand λ→ 0. Ceci termine la preuve.
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4.3 Mesure invariante et ergodicité

Le processus

Yt = τXω
t
ω, t ≥ 0;

Y0 = ω,

(où Xω
t est le processus de diffusion de la section précédente partant de Xω

0 = 0) est un processus
de Markov à valeurs dans Ω. Le but de cette section est de montrer que µ est une mesure invariante.

D’après les estimations d’Aronson (voir [12]), le processus Xω admet des transitions de pro-
babilités qui sont absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd, ie Px(Xω

t ∈
dy) = pω(t, x, y)dy. De plus, il existe une constante A, qui ne dépend que de Λ, d, telle que
∀ω ∈ Ω, ∀(t, x, y) ∈ R∗+ × Rd × Rd

1

Atd/2
e−

A|y−x|2
t ≤ pω(t, x, y) ≤ A

td/2
e−
|y−x|2
At . (4.13)

Pour toute fonction f ∈ L∞(Ω), on a donc

E[f(Yt)] = E[f(τXω
t
ω)] =

∫
f(τyω)pω(t, 0, y)dy

et
M|E[f(Yt)]| ≤M

∫
|f(τyω)|pω(t, 0, y)dy ≤ A

td/2

∫
M[|f(τyω)|]e−

|y|2
At dy.

Comme M[|f(τyω)|] = M[|f(ω)|] et que A
td/2

∫
e−
|y|2
At dy = C est une constante ne dépendant que

de A et d (et pas de t), on en déduit

M|E[f(Yt)]| ≤ CM[|f(ω)|] (4.14)

de sorte que l’application f ∈ L∞(Ω) 7→ E[f(Yt)] se prolonge pour tout t à L1(Ω). Ainsi le
semi-groupe sur L∞(Ω) généré par le processus Y se prolonge en un semi-groupe sur L1(Ω). En
fait, cette propriété peut se démontrer pour chaque espace Lp(Ω) pour 1 ≤ p < +∞.

Proposition 4.6. (Théorème ergodique). Pour toute fonction f ∈ L1(Ω), on a

ME

∣∣∣∣∣ε2

∫ t/ε2

0

f(Yr) dr − tM(f)

∣∣∣∣∣→ 0

quand ε→ 0.
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(preuve faite en cours)

En conséquence la mesure µ est invariante pour le processus Y . Elle est de plus ergodique.

Remarque : nous n’avons pas montré l’unicité de la probabilité invariante mais seulement que
π est un point extrêmal de l’ensemble des mesures invariantes. En particulier, si ν est une autre
mesure invariante ergodique alors ν et π sont singulières. L’exemple trivial suivant illustre ceci.
Considérons un milieu à deux éléments Ω = {0; 1} muni de la tribu de ses parties. Prenons pour
dimension d = 1 et pour action de R sur Ω l’action triviale ie

∀x ∈ R,∀ω ∈ Ω, τxω = ω.

On choisit comme coefficient de diffusion :

∀ω ∈ Ω,σ(ω) = 1.

Considérons alors les deux mesures suivantes µ et ν sur le milieu définies par
– µ({0}) = 1 et µ({1}) = 0.
– ν({0}) = 0 et ν({1}) = 1.
Chacune de ces deux mesures vérifient l’ensemble des hypothéses précédentes et la propriété

d’homogénéisation démontrée par la suite sera valable pour chacune de ces deux mesures. Ceci
n’est pas incohérent car ces deux mesures sont singulières.

4.4 Homogénéisation

Remarque : si f est une fonction de classe C2 sur Ω (c’est-à-dire que pour tout ω ∈ Ω, l’appli-
cation x 7→ f(τxω) est de classe C2 sur Rd), on a :

f(Yt) = f(Y0) +

∫ t

0

Lf(Ys) ds+

∫ t

0

(Df)∗(Ys)σ(Ys) dBs.

Le but de cette section est d’étudier le comportement asymptotique du processus X . Plus pré-
cisément, nous allons montrer que le processus t 7→ εXω

t/ε2 (avec Xω
0 = 0) converge en loi vers

un mouvement brownien.
Comme λuλ − Luλ = b, la fonction uλ est C2 sur Ω. On peut donc lui appliquer la formule
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d’Itô :

uλ(Yt) =uλ(Y0) +

∫ t

0

Luλ(Yr) dr +

∫ t

0

Du∗λσ(Yr) dBr

=uλ(Y0) +

∫ t

0

(λuλ − b)(Yr) dr +

∫ t

0

Du∗λσ(Yr) dBr

De plus, on a

Xω
t =

∫ t

0

b(Yr) dr +

∫ t

0

σ(Yr) dBr

En ajoutant ces 2 relations, on obtient

Xω
t + uλ(Yt) = uλ(Y0) +

∫ t

0

λuλ(Yr) dr +

∫ t

0

(Du∗λσ + σ)(Yr) dBr.

Ainsi, en multipliant par ε, en remplaçant t par t/ε2 et en choisissant λ = ε2, on a

εXω
t/ε2 + εuε2(Yt/ε2) = εuε2(Y0) + ε3

∫ t/ε2

0

uε2(Yr) dr + ε

∫ t/ε2

0

(Du∗ε2σ + σ)(Yr) dBr.

Les variations quadratiques de la partie martingale ε
∫ t/ε2

0
(Du∗ε2σ+σ)(Yr) dBr sont données par

ε2

∫ t/ε2

0

(Du∗ε2 + I)σσ∗(Duε2 + I)(Yr) dr

et convergent, d’après le théorème ergodique, au moins en µ probabilité vers tA où A est une
matrice d× d donnée par

A = M
[
(ξ∗ + I)σσ∗(ξ + I)

]
.

D’après le théorème de convergence des martingales, la partie martingale converge en loi, dans
C([0, T ]), vers un mouvement brownien centré et non-standard A1/2B̄t.

D’autre part, on a d’après (4.14)

ME
[∣∣εuε2(Yt/ε2)∣∣2] ≤ CM[ε2|uε2 |] = ε2|uε2|22

et cette dernière quantité tend vers 0 quand ε→ 0 d’après la proposition 4.4. De même,

ME
[∣∣εuε2(Y0)

∣∣2] = CM[ε2|uε2|] = ε2|uε2|22
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et

ME
[∣∣ε3

∫ t/ε2

0

uε2(Yr) dr
∣∣2] ≤tME

[
ε4|
∫ t/ε2

0

∣∣uε2(Yr)∣∣2 dr]
=tε4|

∫ t/ε2

0

ME
[∣∣uε2(Yr)∣∣2[ dr

≤Ct2M[ε2|uε2|]
=Ct2ε2|uε2|22,

et ces 2 dernières quantités tendent vers 0. Ainsi on a prouvé :

Théorème 4.7. Les lois finies-dimensionnelles du pocessus εXω
t/ε2 convergent en loi vers celles

d’un mouvement brownien A1/2Bt.
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