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Représentations parcimonieuses des signaux et images

Parcimonie dans des dictionnaires

Notations

N—1
e On note (.,.) le produit scalaire usuel sur CV tel que (z,y) = 3. 2,7, pour x =
n=0

N-1
(zi)izo,.N—1 € CN et y = (yi)izo,..n—1 € CV. On note ||z]|> = Y |2,|? pour z € CV.
n=0

e On note 6* pour £ € {0,... N —1} le f-itme vecteur de la base canonique de CV. 1l s’agit
du vecteur de C¥ tel que pour n € {0,...N — 1} on a 6, = 1 si n = £ et 0 sinon. La
collection de vecteurs B = {6*,¢ € {0,..., N — 1}} constitue la base canonique de C.

t € CN,¢ € Z) tels que pour £ € Z et pour n €

¢

e la famille de vecteurs £ = {ﬁe

{0,... N — 1} la n-iéme coordonnée du vecteur e s’écrive

2inln
¢ —=e N

est appelée base de Fourier orthonormalisée discrete.

1 Introduction

Il n’est pas toujours facile ou possible de trouver une base dans laquelle un signal x € CV
a une décomposition parcimonieuse. Considérons en effet I’exemple suivant :

k1
1 — 5k0 + L
S v vIN

Ce signal n’est parcimonieux ni dans la base canonique, ni dans la base de Fourier discrete
orthonormalisée.

Cependant si on considére la réunion des deux bases D = {§*,k =0,... N —1} U {\j—%, k=
0,...N — 1} alors le signal z admet une décomposition trés parcimonieuse sur D, qui est (1).

Question 1: ]
J

Justifier cette affirmation en calculant et comptant les coefficients non nuls de décom-
position de x dans la base canonique, dans la base de Fourier orthonormalisée et dans
le dictionnaire D. Quelle décomposition est la plus parcimonieuse ?

Par contre il nous faut constater que z admet une infinité de décompositions possibles sur
les vecteurs de D.

Question 2: ]
J

Justifier cette affirmation. ]




La question qui se pose est alors de trouver la décomposition de z la plus parcimonieuse
parmi toutes les décompositions possibles de x sur les vecteurs de D.

Nous allons voir que 'algorithme dit de Matching-Pursuit nous permet de répondre a la
question posée.

2 Algorithme de Matching-Pursuit

Nous nous plagons dans CV et considérons un systéme générateur noté D = {¢°,... %1}
comportant K > N vecteurs de CV, tels que pour tout £ =0,... K — 1 on a [|¢¥|| = 1. Un tel
systeme est appelé dictionnaire de CV.

L’algorithme de Matching-Pursuit fonctionne de la fagon suivante :
1. Initialisation : m := 0, R%(x) = .
2. Par récurrence sur m € N

(a) Choix du meilleur vecteur k,, = arg max [(R™ (), ¢")]

(b) Mise a jour du « résidu » R™1(z) = R™(z) — (R™(x), pFm ) pkm
Application a un exemple :
Supposons que z est une combinaison linéaire avec peu de coefficients non nuls de vecteurs
de la base canonique et de vecteurs de la base £. Testons sur un exemple numérique et voyons
quelle décomposition nous produit 'algorithme.

Nous programmons une version de 'algorithme 1 (abrégé MP) dont la formulation est adap-
tée a ce que nous voulons faire : calculer une décomposition de x sur les vecteurs de D. Le
vecteur sortie a correspond en effet aux coordonnées de x sur les vecteurs de D calculées par
Palgorithme, autrement dit I’algorithme calcule une décomposition (g, o, ..., ax—1) telle que

r= Y a;j¢’ + R(x) ot R(z) est un reste que 'on voudrait le plus petit possible et en parti-
i=0
culier on souhaiterait ||R(x)| < € ot € > 0 est une précision fixée & 'avance.

On considére ici le signal x = (xg,...,xn—_1) tel que pour tout n =0,... N—1 avec N = 1024
(2) 2 = 45255 4 025670 4 10 o0 (27r % 25 3)

Comme on le voit sur les figures 'algorithme converge vite car au bout de 14 itérations on
a ||[R™(z)|] < 1075, De plus on constate que l'algorithme de Matching-Pursuit retrouve les
composantes de la décomposition parcimonieuse de x. Nous nous poserons la question de savoir
si c’est toujours le cas si certaines conditions sont réunies.

Nous avons les propriétés suivantes

Proposition 1 Soit x € CV et D un dictionnaire de C. Avec les notations qui précédent pour
toutmeN et M eN
M—1
1. x= Y (R™(x), ¢*m)pFm + RM (z).

m=0
2. R™*1(x) et ¢*m sont orthogonauz, et on a

(a) la suite (||R™(x)||)men est décroissante.

(b)

M—-1

lzl® = Y [(R™ (@), ¢")

m=0

?+ | RM ()|




signal original log en base 10 de la norme du residu en fonction des iterations
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FIGURE 1 — En haut & gauche le signal original, en haut & droite log(|| R, ()| en fonction des
itérations, en bas a gauche les composantes calculées par MP sur la base canonique, et en bas
a gauche celles calculées sur la base de Fourier.

Algorithme 1 : Matching Pursuit.
Data : dictionnaire D = [¢°,..., 051 € CVNE 2 € RN £ >0, Myar €N
initialisation :

r < x [Initialisation du résidu];
a < Ox [Initialisation de «;
m < O [Initialisation des itérations];
while m < M4 €t 7] > ¢ do
m+—m+1;
Ym, e+ (1, o™);
m .
km ¢ arg max |{r,¢"™)[;

a(km) < alknm) + ck
71— g, PP
Result : o € CX| M nombre d’itérations.

m )




_[ Question 3: ]

1. Etant donné la matrice D du dictionnaire D, un vecteur y € RV, indiquer com-

ment calculer sans boucle avec Python (y, ¢*) pour tout k =0,..., K — 1.
2. Etant donné la matrice D du dictionnaire D, un vecteur o € CX, indiquer com-
K—1 .
ment calculer sans boucle avec Python Y a;¢".
i=0

3. Programmer ’algorithme de Matching Pursuit.

On cherchera en particulier d en programmer une version qui permet de vérifier
qu’a chaque itération la norme du résidu est bien décroissante. Cela nous servira
dans la phase de test du programme pour vérifier que la programmation de l’al-
gorithme est correcte. Dans un deuxieme temps on pourra s’en passer et garder
une version qui ne renvoie pas la norme du résidu.

4. Le tester en utilisant le dictionnaire D dont la matrice représentative dans la
base canonique est produit par le code creaDictBaseCanFourier.py fourni sur
Ametice et appliquant l'algorithme sur le vecteur = = (xq,...,xy_1) décrit par
I’équation (2).

L’algorithme fournit-il la décomposition parcimonieuse recherchée ?

Remarque : Lorsque D est une base orthonormale de CV I’algorithme retrouve la décom-
position de x sur cette base en IV itérations.

Question 4: ]

Démontrer la proposition 1. ]

Nous admettrons le résultat suivant (voir [1] chapitre 12, section 12.3 Théoréme 12.6, pour
ceux qui veulent étudier la preuve)

Théoréme 1 Avec les notations précédentes et x € CV il existe 0 < B(D) < 1 avec B(D) =

inf sup  |(x,¢?)| tel que le résidu a l'étape m vérifie
z€CN |lz[=1 je{o,... K1}

IR™ ()] < (1= B(D)*)™ [l
En particulier |R™(z)|| — 0 quand m — +oo, lalgorithme de Matching Pursuit converge
etonax= Y (R™(x),pkm)pkm.
m=0
3 Conditions de recouvrement de décomposition parcimo-
nieuse

Dans cette partie nous cherchons a expliquer le fait que l’algorithme de Matching-Pursuit
a bien retrouvé la décomposition parcimonieuse du vecteur z donné par I'équation (2). Est-
ce toujours le cas sous certaines conditions & préciser 7 On va utiliser les mathématiques pour
montrer un théoreme qui indique que sous certaines hypotheses 'algorithme fait ce qu’on attend.

Soit D = {¢#°,..., X1} un dictionnaire de C*.

On note p(D) = max |(¢%, #”)| la cohérence du dictionnaire. Plus u(D) est petite plus le
i

dictionnaire est dit « incohérent » et plus les vecteurs ¢’ sont étrangers les uns aux autres. En
particulier si (D) = 0 cela signifie que le dictionnaire forme une base orthonormale.



Question 5: |

1. Dans le cas ou D est la réunion des vecteurs de la base canonique et de ceux de
la base de Fourier calculer pu(D).

2. Dans le cas d’'un dictionnaire D quelconque comment calcule-t-on a ’aide de
Python u(D) ?

3.1 Conditions pour un recouvrement exact

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2 Soit D = {¢°,...,¢% "1} un dictionnaire de CV et x € CV tel que
(3) =Y o’
lel

ot L est un sous-ensemble de {0,..., K — 1} tel que {¢*,¢ € L} forme un systéme libre et
ayg # 0 pour tout £ € L.

Si card(L)p(D) < 3 alors Ualgorithme de Matching-Pursuit sélectionne a chaque itération
un vecteur ¢* avec £ € L et converge vers la décomposition (3).

Nous allons démontrer ce théoréme.
Eléments de démonstration du théoréme 2 : On considére z € CV qui vérifie (3)
avec L tel que {¢%,¢ € L} forme un systéme libre.

Nous faisons une récurrence sur m, les itérations de I’algorithme.

On indique comment raisonner pour m = 0.
Considérons i le plus petit indice dans £ tel que |y, | = max leve].
€
Soit j € {0,... K — 1}. Calculons [(R%(z), ¢7)|.
e lercasj¢ Lona

[(R°(2),¢")| = <z,¢j>||<zae¢f,¢j>|

LeLl

|ai0 |

(4)

e 2&me cas : j = ig

IN

|, lcard(L)p <

(R%(z),6")| = [{z,¢")]
> (et o)

el

= |+ D> (s’ ")

LEL #iq

(5) > ol = | D (g o)
LeL i
‘aiol ‘alol

6 el

Donc 'algorithme sélectionne & la premiére itération un vecteur ¢*° avec kg € L.

Question 6

Compléter la démonstration du théoreme 2.




Remarque :
En réalité sous I'hypotheése card(L)u(D) < 1/2 le systéme de vecteurs {¢?,j € L} est un
systeme libre. On a en effet la proposition suivante.

Proposition 2 Soit D = {¢°,...,¢% "1} un dictionnaire de CN de cohérence (D) et L un
sous-ensemble de {0,..., K —1}.

Si card(L)u(D) < 1 le systéme {¢7,j € L} est un systéme libre.

Des éléments de démonstration de la proposition 2 sont donnés en annexe 5.1.

3.2 Au dela du théoréme 2

Lorsque D = {¢°,...,#% 1} est un dictionnaire constitué de la réunion de deux bases or-
thonormées, on peut obtenir un résultat légerement plus favorable que celui du théoréme 2 en
écrivant la partition £ = £1 U Lo telle que {¢*,¢ € L1} est un sous-ensemble de la premiere
base alors que {¢’, £ € L3} est un sous-ensemble de la deuxiéme.

On peut ainsi montrer sans trop d’efforts supplémentaires le théoréme suivant

Théoréme 3 Soit D = {¢°,..., 6%~} un dictionnaire de CN qui est la réunion d’une base
orthonormée By et d’une base orthonormée Bs. Soit © € CV tel que

(7) T = Zaﬂbe

lel
ot L est un sous-ensemble de {0,..., K — 1} tel que {¢*,£ € L} forme un systéme libre.
On pose L = L1 ULy avec L1 et Lo tels que {¢*,€ € L1} C By alors que {¢*,¢ € L3} C Bs.

Si max(card(Ly), card(Ls)) x (D) < 1 alors Ualgorithme de Matching-Pursuit sélectionne
@ chaque itération un vecteur ¢* avec £ € L et converge vers la décomposition (3).

’_[ Question 7: Facultatif ]

Faire la démonstration du théoreme 3.

| Question 8 !

On considere le cas d’un dictionnaire D qui est la réunion de la base canonique B et de
la base de Fourier orthonormalisée £ pour N = 1024.

Expliciter dans ce cas les hypotheses nécessaires
1. pour appliquer le théoréme 2
2. pour appliquer le théoreme 3.

On précisera dans chaque cas le nombre de vecteurs maximum qu’on peut avoir dans la
décomposition de x pour étre stir que le Matching Pursuit retrouve cette décomposition.

3.3 Tests numériques

On se pose maintenant la question de savoir si ces théorémes 2 et 3 ont des hypotheéses
optimales.

Plus précisément on cherche a savoir si le Matching Pursuit retrouve une décomposition
parcimonieuse du type (3) méme si card(£)p(D) > 1/2 oumax(card(Ly), card(L2)) x u(D) > 1.



| Question 9 !

1. Ecrire une fonction qui permet de générer aléatoirement un vecteur as de taille K
ayant exactement s coordonnées non nulles (s < K), chacune de ces coordonnées
étant la réalisation d’une variable aléatoire suivant une loi normale.

2. Soit D = {¢°,...,¢% "1} le dictionnaire constitué de la réunion des vecteurs de
la base canonique et de la base de Fourier orthonormalisée.

Calculer la décomposition sur les vecteurs du dictionnaire donnée par ’algorithme
de Matching-Pursuit du vecteur = calculé a I'aide de x = Da, ol a; est calculé
par la fonction de la question précédente pour différentes valeurs de s.

Y-a-t-il des cas ou l'algorithme retrouve bien apres convergence « alors que
Phypothese sur le produit card(£)u(D) < 3 du théoréme 2 n’est pas vérifiée ?

3. Adapter I'étude pour voir si la condition max(card(L,), card(Ls)) x p(DP) < % du
théoréme 3 est optimale.

Remarque : Un théoreme de Elad et Bruckstein montre que si s < v N alors la décompo-
sition parcimonieuse 2z = D est la plus parcimonieuse possible et il n’y en a pas d’autre (voir
détails en annexe 5.2).

4 Rendu du projet

Le projet consiste en
e Soit un fichier notebook codé en Python ou en R
e Soit un compte-rendu tapé en Latex dans un fichier .pdf et les codes associés. Dans ce
cas il est indispensable que parmi les fichiers informatiques on trouve pour chaque partie
pratique un fichier dont le titre permette de comprendre de quoi il s’agit et qu’il suffit
d’executer pour illustrer informatiquement ce qui est indiqué dans le compte-rendu.
L’objectif du projet est ’étude du Matching-Pursuit et de ’optimalité des théorémes 2 et 3.

En particulier on n’oubliera pas de détailler et commenter

la présentation des techniques mathématiques utilisées

les illustrations numériques de ces techniques.

les résultats de restauration

Pour aller plus loin : on pourra chercher a faire les exercices facultatifs ou & démontrer
les résultats non explicitement demandés.

5 Annexe

5.1 Eléments de démonstration de la proposition 2

La démonstration repose sur I’étude de la matrice de Gram G du systéme {¢’,j € L}, c’est
a dire de la matrice dont les coefficients sont (@', ¢?) pour i € L et j € L.

En effet on sait que G est inversible si et seulement si le systéme des {¢’,j € £} est un
systeme libre.

Donc montrer que {¢’,j € L} est un systéme libre revient & montrer que G est inversible.

Montrer que G est inversible revient a montrer qu’elle n’a pas de valeurs propres nulles.

On peut donc étudier les valeurs propres de G. Le théoréme suivant (dit de Gerschgorin)
permet de conclure.

Théoréme 4 Soit A une matrice d coefficients complezes de taille n x n et de terme général
(@if)ij<n—1. Pour i variant de 0 d n — 1 on introduit le disque de Gershgorin correspondant

Ui={z€C lai—2 < lai|}
i#



Toute valeur propre de A appartient d au moins un des disques de Gerschgorin.

5.2 Théoréme d’Elad et Bruckstein

Le résultat suivant est démontré dans 'article de M. Elad et A. M Bruckstein [2] "A Genera-
lized Uncertainty Principle and Sparse Representation in Pairs of Bases" et disponible a la page
https://pdfs.semanticscholar.org/10e7/0el6e5a68d52fa2c9d0a452db9ed2f9403aa . pdf.

Pour ceux qui sont motivés la démonstration est a leur portée (techniques d’algebre linéaire
et optimisation sous contrainte en dimension finie) avec comme toujours un peu de travail.

Théoréme 5 Soit D = {¢°,..., o5~ 1} un dictionnaire de CN qui est la réunion d’une base
orthonormée By et d’une base orthonormée By. Soit x € CN tel que

(8) T = Zaggbé

LeLl

ot L est un sous-ensemble de {0, ..., K —1} et ay # 0 pour tout £ € L. On note « le vecteur
de CK de coordonnées oy pour £ € L et 0 sinon.

Si card(L)pu(D) < 1 alors la décomposition (8) est la plus parcimonieuse possible et il n’y
en a pas d’autre.

Autrement dit si on suppose que x € CN wvérifie aussix = Y. Bu ¢! avec

ver
o £/'C{0,...,.K -1}
o Bor # 0 pour tout £ € L'
e 3 le vecteur de CX de coordonnées By pour ¢! € L' et 0 sinon
alors soit B = «, soit card(L') > card(L).

Pour ce qui concerne la question 3.3 dans ce projet sur le Matching Pursuit, avec le cas qui
nous intéresse ou le dictionnaire est la réunion de la base canonique et de la base de Fourier, ce
résultat signifie que des que vous créez un vecteur a qui contient exactement s coordonnées non
nulles avec s < v/N alors le vecteur 2 = Da, n’a aucune autre représentation parcimonieuse
possible dans le dictionnaire D que as.

Si vous prenez s > /N vous ne pouvez plus garantir qu’il n’y en a pas d’autre. En effet un
autre résultat de Donoho et Huo [1] vous montre que dans le cas de notre dictionnaire D on ne
peut pas faire mieux que le théoréme de Elad et Bruckstein. En effet si s = v/N Donoho et Huo
montrent que pour certains N = p? oil p est entier il est possible de trouver des vecteurs = qui
ont deux représentations parcimonieuses différentes avec chacune exactement N coeflicients
non nuls dans le dictionnaire D (ici formé de la réunion de la base de Fourier et de Dirac). La
encore les démonstrations de leur résultat devraient vous étre accessibles si vous étes motivé-e
et avez envie de les travailler.
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