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1. Introduction

Le but de ce travail est I’étude des sommes d’opérateurs non bornés sous des hypo-
théses fréquemment rencontrées dans les problémes d’équations & dérivées partielles mis
sous la forme d’équations différentielles opérationnelles. Les résultats abstraits sont
systématiquement illustrés par des exemples d’équations différentielles opérationnelles
du premier ordre (avec condition de Cauchy) et du second ordre (avec conditions de
Dirichlet).

Deux méthodes d’étude des sommes d’opérateurs non bornés ont été développés dans
Da Prato ([5], [6]) et Grisvard ([12], [15]). En gros, elles servent respectivement a
résoudre des équations hyperboliques et paraboliques. On a cherché ici & unifier autant
que possible ces deux méthodes, ce qui conduit & des simplifications importantes ainsi
qu’a certains résultats nouveaux. Pour d’autres développements de la seconde méthode,
on pourra consulter Dubinski ([8], [9]).

(1) Instituto Matematico G. Castelnuovo, Universita degli studi, Roma et I. M. S. P., Parc Valrose,
Nice.
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306 G. DA PRATO ET P. GRISVARD

Plus précisément, soit X un espace de Banach et soient A et B deux opérateurs linéaires
fermés de domaines respectifs D, et Dy dans X. On note L la somme de ces opérateurs,
c’est-a-dire I’opérateur défini par L x = A x+B x pour xe D, = D, n D;. On donnera
des conditions suffisantes pour que L admette une fermeture qu’on notera éventuellement L
et on étudiera I’ensemble résolvant de L. L’intérét de L réside dans la notion de solution
Sforte de ’équation

(1.1) Lx—Ax=y;

en effet, suivant Friedrichs, on dira que x est solution forte de (1.1) si il existe une
suite x,, n=1,2,... avec x,e D, et

X, = X,
{ Lx,—Ax,~y,

lorsque n — + c0; c’est-a-dire précisément si x € D; et Lx—Ax = y.

En conséquence I’équation (1.1) admet une solution forte unique pour tout ye X
ssi A est un point de I’ensemble résolvant de L. Dans le cas trés particulier ou (1.1) admet
une solution x € D;, on dit que c¢’est une solution stricte [ou classique (%)].

Deux types d’hypothéses correspondant & deux méthodes différentes seront envisagées :
suivant Kato [22] on dira que L est hyperbolique si (A—A) et (B—\) sont inversibles
pour A > O et

(1.2) la-nHisg,  IIB-» s 5
pour A >0, k= 1,2, ... avec M indépendant de A et k. Par contre, on dira que L est

parabolique (°) si X est complexe et si (A—A) et (B—A) sont inversibles pour A € £, et 28
respectivement ou X, et T, sont des secteurs de la forme

{z; |argz| <M —o},
avec ¢ = 0, et O respectivement et
(1.3) Op+05 < IT
et si de plus
lA-MT[=0(rl™ et [|B=HT}[|=0(A]™

pour A € X, et %, respectivement.

(®) Le terme de solution faible est réservé 4 une solution variationnelle (ou définie par dualité).

(3)' Cette terminologie commode pour les équations abstraites a ceci d’abusif qu’elle recouvre dans les
applications des équations & dérivées partielles tant paraboliques que elliptiques ou quasi-elliptiques, etc.
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SOMMES D’OPERATEURS LINEAIRES 307

Dans le cas ol X est complexe, on peut comparer les deux hypothéses en remarquant
que si L est hyperbolique, alors (A—A) et (B—A) sont inversibles pour A € X secteur

z; |argz Ef
] <3

et

M M
A-0N"1 s — t B—M"!|s —;
Al o [IB-n"]s =

par conséquent, le cas hyperbolique apparait comme un cas limite du cas parabolique,
ou

(].4) 9A+95=Tt.

Dans le paragraphe 2, on donne des conditions suffisantes pour qu’un opérateur non
borné L admette une fermeture : en gros, il suffit d’une « inégalité a priori» de la forme

N
[1%]] = [ Lx=2x]]

pour x € D, et pour A assez grand et de la densité de I"image de L—A dans X pour une
valeur de A au moins. Les résultats inédits par rapport & Da Prato [5] concernent le cas
ou Dy n’est pas supposé dense dans X.

Dans le paragraphe 3, on vérifie les conditions suffisantes du paragraphe 2 lorsque les
résolvantes de A et B commutent. Dans le cas hyperbolique, on obtient 'inégalité a priori
en approchant L a I’aide des opérateurs L, définis par L, x = A x+B, x pour xe D, = D,
ol les B, sont les opérateurs approchants de Yosida suivant Da Prato [6]. Dans le cas
parabolique, on construit directement I’inverse de (L—A) a ’aide d’intégrales de Dunford
suivant Grisvard [12].

Le paragraphe 4 est Iillustration des résultats obtenus au paragraphe 3 lorsque 1'un
des opérateurs A ou B est la dérivation dans un espace de fonctions d’une variable réelle
a valeurs dans un espace de Banach E. On résoud ainsi 1’équation différentielle

(1.5) —u' ()+Au(t)=1(),

avec la condition de Cauchy u (0) = 0, ot A est un opérateur fermé dans E et u et f sont
des fonctions & valeurs dans E. En variant le choix de X, on obtient des solutions dans
les espaces de Sobolev ou de Hoélder. L’équation (1.5) est hyperbolique en particulier
lorsque A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu et borné,
tandis qu’elle est parabolique en particulier lorsque A est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe analytique fortement continu. Il faut de plus signaler que lorsque I’équation
est parabolique, on obtient le meilleur résultat possible de régularité, c’est-a-dire que
la solution u est une fois plus dérivable que le second membre f dans les espaces de Holder
ou de Sobolev (d’exposant non entier) a valeurs dans E et aussi dans ’espace des fonctions
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308 G. DA PRATO ET P. GRISVARD

de carré intégrable a valeurs dans E lorsque cet espace est hilbertien. Ces résultats peuvent
servir de point de départ pour 1’étude de certaines ¢quations d’évolution non linéaires
par linéarisation; ce type d’application sera développé dans un article ultérieur.

Le paragraphe 5 reprend I’étude faite au paragraphe 3 de I’équation hyperbolique,
cette fois sans supposer que les résolvantes de A et B commutent. De méme, le paragraphe 6
reprend 1’étude de 1’équation parabolique sans hypothése de commutativité.

L’illustration de ces résultats non commutatifs dans le cas ot 1'un des opérateurs A et B

est la dérivation comme au paragraphe 4 est faite dans le paragraphe 7. On résoud cette
fois 1’équation différentielle

(1.6) —u (O)+A)u(t) =f(1),

avec la condition % (0) = 0, ol pour chaque ¢, A (t) est un opérateur fermé dans E.
Si on suppose cette équation hyperbolique on retrouve des résultats analogues a ceux
de Kato [22]; si par contre, on la suppose parabolique les résultats sont semblables a
ceux de Kato-Tanabe [23] d’une part et de Tanabe ([33], [34]) d’autre part, simplement
en échangeant les roles de A et de B dans Papplication des résultats du paragraphe 6.
En outre, on prouve ’analogue dans les espaces de Sobolev des résultats de ces auteurs
(qui sont relatifs aux espaces de Holder). Cependant, 4 la différence de ces auteurs, on
n’établit pas I’existence de I’opérateur d’évolution du probléme dans le cas hyperbolique,
bien que cela soit possible avec les méthodes utilisées ici, comme 1’a montré Iannelli [ 197].

Le paragraphe 8 est consacré & I’exposé d’une seconde série d’exemples afin de justifier
la construction d’une théorie abstraite. On suppose cette fois que A ou B est la dérivation
d’ordre 2 dans un espace de fonctions définies dans I’intervalle réel [0, 1], & valeurs dans
un espace de Banach E. On résoud ainsi ’équation différentielle

(1.7) w' )+ A u(t)—ru(t) = f(1),

avec les conditions de Dirichlet u (0) = u (1) = 0, ou pour chaque 7, A (¢) est un opé-
rateur fermé dans E. Il faut essentiellement supposer que A (z)—A est inversible pour
tout & > O et que || (A (£)—~2)"" || = N/A pour tout fet A > 0 ot N ne dépend pas de 1.
Il faut remarquer que ceci n’implique pas que A (¢) soit un générateur infinitésimal.
De plus lorsque A (¢ ) dépend effectivement de z, on doit supposer cette dépendance régu-
liere comme dans I’étude de (1.6).

Dans les paragraphes 7 et 8 comme au paragraphe 4, on obtient les meilleurs résultats
de régularités possibles améliorant ainsi ceux de Kato-Tanabe [23], Tanabe ([33], [34])
et Krein [25] (en ce qui concerne les équations d’ordre [2D.

Le court paragraphe 9 est consacré a 1’étude par les mémes méthodes, d’une équation
des ondes abstraites.

La bibliographie du calcul fonctionnel et des équations différentielles abstraites est
immense, c¢’est pourquoi on ne cite que les références indispensables.

Ce travail se termine par un appendice oll pour la commodité du lecteur on a regroupé
le minimum de la théorie de I'interpolation nécessaire 4 1’étude des équations paraboliques.
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2. Théorémes de fermeture

2.1. Dans ce paragraphe on utilisera les notations suivantes : X est un espace de
Banach complexe de norme x — || x ||; £ (X) est I’algébre de Banach des opérateurs
linéaires continus dans X munie de sa norme habituelle. Si L : D, — X est une appli-
cation linéaire de domaine D, = X; on note p, (resp. o) I’ensemble résolvant (resp. le
spectre) de L et si A € p; on note (L—X)"" la résolvante de L. Enfin, si L admet une fer-
meture, on note L sa fermeture. Le résultat essentiel est le

THEOREME 2. 1. — Soit L une application linéaire de domaine D, dense dans X et telle que :

(i) 1l existe N = 1 et oy = 0 tels que

(2.1) uxng;HLx—xxm YA>w, xeD.;

(ii) 11 existe ®; > wq tel que (L—o,) (D) soit dense dans X; alors L admet une ferme-
ture L avec p. = Jweg, +oof et

- o N
(2.2) H@—Mlﬂéx, VA > a,,
(2.3) (L—A)(Dy) est dense dans X, VA > o
Démonstration. — L’hypothése (i) a elle seule implique ’existence de L suivant une
idée de Kurtz [26] : soit x,e D, n = 1,2, ... une suite telle que x, » 0 et L x, — y;

on doit vérifier que y = 0 : pour cela, soit ze D;, d’aprés (2.1) on a

ZSE
A

xn+ 75
A

an+£Lz—)Lx"—z , n=1,2,..., A>w

d’olt a la limite lorsque n— +o00 :

N

z S —||ly+ liLz—z
3 3

5 A > 0,
7" 0

puis lorsque A — + 00 :
Izl =NJly=z]|.

Cette derniére inégalité étant vérifiée pour tout z € D; qui est dense dans X, on a néces-
sairement y = 0 (en considérant une suite z,eD;, n = 1,2, ... telle que z,— y).
Ceci prouve ’existence de L.

Utilisant (ii), on va maintenant prouver que o, € Pr> c’est-a-dire que pour tout y € X,

il existe un unique x € D]: tel que L x—w, x = y : grace a (ii), on sait qu’il existe une
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310 G. DA PRATO ET P. GRISVARD

suite x, € Dy, n = 1,2, ... telle que
Yp=Lx,—01X,—Y.

I’inégalité (2.1) appliquée au vecteur x, —X,, donne
N
" = n~ Ym
(B | wllly Vm||

et par conséquent la suite x,, n = 1,2, ... est de Cauchy et il existe x € X tel que x,, — x et
Lx,—»y+o0.x;

par définition de L ceci signifie que x € Di et Lx = y+o, x. Il reste encore a prouver
J’unicité de la solution; elle résulte de I’inégalité

N —
(2.4) ||x||§x||Lx‘7“x||’ Vi >, xeDg,

elle-méme conséquence évidente de (2.1) et de I'existence de L. On a ainsi prouvé que
o € py et que

= . N

[(L-on~*=

o

1

grice a (2.4).

Il faut & présent prouver que p; = Jwg; +oo[. D’aprés un lemme de Dunford-
Schwartz [10], on sait que la distance de ®; 2 o est > ®/N donc pr 2 Jo, (1—(1/N);
o, (1+(1/N)[; mais par ailleurs I’inégalité (2.4) implique toujours

o - N
L-A)"tl g2
Ic-»7s]

pour tout A € J o, (1—(1/N); @; (1+(1/N) [.
L’utilisation itérée du lemme cité montre que

1) s 1)
_ > [sup| ®g; ®4{1—-= sl 14 —
Pr ] P( 0> 01 N§> 1?. N;l:

pour tout » = 1,2, ... et par conséquent p- > Jog, +oo[ et (2.4) implique (2.2).
Il reste & vérifier (2.3) : soit x’ € X’ (le dual de X) et A > o, tels que

(Lx=Ax;x'>=0, VxeD,

on va vérifier que x’ = 0 ce qui d’aprés le théoréme de Hahn-Banach impliquera le résultat :
en effet I’existence de L implique que

{Lx=Ax;x'>=0, VxeDy,
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SOMMES D’OPERATEURS LINEAIRES 311

car D, est dense dans DE pour la norme du graphe de L. Comme on sait déja que L e P
ceci prouve que x’ est orthogonal 4 X donc nul.

Remarque 2.2. — Ce résultat est une variante du résultat de fermabilité de Lumer-
Phillips [32] qui est relatif au cas N = 1.

Remarque 2.3. — Dans le cas particulier ou o, = 0, on a donc pp 2 R, ; C’est aussi

le cas lorsque N = 1 car on peut alors remplacer o, par zéro dans (2.1) : en effet, si x € Dy,
A>0et

Lx—Ax =y,
on a aussi
Lx—(A+wmg)x =y—wyX,
d’ou grace a (2.1) :

1 1 0
|x]] £ ——[ly—wox|| £ —— ||y |+ —=1l x|l

A+, A+ A+,
soit
0 1
| e, :
(122 il 5 1
d’ou finalement
1
s‘ ’
HENH

ce qui prouve (2.1) avec ®, remplacé par zéro.

COROLLAIRE 2.4. — Soit L, n = 1,2, ... une suite d’opérateurs linéaires de domaines
respectifs Dy dans X; on définit L (la « limite ») en posant

nz1
) Lx= lim L,x pour xe€Dy.

n—+ o

‘ D, = {xe ﬂ D,,; la suite L,x, n=1, 2, ... converge dansX},
(2.5)

On suppose en outre que :

(1) Dy est dense dans X;
(ii) 11 existe N 2 1 et oy = 0 tels que p;, > Jo,, + o[ et

2.6) ||(Ln_x)-1||g1;, PR g W%
(it) 1l existe ®, > w, tel que (L—,) (D) est dense dans X : alors L admet une ferme-

ture L avec p. > Jo,, + oo et

2.7 lim (L,—A)"!'=(L=A)"%, V> o, fortement dans £ (X).

n=+ o
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Démonstration. — On aura toutes les conclusions du théoréme 2.1 apres vérification
de (2.1). Pour xe D ona xe Dy et d’aprés (2.6) :
x| é?HLnx—ka, = B
d’ou (2.1) lorsque n — + 0.
11 reste a prouver (2.7), ¢’est-a-dire que
(2.8) (L,=N'y>@L-H7"y

pour tout y e X (A est fixé > w,). Comme les opérateurs (L,—A)"" sont uniformément

bornés d’aprés (2.6), il suffit méme de vérifier (2.8) pour y e (L—A) (Dy) qui est dense
dans X; en somme, on doit vérifier que

L~ (L-N)x—x
pour tout x € Dy, c’est évident d’aprés la définition de D, car on a

L=V L=V x—x=(L,~) " (Lx-L,x),
d’ou
| (Li=2) " (L -2 x—x|| §—§||Lx—L,,x|]—>0,
lorsque n — + c0.
C. Q. F. D.

Dans la suite, on aura a utiliser le théoréme 2. 1 dans le cas ou L est de la forme suivante :

(2.9 { D, =D, N Dy,
' | Lx=Ax+Bx pour xeDy,

ol A et B sont deux opérateurs linéaires de domaines respectifs D, et Dy dans X. Voici un
résultat simple de densité de Dy :

PROPOSITION 2.5. — On suppose que A et B sont fermés et a domaines denses dans X
et que .

(i) 1l existe deux nombres N et o tels que p, N pg D |0, + o et que
la-n sy,  [e-nsY,  vaso
A A
(ii) D, est stable par (B—X\)"" pour tout A > o.
Alors D, n Dy est dense dans X.
Démonstration. — On approche un x € X quelconque 2 1’aide de la suite Q, x, A > ® ol
Q. =MB-MN"1'A-N"", A>o0;

il est clair que Q, x € Dy puisque Q, x est dans I'image de (B—X)~'; on a de méme
Q, x e D, grice a (ii). Enfin x est limite de Q, x car grace a (i) les opérateurs A (A-M"1
et M (B—XA)"! convergent fortement vers —1 lorsque A — + 0.

C. Q. F. D.
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2.2. Dans ce qui suit, on va reprendre 1’étude précédente dans le cas ou D; n’est plus
nécessairement dense dans X. Pour cela, il est utile de rappeler quelques notions : on
appelle graphe dans X toute partie de X x X et on identifie tout opérateur linéaire de
domaine D; dans X a son graphe G, défini comme suit :

Gr={(x; y); xeDy, y =Lx}.

Si L admet une fermeture i, on vérifie aisément que GE = GL; par abus de notation,

on notera encore L le graphe E}L, lorsque L n’admet pas de fermeture au sens de la théorie
des opérateurs. Si G est une graphe dans X, on pose

G™'={(x; »); (y; x)eG},
G- ={(x; y-Ax); (x; )eG}.

Ces notations permettent d’introduire la notion de valeur réguliére : A est régulier pour G
si (G—2A) ! est le graphe d’un opérateur linéaire continu partout défini dans X, c’est-a-dire
si (G—MA)"! e Z (X) par abus de notation. L’ensemble résolvant pg de G est I’ensemble
des valeurs réguliéres pour G et son complémentaire o est le spectre de G. Comme pour
les opérateurs, on a l’identité de la résolvante

G-M""'= (G- ' =A-W)(G-VN (G-
pour A et p dans pg et par conséquent A — (G—1)~! est une fonction analytique définie

dans pg qui est ouvert, et a valeurs dans % (X).

Le lemme suivant est évident :

LEMME 2.6. — Soit G un graphe d’ensemble résolvant pg non vide; alors G est le graphe
d’une application ssi (G—X\)"1 est injectif pour une valeur \ € pg (*).

L’analogue du théoréme 2.1 dans le cas ol D, n’est pas dense dans X est le

THEOREME 2.7. — Soit L une application linéaire de domaine D dans X et telle que :
(1) Il existe N = 1 et oy = 0 tels que (2.1) ait lieu;
(i) 1 existe ®; > o, tel que (L—w,) (D,) soit dense dans X.

Alors p. = ]oo, +oof et (2.2) et (2.3) sont vérifiés.

Bien entendu, en général L est un graphe, cependant (E—)»)“‘ est un opérateur pour
A > 0.

Démonstration. — L existe toujours en tant que graphe. On montre d’abord que o, € p..
Soit y € X, d’aprés (ii) il existe une suite x,, n = 1,2, ... avec x, € D, et

Yn = an—ml'xn—)y’

(*) On dit d’un graphe G qu’il est injectif si (x, ») e G et (x', y) e G impliquent x = x’.
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314 G. DA PRATO ET P. GRISVARD
lorsque n — +o0. D’aprés (2.1) on a

N
| %=l < = || 7ol
®y

et par conséquent la suite x,, n = 1,2, ... est de Cauchy et il existe x € X tel que x, — x et
L xn e d y + 0)1 X

On a évidemment (x,; L x,) € G, d’ou (x; y+o, x) €L soit (x; y) e L—w;. Ceci prouve

que pour tout y € X il existe x € X tel que (x; y) € L—0y; il reste encore a prouver 1’uni-
cité de x.

D’aprés (2.1) on a

Hxlléy—lly—wlxll, V(x; y)eGy,
Oy
d’ol la méme inégalité par passage  la limite V (x; y) € L c’est-a-dire
el Syl v eL-oq
Oy

Ceci prouve que (Ij—(nl)“‘ est le graphe d’un élément de £ (X), partant que ©, € p;
et de plus

N

|L-op~!| é’oi'

La fin de la démonstration est tout & fait analogue a celle du théoréme 2.1 gréice a ’iden-
tité de la résolvante pour les graphes.

COROLLAIRE 2.8. — Soit L,, n = 1,2, ... une suite d’opérateurs linéaires de domaines
respectifs Dy dans X : on définit L par (2.5). On suppose en outre que :

(i) 11 existe N = 1 et wy = 0 tels que p;_ > oo, + oo avec (2.6);

(i) Il existe ®; > o, tel que (L—w,) (D,) est dense dans X : alors pr 2 Jog, + oo
et (2.7) a lieu.

La démonstration paraphrase celle du corollaire 2.4.
2.3. Pour terminer, on revient & la situation particuliére ol L est de la forme (2.9)

mais sans plus supposer que D, et Dy sont denses dans X par contre on supposera que A
et B commutent dans le sens que

(2.10) [(A-M)7' (B—w™']=0, Viepy et pepy (%)

(°) On suppose bien siir que les ensembles p, et pp sont non vides.
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SOMMES D’OPERATEURS LINEAIRES 315
et on suppose de plus que p, N pg = 0, +oo[ et qu’il existe M, et My > 0 tels que
M
@.11) ||(A—X)"||§I%‘, IB-n 32 vaso.

Dans cette situation, on a 1’analogue du théoréme 2.1 sans supposer que D, est dense.

THEOREME 2.9. — On suppose que (2.10) et (2.11) ont lieu et que :
(i) 1l existe N = 1 tel que

Ixll < TlLx=ax]l  vA>0, xeDy;

(i) 1l existe ®; > 0 tel que (L—w,) (D) est dense dans X.

Alors L admet une fermeture L avec pr > 10, +oof et
E=5%"= % VA > 0.

La démonstration utilisera deux lemmes ou C désignera un opérateur linéaire fermé
dans X tel que p. = ]0, + oof et il existe N > 0 tel que

(2.12) ||(c-x)“1||§§, YA > 0.
LEMME 2.10 — On a:
() Dg= {xeX;x = — lim A(C=3)"'x};
A=+ 00

(ii) D est dense dans X ssiV¥ xe X on a

x=— lim MC—3)"'x.

A=+ o0

Démonstration. — Le point (ii) est évidemment conséquence du point (i) que seul on

démontrera : soit
Z={xeX;x=— lim M(C-))""x}.
A=+

L’espace Z est fermé car grice a (2.12) les opérateurs A (C—A)~! forment une famille
équicontinue pour A > 0; par ailleurs, on a Z < BC car si x € Z, x est limite des éléments
—A(C—A)"' xe D,. Enfin, on a D, = Z [d’olt BC < Z ce qui démontre (i)] car pour
xeDg, ona

x+A(C=0)"1x=(C=X)"1Cx,

d’ou grace a (2.12) :

|| x+M(C—2)"" x| §—I;||Cx||——>0,

lorsque A — + co.
C. Q. F. D.
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Soit & présent Y un sous-espace vectoriel fermé de X; on dit que Y est stable par rapport
3 C s'il est invariant par la résolvante de C, c’est-a-dire si

Cc-N1Mey, VA >0.

Dans ce cas, on notera Cyla restriction de C a Y c’est-a-dire 1’opérateur linéaire dans Y
défini par
Dcy = {yeDcnY; CyeY},
Cyy=Cy, VyeDCIY.

11 est facile de vérifier que pc, = 10, + o[ et que
(ClY—X)'lz(C—X)‘lw, VA >0.
Un exemple d’espace stable par rapport a C est BC. Ceci posé, on a le :

LemMme 2.11. — (i) Le domaine de C|5c est dense dans BC,-

(ii) SiDcest dense dans X alors pour tout sous-espace Y stable par rapport a C, le domaine
de Cy est dense dans Y.

Démonstration. — Le point (i) est une conséquence presque immédiate du lemme 2.10
car pour yeDon a

y= lim —A(C=3)"'y= lim —X(Ciﬁc—}.)"ly.

A=+ L=+
Un raisonnement analogue prouve le point (ii) car pour y e Y, on a

y= lim =AM(C-M)"'y= lim —A(Cy—2)""y.

A=+ A=+ oo

Démonstration du théoréme 2.9. — Les hypothéses du théoréme 2.7 sont vérifiées,
il suffit donc de voir que L est le graphe d’une application linéaire c’est-a-dire en appli-

quant le lemme 2.6, de vérifier que (L—2)"! est injectif pour un A > 0. Pour cela, on va
utiliser les restrictions au sous-espace

Y = BA () BB )
qui est stable par rapport 2 A et & B grice a (2.10); on pose donc

A=Ay, B, =By
et on définit L par

g DL] = DA; N DB[’
t L1x=A1x+B1x pOUl‘ xGDLl.
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D’aprés le lemme 2. 11 point (i) le domaine de AISA est dense dans BA et par conséquent

appliquant le point (ii) (avec X remplacé par BA) on voit que D, est dense dans Y; de

méme Dy est dense dans Y. On va vérifier & présent que le théoréme 2.1 est applicable
al,:

La densité de D dans Y résulte de la proposition 2.5.
L’inégalité (2.1) résulte banalement de I’hypothése (i) du théoréme 2.9 par restriction.
Enfin, pour voir la densité de (L, —,) (D ) dans Y on introduit I’ensemble

Y o= xLJO(A—?»)”‘(B—M)”(X)-

Grace 4 (2.10)ona W = D, n Dy = Y et du lemme 2. 10 résulte la densité de W dans Y.
Pour prouver la densité de (L, —w,) (D, ,) dans Y, il suffit de prouver I'inclusion

W e (Li—0)(Dy).

Soit donc y e W c’est-d-dire y = (A—a)™! (B—PB)™' x avec xe X; de I’hypothése (ii)
du théoréme 2.9 résulte I’existence d’une suite z,, n = 1,2, ... avec z,€ D et

x, =(L—0)z,— X,
d’ou
(A—a)"'(B—B) ' x, =(L—0)(A-—0) ' (B=B) "' z,> ,
du fait que
yo=(A—0) ' (B—B) ' z,eD,nDgc Y

etque Ay,et By, eY,ona

ynEDL1
et

(Ll_ml)yn = (.L—'O)l)yn - Y,

ce qui prouve que y ea —m,) (Dy,) d’oli la densité annoncée de (L, —o,) (D) dans Y.
Le théoréme 2. 1 implique que L; admet une fermeture El et que H (iLl —w,) ! H < N/o,;
il est de plus évident que

(Il"m1)~l = (E-G)l)_lw,

ot L est pris au sens des graphes.
On est & présent en mesure de vérifier simplement I’injectivité de (L—w,)~" : soit x € X
tel que
(L—wl)—lx =0,
on a alors :

A-)"'(B-B) " 'x=yeD,nDgc,
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d’ou
(Ll_ml)_l V= (L_‘Dl)_1 y=0

et y = 0 vu linjectivité de (fl —w,)"1; il s’ensuit que x = 0.

3. Sommes commutatives

3.1. Dans tout ce paragraphe, on considérera un opératvur L de la forme
(3.1) ﬁ Dy =D, N Dy,
I‘ Lx=Ax+Bx pour xeDy,

ou A et B sont deux opérateurs fermés de domaines respectifs D, et D dans X et d’ensembles
résolvants non vides.

On supposera que A et B commutent dans le sens que

(3.2) [A-M)"H5 B-w)']=0, Viep, et peps.
On étudiera ’équation
(3.3) s xeDy,
| Lx—Ax=y,

avec A > 0 successivement sous deux types d’hypothéses qui distinguent ce qu’on pourrait
appeler le cas hyperbolique et le cas parabolique suivant Kato [21].

L’hypothése du cas hyperbolique est la suivante : p, n py = ]0, +oo[ et il existe
M,=1cet My=1 tels que
(.4 la-n<Xa, e s¥e,  vaso
AK M
et pour k =1,2, ....
De plus, on suppose que Dy est dense dans X, donc d’aprés le théoréme de Hille-Yosida
(¢f. Dunford-Schwartz [*°], p. 624), B est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

fortement continu d’opérateurs dans X et comme dans la démonstration du théoréme
de Hille-Yosida on utilisera les opérateurs approchants de Yosida :

Bn= - nz(B_n)_l_n = _nB(B_n)—l

qui sont tels que pour tout xe Dy on a
B,x > Bx lorsque n— +;

ceci résulte d’ailleurs du lemme 2.10. On approchera L 4 ’aide des opérateurs L, définis
comme suit :

(3.5) { Dy, =Dy

=12, ...
| L,x = Ax+B,x,
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Le but qu’on se propose est d’appliquer a L le théoréme 2.9 dont on vérifiera les hypo-
théses (i) et (ii) a I’aide de deux lemmes :

LeMME 3.1. — Pour tout n on a p,_ = 10, +cof et
(3.6) (La=2)"' = (A=A—n)"*(1—n*(B—n)"1(A—A—n)"1)"1,
(3.7 (L, —2)7 llgM";:’I“, VA>0, k=1,2,..., n=1,2....
Démonstration. — On étudie 1’équation
S xeDy,
| Lx—Ax =y,

avec ye X, A > 0, n = 1 donnés en considérant L, comme une perturbation de A : on
doit avoir x € D, solution de

Ax—(A+n)x—n*B—-n)"'x=y;
ceci s’écrit encore :

(3.8) fz=n*B-n)"'(A-A-n) 'z =y,
( z=(A-A—n)x.

Pour résoudre I’équation en z on majore la perturbation de Iidentité qui apparait. On a
[n*B—n)" (A—A—n)"']* = n*B-n)"*(A-A—n)"%,
grice a (3.2) d’ou

|[[n*B—n)""(A=A—n)"']*|| < n";———,

grace a (3.4). Cette majoration implique la convergence de la série de terme gén‘éral
n®> (B—n)"' (A—A—n)~' dés que A > 0 et par conséquent (3.8) posséde une unique
solution

z={1-n*B-n)""(A=A—n)"'}"'y
= Y n*B-n)""(A-A—n)"*y,

k20
On en déduit que x est unique et
x=(A-A—n)" {1-n*B-n)"' (A-A-n)"'}"y

= Y n*B-n)"*A-A-n)""1y,
k20

d’ou

1 n O\ M, M,
i M = ARy
#1855 3 M)l ll =25
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ce qui prouve (3.6) et (3.7) lorsque k = 1. Pour prouver (3.7) dans le cas général, on
écrit grice a (3.2) que

(L,—N)*=(A-A-—n)* Y p2Urt-tio

J1y eeey Ju20

X (B—n)"j‘_"'_j"(A——l——n)“j‘_"'“jk

et utilisant (3.4), on obtient :

||(Ln—x)~k]|§ 1 . nz(jx+...+,-k)_MBﬁM'A.~
(7\-+n) J1s eees JK20 [n(}\‘+n)]11+...+1k
= M, Mg g j i )j]k:MAMB.
O‘-"‘")"ljgo A+n Ak

LeMmME 3.2. — (L—A) (D,) est dense dans X pour . > 0.

Démonstration. — On montrera (L—A) (D) = Dy d’ou le résultat puisque Dy est
dense dans X : de (3.2) et (3.6) résulte que

[(L,—M)" 5 B-w ']=0, VA>0, p>0,
donc si xeDy on a
(L,—M) 'xeDy et B(L,—A) 'x=(L,—A) 'Bux;
et comme I'image de (L,—A)"! est D, = D, on a
(L,—A) "'xeD,nDy =D,
et
L-A)EL,~N) 'x=x+CL-L)L,—A)"'x=x+(L,—2) ' (B,—B)x,
d’ou

[[(L=M) (L, =)' x—x]|| §I\—/I‘°‘X—M3||B,,x—Bx|| -0,

lorsque n— + oo puisque x € Dg. On a ainsi approché x e Dy par des éléments de
(L—2) (Dy).

THEOREME 3.3. — Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X vérifiant (3.2)
et (3.4); on suppose de plus que Dy est dense dans X, alors L défini par (3.1) admet une
fermeture L telle que p; = 10; + o[ et que
M, My

ik 2

(3.9) [[(L=2)7*|| = VYA>0, k=1,2, ....

De plus on a
(L-A)"'=lim (L,—A)"! dans £(X).

n—*ow

Enfin
(L-2) "' (D,+Dg) = Dy, VA > 0.
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Démonstration. — Toutes les hypothéses du théoréme 2.9 sont vérifiées : (2. 10) coincide
avec (3.2), (2.11) résulte de (3.4) en faisant k = 1, (i) est un cas particulier du résultat
du lemme 3.2, enfin on obtient (i) en écrivant pour x € D, = Dy _que grice au lemme 3.1,
on a

Ix[1 = MM 1 x| > FE Lx -]

car L, x — L x lorsque n — + co. On obtient ainsi I’existence de L avec py = 10, +oo[;

on voit ensuite que (i:—}»)‘1 est limite des (L,—A)~! en appliquant le corollaire 2.8 et
par conséquent (3.9) résulte de (3.7) par passage a la limite. Enfin la derniére assertion du

théoréme 3.3 s’obtient comme suit : soit yeD, et x = (L—A)"!y, on va voir que
x€D, N Dg; en effet, on a
D,3(L,—A)"'y—-x, lorsque n— +
et
AL,~N)'y=(@L,~V) Ay (@L-1)""Ay,

lorsque n — + oo et comme A est fermé, cela implique que xe D, et A x = (Ij—)»)”‘ Ay.
Par ailleurs, on a

Dy3 —n(B—n) ' (L,=M) 'y x,
orsque n — + oo et
B{-n(B-n"'(L,-V)""'y}
. Bn(Ln"'}")_ly =(Ln_A)(Ln_x)—1y
=y+A(L,—N) " 'y—(L,—N) " 'Ay-sy+rix—(L-2)"1Ay,

lorsque n — + oo et comme B est fermé cela prouve que x € Dy et
Bx=y+Ax—(L-A)"'Ay=y+Ax—Ax,

c’est-a-dire x e D, et Lx—A x = y. La démonstration est analogue pour y e Dy,

Remarque 3.4. — Lorsque ni D, ni Dy n’est dense dans X, il y a des exemples d’opé-
rateurs vérifiant (3.2) et (3.4) et tels que L existe avec pr = & (¢f. Da Prato [*], appendice
p- 13).

3.2. On reprend I’étude de 1’équation (3.3) toujours sous I’hypothése (3.2) en la sup-

posant parabolique. Pour cela il est commode d’introduire une notation : soit P une appli-
cation linéaire de domaine D, dans X et soit ¢ € [0; =[, on dit que P vérifie H (¢) si

D pp2X={zeC; —ntop<argz<n—0} (°);

(°) L’espace X est désormais nécessairement complexe.
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(i) I existe une fonction numérique paire et convexe C, définie dans |—n+¢; n—¢[
telle que

\\(P—z)_‘ “ éCP(G)

—_ pour argz=~0.
|z|
L’hypothése du cas parabolique est alors la suivante : il existe © A€t 0 = 0 tels que A
vérifie H(0,) et B vérifie H (0) et
(3.10)

0,+05 <.
On remarque que dans le cas ot X est complexe, I’hypothése du cas hyperbolique
implique que A et B vérifient H (n/2).

L’un des angles 6, ou 0y est nécessairement < 7/2, ce qui implique que ’opérateur
correspondant est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique (cf. Kato [*°])
non nécessairement continu en z€ro puisqu’on n’a pas fait d’hypothése de densité des
domaines D, et Dj.

La résolution de (3.3) dans le cas présent repose sur une construction explicite de sa
solution sous la forme x = §, y ou

(3.11) B 5.

S (A—z=N"'B+z)"'dz, A>0

27i ¥

avec pour y une courbe simple joignant oo e™'% 4 oo ¢!% en demeurant dans (£, —\) 0 (Z_p)
avec Oy < 05 < n—0,.On prendra pour fixer les idées y = v, frontiére orientée du domaine
situé & gauche des droites

{z;argz= —0,}, {z;Rez=—(12)}, {z;argz=0,} en supposant 8y > m/2
c’est-a-dire 0, < /2 pour fixer les idées, selon la figure suivante :

Imz

LemME 3.5. — Il existe N > O tel que ||S, || < N/A, VA > 0.

Démonstration. — Pour tout zey, on a |argz| = 0, (en comptant les arguments
entre —m et +m) d’ol

- C®_ C |
WEPERRAE . e, ot 2
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d’autre part, on a asusi pour tout zey,, |arg (z+1)| £ 0,, d’olt

-1 Ca® _ C
A—z—\ <
lA-z—""||s max oy e prene

De ces majorations, on déduit la suivante :

s | el

2wdn 2| [240]

pour tout A avec C indépendante de A; en effectuant le changement de variable z — 2 z,
on obtient :
Isfass | —il N,
o \sz+1\ A
LEMME 3.6. — On a:

@ S, Lx—Ax)=x,VxeD;
(ii) Si xe D,+Dy alors S, xeD et (L-N)S, x = x
Démonstration. — (1) On doit calculer 'intégrale sur vy, de
u@=A—-z=-2N)"'B+2)" ' (Lx—Ax)
=B+2) ' (A—z—-MN""(Ax—AxX)+(A—z—=N)"'(B+2z)"'Bx
grice a (3.2).

Des identités
A—z=N)"'(Ax—Ax)=x+z(A—z—-N)"'x

(B+2) 'Bx=x—z(B+2)"'x
on déduit que

u(z)=B+2) 'x+(A—z-N)"1x
= 1{ —(B+2)"'Bx+(A—z—=N)"'(Ax—ix)},
z
d’ou

S,(Lx—Ax)= — i j u(z)dz
17T Jy

L S (B+2)7! Bx‘E
211t z

L j (A—z—2)"'(Ax—Ax fif

2im

On conclut en remarquant que la premiére intégrale est nulle car la fonction
[(B+2z)~! B x]/z est holomorphe et décroit comme 1/|z|* & gauche de v, tandis que
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la seconde intégrale vaut x, le résidus en z = 0 de la fonction (A=z—=2)"" (A x—=\x)
qui est holomorphe sauf en z = 0 et décroit comme 1/| z |> & droite de v,.

(i) Les roles de A et B étant symétriques, il suffit de considérer par exemple le cas ou
x€Dy. De (3.2) résulte que y = S, x € Dy et que By = S, B x. Pour vérifier que y e D,,
on utilise ’identité

! 1 -
(B+z)7'x="{x—(B+z)"'Bx}
2z

pour écrire

(3.12) y=38,x= ~~1—f (A—z-—)»)"xqz-
21.1': Y zZ
+ 1* (A—z—?»)_l(B+z)_1Bxd-Z
2im )y z
-1 1 e -1 dz
=A-N"x+—| (A—z=2)"'(B+2z)'Bx-,
2im L7 Z

car la premiére intégrale vaut (A—X\)~! x comme on le voit en déformant le contour d’in-

tégration en un petit cercle centré & I’origine et orienté dans le sens négatif. Il est & présent
clair que ye D, et que

2im z

Ay=AA-N)"1x+ i j A(A—z—x)*l(B+z)“Bxdz
REY z

=AA-N)"1x+ —1~J (B+z)'1Bx‘iZt
LT )y VA

+2LJ 2+ (A—z—1)" (B +2)" ' Bx %
RN

IT z

=x+x(A—x)-1x+_l_J (A—z—N)"' (B+2)"! Bx dz
2im Y
+LJ (A—z—)»)_l(B+z)'1Bx~d‘z
2im k7S 4
=x—By+Nhy;

la derniére identité utilise (3.12).

THEOREME 3.7. — Soient A et B deux opérateurs fermés dans X vérifiant (3.2), (3.10) et
tels que D, + Dy, soit dense dans X; alors I’opérateur L défini par (3.1) admet une fermeture
L avec p; © 0, + o[ et (L—A)"!' =S, pour tout ) > 0.

Démonstration. — C’est une application du théoréme 2.9 dont les hypothéses sont
vérifiées ici car (2.10) coincide avec (3.2), (2.11) résulte de (3.10), I’hypothése (i) du
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théoréme 2.9 résulte du lemme 3.5 et du point (i) du lememe 3.6 et enfin ’hypothése (ii)
du théoréme 2.9 est vérifiée car d’aprés le point (i) du lemme 3.6 ona (L—4) (D) > D, + Dy
qui est supposé dense dans X. Il faut seulement vérifier que S, = (I;—?»)”‘ pour avoir
la conclusion compléte, cela résulte évidemment du point (i) du lemme 3.6.

Remarque 3.8. — Une modification élémentaire de la démonstration du lemme 3.5
permet aussi de prouver que L vérifie I’hypothése H (sup (0, ; 0y)), ce qui prouve en
particulier que si A et B sont deux générateurs infinitésimaux de semi-groupes analy-

tiques et vérifient (3.2) alors L I’est aussi. Par itération I’application de ce résultat montre
que si A, 1 £ k < n sont n opérateurs fermés a domaines denses vérifiant H (0,) avec
0, < m/2 et si toutes les résolvantes des A, et de B commutent deux a deux, I’opérateur

L=A+...+A,+B
admet une fermeture ayant les propriétés ci-dessus.

3 3. On continue I’étude de I’équation (3.3) supposant (3.2) et (3.10) vérifiés dans
le but de préciser Dp, ce qui nécessite l'utilisation de certains espaces d’interpolation
introduits dans Grisvard [11] : pour 0€]0, 1[ et pe[l, +00] on note D, (0; p) le
sous-espace de X formé des x tels que

[t AA—1)"" x||eLs,

olt L? est I’espace des fonctions boréliennes de puissance p intégrable pour la mesure
(invariante par multiplication) dt/t sur ]0, +oo[ lorsque pe[l, +oo[ et I’espace des
fonctions boréliennes essentiellement bornées sur ]0, +oo[ lorsque p = + o0 ().

Pour © = 1 et pe[l, + 0] on note D, (1; p) le sous-espace de X formé des x tels que
||tA*(A—1)"* x||e LA
Ces espaces vérifient les propriétés d’inclusion
(3.13) DA(0; p) 2 DA(O'; 9),

si ' > 0 avec p et g quelconques ou si 6 = 0" avec ¢ = p.

Le but principal de ce paragraphe est de montrer que si x € D, (6; p) [ou Dy (6, p)]
alors y = S, x € D, c’est-a-dire que le probléme (3.3) admet une solution stricte unique
et de plus A y et Bye D, (0, p) [ou Dy (6, p)] ce qui signifie que L restreint a D, (6, p)
[ou Dy (6, p)] est fermé et non plus seulement fermable.

LEMME 3.9. — S, est linéaire continu de X dans D, (15 00) N Dy (1; o0).
Comme on a vu que S, = (IVJ —\)"1, cela implique que
Dg < DA (1; ) n Dy(1; 00) = DA(0; p) " Dy (6, p)
pour tout 8 e 10, 1[ et pe[l; o]

(7) On utilisera aussi les espaces analogues Dy (0; p).
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Démonstration. — Les opérateurs A et B jouant des roles interchangeables, on se conten-
tera de prouver que pour tout ye X, on a

x =8,yeDy(1; 0);
ceci nécessite le calcul de
B2(B—1)"2x.
On établiera ’identité

(3.14) B*(B—t)"%x = —ZIL”J 2 (z+t) 2 (A—z=2)"'(B+2)"! ydz;

en effet, on a
B*(B—t) ?x = {1+t(B—1)""}?x

=x+2t(B—1t) "'x+t 2(B—1t) 2x

et
4 17
(3.15) (B—1t) ly=— — (A—z—k)_l(B~t)_1(B+z)‘1ydz
217t.,1
=L | deg-ayi@agry,
2im)y t4+z
i -
+— | t+2)" N (A—z=0) "' (B+2) ! ydz
2lﬂuy
bi i -
= — | (t+2) 1(A—z—k)"(B+z)"ydz
21“.;’1
car
I_I (A_z._)v)-ld*z=
2im )y t+z

puisque la fonction 4 intégrer est holomorphe et décroit comme 1 /| z |* adroite du contour v,

a condition que y passe & droite du point z = —¢ (t > 0). Par la méme méthode, on
obtient :
= 1
B*B-t)?x=~_—_ {1-2t(z+1)" " +1%(z+1) "2}
2171: ¥

(A—z—=2)"Y(B+2) ' ydz,

Grice a I’hypothése (3.10), la fonction & intégrer dans (3.14) reste bornée lorsque
z— 0 avec | arg z | 2 8,; ceci permet de déformer y en v, qui est un contour indépendant
de 7> 0 (on rappelle que v, = { r e*'®; r > 0}). On en déduit I'inégalité

ZZ

(z+1)?

Ca(Bp) Cy(n— o)

|tB*(B—1)"2x|| < L
|z+?\.| |z|

2“ Yo

|dz]-]| ]l
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d’ou
_ C |z|
tB2(B—1)"%x|| s — tj et o bl
-l s Sl i1
’ t|dz‘ ’ J |dZ|
<C =C
= ”y”J‘fo‘Z-l-l‘z Hy” 70|Z+1I2,

grace au changement de variable z — 7z (les constantes C et C' ne dépendent ni de ¢ ni
de A). Ceci prouve que

t—||tB*(B—1) " x||

est borné pour ¢ > 0 par un nombre proportionnel a || »]| donc S, est linéaire continu
de X dans Dy (1; + o).
C. Q. F. D.

Jusqu’a présent, on n’a prouvé ’existence d’une solution classique de (3.3) que pour
ye D, +Dj (¢f. le lemme 3.6); on peut maintenant améliorer ce résultat.

LEMME 3.10. — Pour y € D, (6; p)+Dy (85 p), 8 €10, 1[, pell; o], on a
x=S8,yeD, et (L=A)x=y.
Démonstration. — Jouant toujours sur le fait qu’on peut échanger A et B, on se contentera
de prouver le résultat pour y € Dy (9; p). Ensuite, grice aux inclusions (3.13), il suffit

de considérer le cas ot p = +o0; dans ce cas la fonction |z B(B+z)~! y est bornée
sur y. Grace a (3.2) il est alors évident que x € Dy et que

(3.16) By=— - | (A—z=n)"'B®B+2) " ydz.

2im Y

Pour prouver que x € Dy, on écrit que

(B+z)"ly= 2{y—B(B+z)"y},

d’ou
2im Y Z
+-~1_—j(A—z—X)“lB(B+z)"yflE
2im)y z

=(A—x)"‘y+ij (A—z—?»)'lB(B+z)"1yc—i-Z,
2im ¥ z
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en utilisant (3.10). Sur cette expression, il est évident que x € D, et que

_qi.d
Ax=A(A—7»)—1y+-L AA-z—)\)"'B(B+2) 1}"5,
2im Y 2

puisque la fonction a intégrer admet une majoration en O (| z|~'~°) sur y vu I’hypothése
sur y.

Pour conclure, on écrit que
AA-N"y=y+rA-N)""y,
AA—z=N)"'y=y+(A+2)(A—z—2)"y,
d’ou
-1 l -1 dZ
Ax=y+AA-N)""y+ — | B(B+2) 'y~
2im )y z

+_ij (R =0 BByt 2
Y b4

2im
+J_J (A BBy by dz
2in ¥
=y+Ax—Bx,

d’aprés (3.16) et (3.17) et puisque 1/(2 i n)f B(B+2)"!y(dz/z) est nul comme on I’a
Y
déja constaté. En conclusion, on a prouvé que
xeDy,nDy =D et Ax+Bx—Ax=Lx—Ax=y.

Pour terminer, on prouve le résultat annoncé plus haut :

TuEOREME 3.11. — Soient A et B deux opérateurs fermés dans X vérifiant (3.2) et (3.10);
alors, pour y €Dy (0; p) [resp. D, (0, p)] avec 070, 1[ et pe[l, +], la solution
x =8,y de (3.3) vérifie A x, BxeDy (0, p) [resp. D, (0; p)].

Démonstration. — On a vu en (3.15) que si y passe & droite du point z = —1 :

(B—t)"'x =—~1—-j (t+2) " (A—z—N)"'(B+2)"! ydz,
2im ¥
d’ou

BB—-t) 'x=x+t(B—t)'x

r‘
i A-z—N)"'B+2z)"'ydz
2iﬂuy
+ i t(t+z) " (A—z=2) "' (B+2)"! ydz.
2iﬂ~y
1 [ =z ) -1
=—- —| “—(A—z—=A)""(B+2z) 'ydz.
2inwt+z
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En déformant comme cela est lisible grace & (3.10), ¥ en v,, on obtient :

B(B—t)"'x = _1 2 (A—z=N)"'(B+2)"lydz,
2i7t Yo t+z
puis griace a (3.2) :
(3.18) B(B—t)‘le=—LJ 2 (A—z-2)"'BB+2) 'ydz
2i1C Yo t+z

Il s’ensuit que

||B(B—t)"le1|§Kr :

dr
—_— () —,
o r|cos By|+1 r

ou K ne dépend pas de ¢ et

o(r)=sup {||BB+re™) ™" y|; [ BB+re ™)y}

L’inclusion x € Dy (8, p) signifie que r® ¢ (r) € L%; en utilisant le théoréme de Young
(cf. par exemple Loomis [31]), on obtient que

t°||B(B—1)"! Bx||eLk
et méme que

) 1/ ) i L S 1
(J tep”B(B—t)_leIVﬂ) F§K<J r“—j'——)d r°P<p(r)'Ldl> .
0 t o r|cosB|+t/\Jo ’

Ainsi, on a prouvé que B xe Dy (0; p) et comme A x = y+A x—Bx, cela implique
que A xe Dy (0, p) car x e Dy = Dy (0, p) (¢f. I'appendice).

3.4. La derniére partie de ce paragraphe va étre consacrée au cas ou X est un espace
de Hilbert : on peut alors dans certains cas, affirmer que L est fermé : on fera ici usage
du résultat suivant du a Lions-Peetre [30].

LEMME 3.13. — Soit V un espace de Banach réflexif contenu avec injection continue
dans X espace de Hilbert; on suppose que V est dense dans X et on identifie X a son antidual
done @ un sous-espace dense de V* (8); alors tout opérateur T linéaire continu dans V qui
se prolonge en un opérateur linéaire continu dans V*, se prolonge également en un opérateur
linéaire continu dans X.

Dans ce qui suit, si B est un opérateur linéaire de domaine Dy dense dans X, on déisgne
par B* ’adjoint de B au sens de la théorie des opérateurs dits non bornés. Ceci posé, on
ale

THEOREME 3.14. — Soient A et B deux opérateurs fermés a domaines denses dans X
espace de Hilbert; on suppose que A et B vérifient (3.2) et (3.10) et qu’il existe © > 0 tel
que Dy (0; 2) = Dy (0; 2); alors L défini par (3.1) est fermé, p, > 10, +oo[ et
(L=N)"! =S, pour tout A > 0.

(8) V* désigne I’antidual de V.
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Démonstration. — On note désormais V = Dy (0; 2); cet espace est réflexif car hil-
bertien, on pourra donc appliquer le lemme 3.13 pour prouver que S, est linéaire continu
de X dans Dg.

On sait déja d’aprés le théoréme 3.12 que BS, est linéaire continu dans V. En appliquant
le théoréme 3.12 & A* et B* qui vérifient également (3.2) et (3.10) on voit que B* S¥ est
linéaire continu dans V. Par transposition on en déduit que BS, se prolonge en un opé-
rateur linéaire continu dans V* car pour y € Dy et x € Dg. on a

(B8, y; x> =($;By; x> ={y; B¥S¥x),
grice a (3.2) d’out

|IBS, y|

v=_sup [(BS,y;x>| < y[lv]|B*S||e vy
Ix]lvst
Du lemme 3.13, il résulte que BS, se prolonge en un opérateur linéaire continu dans X
donc que S, est linéaire continu de X dans Dy ; de méme on vérifie que AS, se prolonge
en un élément de & (X) en écrivant que AS, coincide avec 1 +A S, —BS, sur V. A ce point,

on sait que S, est continu de X dans D, et les autres conclusions du théoréme résultent
du théoréme 3.7.

Remarque 3.15. — L’hypothése Dy (0; 2) = Dg. (0; 2) est banalement vérifiée pour
0 e ]0, 1[ lorsque B est normal mais dans ce cas on peut démontrer le théoréme 3.14
en utilisant la diagonalisation de B. Cependant, cette hypothése est vérifiée dans bien
d’autres cas, notamment lorsque Dy = Dg..

4. Applications aux équations d’évolution
(premiére partie)

4.1. Dans ce paragraphe, on décrira des applications des résultats du paragraphe 3
au cas particulier out 'un des opérateurs est la dérivation dans un espace de fonctions
d’une variable réelle définies dans un intervalle [0, T] & valeurs dans un espace de Banach E.

X sera I'un des espaces suivants : L? (0, T; E) espace des fonctions # mesurables & valeurs
dans E et telles que 7 — || u (¢ ) ||2 soit intégrable dans [0, T] pour la mesure de Lebesgue,
muni de la norme usuelle; C (0, T; E) espace des fonctions u continues dans [0, T] a
valeurs dans E muni de la norme du maximum; C, (0, T; E) sous-espace de C (0, T; E)
formé des u tels que u (0) = 0 (°).

Précisément, on posera

{ Dp={ueX;u'eX, u(0) =0},
( Pu=—u,

c’est-a-dire que lorsque X = L” (0, T; E) on a D, = W,? (0, T; E) espace de Sobolev
d’ordre 1 dans [0, T] & valeurs dans E avec la condition u (0) = 0, tandis que lorsque

(°) L’indice zéro signifiera toujours que les éléments de I’espace vérifient u (0) = 0.
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X =C(0, T;E) on a Dy = C} (0, T; E) espace des fonctions continument dérivables
dans [0, T] a valeurs dans E avec la condition # (0) = 0, enfin lorsque X = C, (0, T; E),
D, est le sous-espace de C! (0, T; E) formé des fonctions qui en outre vérifient ' (0) = 0.

On vérifie facilement ’hypothése (3.4) avec My = 1, et ’hypothése H (m/2) dans les
trois cas, cependant que Dp n’est dense que lorsque X = L? (0, T; E) ou C, (0, T; E).
De plus (¢f. I’appendice) lorsque X = L?(0, T; E) on a

Dp(0; p) = W"?(0, T; E),

espace (de Sobolev d’ordre 0) des fonctions u € L? (0, T; E) qui vérifient en outre la condition

Jj [|u(t)— u(s)||,,3| iz < 400  lorsque 8<{;

1+60p
s| p

Dy (0; p) = W57 (0, T; E) sous-espace de W*? (0, T; E) formé des u tels que u (0) = 0
lorsque 6 > 1/p; Dp (0; p) = W‘(’,"g (0, T; E) sous-espace de W7 (0, T; E) formé des u
tels que

T
J [0y [% < +co,
0 t

lorsque 6 = 1/p.
Ensuite lorsque X = C (0, T; E) ou C, (0, T; E) on a

D; (0; +0) = C3 (0, T; E),

espace des fonctions u holdériennes d’exposant 6 dans [0, T] & valeurs dans E telles que
u(0) = 0.
Enfin, dans le cas particulier ol p = 2 et E est hilbertien, on a

( Dpx = {ueX; u'eX, u(T)=0},
P*u=u’,

et partant pour 6 < 1/2, on a
Dp(9; 2) = W 2(0, T; E) = Dpa (6; 2).

On prendra l'autre opérateur sous une forme particuliére : soit A un opérateur fermé
dans E de domaine D, et d’ensemble résolvant p, non vide, on pose

Dqo=L"(0, T; D,) lorsque X =1L7 (0, T; X),
Dqo=C (0, T; D) lorsque X = C (0, T; X),
Do =Cy(0, T; Dy) lorsque X = C, (0, T; X),

et dans tous lescas (Qu) (z) = Au(t).
L’hypothése (3.2) est alors vérifiée dans tous les cas.
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Ceci posé, on considére L défini par L u = P u+Q u pour u € D; = Dp 1 Dg; ’équa-
tion [analogue & (3.3)] Lu—Au = f n’est autre que 1’équation différentielle suivante
(ou A > 0):

4.1 —u'(t)+Au(t)—Au(t) = f(1), 0<t<T,
et ’appartenance de u & D signifie qu’on considére (4. 1) avec la condition initiale
(4.2) u(0)=0.

Conformément a la terminologie introduite, dire que u est solution stricte de (4.1)-(4.2)
signifie que v e Do N Dy donc que les fonctions ¢ — u (¢), u'(t), Au(t) sont dans X,
tandis que dire que u est solution forte de (4.1)-(4.2) signifie qu’il existe une suite
U, € DaN Dp,n=1,2, ... telle que

4.3 f o
e | =yt A=Ay
dans X lorsque n — + co.

4.2. On dira que le probléme (4.1)-(4.2) est hyperbolique si A vérifie I’hypothése sui-
vante : py o 0, + o[ et il existe N > 1 tel que

(4.4) H(A—x)**ny(};_;f YASO0, k=1,2, ....

k,

Il est clair que (4.4) implique que A vérifie (3.4) et I’application du théoréme 3.3
conduit au

THEOREME 4.1. — On suppose que A vérifie (4.4) :

(i) Si feL”(0,T; E), le probleme (4.1)-(4.2) admet une solution forte unique dans
L? (0, T; E);

(i) Sife Wy? (0, T; E)+L? (0, T; Dy) la solution est stricte [donc
ue Wo? (0, T; E) 0 L? (0, T; D),

(i) Si fe Cy (0, T; E), le probléme (4.1)-(4.2) admet une solution forte unique dans
Co (0, T; E);

(ii') Si f=g+h, geCj (0, T;E), g'(0) =0, he Cy (0, T; D) la solution est stricte
[donc

ueCy (0, T; E) n C, (0, T; Dy)l;

(iii) Si fe C (0, T; E) et si de plus D, est dense dans E, alors le probleme (4.1)-(4.2)
admet une solution forte unique dans C 0, T; E),

(iii") Sife C' (0, T; E)+C (0, T; D,) la solution est stricte [donc
ueCqy (0, T; E) n Cq (0, T; D]
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Pour obtenir les affirmations (i) et (ii) on utilise le théoréme 3.3 avec A = Qet B =P
tandis que pour (iii) on pose A = P et B = Q puisqu’alors c’est D, qui est dense dans X.

Remarque 4.2. — Seuls les points (iii) et (iii") résultent de la théorie usuelle des semi-
groupes selon Hille-Yosida puisque A est générateur d’un semi-groupe borné dans E
si et seulement si (4.4) a lieu et D, est dense dans E.

Remarque 4.3. — On se débarrasse comme d’habitude de la restriction & > 0 dans (4.1)
en remplagant éventuellement u (¢) par e u (¢) et £(t) par € f(¢) (lorsque T est fini)

Remarque 4.4. — Le résultat du théoréme 3.3 affirmant que

(L-3)"1= lim (L,-X)"%,

n=+ o
signifie que u solution forte de (4.1)-(4.2) s’obtient comme limite des , solutions de

Qun+Pnun‘)"un =f’
c’est-a-dire de

+n<f e,l(t_S)un(s)ds>,+Aun(,t)_—)“un(.t) =f(t)’

0
lorsque X = L? (0, T; E) ou C, (0, T; E) et de
—up—nA(A—n)""u, (t)—hu,(t) = (1),

lorsque X = C (0, T; E) [avec bien sfir u, (0) = 0 dans tous les cas].

4.3. On dira que le probléme (4.1)-(4.2) est parabolique si A vérifie H (0,) avec 0, < m/2.
Il est alors clair que Q vérifie H (6y) avec 0y = 0, < m/2 donc que (3.10) a lieu.
Le théoréme 3.7 ne conduit & rien de nouveau par rapport au théoréme 4.1 par contre
le lemme 3.9 implique le

THEOREME 4.5. — On suppose que A vérifie H (8,) avec 0, < m/2:
(i) SifeL” (0, T;E), la solution forte de (4.1)-(4.2) vérifie
ue Wy ”(0, T; E)n L”(0, T; D (6; p))
pour tout 9 € 10, 1[;
(ii) Sife Cy (0, T; E), la solution forte de (4.1)-(4.2) vérifie

ueCy(0, T; B)n Co (0, T; D, (65 )
pour tout € 10, 1[;

(ili) Si de plus D, est dense dans E et fe C (0, T; E), alors la solution forte de (4.1)-(4.2)
vérifie
ueCy(0, T; E)n Co(0, T; Do (0; 0))
pour tout 0 0, 1[.

JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES



334 G. DA PRATO ET P. GRISVARD

On a utilisé ici les identités

DQ(O» P) = Lp (Os T’ DA (9’ p)),
lorsque
X=L70, T; E) et Dq (6, 00) = C(0, T; D, (6, 0)),
lorsque X = C (0, T; E) qui seront justifiées dans I’appendice.

Remarque 4.6. — Seul le point (iii) résulte de la théorie des semi-groupes analytiques
fortement continus selon Kato [20] puisque A est générateur d’un tel semi-groupe si et
seulement si D, est dense dans E et A vérifie H (0,) avec 0, < /2.

Enfin le résultat le plus fort est obtenu en appliquant le théoréme 3.11 :

THEOREME 4.7, — On suppose que A vérifie H (0,) avec 0, < m/2:

(i) Si fe W*? (0, T;E), 0 < 0 < 1/p alors le probléme (4.1)-(4.2) admet une solution
stricte unique u telle que

u', AueW®?(0, T; E);

(i) Si feL?(0,T; Dy (0,p)), 0 <0 <1 alors le probléeme (4.1)-(4.2) admet une
solution stricte unique u telle que

u', AueLl?(0, T; D,(6, p));

(i) Si feCy (0, T;E), 0 <O <1 alors le probleme (4.1)-(4.2) admet une solution
stricte unique u telle que

u’, AueCy(0, T; E);

(i) Si feC(0, T; D, (0, 0)), 0<0 <1 alors le probleme (4.1)-(4.2) admet une
solution stricte unique u telle que

u', AueC(0, T; D, (6, ©)).
Pour terminer, on peut signaler le résultat particulier au cas hilbertien :
THEOREME 4.8. — On suppose que A vérifie H (04) avec 0, < m/2 dans E espace de Hilbert

et que D, est dense dans E alors si fe L? (0, T; E) le probléme (4.1)-(4.2) admet une solution
stricte unique u telle que

u', AueL?(0, T; E).

Ce théoréme est conséquence du théoréme 3.14; on peut le démontrer directement
en utilisant les méthodes de Lions-Magenes [28].

Remarque 4.9. — Tous les résultats concernant I’équation parabolique reposent sur la
construction explicite de u sous la forme u = S, f (cf. (3.11)] c’est-a-dire que

t
u(t) = —j eM P9 f(5) ds,
0

TOME 54 — 1975 — No 3



w2
w
on

SOMMES D’OPERATEURS LINEAIRES

ol t— eM désigne le semi-groupe analytique de générateur infinitésimal A construit
d’aprés Da Prato [4] dans le cas out D, n’est pas dense (le semi-groupe n’est pas fortement
continu en ¢ = 0 dans ce cas).

Remarque 4.10. — Les résultats précédents sont encore valables quand T = + oo sans
modification lorsque X = L? (0, T; E) et lorsque X = C (0, T; E) il faut entendre par X
I’espace des fonctions uniformément continues et bornées dans [0, + oo[ a valeurs dans E
muni de la norme du maximum.

Remarque 4.11. — On peut aussi résoudre le probléme (4.1)-(4.2) dans des espaces
avec poids, par exemple X = L? (0, T; E) espace des fonctions u mesurables a valeurs
dans E et telles que  — ¢* || u (¢ ) || soit intégrable dans [0, T] pour la mesure de Lebesgue;
lorsque o < 0, P vérifie (3.4) avec M, = 1 et H (r/2), de plus D, est dense dans X et
on obtient ainsi dans cet espace des résultats analogues & ceux obtenus pour o = 0.
L’introduction de ces poids permet d’étudier le comportement de u en zéro; de méme,
I’introduction de poids exponentiels dans le cas T = + oo permettrait une étude du
comportement asymptotique de u.

4.4. Les résultats précédents sont incomplets car on n’a pas résolu le probléme (4.1)
avec une condition initiale non homogéne

(4.5) u(0) = x.
Dans le cas hyperbolique, on utilisera le
LemME 4.12. — (i) L’image par u — u (0) de espace

W(p, 0; D,, E)=W"?(0, T; Eyn L?(0, T; D,)
est

DA<1—};p>, l=p<+too;
p

(i) L’image par u— u (0) de Iespace

W2 (p, 0; Dysy E) = W22(0, T; E)a W' 2(0, T; D) L?(0, T; D,2)

1
DA<2— - p) ={xeDA; AxeDA<1— 1 : p)}
p p

En effet, les espaces d’interpolations D, (0; p) introduits au paragraphe 3 sont aussi
des espaces de traces (cf. I’appendice).

est

De ce lemme et du théoréme 4.1, résulte le

THEOREME 4.13. — Sous I’hypothése (4.4) :

(i) Sifel? (0, T;E) et uyeD, (1—(1/p); p) le probléeme (4.1)-(4.5) admet une solution
Sforte unique dans L? (0, T; E),
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(i) Si feW (p,0; Dy; E) et ugeD, (2—(1/p); p) la solution est stricte [done

ueW (p,0; Dy, E)].
En toute rigueur, il faut aussi préciser ce qu’on entend par solution forte de (4.1)-(4.5).

Il s’agira bien sir de u e L” (0, T; E) telle qu’il existe une suite u, e W ( p, 0; D,, E) avec

‘ u, —u dans L? (0, T; E),
¢ —u,+Au,—\u,—f dans L?(0, T; E),
( u,(0) > x dans E,

lorsque n — + co.
Démonstration du théoréme 4.13. — (i) D’aprés le lemme 4.12, il existe v € W (p,0;D,, E)
avec v (0) = x. Si on cherche u sous la forme v+w, on est ramené & chercher w solution

forte dans L? (0, T; E) de
[ —w'+Aw—Aw=Ff+v'—Av+ro,
{ w(0) =0,

ce qui est résolu par le point (i) du théoréme 4. 1 puisque

f+v'~Av+rvel?(0, T; E);

(ii) On raisonne comme en (i) mais ici, vu Phypothése sur x, il résulte du lemme 4.12

que
f+v'=Av+rveW(p, 0; D,, E) = Wi (0, T; E)+L?(0, T; D,);

on peut donc utiliser le point (i) du théoréme 4. 1.
C.Q.F.D.

On pourrait de la méme fagon donner des extensions au cas de la donnée initiale non
homogéne des résultats (ii) a (iii’) du théoréme 4. 1, cependant les résultats de Iannelli [19]
sont plus précis dans le cas hyperbolique; c’est pourquoi dans ce qui suit, on se concen-

trera sur le cas parabolique.
Du théoréme 4.5 point (i) et du lemme 4. 12 (i) on déduit que lorsque A vérifie H (6,)

avec 0, < m/2 la solution forte obtenue au point (i) du théoréme 4.13 est en fait élément
de Wg” (0, T; E) n L” (0, T; D, (0; p)) pour tout 0 e 10, 1[. Plus intéressantes sont les
extensions du théoréme 4.7. Comme précédemment, il faut quelques résultats de traces

LeMME 4.14. — L’image par u — u (0) des espaces
W, = {uel?(0, T; D,); u’, AueL”(0, T; D, (6; ”»} 0<0<1,

W, = {uel?(0, T; D,); u, u’, AueW®?(0, T; E)n L?(0, T; DA(0; p) },

W; ={ueLl?(0, T; D,); u', Auew*”(0, T; E)}, O<9<1—,
P

est Dy (0+1—(1/p); p).
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Démonstration. — L’espace W, est dans les notations de Lions-Peetre [30] I’espace
W (p, 0; D, (0+1; p), Dy (0; p)); lorsque u déerit Wy, u (0) décrit

1
(DA (8415 p), DA, P)i—(1/p),» = DA(G+ 1- I" s P)
(cf. également I’appendice).
L’espace image de W, par u — u (0) est explicité dans Grisvard [11] (chap. II, a 1, n® 3);

c’est encore D, (0+1—(1/p); p).
En ce qui concerne W, on utilise I’inclusion (valable pour 6 < 1/p) :

W%? (0, T; E) = L?, (0, T; E),

prouvée dans Grisvard [13]. On en déduit I'inclusion W3 = W' (p, —0; Dy, E) (nota-
tions de Lions-Peetre [30]) d’ott u (0) e D, (6+1—(1/p); p) pour u€ W;. On obtient la
surjectivité de I’application u — u (0) de W5 dans D, (0+1—(1/p); p) grice a l’inclu-
sion W, < W,.

De ce lemme et du théoréme 4.7, résulte le

THEOREME 4.15. — On suppose que A vérifie H (0,) avec 0, < m/2 :
(i) SixeD, (0+1—(1/p); p) et fe W*? (0, T; E), 0 < 0 < 1/p, alors le probléme (4.1)-
(4.5) admet une solution stricte unique u telle que
u', AueW®?(0, T; E);

(i) Si xeDy (0+1—(1/p); p) et feL? (0, T; D, (0;p), 0 <0 <1 alors le pro-
bléme (4.1)-(4.5) admet une solution stricte unique u telle que

u', Auel”(0, T; D,(0; p)).

La démonstration est analogue a celle du théoréme 4.13.
Remarque 4.16. — Si on réunit les résultats des points (i) et (ii) du théoréme 4.15 lorsque

0 < 0 < 1/p, on voit que pour

(4.6) feW®?(0, T; E)n L7(0, T; D4 (6; p))

et pour xe D, (0+1—(1/p); p), le probléme (4.1)-(4.5) admet une solution stricte u
dans W, (notations du lemme 4. 14). Ce résultat est vrai en fait pour tout 0 & ]0, 1[. En effet,
si on applique ici le théoréme 3.11 avec X = L? (0, T; E) et 6 > 1/p, on obtient I’existence
de u solution stricte dans W, si f est donné dans W37 (0,T; E) n L? (0, T; D, (0; p)),
¢’est-a-dire si f vérifie la condition initiale superflue f(0) = 0. On étend ce résultat au cas
ol £(0) est quelconque en remarquant que pour 6 > 1/p, I'image par

u—{u(0); u'(0)}

DA(9+1—£;p)xDA<9-— -I;p)
4 p
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(¢f. Grisvard [11], chap. 11, § 1, n° 3) et que 'image par

= f(0)

de W*2(0, T; E) A L? (0, T; D, (8; p)) est D, (0—(1/p); p). Alors si x e DA (0+1—(1/p); p)
et f vérifiant (4. 6) sont donnés, on sait qu’il existe v e W, tel que
v(0)=x et vV(0) = —f0)+Ax—2x

et on obtient u sous la forme y — v+w avec we W, solution de

( —w’+Aw—Kw=f+v’~Av+xu =g,
( w(0) = 0,

et on a vu plus haut que ce probléme est déj
g€ Wg? (0, T; E) A L* (0, T; D, (8; p)).
Enfin, lorsque 0 = | /p,

a résolu puisque g(0) =0 donc

le méme résultat s’obtient par interpolation.
Pour terminer, dans le cas

hilbertien, 1’énoncé suivant résulte du théoréme 4.8 et du
lemme 4.12 avecp = 2 :

THiOREME 4.19. — On suppose que A vérifie H (0,) avec 0, < m/2 dans E espace de
Hilbert et qye D, est dense dans E, alors sifeL? (0, T; E) et xe D, (1/2; 2), le probléme
(4.1)-(4.5) admet une unique solution stricte u telle que u', Auel? (0, T;E).

5. Sommes non commutatives, cas hyperbolique

5.1. On reprend I’étude faite en 3.1 mais en supprimant I’hypothése de commutati-
Vité (3.2), c’est-a-dire qu’on étudie I’équation

f xeDy,
(5.1) | Lx—Ax =y,
ou L est de la forme

(5 2) j DL=DAHDBa
: | Lx=Ax+Bx pour xeD,,

©n supposant que A et B sont deux opérateurs fermés dans X tels que p, N pp = ]0, + oo[
©t qu’il existe M, > 1 et My = 1 avec
M

2, YA>0
A

(5.3) ”(A—X)""Hé%‘i, [|B-»)7*|| =
pour k = 152, ...

Comme ep (3.1) on suppose aussi que Dy, est dense dans X et on utilise les opérateurs
approchants

B,= —n*(B—n)"'—n, n=1,2, ...
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et L, définis par
J DL,, =Dy,

(4} 'I. L,x=Ax+B,x pour xeDy .

Concernant L, on a le

LEMME 5.1. — Pour tout n il existe ®, = 0 tel que py,, > Jo,, + o[ et que pour L > w,,
on ait

(5.5) (L—N)"'=A-A=—n) " {1-n?(B-n)""(A-r—n)""}""

Démonstration. — On raisonne comme dans la démonstration de (3.6) : I’élément x € Dy |
est solution de L, x—XA x = y ssi il existe z solution de (3.8) c’est-a-dire de

f z=n?’(B-n)"'(A-A—n)"lz=y,
( z=(A-A—n)x,

c’est le cas dés que A est tel que
|n2B=n)"t(A—r—n)""|| <1,
donc en particulier compte tenu de (5.3) dés que

MyMgn |
Sbdt

soit
A> (M Mz—1n =0,

Il est clair que ®, = 0 pour tout n lorsque M, = My = 1, par contre en général
o, — + 00, pour pallier & cet inconvénient, on fait I’hypothése supplémentaire de stabilité
au sens de Kato [22] :

Il existe Ny 5 = 1 tel que

N
B (A e d)~1 | g DB

pourn=1,2 .., k=12 ...,A>0.

On a alors le
LEMME 5.2. — Pour tout non a p;, > 0, + o[ et

(5.7) ||(L,,—-x)-1||§%%ﬂ, A> 0.

Pour la suite, il sera utile de savoir que L est la limite de L, dans le sens de (2.5) : pour
cela, il suffit de vérifier que si xeD, vérifie L,x = Ax+B,x—y alors xe Dy
(donc x e D, n Dy = Dy et L, x — L,) en effet, on a alors B, x — y—A x et donc grace
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au point (i) du lemme 2.1 on a

Dgs —n(B—n)"'x—x,
| B{—n(B-n)"'x}=B, x> y—Ax,
ce qui implique que x € Dy et B x = y—A x puisque B est fermé.

5.2. On va maintenant continuer cette étude en considérant d’abord le cas ou les
domaines de A et B sont comparables, c’est-a-dire pour fixer les idées qu’on suppose que

(5 ' 8) DB < DA9

ce qui implique que D, est aussi dense dans X. Le calcul précédent conduit a un résultat
intéressant lorsque M, = My = 1, c’est-d-dire lorsque A et B sont générateurs infinité-
simaux de semi-groupes de contractions dans X.

PROPOSITION 5.3. — On suppose que (5.3) avec M, = My
est dense dans X; on suppose de plus que

1 et (5.8) ont lieu et que Dy

4.9) lim sup ||[A(B-2)7!|| < 1,
A=+ o0

alors L défini par (5.2) est fermé, p, > R, et || (L—21)~? | = 1/A, VA > 0.

Démonstration. — On choisit o tel que A > ® implique
[|[AB-M| < 1;

dans ce cas pour A > ®, si on pose
x=(B-\)"1z
I’équation (5.1) équivaut a
z+AB-V)"'z=y,
soit
z={1+A(B-1)"! Y
Ceci prouve que pour A > ® on a (L—A) (D) = X, ce qui, compte tenu du lemme 5.2

permet d’utiliser le corollaire 2.4; il en résulte que L admet une fermeture L avec pr @ R,

et || (L—2)~t || = 1/A pour A > 0; il reste & voir que L = L : on a en fait prouvé que
pour A > o,

(L= (Dy) =X
donc que

(L—1)(Dp) = (L-2)(Dy)
et comme (L—\) est injectif et prolonge (L —A) cela implique que D, = Dy d’ou L=L.

Remarque 5.4. — Si on pose

y=lim sup || B(B—A)""||.
A=+
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on a toujours y < 2 car on a supposé que (5.3) a lieu avec My = l et on a
B(B—A)"'=14+AB-1)""

Si X est hilbertien et B autoadjoint, on a évidemment y = 1. Ceci permet de
vérifier (5.9) lorsque A est dominé par B au sens que

|Ax|| < k||x||+A||Bx], ¥xeD,

avec k arbitraire et & < 1/y; donc si & < 1/2. Toutefois d’aprés Gustafson [16] on peut
seulement supposer i < 1 et, si D,. est dense dans X*, i < 1 d’aprés Chernoff [2].

5.3. Le reste de ce paragraphe est dédié a I’étude du cas ol les domaines de A et de B
ne sont pas comparables. Compte tenu de I’inégalité (5.7), il faut essentiellement vérifier
la densité de (L—)) (D) pour étre en mesure d’utiliser les résultats du paragraphe 2 et
en particulier le corollaire 2.8.

THEOREME 5.6. — Soient A et B deux opérateurs linéaires fermées dans X, vérifiant (5.3)
et (5.6); on suppose que Dy est dense dans E et en outre que :

(i) Il existe un espace de Banach Y contenu avec injection continue dans X, Y dense dans X,
tel que Y < Dy et il existe ® = 0, K > 0 tels que (L,—0\) "' (Y) = Y et

(5.10) ||(L, -~

zm =K, VA > w;

(ii) Ou bien B,y — By lorsque n— +co, uniformément sur les ensembles bornés
de Y ou bien Dy est dense dans X*. Alors

puolo, +oof,  [[L=2) | SMANsu/A,  VA>0
et B
(L,—A\) !> (@L=0)"1  lorsque n—+o0o ().

De plus, si N, g = 1, alors p; > R Enfin, si D, est dense dans X et stable par B-n"1!
pour N > o, alors L admet une fermeture.

Démonstration. — Grice a I’hypothése (i) on sait que pour A > w on a
L,-N"'Y)eYnD,cDgnD, =D;;
de plus, pour ye Y, on a
L-M(L,—M)'y—y=B-B)(L,~1)"y.

D’aprés I'inégalité (5.10), on sait que (L,—A)"' y demeure dans un borné de Y et par
conséquent il résulte de la premiére hypothése (ii) que (B—B,) (L,—A)™! y — 0 lorsque
n— 4+ o0, ce qui prouve que (L—A) (D) = Y et par conséquent (L—2) (Dy) est dense
dans X. Pour conclure 4 1’aide de la seconde hypothése (ii), on écrit que pour z € Dg.

(*9) On rappelle qu’ici L désigne un graphe dans X.
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on a
(L=-ML,~M)'y=y; z)
={(B=B)(L,~N)""y; 2>
={(L,~M)7'y; B*z—-Byz) -0,

car les B} sont les opérateurs approchants de Yosida de B* (on sait grice au théoréme
de Phillips que B* est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu de
contractions dans X*, ¢f. Yosida [357).

Dans tous les cas, on peut donc appliquer le corollaire 2.8. Lorsque N, = 1, on a

alors || (f—)»)'IH < (I/A) d’olt wg = 0 dans D’application du corollaire 2.8. Enfin,
lorsque D, est dense dans X et est stable par (B—2)™', on peut, compte tenu de (5.3)
utiliser la proposition 2.5 pour prouver que Dy, est dense et par conséquent le corollaire 2.4
implique que L admet une fermeture.

Remarque 5.7. — Si X est réflexif Dg. est automatiquement dense dans X* et partant,
I’hypothése (ii) du théoréme 5.6 est vérifiée.

Remarque 5.8. — L’hypothése (i) du théoréme 5.6 est vérifiée en posant Y = Dy si T
est un opérateur linéaire fermé dans X tel que :
(i) Dy est dense dans X, Dy « Dy et 0 e py;
(ii) Dy est stable par (A—A) "' et (B—A)"! pour A > ®;

(iii) II existe o et B avec a+p = o tels que

‘ 1

k ITA-HTT s =) VA,
(5.11) 1‘
TB-V)"1T!| < . YA .
[IT@-» s >p
En effet, on pose | y|y = | Ty|, alors utilisant I’identité (5.5), on voit que

(L,—2)~1 (Y) = Yetque

“Ln_}")—l ”z(y) = ”T(Ln—},)_l T ! ”
=|ITA-A=m) ' T {1-n®TB-n)" (A-A—m) ' T~} 7|

< 1
A+n—ao

{1-n*(n—B) " (n+A—a)~1}71

1 1 1

A= a—[nBn—P)].. h—a—p . kw0

Remarque 5.9. — Dans la situation de la remarque 5.8, ’hypothése (ii) du théoréme 5.6
a lieu dés que Dy = Dy,.
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Remarque 5.10. — Dans le cas particulier ol B est inversible, Dy est stable par (A-)"1
pour A > o et ou
IBA-)"1B s ——, VA>o,
; A—®

I’hypothése (i) du théoréme 5.6 est vérifiée en appliquant la remarque 5.8 avec T = B.
On peut aussi raisonner de la méme maniére en utilisant T = B2

5.4. Les raisonnements précédents permettent de construire une solution forte de

3

I’équation L x—A x = y; on va chercher & présent & construire une solution stricte.
Pour cela, on considére un opérateur T vérifiant toutes les hypothéses de la remarque 5.8

et on définit des opérateurs A et B comme suit :
Dy = {xeX; T ' xeD,, AT !'xeDg},

Ax=TAT 'x, VxeDj,
{xeX; T~ 'xeDg, BT 'xeDy},

Dg =
~Bx=TBT_1x, VxeDg;

concernant ces opérateurs, on vérifie facilement le
LEMME 5.11. — pz = Jo, +oo[, py = B, + o[ et

(5.12) A-N"'=TA-M)"1T, B=A)"'=T®B-1)"'T .

On en déduit la

PROPOSITION 5.12. — Soit T un opérateur vérifiant les hypothéses de la remarque 5.8;
on suppose que pg > 10, +oo[ et ps > Jo, + oo okt L est défini par Dy = Dx n Dg,
L x = A x+B x pour x € Dy; alors pour A > o et y € Dy, on a

x=(L-A)"'yeDrnD,.

Cela implique que x est solution stricte de L x—A x = y.

Démonstration. — Comme y € Dy, on peut considérer

z=(L-\)"1Ty

pour A > ®; par définition de i, il existe une suite z,, » = 1,2, ... avec z, € Dy et
$ Zﬂ - Z’
?. Lz,—Az,—>Ty.

Si on pose x, = T™! z, on a x, € D, et

{00 gy T 2,
( an_}“xn - Y,
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car T™! est continu, d’ot x = T™! ze Dy et L x—A x = y; comme L—A est inversible,
on a donc

x=(L-%)"'yeDy.
De plus, par hypothése on a Dy < Dy et

Xp = X,
Bx,=BT 'z,-BT !z=Bx,
Ax,=Lx,—Bx,—»> y+Ax—Bx,

donc puisque A et B sont fermés, on a x € Dy..

COROLLAIRE 5.13. — On suppose que A et B vérifient (5.3) avec M, = My = 1, que B
est inversible, que Dy est dense dans X, que py = 10, + o[ et de plus que Dy est stable
par (A=L)"1 et que

BAB ! =A+Q,
ou Qe & (X), alors pour A > || Q|| et ye Dy on a
x=(L-N)"'yeD,.
Démonstration. — On applique les con51derat10ns précédentes avec T = B; on a alors
B=BetA= A+Q, donc L = L+Q et g L+Q; par conséquent, L, est inver-

sible pour A > || Q|| et on peut utiliser la proposition 5.12 avec o = || Q|-
Enfin, lorsque X est réflexif, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 5.14. — Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X espace
de Banach réflexif, vérifiant (5.3) et (5.6) avec Dy dense dans X. On suppose qu’il existe
Y < Dy, espace de Banach réflexif dense dans X avec injection continue et qu’il existe ® = 0,
K > 0 tels que

(L,—» (Y)Y
et
H(_L,,—k)“”wy,gK, YA > o;

alors sih > o, et ye Y on a
x:(L——}\,)_lyG&,mDL-

Démonstration. — On remarque pour commencer que puisque D; est dense dans X
qui est réflexif alors Dy, est dense dans X* et par conséquent toutes les hypothéses du

théoréme 5.6 sont vérifiées. Soit alors y e Y et x = (L—A)"" y, on sait que x = lim x,

n—+ oo

ol x, = (L,—A)~" y; grice & I’hypothése (5.10) on a pour A > o :

[1%ally = K[ y{fs

donc puisque Y est reflexif, il existe w e Y et une suite croissante d’entiers n,, k = 1, 2, ...
telle que x, — w faiblement dans Y lorsque k — 4 0. Nécessairement, on a w = x donc
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x €Y < Dg; pour prouver que x € D,, on remarque que
Ax,=y+Ax,—B,x,

et par conséquent la suite A x,, n = 1, 2, ... est bornée dans X; en extrayant au besoin
une nouvelle sous-suite, on a

[ XX,
| Ax,, —u,

faiblement dans X lorsque k — +oo0; comme A est fermé cela implique x € D, donc
X E DA N DB = DL'

5.5. Pour terminer ce paragraphe, on indique briévement comment on peut utiliser
d’autres opérateurs que les approchants de Yosida : soit B,, n = 1,2, ... une suite
d’opérateurs linéaires fermés & domaines denses dans X, approchant B dans le sens que
Dy = Dy Vn et B, x — B x lorsque n— + 00, V x € Dg; on définit L, en posant

* DL,‘ = DA N DB,.’
| L,x=Ax+B,x, VxeDy,
et on suppose que

(5.13) L, est fermable pour tout neN,

(5.14) pL, = 10, +oof et ||(i,,—x)‘1|[§i, VA >0.

Dans ce cas, I’analogue du théoréme 5.4 est le

THEOREME 5.15. — Soient A et B deux opérateurs fermés dans X vérifiant (5.3) avec
M, = My = 1, on suppose en outre que :

(i) 11 existe un espace de Banach 'Y contenu avec injection continue dans X, Y dense dans X,
tel que Y < Dy_pour tout n et il existe ® = 0 K > 0 tels que

L—N"'Me¥Y e L~V emzK VA5, n=12 ..

() (L,-N'(Y)csYnD,n=12..;
(iii) B, y — B y lorsque n — + oo, uniformément sur les ensembles bornés de Y .

Alors

pL 2 0, + oo, ||(i~x)“1||§»1x, YA>0 e (L-N)"'= lim (L,—N)"%

n-+ o

Enfin, si D, est dense dans X et stable par (B—\)""' pour . > o, L est fermable.
La démonstration est identique a celle du théoréme 5.4.
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6. Sommes non commutatives, cas parabolique

6.1. On reprend maintenant 1’étude faite en 3.2 sans ’hypothése de commutativité (3.2)
c’est-a-dire qu’on étudie toujours I’équation

' xeDy,
(6.1) {Lx—kx=y,

ou L est de la forme

(6.2) { Pr=Dan Dy,

Lx=Ax+Bx pour xeDy,

en supposant que A et B sont deux opérateurs fermés dans X vérifiant H (0,) et H (0)
respectivement ('), avec

(6.3) 0,+05 < .

L’hypothése de commutativité est remplacé par I’hypothése plus faible H (A, B, ¢)
qui est destinée & permettre de construire la solution (forte) de (6.1) sous la forme d’une
intégrale de Dunford analogue & (3.11) : on dit que A et B vérifient H (A, B, ) si

(6.4) (A—V)"!'(Dg) =Dy, Viep,
et si il existe deux fonctions numériques C et ¢ définies dans
=740, m—0,[x]—m+05; m—0[ et 10, +o0[x]0, +oo[

respectivement, avec C convexe et paire dans les deux variables et telles que

s li +Al; dlz|=0,
6.5) lypwﬁw(lz s 1zDd]z|

I[B; (A=2)""](B=2")"" || S C®'; 00 (]2|; |2])
0| <n—8,, |6

On rappelle que comme en 3.2, vy est une courbe simple joignant oo e~ 1% 4 oo €% en
demeurant dans (Z,—1) A (Zp) avec 05 < 0, < T—0,.

Ceci permet de considérer Popérateur S, défini comme en (3.11) par

pour 6" = argz’, 0" = argz”,

< n—0j.

(6.6) I b L T Y
21m ¥

Dans le cas commutatif, on a prouvé en (3.2) que S, = (f—k)"‘, ici griace a (6.5)
on aura

(L—M)S, = 1+R,,

avec R, petit (dans un sens précisé plus loin) pour A assez grand.

(") ¢. /. le paragraphe 3, n° 3.2 pour la signification de H (8,) et H ().
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LEMME 6.1. — Pour ye Dyonax =S, yeD; et Lx—Ax = y+R, y ot R, est défini
par
(6.7) R, = —Lj [B; (A—z—A)""](B+2z)""dz.
Y

2im
Démonstration. — Gréce a (6.4) on a

(A—z—A)"*(B+2)"'yeDy
et
B(A—z—\)"'(B+2)"'y
=(A—z—-N)"'(B+2)"'By+[B; (A—z—2)"'](B+2)"'y;

cette fonction est intégrable grace 2 H (0,), H (0p) et H (A, B; ¢) et comme B est fermé,
il en résulte que x = S, ye Dy et que

(6.8) Bx=———1— (A—z—\)"'(B+z)"'Bydz
2im ¥
1

- ——j [B; (A—z—A)""](B+2)" " ydz.
2im ¥

Ensuite on transforme I’intégrale définissant x en raisonnant comme dans la démons-
tration du lemme 3.6 : on a

_ d
x=8y=A-N"1y+ —LJ (A—z—k)“l(B+z) 1By-v—z,

2imJy z
donc xe D, et

(6.9) Ax=AMA-N)"'y+ LJ A(A—z-x)“l(_B+z)'1By‘.1_z,
2im ¥ Z

car l’intégrale écrite converge; il en résulte que

Ax=y+AA-V)"1y+ ;—J (A=z—\)"'(B+2)"'Bydz
IT)y

+7»L (A—Z—X)_I(B+z)—1By€i-§
2im ¥ 4
=y+Ax+ -I—J‘ (A—z—=2)"'(B+z)"'Byd:
2im ¥

=y+Ax—Bx— LJ‘ [B; A-z—N)"']B+z)"'ydz

2im)y
grice a (6.8). On a donc prouvé que

Ax+Bx—Ax=y+R,y.
C. Q. F. D.
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De ce lemme résulte donc I’inclusion
(6.10) (L=2)(Dy) = (1+Ry) (Dyg).

Ayant en vue d’utiliser les résultats du paragraphe 2, on déduira de (6.10) que
(L—2) (D,) est dense dans X toutes les fois ot :

(i) Dy est dense dans X
(i) 1+R, est inversible.

Le moyen le plus simple pour vérifier I’inversibilité de R, est d’obtenir la majoration
[ R, || <1 qui assure la convergence de la série de Neuman : grace 4 H (A, B, 9), il
est clair que

1
HRxlléz—J Ko(|z+x], |z])d|z], r>0,
Y

ot K ne dépend pas de A, et par conséquent il existe o, tel que | R, || < 1 pour tout
L < @,. Si donc Dy est dense dans X, on a vérifié I’hypothése (ii) du corollaire 2.8.

Pour pouvoir appliquer le corollaire cité, il faut encore obtenir une inégalité a priori
pour des opérateurs L, approchants L [hypothése (i) du corollaire 2.87]. Ayant supposé
D, dense dans X, on utilise I’approximation de Yosida de B comme précédemment,
c’est-a-dire les

B,,=-—nB(B—n)_1, n= 1,02% A

et on pose

Dy, = D,, L,x=Ax+B,x pour xeD,, .
L’estimation a priori résultera du fait que B, vérifie H (0;) et H (A, B, , ¢) uniformé-

ment par rapport & n, ¢’est-a-dire que py > Zj et il existe une fonction numérique convexe
C, définie dans ]—m+0y; n—0y[ telle que

(6.11) 1B,—2) | s 2O
|z
pour argz =0, n =1, 2, ... et il existe une fonction numérique C’ définie dans

J—=m+0,5 t—0,[ x |—n+65; m—65]
telle que

(6.12) |[[B.; (A—2")""](B,—z") || S CO'; 0" (|2']; |2"])

pour ' = argz, 0" = argz’, | 0’| <n—0,,|0"| <m—05,n=1,2, ..., ol | désigne
une fonction numérique définie dans ]0, +oo [x]0, +oo[ telle que

lim J\l/(|z+l[;|z|)d|z[=0.

A=+ o
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La vérification de ces assertions repose sur ’identité élémentaire

2 -1
(6.13) s T ST {1— i (B— "z> }
n+z n+z n+z

pour nz/(n+z) € py et donc en particulier pour ze X, [car alors nz/(n+z)e Zy];
on a donc py > Zy et de plus

2
([ ST PR P cn<m>‘"+z'}
|n+z| |n+z| lzl

2yl {1 CB((D)} {|z|+nCB(m)}’
[ntz U ]z [z[ L [n+z]

ol arg nz/(n+2) = o; comme on a || < largz|, Cy tel que (6.11) ait lieu existe.
Ensuite, de (6.13) résulte I’identité

[Bn! (A_'Z’)_l] (Bn_zﬂ)_l
=-n*[(B-n)"'; (A-z)""](B,—2") "
=+n2(B ) '[B; (A-z)"'](B—n)"'(B,—2z")"!

S (B=n)7'[B; (A~z)" 1](3—14_)_1
n+z

II

n—+

pour z' € p, et nz"/(n+2z") € py ; en utilisant H (A, B; ¢) on obtient la majoration

|| [B,; (A=2)"1](B,—z") 71|
n? CB(O)C(O’; ) n,z _>’
|n+z"| n
<

ou 0 = argz et w = argnz”/(n+2z"); on a
de \ tel que (6.12) ait lieu.
Ceci étant, pour chaque n on considére les opérateurs analogues a S, et R,, soient

IIA

o| £10"| avec 0" = arg z” d’oul I’existence

sn,k:.- ] J\(A-Z—'A.)—I(B" A)— dZ )\,>0,
2im )y

R,, =~ f[B,,,(A z—A)" 1](B +2z)” Ldz.
2im

Le lemme 6.1 appliqué a A et B, montre que pour ye Xona$§, , ye D, et
(6.14) (L,—M)S, 2=1+R, 5, A>0.

Par ailleurs de H (8,), (6.9) et (6.10) on déduit les majorations

N
(615) ”Sn,lnéza
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ol N ne dépend pas de n ni de A (¢f. la démonstration du lemme 3.5) et
(6.16) ||RM||§;_[ Ky(|z+M], |z])d|z], A>0,
TJy

ou K ne dépend ni de n ni de A.

Ceci nous conduit au

LEMME 6.1. — Il existe ® = 0 et M > 0 tels que py, > Jo, +oo[ et que

(6.17) | H(L,,—k)"”g%, Vi>e, n=12,....
]
Démonstration. — L, est une perturbation de A par ’opérateur continu B, dont la

norme est < n(1+C;(0)); partant si
A > o, = nC,(0)(1+Cg(0)),
on a Aepg et
L= = {1+(A-0)"'B,} A=V,

car

||(A—x)"‘Bn||§%<1.

Par ailleurs, d’aprés (6.16) il existe ® = 0 tel que pour A > ® on ait || R, , || < 1/2
donc grice 4 (6.14) on a

(6.18) (Lo—=0)7' =8, (1+R,, )"

pour A > sup { ®, , }; cependant le terme de droite de cette identité est une fonction
analytique définie pour A > o & valeurs dans % (X) donc par prolongement analytique
on voit que p; > Jo, +oo[ et que (6.18) a lieu pour tout A > o; la majoration (6.17)
résulte alors de (6.15) car ||(1+R, )| £ 2.

Tous les éléments sont réunis pour prouver le

THFOREME 6.3. — On suppose que A et B sont deux opérateurs fermés dans X vérifiant
H (0,) et H(0g) respectivement avec (6.3) et vérifiant H (A, B; ¢). On suppose de plus
que Dy est dense dans X; alors il existe » =0 tel que pr 2 Jo, +oof et

(L—2)"' =S, (1+R,)~! pour . > 0. Si de plus D, est dense dans X, L admet une fer-
meture. Enfin si C, (0) = C3(0) =1 on a » =0.

Démonstration. — Grace a (6.10) et (6.17), on peut appliquer le corollaire 2.8, ce qui
prouve que p; = Jo, +oo[ et que

L—2)"1= lim (L,—3)"1=8,1+R)"%

n=+ o
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Lorsqu’en plus D, est dense dans X la proposition 2.5 montre que D, est dense également
et alors le corollaire 2.4 est applicable, ce qui prouve que L est fermable. Enfin, lorsque
C, (0) = C,(0) = 1 les hypothéses (5.3) et (5.6) sont vérifiées et d’aprés (5.7) on a
pr, = 10, +oof et

||(L,—7] _s_%, A>0, n=1,2, ..,

donc w, = ® = 0 dans ce qui précéde.
Ce théoréme est une extension au cas non commutatif du théoréme 3.7.

6.2. A présent comme en 3.3 on va préciser Di en utilisant les espaces d’interpolation.
L’équivalence du lemme 3.9 est le
LEMME 6.4. — S, est linéaire continu de X dans D, (1, c0) N Dy (1, o).
Puisque S, (1+R,)"* = (L—A)"!, on aura donc
D < D, (1, ) n Dy(1, 00) = D, (8, p) » Dy (8, p)
pour tout 6e 0, I[ et pe[l, «].

Démonstration. — Soit ye X et x = S, y; on montre d’abord que x € Dy (1, o) : il
faut expliciter B2 (B—¢)"%x : on a

(6.19) B2(B—t)2x=— L | B2 B=1)"2(A—z—)) "1 (B+2) ' ydz
2iﬂuy
1

s
— | (A=z=M)"'B*(B—1)"*(B+2) ' ydz
2inuy

oo gl [B2(B—1)"%; (A—z=R)'](B+2)"" ydz.

2im)

La premiére intégrale se transforme comme suit (on applique le méme procédé que
dans la démonstration du lemme 3.9) :

1
*.‘J‘(A—Z—x)—lBZ(B—t)_z(B'f'Z)-lydz
2im )y
SN 5 (A—z—=2)"1{142t(B—1)"'+1*(B—1)"*}(B+2) ' ydz
2iﬂd7
1 g
= — | (A-z—M)"'(B+2) ' ydz
21ﬂ¢7
[ gy~ _ -1
+$ 2t(A—-z—7~)"1(B 2 (B+z) ydz
2imJy t+z
1 r =1 -1
+ — tz(A—z—k)_’(B—t)"l(B b ydz
2im )y t+z
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™

ol (A—z=2)"'(B+2z)"'ydz
21'7C,Jy
-t 2t(t+2) Y (A—z—N)"'(B+2)"ydz
2iﬂ:,y
—L t2(t+2) ' (A—-z—N)"1B-1t)"1(B+2)" ydz
21.112.)7
= L A=z—=A)"'B+")"'ydz
2iﬂ¢y
-——L 2t(t +2) ' (A—z—=N)"1'(B+2)"'ydz
2iTI:.,'y
r P -1
L O T i) Wi ) N
20T )y t+z
= {1=2t(t+z) " +t*(t+2) 2} (A—z—N) "' (B+z) ' ydz
2in,y
- B Z2(t+2) 2 'A—z-A)"1(B+2) "1 ydz,
21.TC,‘7
en tenant compte de H (6,) et en supposant que y passe « & droite » du point z = —¢,

Dans la derniére intégrale, on peut déformer y en v, puisque z (B+2z) ™! reste borné entre y
et y,; l'intégrale obtenue est alors majorée par

LJ |z|*  Ca(8o) Cy(n—6,)
2nly |z+t>  |z+Ar|.|z]

d|z||l ],

c’est-a-dire par C/t comme on I’a vu dans la démonstration du lemme 3.9.
11 faut encore majorer la seconde intégrale dans (6.19) : on a
[B*(B—t)"%; (A—z—1)""]
=BB-t)"'[BB-t)"";A-z—-1)""]
+[BB—1t)""(A—z—2)"']BB-1)""
=tBB—t) ' [B-t)"; (A—z—-0)""]
+t[(B—t)'1;(A—z—?»)‘l]B(B—t)"1
=tB(B—1)"*[B; (A—z—-2)""](B—1)""
+t(B—1t)"'[B; (A—z—A)"']B(B—1)"?
d’ou grace a H (0y) et H (A, B; o),
LJ‘ [B2(B—1t)"%;(A—z—A)"'](B+2)"'ydz
2im )y
< G0’ (1+C5(0)
t

i

j<p<|z+x|;|zl>d|z|.ny||-
b
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On a ainsi prouvé que ¢ B* (B—#)~"2 x est borné pour ¢ > 0 par un nombre propor-
tionnel & || y || donc S, est linéaire continu de X dans Dy (1; o).
Maintenant, il faut encore prouver que x € D, (1; c0) car contrairement 4 la situation

du lemme 3.9, on ne peut plus échanger les réoles de A et B car I’hypothése H (A, B; ¢)
n’est pas symétrique en A et B. Il faut donc expliciter

A2(A—t)"2x=— J_j A*(A-t)"2(A—z—A\) "' (B+2) ' ydz.
2im ¥
On calcule d’abord
A=t)x= = | (A=) (A—z=N)" B+ ydz
2im)y
» -1 . =1
o L[ AT AN gy 1y,
2im)y f=a—%k
1 r

=—_— | G+r D' A—z=N)"1B+2) " ydz,
¥:

compte tenu de H (0;) et & condition que y passe & gauche du point z = #—A. On a donc

AA—-t) ' x=x+t(A—t)"'x

= .1,_j (141G A=) A=z -0 B+2) " ydz
2iT )y

= — ij (z+N)(z+A—1) " (A—z—=N) " (B+2) ' ydz
2im )y

et en itérant ce procédé de calcul, on obtient I’identité

(6.20) A*(A—1)?x= —2—1—J (z+N?(z+A—1t) 2 (A—z—N) "' (B+2) "' ydz.
1T Jy

En tenant compte de H (8,) on peut déformer le contour d’intégration en yo—A et en
posant € = z+A dans (6.20), on obtient :

O Lj & (6—1) 2 (A—e)"' (B-+a—1)"" yds,
2i1|: Yo
d’ou

_ 1 |e|>  Ca(8y) Cy(n—85)
A2(A—t)"%x]|l < _J -0/ D dle
” ( ) x”—Zn Yo |8—t|2 |8| |e—7»| Hy” | |

d C d
sef Aebyy-Sf AL,
¥ tJy

o TetP o Te-1F

ou C ne dépend pas de ¢; la fonction # A% (A—1t)~2 x est donc bornée pour ¢ > 0 par une

constante proportionnelle & || y || et par conséquent S, est linéaire continu de X dans
D, (1; + o).
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LEMME 6.5. — S, est linéaire continu de Dy (0; p) dans Dy pour tout 0 € 10, 1[ et tout
pe[l, 00]; de plus, pour ye Dy (8, p), on a (L—X) S,y = y+R, ».

Démonstration. — Pour y € Dy (0;p) on a x = S, y € Dy car les intégrales dans (6.8)
sont convergentes : en effet, on a

-t -1 Ca(8o)
|[(A=z—2)""B(B+2) y||§|z+xlf(|2|),

ol t — t° f (1) est de puissance p intégrable pour la mesure dt/t car ye Dy (0; p) et on a
|[B; (A—z=N)""1B+2)" " y|| So(|z+A];|z]),

grice 3 H (A, B; ¢).

Ensuite on a xe D, et A x =—B x+A x+y+R, x car 'intégrale dans (6.9) converge
puisque

|A(A—z=A)"'(B+2)"'By|| = {1+Ca(00) } f(] 2])-

LEMME 6.6. — Si on suppose que R, (Dg (0;p)) = Dy (8; p) alors pour y e Dy (0; p)
on a AS, y et BS, ye Dy (0; p).

Démonstration. — On sait déja que x = S, ye D et que (6.8) a lieu donc on a

Bx = —»l—J(A—z—}»)_lB(B+z)"1ydz+Rly
2iT ¥
et
Ax=—-Bx+Ax+y+Ryy.
1l suffit donc de prouver que V, y € Dy (0; p) ou
(6.21) V,y = —LJ(A—Z—X)_IB(B+Z)_1ydz.
2im )y

On doit majorer

B(B—t)"'V,y
Sl [BB—1)"'; (A—z—2)""]|B(B+2)"" ydz
2iﬂ,7
1 [ -1 -1 -1
— — | (A=z=0)"'BB—t)"'B(B+z)"'ydz
2iﬂdy
=-L t(B—t)“l[B;(A—z—?»)_l](B-—t)_lB(B+z)_1ydz
Ziﬂ,y
Ay (141 B-0) "} BB+ ydz.
2in¢7
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La derniére intégrale vaut

. :
g LJ (A—z—k)“l{B(B+z)_1+tB(_-————-—B_t) =) l}ydz

2im t+z
== Lj {l—t(t+z)_l}(A——z—k)'1B(B+z)"1ydz,
2im Y
a condition que y passe « & droite » du point z = —1. On a donc
BB—1)"'Vyy
= ~ —LJ (B—1)"'[B; (A—Z—}\.)_IJ(B'*‘Z)—l B(B—t)"'ydz
2im)y

- LJ‘ z(t+z)  (A—z=0) "' B(B+2) 'ydz,
2im Yo

compte tenu du comportement de z B (B+2z)~! y au voisinage de ’origine; de cette iden-
tité résulte la majoration

elpE-0-vollse Ll coed s lzhrwd]
Y

1 i r C (9)
it ot ACE ;
2“.[0 r[cos@0[+t |reuoo_Mf(?‘) r

gcﬂpowrm—ﬂl-wﬂﬂﬂ}
o r|cosB|+1 r

grice 4 H (A, B; 9); la derniére expression est de puissance p sommable pour la
mesure dt/t car t° f a cette propriété du fait que y € Dy (0; p) et I'intégrale a la méme
propriété grice au théoréme de Young sur la convolution multiplicative (Loomis [31]).
Ceci achéve de prouver que V, y € Dy (0; p).

C; Q. F. D.

Une maniére d’obtenir I’hypothése supplémentaire du lemme 6.6, ¢’est-a-dire I’inclu-
sion R, (Dy (0; p)) = Dy (0; p) est de supposer que

(6.22) H[B§ (16‘_-ZI)~1:|(13—ZN)~1 I 2 (Ds (6 p) = c(o; 9")({)(|Z’| ; |Z"|)

pour 0’ = arg 7, 0" = argz’, | 0’| < n—0,, |6"| < m—0g s
On peut maintenant énoncer le théoreme final.

THEOREME 6.7. — Soient A et B deux opérateurs fermés dans X vérifiant respectivement
H (0,) et H (03) avec (6.3), vérifiant H (A, B; @) et (6.22) alors il existe o 2 0 zel que
pour y € Dy (0; p) le probléme (6.1) admet une unique solution stricte x telle que A x,
BxeDy(0,p), VA = .

Démonstration. — On a la solution sous la forme

x=8,(1+R) ™" y;

(2) C et ¢ ont la méme signification qu’en (6.5).

JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES 46



356 G. DA PRATO ET P. GRISVARD

grice a (6.22), on a (1+R,)™! ye Dy (0; p) pour A assez grand; on conclut en utilisant
le lemme 6.6.

6.3. On termine ce paragraphe par un résultat particulier au cas hilbertien, analogue
au théoréme 3.14 : on suppose donc que X est un espace de Hilbert :

THEOREME 6.8. — Soient A et B deux opérateurs fermés a domaines denses dans X espace
de Hilbert, on suppose que A et B vérifient respectivement H (0,) et H (03) avec (6.3) et
H (A, B; z+M ], | z]) = O (| z|™") pour A fixé; on suppose
de plus que Dy est dense dans X et Dy (8; 2) = Dy (0; 2); alors L défini par (6.2) est fermé
et il existe ® > 0 tel que p;, > Jw; +oo[ et (L—A)"' =S, (1+R,)"".

Démonstration. — On pose V = Dy (0; 2). Il faut essentiellement prouver que BS,
(qui est défini sur V d’aprés le lemme 6 5) se prolonge en un opérateur linéaire continu
dans X; pour cela, on utilisera le lemme 3.13, c’est-a-dire qu’on va vérifier que BS, est
linéaire continu dans V et se prolonge par continuité en un opérateur linéaire continu
dans V*. La premiére affirmation résulte du lemme 6.5; la seconde revient a dire que S B*
(qui est défini sur Dy,) se prolonge par continuité & V. Soit donc yeV = Dy (0; 2);
on a pour 0, < | arg z| < = I'inégalité

IB*B*+2)~ y|| = f(|z]),
olt t — 1% £ () est de carré intégrable pour la mesure d¢/t et on a pour y e Dy. :

B*(B*—1)"'SfB*y

" -
a1 B*(B*—1) ! (B*+z) ' (A*—z—MA)"'B* ydz
2in“1
= = L BB =) B 42 (A*—2—N) "' B* ydz
2inu7
r * -1__(p* -1
N B it M IR
2inJy t+z
= + E (t+2)"'B*(B*+2) ' (A*—z—A)"'B* ydz,
ZiE,y
pourvu que y passe « & droite » du point z = —¢ et tenant compte de H (0,) (qui est vérifié

aussi par A*). On a aussi

B*(B*—1)"'S¥B*y

- i;—m:(t+z)“1{1—z(B*+Z)—1}(A*—Z—X)—IB*de
- _2_:;:7 é(B*+z)_1(A*—z—k)'1B*ydz
= —.2-:7{:1 t—_;;(A*—z A)'B*(B*+2z) ' ydz

_2%:7 th[(B*+z)'1 (A*—z-N)""]B*ydz.
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On a donc
(6.23) B*(B*—t)"!S¥B*y =a(t)+b(1),
avec
a(t)——l—j <_(A*—z~7\)“‘B*(B*+z)_1ydz
20y z+t

et

b(1>=-ij 2 [B*+2)7; (A*—z—1) ] B* ydz.

2im)y z+t

On majore @ comme suit :

L r Ca(05)
| = - - d
Ha()“ ﬂ:j\o rlcose()‘ t Irelool)\.lf(r) r

gcrw = o e
r

o r|cosO,|+1

et par conséquent 1° || a (¢ ) || est de carré sommable pour la mesure d/t grace au théoréme
de Young déja cité. Ensuite, on majore b (¢ ) comme suit : on €crit que

[(B*+2)7!; (A*—z—2)"!]B* = {B[(A—z—=1)""; (B+2)" ']},
ol
B[(A—z—N)"'; B+2) '] = —B(B+2) ' [B; (A—z2-1)"'](B+2) 7,
il en résulte que
[(B*+2)7%; (A*—z—1)"']B* = {[B; (A—z—-1)"'](B+2) ' }*B*(B*+2)" ",

d’ou grice a H (A, B; o) :

Il 5| =L edzats zhsqizplel

|t 42|
et
%) 0.2-60
:"||b(r)||g£j -tr—(p(|rei°°+)»[;r)r°f(r)d—"—
nJo t+4r|cos6y] r
=j Kt 0P f %,
0 r
ou
0._2-90
K nr= i L (p(|re‘°°+k|;r).

m t+r|cos|

Par hypothése r® f(r) est de carré intégrable pour la mesure dr/r et d’aprés un résultat
de Schur (¢f. par exemple Hardy-Littlewood-Polya [17], chap. VIII) ¢°|| b (¢) || est aussi
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de carré intégrable pour la mesure dt/t, dés que
+ o

(6.24) J |K(t, r)|—<C Vit>0,
(1]

(6.25) J |K(t,r)|7t§C, Vr>0.
0

La vérification de (6.24) et (6.25) est élémentaire car

+ o0 dr 1 0_,1-0
j |K(t r)|— < - max ——J o(|re®+n]; r)dr,
0 r 90|

T ,>o t+r|cos

par hypothése I’intégrale comportant ¢ converge et le maximum qui est en facteur est
évidemment indépendant de ¢; ensuite

+oo + o0 (]

dt 1 t dt )

J |K(, ")l—é—f =L PN C °(p(|re‘°°+)\,|;r)

0 t mJo t+r|cosfy| ¢
SLro(|re®™+A];r)

et on obtient la majoration (6.25) grace a I’hypothése supplémentaire sur o.

En conclusion, on a prouvé que
t*B*(B*—1)"1S¥B*y

est de carré intégrable pour la mesure dt/t et méme que
(1487 reh -1 Qxp* 2d 0 2dr 2
L || £°B* (B*—1)~' S*B* || scf PsOPE syl

pour tout y € Dy.; comme Dj. est dense dans V, cela prouve que S;¥ B* se prolonge en un
opérateur linéaire continu dans V, d’ou la continuité de BS, dans X comme il a été expliqué
au début de la démonstration. On en déduit la continuité de AS, dans X car on a

AS, = —BS,+AS,+1+R,

sur Dy qui est dense dans X (¢f. le lemme 6. 5).

7. Application aux équations d’évolution

(seconde partie)

7.1. Ce paragraphe est consacré a l’application des résultats des paragraphes 5 et 6
dans le cas particulier ot I'un des opérateurs est la dérivation dans un espace de fonctions
d’une variable réelle a valeurs vectorielles dans E comme au paragraphe 4. Les notations
utilisées ici seront conformes a celles du paragraphe 4 : X sera donc 1’un des espaces
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L? (0, T; E), 1. <p< +o0, ou C(0, T; E) et P sera défini par

{ Dp=(ueX; u'eX, u(0)=0},
| - o Pu=—u'.

L’autre opérateur sera de la forme suivante : soit #— A (z) une famille d’opérateurs
linéaires fermés dans E, définis pour t [0, T] (chacun de ces opérateurs a donc un
domaine D,y = X et on ne suppose pas ce domaine indépendant de ¢, sauf dans certains
énoncés particuliers). On suppose que pye, = ]0, + o[ et qu’il existe K > 0 tel que

- K
(7.1) ”(A(t)“}“) lllz(E)éx, YA >0
pour tout ¢ € [0, T]. A I’aide de cette famille d’bpérateurs, on définira un opérateur dans

X = L? (0, T; E) seulement sous I’hypothése additionnelle suivante :
(7.2) L’application #— (A (t)—A)"' y est mesurable dans [0, T] & valeurs dans E,
VA>0,VyeE.

On pose alors

S 4 DQ= {uex; u(t)eDA(,)p.p-, t— A(t)u(t) est dans X},
(7.3) (Qu)(t) = A()u(t),

etonala

PROPOSITION 7.1. — (i) Sous les hypothéses (1.1) et (7.2) I'opérateur Q défini dans
X = L? (0, T; E), par (7.3) est fermé, vérifie pq > 10, + o[ et

Q-1 e, VA>0;

Z(X)

(i) Side plus D,y est dense dans E pour tout t € [0, T] alors Dq est dense dans X;

(iii) Enfin si A (t)e L (E) pour tout t et si { A(t), te[0,T]} est borné dans & (E)
alors Q € Z (X).

Démonstration. — (i) Soient ve X et A > 0, I’équation Qu—A u = v, ol u € Dq équi-
vaut 3 A(t)u(t)—Au(t)=v(t) p.p. cest-a-dire & u(t) = (A(t)=2)""'v(r) p.p.
Il faut vérifier que pour v e X donné la fonction t — u (1) = (A (£)—A)"! v (¢) est auto-
matiquement dans Dg : d’aprés (7.1) on a u(t) e Dy, V2 etona

(A =2) o()|[e < KA o) [|e,

cette derniére majoration implique que ue X et || ullx < KA7'| v|x & condition de
vérifier que u est mesurable : par définition de la mesurabilité selon Bochner, il existe
une suite v,, v = 1,2, ... de fonctions simples qui convergent presque partout vers v
lorsque v — + 0. Pour v fixé, on peut écrire :

o)=Y 0,()x,,
j=1
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ol les ¢; sont des fonctions numériques mesurables et x;€E, j=1,2,...,n; on en
déduit que

) = jz 0, (A -1 x,

et par conséquent grice a (7.2), v, est mesurable pour tout v et u est donc mesurable puisque
limite presque partout de la suite v,, v = 1,2, ... Le point (i) est ainsi prouvé;

(if) Soit u e X, on pose
U, (t) = —n(A(t)—n)""u(t)
pour tout ¢, alors

unEDQ: ”un(t)HEéK”u(t)”E
et

u,(t)—>u(t) lorsque n— 400 p.p. (cf. le lemme 2.10)
on en déduit que u, — u dans X lorsque n — + oo en appliquant le théoréme de la conver-
gence dominée de Lebesgue;
(iii) Le point (iii) est une évidence.
C. Q. F. D.

Ensuite, & ’aide de la famille d’opérateurs considérés plus haut, on définira un opéra-
teur dans X = C (0, T; E) sous ’hypothése supplémentaire.

(7.4) L’application r— (A (t)—2A)"' y est continue dans [0, T] a valeurs dans E,
VA >0,VyeE.

On pose alors :

j Do ={ueX; u(t)eDy, Vte[0, T], t > A(t)u(t) est dans X },

(7.5) (Qu)(1)=A(t)u(t)

eton ala

PROPOSITION 7.2. — (i) Sous les hypothéses (7.1) et (7.4), 'opérateur Q défini dans
X = C (0, T; E) par (7.5) est fermé, vérifie p, > 10, + o[ et

= K
H(Q'—x) 1”5{'()()§X, V)\,>0;

(i) Si de plus D,y est dense dans E pour tout te [0, T] et si —n (A (t)—n)"'y—y,
V y € E, uniformément dans [0, T], lorsque n — + o0, alors Dy, est dense dans X.

(iii) Enfin si A (1) e % (E) pour tout t et si { A(1); te[0,T]} est borné dans & (E),
alors Q € Z (X).

Démonstration. — Les points (i) et (iii) sont évidents. Pour démontrer le point (ii) il
suffit d’approcher par des éléments de D les fonctions de la forme t— ¢ () x avec
peC(0,T; C)et xeE, car ces fonctions forment un systéme total dans C (0, T; E): une
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telle fonction est limite dans C (0, T; E) des fonctions (éléments de D) :

t— —no@)(A()—n)"'x
lorsque n — + 0.

7.2. On va décrire ici les applications du paragraphe 5 dans le cas ot A = Pet B = Q
définis ci-dessus; si Lx = A x+B x pour xe D, = D, n Dy, ’équation Lu—Au = f
avec u € D signifie que

(7.6) —u' ()+A@)u@)—Au(t) = f(1), 0<t<T,
avec la condition initiale
(7.7) u(0)=0.

Lorsque u est solution stricte de (7.6)-(7.7) dans X, on a donc u et u’ € X et lorsque u
est solution forte de (7.6)-(7.7) dans X, il existe une suite u,, n = 1, 2, avec u, et u, € X,
u, — u dans X, u, (0) = O et f, — fdans X, ou

Ja(@) = —u, () + A(0) u, (1) =hu, (2).

Pour vérifier ’hypothése (5.3), on suppose en outre que

(7.8) IAO-DH e <7 ¥2>0, k=12 ...

pour tout ¢ € [0, T]. Dans ce cas, on dira que le probléme (7.6)-(7.7) est hyperbolique.
Il est clair qu’alors

(7.9) Q=M |lex =

| R

YA>0, k=1,2,....

'

>

Pour vérifier ’hypothése de stabilité (5.6), on utilise le

LEMME 7.3. — On suppose en outre qu’il existe K' > 0 tel que

& 2 K’
(7.10) [(A)-M . (A)—N) 1”’"‘3’%&5’ YA >0
pour toute famille de nombres ti, ..., t, avec TZt; 28,2 ... 2420 et pour

tout k € N; alors le couple d’opérateurs P, Q vérifie (5.6).

Démonstration. — On utilise 1’identité

{(P—w~ " u}(1) = -f e RV u(5) ds,
0
d’ou

(7.11) {(Q-m)"'P=n-M)""u}(t)= ——f e~ MU= (A () —n)" u(s)ds
0
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et

[(Q-m)~ ' (P—n—1)""Tu(r)

T 51 Spe—1
= (—1)"Jv dslj dsy ... j g E=n)
0 0 0

X(AW)—m) " (A(s)—m)1 L (A(se= ) — 1) u(sy) ds,.
On a donc grace a (7.10) :
IQ=m)"  P—n—2)""Tu(t) |l

KI t S Sk~ 1 A ( )
o t—
S — | dsg| ds,... e~ MM E=8 | 4 (5) | |5 dsi
n*Jo 0 0

KI t(t___s)k B G it
= n—kJ‘o __k‘_e Oty (¢ )l (5) | s,

d’ol (5.6) dans tous les cas.
C. Q. F. D.

On suppose maintenant que X = L? (0, T; E) avec 1 < p < + o et E réflexif. On sait
(¢f. par exemple Dieudonné [7] qu’alors X est réflexif et que X* = L?" (0, T; E¥) avec
p* = p/(p—1). En vue d’appliquer le théoréme 5.6, on introduit ’hypothése suivante :

(7.12) Il existe un espace de Banach F contenu avec injection continue dans E, F dense
dans E, tel que F = D, et (A ()—A)"' (F) = F, Y A > 0 pour tout ¢ et il existe ® = 0
tel que || (A (1)=N)""l|gp < 1/(A—0), Y A > ®. On a alors le

THEOREME 7.4. — On suppose que E est réflexif 1 < p < + o0 et que (7.1), (7.2), (7.10)
et (7.12) ont lieu; alors pour tout fe LP (0, T; E), le probléme (7.6)-(7.7) admet une solution
forte unique u e L? (0, T; E), VA e C. Si de plus fe L? (0, T; F), alors u est solution stricte
[c’est-a-dire ue Wi? (0, T; E)] et ueL? (0, T; F).

Démonstration. — On applique donc le théoréme 5.6 avec A = P et B = Q; il suffit
d’en vérifier I’hypothése (i) si on tient compte de la remarque 5.7. Pour cela, on pose
Y = L? (0, T; F), il est clair que Y = D, et que Y est dense dans X et s’injecte conti-
nliment dans X. Ensuite, on a (7.11) d’ou

1 i 1

(n—o)A+n)~ n(A+n—o)

[(Q—m) "' (P—n—-2)""

l.'l’ ) =

et grace a (5.5), Y est stable par (L,—A)"! et

= it
”(Ln_k) 1”.'f{_Y) é o
-
pour A > ®, ce qui prouve (5.10). Du théoréme 5.6, on déduit que p; > Jo, + o[, ce

qui prouve I’existence d’une solution forte unique de (7.6)-(7.7) pour A > ®; cependant,
on léve cette restriction sur A en raisonnant comme dans la remarque 4.3. Le résultat de
régularité dans le cas ol fe L? (0, T; F), résulte de ’application de la proposition 5. 14.
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Remarque 7.5. — Ceci démontre le résultat central de I’article de Kato [22] consacré
a I’équation d’évolution hyperbolique.

Remarque 7.6. — Si outre (7.1), (7.2) et (7.10), on suppose qu’il existe un opérateur
linéaire fermé N dans E, inversible & domaine Dy dense dans E et tel que Dy = D,
pour tout ¢, (A (t)—%1)~! (Dy) = Dy, VA > 0 pour tout ¢ et il existe ® = 0 tel que

1

(7.13) HN(A(t)—k)"N“‘”y(E)gx , YA>o;
-

alors si on pose
(Tu)(t)=N.u(t) pour ueD;=1L,(0, T; Dy),

I’opérateur T vérifie les hypothéses de la remarque 5.8 et par conséquent les résultats du
théoréme 7.4 sont valables.

Remarque 7.7. — Dans le cas plus particulier ol D, est constant et ol il existe ® = 0
avec

(7.14) IAMAGS) ™ —1]|em S o|t-s|,
alors on a (P—A)"! (Dg) = Dg et
{QP-»T'Q u}(1) = “J;f“t—s)/\(t)/\(s)_lu(s)dS,
d’o '
la@-n"tQ a5 [ e ulldss [Joeren-9)jue s

et
lQ-ntQ  ulles (5 + 5 )lell s el

Les hypothéses de la remarque 5.10 sont alors réalisées dans le cas réflexif et par consé-
quent les résultats du théoréme 7.4 sont valables [en supposant toujours par ailleurs que
(7.1), (7.2) et (7.10) ont lieu].

Dans le cas ol E n’est pas réflexif, I’application du théoréme 5.6 conduit & remplacer
I’hypothése (7.12) par la suivante :

(7.15) 1l existe un espace de Banach F contenu avec injection continue dans E, F dense
dans E, tel que F = Dy¢y2 et (A (1)—A)"" (F) = F, VA > 0 pour tout 7 et il existe ® = 0
tel que

1

TA—o

(A1) . VA>o.

On a alors les

THEOREME 7.8. — On suppose que (7.1), (7.2), (7.10) et (7.15) ont lieu; alors pour tout
fel? (0, T; E), 1 £p < +o0, le probléeme (7.6)-(7.7) admet une solution forte unique
uel? (0, T; E).
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THEOREME 7.9. — On suppose que (7.1), (7.4), (7.10) et (7.15) ont lieu et que Dy,
est dense dans E pour tout t et

—n(A(t)-n)"'y—>y, VyeE
uniformément dans [0, T]; alors le probléme (7.6)-(7.7) admet pour tout fe C (0, T; E),
une solution forte unique u e C, (0, T; E).

On utilise la remarque 5.9 pour vérifier I’hypothése (ii) du théoréme 5.6; la densité
de Dy = Dy dans X résulte de la densité de L? (0, T; F) dans L? (0, T; E) lorsque
X=LFO,T;E), 1 £p< +o0 et résulte des hypothéses additionnelles lorsque
X = C(0, T; E).

Remarque 7.10. — Les conclusions du théoréme 7.8 sont vraies si outre (7.1)-(7.2)
et (7.10), on suppose qu’il existe un opérateur linéaire fermé inversible N dans E, a
domaine Dy dense dans E et tel que Dy = D,y pour tout ¢, (A (t)—2)"1 (Dy) = Dy,
VA >0,te[0, T] et tel que (7.13) ait lieu. On peut faire la méme remarque concernant
le théoréme 7.9 en remplagant (7.2) par (7.4).

Toutes ces affirmations reposent sur la remarque 5.8.

Remarque 7.11. — Dans le cas plus particulier olt D, . est constant et ou il existe ® = 0
tel que

(7.16) |A?A()™ > —1]||g @ S 0| t—s],
alors (7.15) a lieu.

Remarque 7.12. — Dans ce qui précéde, on a obtenu p; = C. Soit 1 — M (¢) une
famille d’opérateurs linéaires continus dans E vérifiant (7.2) lorsque X = L? (0, T; E)
et (7.4) lorsque X = C (0, T; E). On associe a cette famille un opérateur R dans X comme

en (7.3) et (7.5) respectivement. Ceci posé, on peut appliquer la proposition 5.3 a Let R
et par conséquent le probléme

[ —u (O+AOuO)+MOu(t) =f(1),
( u(0) =0,
admet une unique solution forte avec u Di .

Pour terminer, il convient de signaler ceci : dans le cas ol E n’est pas réflexif, les
conclusions des théorémes 7.8 et 7.9 restent vraies méme si on remplace (7.15) par (7.12).
Pour cela, on utilise d’autres approximations de B que les opérateurs approchants de
Yosida, comme cela a été mentionné dans le théoréme 5.15 : on se borne i considérer
ici le cas ou X = L”(0, T; E) sous les hypothéses (7.1), (7.2), (7.10) et (7.12) :
Vinclusion F < D,y implique que A (t) € # (F; E) grice au théoréme du graphe fermé.
On suppose en outre que :

(7.17) L’application t — A (¢) de [0, T] dans % (F; E) est continue. On pose alors :

An(_z):A<T[i‘]> 0%, p=1,2, ..,
n| T

(*3) Les crochets désignent ici la partie entiére.
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et
Dg, = {ueX; u(t)eDy, ¢ P- p-» t = A, (t)u(t) est dans X},

{
(7.18) | (Qui)(1) = Ay (1) u(t).

Le lemme suivant est évident.

LeMME 7.13. — Si (7.10), (7.12) et (7.17) ont lieu, alors Q, u— Q u lorsque n — + 00
pour tout ue Y = L (0, T; F), uniformément sur tout borné de Y.

On pose maintenant L, u = Pu+Q, u pour ue D; = Dy n Dy, et on ale

LEMME 7.14. — Sous les hypothéses du lemme 7.13, L, est fermable et pour tout feY,
ona(L,—N)"'feDpnY et

”(Ln x)_1|l$(y)§)\‘1m, n=152, sss

Démonstration. — Pour vérifier que L, est fermable, on va vérifier les hypothéses du
théoréme 2.1 puisque D, est dense dans X; on considére donc I’équation L, u—Au = f
avec u € D_; elle signifie que u e W§? (0, T; E) et

(7.19) —u'(t)+A<kI>u(t)——)»u(_t)=f(t), ]-T<t</i+—1T
n n
pour k = 0,1, ... Comme par hypothése A (¢) est un générateur infinitésimal de semi-

groupe fortement continu dans E, on a nécessairement

i t
g u(t) = —j A0V riyds, 0Lt gT
0 n

n

(7.20) u(t) = — e TEMMAGTI-1) (k T)

t
_j mowamn g ge KT ol

kT/n n n

pour tout k.

Grice a (7.10) la famille des A (k (T/n)), k = 0, 1, ... est stable et par conséquent
du lemme 5.2 on déduit que

K’
l|#1lx = = [{Lnu—2u lx

lorsque ue D .

Ensuite, pour fe Y = L? (0, T; F) la fonction u définie par (7.19) est solution stricte
de (7.20) car grice a (7.12), on a fe L” (0, T; Dygr/m) pour tout k et d’autre part, les
A (k T/n) sont générateurs de semi-groupes fortement continus aussi dans F grace a (7.12).

On a donc
ueWé"’(O, T; E>r\L”<O, il-ﬂ; F)ﬁC(O, I; F),
n n n
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en écrivant que dans [0, T/n] on a
t
u'(t) = —f AR ‘0)“*’(A(O)—X)f(_s)ds—f(t),
0

donc «’ € L? (0, T/n; E) et on a aussi

o éLe(“‘“”‘"s’llf(s)llpds,

donc ueL”? (0, T/n; F) et enfin u est continue a valeurs dans F car convolution de
feL? (0, T/n; F) avec t — ¢"™®~" fonction bornée a valeurs dans % (F). Il en résulte
que u (k T/n)e F < Dyr/my et on en déduit aussitot par les mémes raisonnements que

ueWé”’(O, ZI; E)nLP<O, 2T; F)nC(O, 2T; F)
n n n

Aprés un nombre fini d’étapes analogues, on obtient le résultat annoncé c’est-a-dire
ueDpn Y. Ceci prouve entre autres que (L,—A) (Dp) > Y donc (L,—))(D,) est

dense dans X, d’ou I’existence de L, grice au théoréme 2.1.

Pour terminer la majoration de (i"~X)‘1 dans % (Y) s’obtient de nouveau en appli-
quant le lemme (5.2) et la stabilité de la famille des A (k T/n) dans Y, qui résulte de
I’hypothése (7.12).

C. Q. F. D.

En conclusion, toutes les hypothéses du théoréme 5.15 sont vérifiées dés que (7.1), (7.2),
(7.10), (7.12) et (7.17) ont lieu et par conséquent on a les conclusions du théoréme 7.8
[en supposant que K = 1 dans (7.1) ce qui implique automatiquement (7. 10) avec K’ = 1]

Remarque 7.15. — On a vu ci-dessus dans la démonstration du lemme 7.14, que
dans (7.12) la majoration || (A (£)=A)"" |4 = 1/(A—), L > ©, n’a servi que pour
prouver que A (7) est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe dans F ainsi que la
stabilité de la famille des A () dans F. Par conséquent le lemme 7.14 est encore vrai si
on remplace (7.12) par :

(7.21) Tl existe un espace de Banach F contenu avec injection continue dans E, F dense
dans E, tel que F = D, et il existe M > 0 et ® = 0 tels que (A (£)—A)"' (F) = F
pour A > o et

M

A4 N A eyt !
[[(A(t)—2) (A(t)—M) o)

Z (F) é

pour toute famille de nombres #;, ..., favec T = t;, 21, = ... = 1, = 0 et tout k e N.

Suivant les mémes idées, on obtient dans X = C (0, T; E) le

THEOREME 7.16. — On suppose que (7.1), (7.4), (7.10), (7.12) et (7.21) ont lieu,
que D,y est dense dans E pour tout t et que

-n(A(t)-n)"'y—>y, VyeE,
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uniformément dans [0, T]; alors le probléme (7.6)-(7.7) admet pour tout fe C (0, T; E)
une solution forte unique u € C, (0, T; E).

Remarque 7.17. — a. L’hypothése (7.21) est facile a vérifier lorsqu’on est dans les
hypothéses de la remarque 7.7, en prenant pour F le domaine commun aux A (z).

b. Si (7.14) a lieu alors :

M
A()-2)"1 .. (A@)—-N"1 o S
lad, AW-D " lew S 2
pour toute famille de nombres ¢;, ..., fyavec T 2 ¢, = ... = t, 2 0 et pour tout k € N.

En effet, pour tout sy, ..., s on a
”esu\(h)' e eskA(tk)”z‘(F) = ||A(O)eSxA(h) . eSkA(lk) A~1 (O)l 2®

= HA(O)A"l(tl)e"A(")A(t‘l)/\'1 (t)... e 2 AIA " (0)]|e @)

<Céd7,

d’otu la conclusion par transformation de Laplace.

¢. Supposons que (7.14) ait lieu et que ’application
[0, T]> 2 (B): 1~ADA©) "y
soit dérivable pour tout y € E, alors on a

QPQ ! =P+R,
| Ru)(t)=A(t)A(t)"'u(t), ReZ(E,E) (¢f remarque 7.12).

R étant borné, on a P = Porrms = C et grace au corollaire 5.13 le pro-
bléme (7.6)-(7.7) admet pour tout feL? (0, T; D) ot D = D,,, une solution stricte
(cf. Kato [22]).

7.3. On va décrire ici les applications du paragraphe 6 dansle casou A = Qet B = P
puis en invertissant les roles des deux opérateurs. L’hypothese essentielle a vérifier sera (6. 5)
et il faudra donc dans les deux cas expliciter [B; (A—z")"'] (B—2z")"" : Pour cela, on
utilisera les identités (formelles pour le moment) :

(7.22) {[P; (Q-2)""](P—2)""u}(r)
- {E (A(t)—z)"? ;Jr e 9y (s)ds
dt 0

et

(7.23) {[Q; P—z)""](Q—z")""u}(t)
= _f e TN A —A@)(A()—z") " u (s)ds.

0
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Dans une premiére partie, on exploitera la formule (7.22); pour cela on fait les hypo-
théses suivantes :
(7.24) 1l existe 0, € [0, m/2[ tel que A (z) vérifie H (6,) avec une fonction C, (0) indé-
pendante de ¢ € [0, T] (**).
(7.25) Si X = L? (0, T; E) [resp. X = C (0, T; E)], la fonction # — (A (£)—A)"" y est
élément de W+ (0, T; E) [resp. C! (0, T; E)] pour tout y € E et tout A e Zy, ).

(7.26) Il existe o ]0,1] tel que

d A R ON ()]
—(A@)=-0)7| fis —A
Hd‘ ifqéE)! [A]"

pour tout A € X, , 0 = arg A.

On en déduit facilement que Q défini par (7.3) et (7.5) respectivement, vérifie H (0,).
On sait par ailleurs que P vérifie H (n/2), donc (6.3) a lieu. Ensuite, de (7.25) on déduit
que (Q—2z)"" (D,) = D, pour tout z’ € Z, et enfin de (7.26) et (7.22) résulte la majoration

I1[P; (Q=2)"1(P—2)" |le oo < —o R
|cos()”| |z’|°‘|z”|

ou argz” = 0", pour z'€Z, et z"eX,,, et par conséquent I’hypothése H (A, B; ¢)
(du paragraphe 6) a lieu. L’application du théoréme 6.3 et du lemme 6.4 conduit au

THEOREME 7.18. — Sous les hypothéses (7.24)-(7.25) et (7.26), le probléeme (7.6)-(7.7)
admet une solution forte unique u € X pour tout f€ X et tout ) € C, oit X est soit L? (0, T; E),
1 £p< 4w, soit Cy(0,T;E). De plus, si X =C, (0, T;E), on a ueCj (0, T; E),
Yoael[0, [ et siX =L" (0, T; E), on aue Wy? (0, T; E), Voelo, I[.

Remarque 7.19. — En fait, on a prouvé que L admet une fermeture -quand
X = L? (0, T; E) et D, est dense dans E pour tout z€ [0, T]; dans le cas général, on
a prouvé que p; = C.

Remarque 7.20. — Les hypothéses faites ici sont celles de Kato-Tanabe [23] dont on
retrouve ici Pessentiel des résultats [qui ne concernent que C (0, T; E)].

Ensuite I'utilisation du théoréme 6.7 nécessite I’introduction d’une hypothése supplé-
mentaire :

11 existe n € ]0, 1[ tel que

< Ca@®]t=s]"

d oy
(7.27) ]~-(A(:)->»> 14 A2
ldt ds( )7 2 (B) |A ]

pour AeX, avec 6 = argh.

(14) g, est toujours le secteur {ze C; —mw + 04 <O <1 — 04 }.
(**) Dans ce cas, on dira que le probléme (7.6)-(7.7) est parabolique.
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THEOREME 7.21. — Sous les hypothéses (7.24), (7.25), (7.26) et (7.27), le pro-
bleme (7.6)-(1.7) admet une solution stricte unique u, pour tout feCg (0, T; E)
[resp. WP (0, T; E), 0 <m, 0 <0 < 1/p] et tout AeC; de plus u, u" e Cg (0, T; E)
[resp. WP (0, T; E)].

Voici comment on vérifie (6.22) [dans W*7 (0, T; E) pour fixer les idées] : On pose
y = (P—-2z")""uavec ue W*? (0, T; E). Alors on a

11P; @—=2""To (3.

f ; A@O)-=) év(r) i
uRNIF
K

=

(/\(t) z)"iv(t) ; (A(S)"“Z)_Ifu(s) p, dtclilsﬂip

> f ”v(t)H”dt+( ) fo L |t”v?1tz,"l:° —dt ds
F) [, [ po-solk 2
§< m) oIl

grice 4 (7.26) et (7.27) et au fait que 0 < n. Il en résulte que

?

KI/
P: I | . =1 < N
”[ ,(Q z ](P Z) u”Wo,p_ lcoseﬂl'lzl|ulz”l ”u“wo,p

ou 0” = arg z” pour z' € ZOA et Re z” > 0. On remarque que H (A, B; ¢) et (6.26) sont

w(lz'l;lz”l)=0<rz,—lfTZTl>

et par conséquent on peut aussi appliquer le théoréme 6.8 dans le cas particulier ou E
est de Hilbert :

donc vérifiés avec

THEOREME 7.22. — On suppose que les hypothéses (7.24), (7.25), (7.26) et (7.27) ont
lieu dans E espace de Hilbert; alors pour tout feL* (0, T; E) et pour tout ) le pro-
bléme (7.6)-(1.7) admet une unique solution stricte ue W¥? (0, T; E).

On va maintenant exploiter la formule (7.23); pour cela on suppose toujours que (7.24)
et (7.25) sont vérifiées et on suppose de plus que :

(7.28) D,y ne dépend pas de ¢ et il existe K > 0, o ]0, 1] et zo € %y, tels que

[[(A()=z20)(A(5)=20) ' =1l m S K[t=s[, 1, s€[0, T].
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On en déduit que (P—2z')"* (Dg) = Dq et de (7.28) résulte la majoration

I1{[Q; (P—2z)"](Q—z")"" u}(t)|]e
Z”_.

gj'e-kez'@-ant_srf1+cA(o") 1Z=20] Ly oy a,
0 e. E!

ouf” = arg z" d’ou
” [Q; (P—Z’)_l](Q—Zﬂ)—l ”3’(5)
" ) + o
§K51+CA(9”)M(J eTRet 1 gy

?. 2] JJo

_xl i @y 172l 1
{ A( ) lz”l 5(Rezr)u+1

et I’hypothése H (P, Q; @) est vérifiée avec

(p(lz’l;]z”l):O(—lﬁ).

IRCZI |a+l

On est donc en mesure d’appliquer le théoréme 6.3 et le lemme 6.4 avec A = Pet B = Q.
On obtient le

THEOREME 7.23. — On suppose que (7.24), (7.25) et (7.28) ont lieu; on suppose en plus
que Dy est dense dans E pour tout t. Alors pour tout e C et tout feL? (0, T; E)
[resp. C(0,T; E)], le probleme (7.6)-(7.7) admet une unique solution forte
ueL? (0, T; Dagoy (0; p)) [resp. C (0, T; Dycoy (05 )] pour tout 6 € 10, 1[.

Remarque 7.24. — Les hypothéses faites ici sont celles de Tanabe ([33], [34]).
Pour utiliser le théoréme 6.8, on serait conduit & supposer que

(7.29) [(A(£)~z0) (A(s)~z0) ™" ~1

avec F = D, o, (0; p); on construirait alors une solution stricte du probléme (7.6)-(7.7).
Cependant, on peu: aussi obtenir une solution stricte sans hypothése supplémentaire
en partant des résultats du théoréme 4.15 et en raisonnant par perturbation (artifice de
Korn) comme suit : soit G, : { x, f } — u Popérateur de Green du probléme

lz ey S K |t=s]%,

; —u' (®)+AOQ)u(t)—-Au(t) =f(2), 0<t<T,
| u(0) = x.

D’aprés le théoréme 4.15, c’est un opérateur linéaire continu de
1 T
DA(O) 9+1_ . ; p XW ’ (0, T; E)
p
dans

W, = {ueL”(O, T; Da o)) t, eW*?(0, T; E)} pour 0<60< :
p
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Si on cherche la solution du probléme (7.6) avec la condition initiale
(7.30) u(0) = x,
sous la forme u = G, (x; A), on voit que A doit étre solution de
h()+{A()—A0)}G,(x; h)(t) =f(t), 0<t<T,
c’est-a-dire de
h(t)+{(A(1)—20) (A(0)—z0) ™" =1} (A(0)~20) Gy (x; B)(t) = f(2).
Cette équation est de la forme A+ T & = f ou I'opérateur I' est affine en 4 et admet dans
Y = W%? (0, T; E) la majoration
[|[Th=Tk||y = O(T“"O)”(A(O)—zo){Gl(x; =Gy (x; )} |y
a condition que 0 < a, griace a (7.28). Il existe donc T, tel que pour T < T,, I soit une
contraction stricte et par conséquent 1’équation A+I"h = f admet une solution unique.

Ceci prouve que pour x e D,y (0+1~(1/p); p) et fe W7 (0, T; E) donnés, le pro-
bléme (7.6)-(7.7) admet une solution unique dans [0, T,] vérifiant :

u el”? (0’ TO; DA (0)) et u, ulew0,p(0’ TO’ E)

Grace au lemme 4.14, on a alors u (To) € Dyy (0+1—(1/p); p), ce qui permet
d’appliquer de nouveau le raisonnement précédent dans [T,, 2 Ty] avec x remplacé
par u (T,). Aprés un nombre fini d’étapes, on obtient le

THEOREME 7.25. — On suppose que (7.24), (7.25) et (7.28) ont lieu et que D, est dense
dans E. Alors pour tout A € C, tout fe W*? (0, T; E) et tout x e D, (0+1—(1/p); p) le pro-
bieme (7.6)-(7.7) admet une unique solution stricte u telle que u, u’, A (t) ue W2 (0, T; E),
a condition que 0 < 0 < inf { o; 1/p }.

8. Application aux équations d’ordre 2

8.1. Dans ce paragraphe, on appliquera les résultats des paragraphes 3 et 6 au cas ol
I’un des opérateurs est la dérivation d’ordre 2 dans un espace de fonctions A valeurs
vectorielles. Précisément X sera comme précédemment 1'un des espaces L? (0, 1; E),
1 £p< +00,C(0,1; E) et P sera défini par

$ Dp = {ueX;u, u"eX, u(0)=u(l)=0},
Pu=u".

8.1)

L’autre opérateur Q sera le méme qu’au paragraphe 7, soit en bref, (Qu) (£) = A (t) u(t),
ou la famille d’opérateurs A (z) vérifie (7.1) et soit (7.2) soit (7.4) selon le choix de X.
Sion pose Lu = Pu+Q u pour ue D, n Dg, ’équation L u—A u = fsignifie alors que

(8.2) w’ () +A)u(t)—Au(t) =£(t),
(8.3) u(0) = u(l) =0,
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Il s’agit donc d’un probléme de Dirichlet pour I’6quation (8.2); une autre définition
des conditions aux limites dans Dp conduirait & la résolution d’autres problémes aux
limites pour (8.2) (par exemple probléme de Neuman ou probléme avec conditions
périodiques).

Avant tout il est indispensable de préciser les propriétés spectrales de P

LeMME 8.1. — P vérifie H (n) et si de plus X = L? (0, 1; E), D, est dense dans X.

11 suffira donc que Q vérifie H (¢) pour un ¢ > 0, pour que I’hypothése (6. 3) soit vérifiée
et c’est pourquoi on considérera cette équation comme parabolique (au sens des para-
graphes 3 et 6) et non comme hyperbolique (au sens des paragraphes 3 et 5) ce qui
conduirait & supposer que Q vérifie H (n/2) et serait donc plus restrictif.

Démonstration. — L’étude de pp repose sur la résolution de ’équation
u’(t)—hu(t) =f(1),
(84 { (0] <=0,

ot les fonctions sont & valeurs dans E. Si on pose p = \/ A et si Re p > 0, on voit que
’unique solution de (8.4) s’écrit :

1
u(t)= j K, (1, s)f(s)ds,
0
ou

shp(1—t)shps

: 0=ss=t,
pshp
t;8)=—
K, (t; 5) shptshp(l—s) t<s=1
pshp ; .

1l est facile de voir que pour fe X, u ainsi défini est dans D, ce qui prouve que pe
contient I’ouvert défini par Re \/ A > 0; il faut encore majorer (P—A)~!. Comme on a
|K, (9] =] K, (s; 2)], il résulte de I'inégalité de Schur citée au paragraphe 6 que

1
“ (P"'X)-l ”.’t’(X) = sup j IKp(t; s)lds’
o<r<1Jo

Jorsque X = L? (0, 1; E) [la méme égalité est élémentaire lorsque X = C (0, 1; E)]. On a

ch(Rep)(1—1)ch(Rep)s

| |pShp| 3 0§S§t9
|K, (9| = ch(Re p)tch(Re p)(1—5s)
k i téSé 1)
| pshp]
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d’ol ;
|Kp(t; s)|ds
0

Tl p)(l_t)f ch(Rep)s ds+ fRe pa* ch(Rep)(1—s)ds

___Ipshp[ ~Jo [pshp| Ji
__ch(Rep)(1—t)sh(Rep)t+ch(Rep)tsh(Rep)(l—1)
|pshp|Rep

sh(Re p) < 1 1

R |pshp|Rep [pIRep= [chosO/2'
Lorsque 0 = arg L et L ¢ ]— o0, 0]. On a donc

1
P-))~! ol sl
H( ) H.‘t’(X)._ I)\.'COS(’)/2
8.2. Ici on utilise le paragraphe 6 en posant A = Q et B = P. On suppose donc que
la famille A (z) vérifie (7.1) et soit (7.2) soit (7.4); d’aprés les propositions 7.1 et 7.2
on a donc pg > 0, +oof et

Q-2 K

j_,,,(x)"gx, VA >0;

un raisonnement élémentaire basé sur 1’identité classique (¢f. Dunford-Schwartz [10]) :

(8.5) Q-N"'= Y A-w Q-
k=0
pour |A—p| assez petit, implique que p, contient le secteur défini par arg = 0 et
| tg 0 ] < 1/K et que dans ce secteur, on a
K
= e
| M| (cos 8 —K sin 0)

(8.6) Q=" |l x)

ceci prouve que Q vérifie H (arc tg (1/K)) et par conséquent on a (6.3).
Pour vérifier H (A, B; ¢) on suppose que
(8.7 Si X =L"(0,1;E) [resp. X = C(0, 1; E)], la fonction 7— (A (t)=A)"1!y est
élément de W>* (0, 1; E) [resp. C2 (0, 1; E)] pour tout y € E et tout A > 0 (*°).
(8.8) Il existe e ]0, 1/2] et N = 0 tels que

d N
—(A®-N  Sgmme  YA>0,
“ dt 2 (E) A'(IIZ)*‘
2
‘d—z(A(t)—x)" gD va>0 ()
dt 2 (B)

(*%) A T'aide de (8.5) on vérifie aisément que (8.6) est vraie aussi pour.tout A e Z,., 5 (1/x)-
(*7) Toujours a 1’aide de (8.5), on en déduit I’existence d’une fonction 6 - C, (0) numérique convexe
paire définie dans ]— arc tg (1/K), + arc tg (1/K)[ telle que pour A e X, . (1/xy 0= argA, on ait
=<

\/m < Ca(0)

d2
N OE a
£ (B) I}"|

o
£ (E)

et bty
SO
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Dans ces conditions, H (A, B; ¢) a lieu avec

). " g 1 1
(p(lZ l’lz l)_ IZ,|(1/2)+a|Zn|1/2+

rll 4

EANE
car

{[P; Q-2)""]p} (1)
12 a0 or+29 a@y—ny-t Ly
{dtz( (t)—n) gv(t)+2ldt(A(t) A) s,u(z).

Le théoréme 6.3 et le lemme 6.4 impliquent le

THEOREME 8.2. — On suppose que (7.1), (7.2), et (8.8) ont lieu, alors il existe o tel que
pour tout fe L? (0, 1; E) le probléme (8.2)-(8.3) avec A > o, admette une solution Sorte
unique u e L” (0, 1; E); de plus, on a ue W**':2(0, 1; E) pour tout 0 e 10, 1[. Enfin, si
K =1 dans (7.1), o = 0.

Remarque 8.3. — On a prouvé que L admet une fermeture avec p; = 10, +oo[ (lorsque

K = 1). Il est intéressant de savoir quand L est inversible de fagon & résoudre le pro-
bléme (8.2)-(8.3) lorsque A = 0. C’est possible dans certains cas :

(i) On suppose pour commencer que E est hilbertien et p = 2 : il est alors facile de voir
que pp O ]—nz; +oo[ et que pour pe 10, nz[, P—p vérifie aussi H (m) (en effet P est
auto-adjoint et son spectre est formé des points —k? n? aveck = 1, 2, .. .). Par conséquent,
du théoréme 6.3, on déduit lorsque K = 1 que o = —n?, ce qui permet de résoudre
le probléme (8.2)-(8.3) avec A = 0.

(ii) On suppose toujours que E est hilbertien, mais que p > 2. Pour
fel?(©,1;E) = L*(0,1; E),

on sait déja que le probléme (8.2)-(8.3) avec A = 0 admet une solution forte u dans
L? (0, 1; E) qui vérifie en outre ue W'*%2(0, 1; E) donc ueL” (0, 1; E) (grice au fait
que u est continue). Ceci permet de récrire (8.2) sous la forme

(8.9) W (®)+A@u(t)=hu(t) =f(t)-ru(),

avec A > 0; comme f—A ue L? (0, 1; E), on voit en utilisant le théoréme §.2 que u est
I'unique solution forte dans L” (0, 1; E) et que ue W*** 2 (0, 1; E) pour tout 0 ]0, 1[.

(iif) On suppose maintenant que E est de Banach, toujours avec p > 2, mais de plus
on suppose que E est contenu avec injection continue dans un espace de Hilbert H, que
les hypothéses (7.1), (7.2), (8.7) et (8.8) ont lieu a la fois dans E et dans H et enfin que
Dq,, (6; p) = L7(0, 1; E) pour un 0 € 0, 1[, ot Q, est I’opérateur formé dans L? (0,1;H)a
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’aide de la famille A (¢) (¢f. prop. 7.1) (}) : alors pour fe L?(0, 1; E) = L7 (0, 1; H)
il existe une unique u € D, (0; p) solution forte dans L” (0, 1; H) de (8.2)-(8.3) avec A=0.
On a donc ue L? (0, 1; E) et écrivant de nouveau (8.2) sous la forme (8.9) avec A > 0,
on peut appliquer le théoréme 8.2 pour prouver que u est solution forte dans L” (0, 1; E)
car f—Auel? (0, 1;E).

Ensuite, pour appliquer le théoréme 6.7, on suppose en outre que :
(8.10) Il existe n e ]0, 1[ tel que

<N‘t—s\“

:_—_—)\’(1/2)*‘@ , YA >0,

H A nfp-agro L re-a
dt ds

Z (E)
12 1 N —eoM

I gﬁﬂiﬂﬂ VA > 0.
dt -

2
AD-1" = L A©-2"
ds

Dans ces conditions, puisque Dy (0, p) = W?*7 (0, 1;E) pour 20 < 1/p, 'hypothése
(6.22) est vérifiée pourva que 20 <mn et 20 < 1/p.

Du théoréme 6.7 résulte le

THEOREME 8.4. — Sous les hypothéses (1.1)-(7.2) [resp. (71.4)], (8.7)-(8.8)
et (8.10), il existe w tel que le probléme (8.2)-(8.3) admet une solution stricte unique
ue WP (0, 1; E) [resp. ueC2™(0, 1;E)] pour tout feW"? (0, 1;E) [resp.
feC" (0, 1; E) avec f(0) = f(1) = 0], 6 < 1/p et 8 <, pour L > o.

Remarque 8.5. — Dans le cas ol fe W?®?(0, 1; E), p > 1, on peut lever la restriction
sur A : griace a la remarque 8.3, le résultat du théoréme 8.5 est vrai pour tout A = 0, dans
certains cas.

Dans le cas particulier ou E est de Hilbert, on déduit du théoréme 6.8 le

THEOREME 8.6. — Sous les hypothéses du théoréme 8.4 et si E est de Hilbert le probléme
(8.2)-(8.3) admet une unique solution stricte ue W (0, 1; E) pour tout fe L2 (0, 1; E)
et tout L > o, oit @ = —n? si K =1,

Remarque 8.7. — Dans le cas particulier ou A (¢) ne dépend pas de #, nos hypothéses
se résument en ’unique hypothése : A est un opérateur fermé dans E, py o 10, +o0]
et il existe K > 0 tel que

I~

[(A=2""

A

('8) Cette hypothése est vérifiée dans la pratique par exemple si E = L? (Q), H = L? (Q) avec £ ouvert
borné de R*, assez régulier, et A (z) est un opérateur elliptique d’ordre 2 m; si le domaine de A (r) est
défini par des conditions aux limites vérifiant la condition de Shapiro-Lopatinski, alors

Dq,, =L (0, 1; H2™ (Q)) donc Dq, (6; p)=L"(0, 1; H2m(1-0-¢ ()

pour tout € > 0 et partant Do, (0; p) =L” (0, 1; E) si (1/2) — (1/p) < [2 m (1 — 0)]/n grice au théoréme
de Sobolev.
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C’est précisément ’hypothése faite par Krein [25] (chap. III, §2) dans son étude du
probléme (8.2)-(8.3) avec A (¢) indépendant de . Cette hypothése est d’ailleurs nécessaire,
au moins dans le cas hilbertien, pour que le résultat de régularité du théoréme 8.6 soit
vrai (cette assertion se vérifie aisément en développant les fonctions en séries de sinus).

8.3. Pour terminer, on reprend I’étude précédente en intervertissant les roles des deux
opérateurs. On utilisera donc le paragraphe 6 en posant A = P et B = Q. On sait que P
vérifie H (r) et que Q vérifie H (arc tg (1/K) et pour vérifier H (A, B; ¢), on suppose que
(8.11) Dy, ne dépend pas de 7 et il existe N > 0 et ae ]0, 1] tels que

lA®-DAE-1) -1

le @y S N|t=s]"
pour ¢, s€ [0, 1].

On a alors Do = L¥(0, 15 D)) ou C(0, 1;D,(,) selon que X = L? (0, 1; E) ou
C (0, 1; E) et par conséquent (P—2)~" (D) < Dq, pour Aepp et de plus on a

{[Q; P—2)""]1(Q-2z")""u}(2)
1
=L Ky (@, YA@)=AE)A(S)—2") u(s)ds

1
=L Ky (6 ) {(A) = DA D" 1} (A ()= 1) (A(s)—2") "  u(s)ds,

olt p' = \/;'; grice a (8.11) et a I'inégalité de Shur on en déduit que

” [Q; (P—Z’)_l] (Q-2")71 ”.se()()

1 n
éN( supf [ K, (1; s)|t—-s|°‘ds><l+ K|z'—1]
0<1<1J0 (cosG”—KsinG”)]z"[

1
= O( sup | |Ky(t;9)]. ]t-—sl“ds),
0

=ts1,J0

ol 0” = arg z”, grice a (8.6).

On a

[REECRINEE
V]

ég%%—_‘)ﬁ[chmep)s](t—s)“ds
1
+%§H [ch (Re p) (1—-5)] (s—1)*ds

_ 1=a t o
< Sll(_Rﬂl_’)< J:) [ch(Re p)s] ds) <L [ch(Re p)s](t—s) dS)

|pshp|

1 1-a o
o ;’T’( [ tenwena-anas) ([ renceena oy (-nas).
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grice a l'inégalité de Holder, d’ou

Jlle(t; 9. |1—s|ds
o< ch(Re p)(l.—t)<sh(Re p)t>1_°‘<ch(Rep)t——l>“
=i |pshp| Rep (Re p)?
i ch(Re p)t(sh(Re p)(l—t))““(ch(Re p)(l—t)—l)“
|pshp] Rep (Re p)?
& ch(Rep)(1—t)sh(Rep)t+ch(Rep)tsh(Rep)(1—t)
u |pshp|(Rep)'** ’

car (ch x—1) £ xshx pour x = 0; on a donc

shRep ” 1
|pshp|(Rep) ™~ [p|(Rep)' ™’

1
f |K,(t; 9)| . |t—s|"ds £
0

d’ou

||[Q; (P-2)""](Q-2z")""

1

7 =0
Z(X) < ’ Z' |1 +(/2) [COS (9//2)]1 +a>
et ’hypothése H (A, B; ¢) est vérifiée. Du théoréme 6.3 et du lemme 6.4 résulte le

THEOREME 8.8. — On suppose que (7.1)-(7.2) [resp. (7.4)] et (8.11) ont lieu et on suppose
en plus que D, est dense dans E; alors il existe ® 2 0 tel que pour A>owetfel?(0,1;E)
[resp. C(0, 1; E)] le probleme (8.2)-(8.3) admet une solution forte unique u € L” (0, 1; E)
[resp. C (0, 1; E)]; de plusonaueL” (0, 1; Dy, (0; p)) [resp. C (0, 1; Dycoy (0; 00)] pour
tout 010, 1[. Enfin, si (7.1) a lieu avec K =1 on a o = 0.

Pour utiliser le théoréme 6.7, il faut supposer que

(8.12) [[(A@) =D (A(s)—D) ' =1

pour t,s€[0,1], avec F = D, (0;9) et ¢g=p si X=L"(0,1;E) et ¢g= +o0
si X = C(0, 1; E).

em SK|t=s|

THEOREME 8.9. — Sous les hypothéses (7.1), (7.2) [resp. (7.4)], (8.10) et (8.12) le
probléeme (8.2)-(8.3) admet une solution stricte u telle que

u, u', u’, A(0)ueLP (0, 1; Dy (0; p)
[resp. C (0, 15 Dycoy (05 00))] pour tout
fe L, o, 1; DA(O) ©; p)

[resp. C(0,1; Doy (05 0)], A > , 8¢ ]0, 1[.
Enfin dans le cas particulier ou E est de Hilbert, le théoréme 6.8 implique le
THEOREME 8. 10. — Sous les hypothéses du théoréme 8.9, si des plus D, ¢, est dense dans E
espace de Hilbert et si il existe © €10, 1[ avec Doy (05 2) = Dyoye (05 2), le probléme
(8.2)-(8.3) admet une unique solution stricte u telle que u, u', u", A(0)ue L% (0, 1; E)
pour tout feL?(0,1;E), A > o, ot ® = —n* si K = 1.
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9. Un autre exemple

résoudre ici une équation des ondes abstraites; par réduction de I’ordre, on
pourrait la résoudre 2 ’aide des résultats du paragraphe 7, point 7.2, consacré aux équa-
tions d’évolutions hyperboliques, cependant la vérification de I’hypothése de stabi-
lité (7.10) serait délicate et il est plus commode d’utiliser directement le théoréme 5.6

On va

et la remarque 5. 10.

Les données sont les suivantes : H est un espace de Hilbert et pour tout ¢ e [0, T],
A (t) est un opérateur auto-adjoint positif de domaine D,,, indépendant de ¢, dans H.
De plus, on suppose que A (1) est inversible pour tout ¢ et que

©.1) |AGAD) " =1 |lea S K]|t—s],
9.2) A x|l < & AG x[le,  VxeDa oy

On va résoudre 1’équation
9.3) W(O+ADu) =), 0<t<T,
avec les conditions de Cauchy homogenes
9.4) u(0) = u' (0) = 0.
On effectue bien entendu la réduction de I’ordre en posant
u(t)={u(t); u'()}, ﬁz):{o;_f(t)}

et les équations (9.3) et (9.4) sont équivalentes a

9.5) WA R =), 0<t<T,
(9.6) u(0) =0,
ol

L% g
A('t)__[—_A(t) 0]

On prend pour X D'espace L (0, T; Dacoyrizxm) 1 < p < +o0, muni de la norme
modifiée

”u”x"=Jo”A(t)l/zul(t)Hf,dt-}—J |z (0 |[f .
0

On remarque que grace a (9.2) cette norme est bien équivalente a la norme usuelle
car on a

T T
[[1a0 = olkars & [ a0 u ol
:
< ez“’”J [|A() 2 u, (0)]||hde.
0
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Ensuite, comme d’habitude, on pose

s DP—{ueX w eX u(O) 0},
‘ Pu— —
ct
D_(? = L"(0, T; D4 (0) % Da (0y1/2)s
| Qu)(t)=A(t)u(t), 0<t<T.

Le choix particulier de la norme fait évidemment de Q un générateur infinitésimal de
groupe de contractions dans X, par contre P n’est plus générateur infinitésimal de semi-
groupe de contractions car

el T DEGR  RSiET
EwW=) "9 " ogrzh

donc
rT T
| e ulg = ”A(t)l/zul(r—h)llﬁdt+L [[ua =B [f s

.‘f'hT—-h T=h

= IIA(t+h)”2u1(r)|lﬁ‘“+J g
Jo y
fT—h g

= eKP"“A(I)l/Zlh(t)Hfldt‘i'j ”uZ(t)”ﬁdt
0 0

Y

< &0t 2

Ce calcul montre que P—K est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contrac-
tions dans X; les hypothéses (5.3) et (5.6) sont donc vérifiées par P—K et Q (avec bien
sir A = P—Ket B = Q). Le choix de p fait de X un espace réflexif donc (¢f. remarque 5.6)
’hypothése (ii) du théoréme 5.6 est vérifiée. Quant & I’hypothése (i) elle résultera de
’utilisation de la remarque 5.10; on a

—h)" - h<t=T,
Qe Q™" u)(1) = 5{1110 s A(’fé‘,ff)}h) Luy (1=}, e

d’ou
Q™ Q- u“n j [[A@)! uy (1—hy||adt

[ [[A(t)A(t—h)""u, (t—h)||Rdt

o

T—h

T—h
o [ ,”A(,t+h)”2u1(t)”f{dt+J |AG+m A uy(D)][hdt
IO 0

T—h T—h

ge"ﬂhj ]|A(t)‘/2u1(t)|[f,dt+(l+Kh)”f [|us(t) || dt
0 0

< o fife
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grice 4 (9.1) et (9.2) : on a donc

“thPQ_IHZ(X) <
d’ou g
X)) Rl

”Q(P—}")AIQ_llli’(X)é‘tJ‘O e—).thhPQ—ldh

s du théoréme 5.6 étant vérifiées, on a pour tout AeRettout feX

Toutes les hypothése Wi ) i
une solution forte # € X de (9.5) et (9.6) et revenant a I’équation de départ, on a le

TuEOREME 9.1. — Sous les hypothéses (9.1) et (9.2), P’équation (9.3) admet pour tout
feL?(0, T; H) une unique solution forte
ueW4 (0, T; HnL"(0, T; Da ©y1/2)-

La solution forte est définie ici en traduisant pour ’équation d’ordre 2 la notion de
solution forte de (9.3) dans X c’est-a-dire qu’il existe une suite u,, n = 1, 2, ... de fonctions
vérifiant

unewg'p(o, T; H) N Wé' p(o, T; DA (0)1/2) N Lp (0, T, DA (0))
et
Wl (1)+A(t)u,(t)—f(t) lorsque n— 40

dans I’espace L? (0, T; H)+W ™17 (0, T; Dacoyrr2) ¢

Remarque 9.2. — L’application du théoréme 5. 6 avec le second membre f'le plus général
dans X, fournit en fait une solution forte (dans le méme sens que ci-dessus) de

W’ (1) +A()u(t) =f{ )+ (1),
ol f; € L? (0, T; Dyoy1,2) €t f2 € L2 {0, T 3 H):
Remarque 9.3. — Si on ajoute I’hypothése supplémentaire ou Dj,ys2 est constant et

9.7 |AGP2A@) 2 =1|lea S K|t—s

L]

alors les résultats précédents sont encore vrais en prenant pour X soit 1’espace

LA (0, T3 Doy L (0, T H),
soit 1’espace
Co (0, T; Dy (0y1/2) X Co (0, T; H).

En effet, on obtient les hypothéses (i) et (ii) du théoréme 5.6 en posant Y = D, grice
a la majoration
” QZehPQ—-Z H_Z’(X) é eKh,

qui résulte cette fois de (9.1) et (9.7).

(%) Ce dernier espace est simplement 1’espace des dérivées premiéres dans la direction de ¢, des élé-
ments de L? (0, T; Dao,!/2).
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Remarque 9.4. — L’hypothése (9.2) est vérifiée dans le cas particulier ol
[(A(t)x; x)—(A(s)x; )| S K |1—s|(A(s)x; x)

pour tout x € Dy, (29).
Elle D’est aussi évidemment lorsque

[A@) A =1||g @ S K|t—s]|
Remarque 9.5. — 11 résulte de Grisvard [11] que I'image par
u—{u(0), u'(0)}
de W22 (0, T; H) n W'? (0, T; Dagyi2) N L? (0, T; Dpoy) est exactement

1 1 1
D 1— = xD - ;
A(O)( 2p P> A(O)(2 2p P)

On en déduit pour f& L? (0, T; H), uy € Doy (1=(1/2) p; p) et uy € Dagoy (1/2)—(1/2 p; p)
I’existence d’une unique solution forte

ue W22 (0, T; Hy n W7 (0, T; Dyoyra) 0 L7 (0, T Doy
pour 1’équation (9.3) avec les conditions de Cauchy :

u (0) = u,, u' (0) = uy.

APPENDICE

ELEMENTS DE THEORIE DE L’INTERPOLATION

A. 1. Les espaces d’interpolation réels peuvent étre définis comme suit : par la méthode
des traces introduite dans Lions [27]; Soit X, Y un couple d’espaces de Banach avec
Y < X, linjection étant continue; on désigne par (Y; X),, I'espace décrit par u (0)
lorsque u parcourt I’espace W (p, a; Y, X) avec o+(/p) =0€]0,1[, 1 £p £ +w
ou W (p,a;Y, X) est I’espace des u qui vérifient :

(t*uel’(0, +00; Y),
| t"u’eL”(0, +00; X).

On munit (Y; X),,, de la norme d’espace de Banach :

ll/p

+ o0 + oo
x—-»lnfgj t“"”u(t)“{}dH—f t“”Hu'(t)Hidts’ ’
[ Jo 0

ott le inf. est pris par rapport a toutes les fonctions u € W (p, o; Y, X) telles que v (0) = x.

(39) C’est le cas en particulier lorsque A (¢) est un opérateur du second ordre fortement elliptique dans
un groupe x de variables d’espace, & coefficients lipschitziens en f, considéré avec Dy, = H? (Q) n H} (Q),
Q ouvert borné régulier de RY.
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Ces espaces sont d’interpolation entre Y et X dans le sens que si [T .2 (X) et si par
restriction I e & (Y) alors Me # ((Y; X)y,) pour tout 8]0, 1[ et 1 <p < +oo.

i s Lions-P s inclusions suivantes sont démontrées :
Par ailleurs, dans Lions-Peetre [30] le

Yo (Y: X, , =X

pour tout 0 € ]O, [, pell + o],
(Y; X)O:PC(Y; X)m,q>

pourvu que 0 <0 =0 <1, p,qge[l, +o] ou bien pourvu que 1 Sp <g =< +w
si 0=0el0,1[ Y. g,
Dans le cas particulier ot Y est le domaine D, d’un opérateur linéaire fermé A dans X,

muni de la norme du graphe, on pose par définition
D (05 p) = (Da; X)1 -0, p>

pell, +©], 0 < § < 1 [I’espace ainsi introduit ne dépend que de D, et non de A dans
le sens que si Dp = Dsg, alors D, (0; p) = Dy (0, p) algébriquement avec équivalence
des normes].

On peut dans certains cas, expliciter complétement les espaces ainsi introduits. Voici
les résultats connus par ordre décroissant de généralité :

(i) On suppose que P = R, et qu’il existe C, tel que

Ca
200S = A >0,

Ayt
a2 .

alors D, (0, p) est le sous-espace de X formé des x tels que
[[t°A(A—1)""x|[xeL},

ol L? est I’espace des fonctions boréliennes de puissance p intégrable pour la mesure dt/t
sur 0, + o[ (avec la modification usuelle lorsque p = +0). Ceci est démontré dans
Grisvard [11].

(ii) On suppose que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
et borné dans X, alors D, (0; p) est le sous-espace de X formé des x tels que

1= DL,
Ceci est prouvé dans Lions [27].

(iii) On suppose que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu borné
et analytique dans X, alors D, (0; p) est le sous-espace de X formé des x tels que

|[t' A x||xeLk,
¢f. Butzer-Bérens [1].

(?') Les injections correspondant aux inclusions sont toujours continues.
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(iv) Si X est de Hilbert et A auto-adjoint positif alors
D, (0; 2) = Djo

(le domaine de la puissance 0 de A) .

On peut aussi expliciter dans les mémes hypothéses les espace Dy (0; p) : la condi-
tion sur x est dans le cas (i) :

|| tmO Am(A__t)—mx HXGLI);;
et dans le cas (ii) :
”t—m() (eTA—l)mx”)(EL’;?‘

Grice 4 la propriété de réitération de Lions-Peetre [30], on a I'identité [en supposant
vérifiée 1’hypothése du cas (i)] :

(DA" > DA”)I -0,p = (DA'" > X)l—m, P>
ol 0 <n<k<metk0+n(l—0) = m0; ceci justifie que I'on pose par définition
D, (s; p) = Dam (05 p),
olt s =m0, mentier =1, pe[l; +o], 0€]0, I[. On a donc les inclusions
Dam = Da(s; p) = Dalt; @) = X,

pourvu que m > s 21> 0, pe[l, +o0], gell, +00] et de plus p = ¢ lorsque s = .
Enfin Dy, est dense dans D, (s; p) si m > s et p < +00.

A.2. Au paragraphe 4, on a utilisé I’espace Dy (0;p) ou X est soit L?0, T; E),
1 <p < 40 soit Cy(0, T; E) soit C(0, T;E), Pu= —u' et

Dp={ueX;ueX,u=0}

On explicite I’espace Dy (0; p) en utilisant le fait que lorsque X est soit L? (0, T; E),
1 <p < +oo soit Cy (0, T; E), P est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe for-
tement continu borné :

(u(t—h, h<t=T,

hP -
(e u)(t)—,l 0, 0<t<h,

on en déduit en utilisant les résultats cités plus haut que
(Wg'?(0, T; E); L7 (0, T; E))1-o,,
/

1
s w20, T;E) si 0<0<-,

=) Wys(, T;B) si 0=
W%P (0, T; E) si L co<t.

p .
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(¢f. aussi Lions-Magenes [29]) et que
(C(l)(()’ T’ E): CO (03 T’ E))I—O, 0 — CBO(O) T) E)

Dans le cas ou X = C(0, T; E), il est un peu plus délicat d’expliciter Dp (0; o0) : par
prolongement et restriction, on voit que D, (6; oo) est inclus dans ’espace des restric-

tions a [0, T] des éléments de (Y X)1 —0,0 OU X est I’espace des fonctions continues
définies dans R a valeurs dans E et qui tendent vers zéro a I’infini, muni de la norme du

maximum et Y = {ueX;u' €X }. Il est clair que Y est le domaine du générateur infi-
nitésimal du groupe (fortement continu) des translations dans X et par conséquent
(Y; X)1-9,, est le sous-espace de X formé des u tels que

max max? "’ |u(x+t)—u(x)| < +oo;
t=0 xeR

donc les fonctions de (SN(; )~(),_9_Oo sont holdériennes d’exposant 0 et par restriction on a
D3 (8:lo0) = CH(0, T3 B).

[Les éléments de Dp (0, ) s’annulent en zéro car on a D, (6, ) < Dp (03 1) si
0 < o < 0, Dp est dense dans Dp (®; 1) pour une norme plus fine que la norme du maxi-
mum et par définition les éléments de Dp s’annulent en zéro.] Réciproquement, on a

C3(0, T; E) = Dy (0; o)
car il est évident que

(C(I)(O, T; B); Co (0,'T; E))I—O,oo < Dp(0; ).

En conclusion, on a Dy (8; 00) = C} (0, T; E) aussi dans le cas o X = C (0, T; E).
Au paragraphe 4, on a également utilisé ’espace Dq (0; p) ot X est comme ci-dessus

et Do = L7(0, T; D,), Co (0, T; D,) ou C(0, T; D,) respectivement avec A opérateur
fermé dans E, p, o R, et

2 C
“(A““)“) llly(s)éf, YA > 0.

L’opérateur Q qui est défini par (Q u) (t) = A u(t) pour u € Dy, vérifie la méme hypo-
thése dans X, ce qui permet d’expliciter D, (8; p) en utilisant les résultats cités plus haut :

si pour fixer les idées on suppose que X = L” (0, T; E), Dq (0; p) est le sous-espace de X
formé des u tels que

[°QQ~1)""ul|xeLs,

c’est-a-dire que
0 dt
J J‘ Htol\(/\—‘t)_lu(x)”ﬁdx,,_ < + 00,
0 0 ’
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et grice au théoréme de Fubini, c’est encore 1’espace
Lp(0, T; DA(O; p)).

On raisonne de la méme maniére pour montrer que Dp (8; ) est C, (0, T; D, (0; o0))
[resp. C (0, T; D, (8; 0))] selon que X est C, (0, T; E) [resp. C(0, T; E)].

A.3. Au paragraphe 8, on a utilisé Dp (0; p) ot X est soit L (0, I; E) | < p < 4 o0,
soit C(0, 1; E), Pu = u’,

Dp={ueX;u,u"eX,u0)=u(l)=0}.
Lorsque X = L? (0, 1; E) l’espace Dp (0; p) est explicité complétement dans Gris-

vard [12] (§7), c’est le sous-espace de W2%7 (0, 1; E) défini par u(0) = u (1) = 0 si
20> 1/p (**) et

. dt
P
L || uCx)|[& e < + o0,

si 20 = 1/p; enfin, lorsque 26 < 1/p, c’est Pespace W?*7 (0, 1; E) entier et on a utilisé
seulement ce résultat particulier qui peut se démontrer directement assez simplement
comme suit : par prolongement et restriction Dp (8; p) est inclus dans I’espace des restric-
tions a [0, 1] des fonctions de (W*?(R; E); L? (R; E));_, ,; comme W?'?(R; E) est le
domaine du carré du générateur infinitésimal du groupe des translations dans L? (R; E)
on voit en appliquant les résultats cités plus haut que

(W>P(R; E); L*(R, E))1-o,, = W*"?(R; E).

On en déduit que Dp (0;p) = W2*? (0, I; E). Cependant, on a lorsque 20 < 1/p
I’identité

(A.1) (W5 ?(0, 1; E); L*(0, 1; E))y—y,, = W*"7(0, 1; E),

d’ob résulte que Dp (0, p) = W27 (0, 1; E) puisque W3'? (0, 1; E) < Dy. Pour démontrer
(A.1) en raisonnant par prolongement et restriction, il suffit de vérifier ’identité

(W22(0, +00; B); LP(0, +0; B)), _ , = W2*2(0, +o0; E),

qui découle des résultats cités plus haut car W27 (0, + c0; E) est le domaine du carré du
générateur infinitésimal du semi-groupe G défini dans L” (0, +co; E) par

u(x—t) t<x < +o0,

(B S 0 0<x<t.

Enfin, lorsque X = C(0,1; E) on a

Dp(0; 00) = {ueC?(0, 1; E); u(0) = u(1) =0},

(*2) Avec 20=1.
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pourvu que 260 # 1. En effet, on a Dp (0; w0) = C?° (0, 1; E) car Dp (0; ) est formé

de restrictions a [0, 1] de fonctions de (Z; X),_, ,, ot X est comme en A.2 I’espace des
fonctions continues définies dans R & valeurs dans E et tendant vers zéro a I’infini et

7 = {ue)~(; w,u" eX H Z est donc le domaine du carré du générateur infinitésimal
du groupe des translations dans X. De la théorie générale, on déduit donc que
(Z;X)1—4,o = C**(R;E) d’oll Dp(0; 0) =« C*(0, 1; E). Ensuite, on vérifie que

u(0) =u(l) =0 pour ue Dp (0; ) car Dp est dense dans Dy (0; o0) pour la norme
du maximum. On a donc ainsi I’inclusion

Dp(0; 00) = {ueC*(0, 1; E); u(0) = u(1) =0}.

Pour montrer 'inclusion inverse, il suffit de remarquer que pour 0 < 6 < 1/2, on a

{ueCzo(O, 1; E); u(0)=u(1)=0}
= ({ueC*(0, 1, E); u(0) = u'(0) = u"(0) = u(1) = u'(1) = u" (1) = 0} ;
{“EC(O, 1; E); u(0) = u(l) =0})1—0,oo’

ce qui, par restriction et prolongement, résulte de

Cge(o’ 1; E) T (Cg(o, la E), CO(O) 1’ E))I—O, 0
identité qui se démontre en utilisant le semi-groupe G défini en (A.2). On n’a pas utilisé
au paragraphe 8 le résultat correspondant avec 1| > 0 > 1/2.

Un exposé complet des techniques d’interpolation utilisées ici, se trouve aussi dans
Grisvard [14].
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