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1 Nombres complexes

Exercice 1. Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants, et placer les dans le plan
complexe:

1- B+2)(1—i)—(2-9)2+(B—-i)(5+1)

2- 49

3- (1+414)°

4. 5—21:
2—31

1+ 2i)2 — (1— i)
342i)2— (1+1)2

(
"

Exercice 2. Résoudre dans C:
1- (z—i)(z+1i)=22-3
2-24z2—-4=0
3-2—-2+3=0
4-iz+(24+4i)z=1

Exercice 3. Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que:

z 4+ 2
z— 41

1- eR

2 - (iz — 2z)(Z — 1) est un imaginaire pur.

Exercice 4. Montrer que pour tout n € N~ {0},
(4" =(1-9)"

est un imaginaire pur.

Exercice 5. Résoudre dans C:
1-z42|=3—-4i
2-222=32]2+1

3-2z2+i=1+]z2)?

Exercice 6. Trouver ’ensemble des points M du plan d’affixes z vérifiant:

z4+2

- est imaginaire pur.

2-z+z=|z|

3 - les points d’affixe 7, z et iz sont alignés



4- |z =11-z|.

Exercice 7. Soit 2z et 2z’ deux nombres complexes de module 1, tels que z + 2z’ # 0. Montrer que

1+ 22
z+ 2z

eR.

Exercice 8. Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants, et placer les dans le plan:

1- /2¢'7

2 - 4eiF
3- —2¢ '3,

Exercice 9. Mettre sous forme exponentielle les nombres complexes suivants, et placer les dans le plan:
1- —4+4+4

2-1-iV3

3- —3—iV3.

20
V3 —i -
- sous forme algébrique.

Exercice 10. Mettre (
141

Exercice 11. Mettre sous forme trigonométrique les racines n*¢** du nombre complexe Z, et tracer les
dans le plan:

1- Z=-32,n=5
2-Z=1+i,n=3
3-Z=-8/3-8i,n=2_8.

Exercice 12. Calculer les racines carrées de Z:
1-Z=i

2-7Z=5-12

3-Z=—V3+i.

Exercice 13. Résoudre dans C:

1- —22+452-7=0
2-(1-i)22—-2(3-2i)2+9-7i=0
3-22—(4+2i)2+3-2i=0

4- 224424+41=0



5- 2441022 4+ 169 = 0.

Exercice 14. On considere I’équation
23— 622 + (12 +2i)z — 8 —4i = 0.
1 - Chercher une solution réelle.

2 - Résoudre ’équation.
Exercice 15. Calculer sin 8x en fonction de sin x.

Exercice 16. Linéariser:

1- costz

2~ cos? xsint z.

Exercice 17. Mettre sous forme d’un produit d’expressions de la forme cos ax ou sin bx:
1 - sin?2z —sin® 3z
2 - cos®(x — §) — cos®(2z + )

3 - cosx + cos2x + cos 3x + cosdx.

Exercice 18. Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes:
1- —sinx —cosz = %
2 - v3cos3z +sin3zx =1

3 - sin2x > sin 3x

4- 2cosx +sinx < %

2 Géométrie dans le plan

Exercice 19. On considere les droites D : x + 2y =5 et D’ : 3z —y = 1 et on note A Pintersection des

deux droites et B le point de coordonnées <g) .

1 - Donner une équation de la droite (AB).
2 - Donner une équation de la perpendiculaire & D passant par B.

3 - Donner une équation de la paralléle & D’ passant par B.

_27 . Donner une équation de la médiatrice A du segment [B, C].
A est-elle parallele & D ? Et a D' ?

4 - Soit C' le point de coordonnées



Exercice 20. On considere la famille des droites Dy : x + Ay +1 =10, ou A € R.
1 - Vérifier que ces droites passent toutes par un méme point A dont on donnera les coordonnées.
2 - Parmi toutes ces droites, y en a-t-il une qui est verticale 7 Si oui donner une équation de cette droite.

3 - Parmi toutes ces droites, y en a-t-il une qui est horizontale ? Si oui donner une équation de cette
droite.

4 - Parmi toutes ces droites, y en a-t-il qui sont paralleles, confondues ou perpendiculaires a la droite A
d’équation 2x — 3y +1 =0 7 Si oui donner des équations de ces droites.

Exercice 21. Calculer la distance du point A & la droite D dans les cas suivants:

1-AG> tD:2x+y—1=0

2 - A(_21> et D:3x—-2y+4=0

3- AG) et D:—z+3y+2=0.

Exercice 22. Soient A,, le point de coordonnées (nl%> (m € R) et B le point de coordonnées (_01>
Soit Dy, la droite d’équation mz 4+ (1 —m)y+1 =0.

1 - Donner une équation de la droite (A,,B).

2 - Déterminer les valeurs de m pour lesquelles D,,, et (4,,B) sont paralleles.

3 - Déterminer les valeurs de m pour lesquelles D,, et (A4,,B) sont orthogonales.

4 - Calculer la distance de B a D,,.

Exercice 23. Si a et b sont les affixes de deux sommets opposés d’un carré, calculer les affixes des deux
autres.

Exercice 24. Déterminer les z € C tels que les points d’affixes z, 22, z* soient alignés.

Exercice 25. Soient A le point de coordonnées (3) et B le point de coordonnées (i) (a,b,c € R).

1 - Donner une équation (D) de la droite (AB).
2 - Donner une équation (C) du cercle de diametre [AB].
3 - Soit A € R. Montrer que (C) + A(D) est '’équation d’un cercle passant par A et B.

4 - En déduire une équation du cercle circonscrit au triangle OAB.

Exercice 26. Calculer les angles:



3 1
1 - entre les vecteurs 1_21 ( > et Ul (3\/§>
— \/E 2
2 - entre les vecteurs us ( ) et v 2 (\/§+ 2>

1 1
3 - du triangle de sommets A ( > , B <\}§> et C < %/§> .
¥3 V3

Exercice 27. On considere dans le plan les deux droites
D:3z+y=5etD :2—2y+3=0.

Quel est ’angle entre ces deux droites ?

Exercice 28. Soient A le point d’affixe 1, B le point d’affixe 1+ i et C' le point d’affixe i. Soient M un
point de la droite (BC') et N le point d’intersection de la droite (AB) et de la perpendiculaire & (OM)
passant par O. On note I le milieu de [M N]. Déterminer le lieu des points I lorsque M décrit la droite
(BC).

Exercice 29. On considere 'application f : R? — R? définie par

(z,y) = (;(356 — 4y), é(*ﬁlx +3y — 2)) -

Réécrire f en utilisant des notations matricielles. Interpréter f géométriquement.

Exercice 30. On considere les cercles
Crox?+y>=7r% et Co:a’+y>—20—4y+5—-4r2=0

ou r € R. Déterminer les valeurs de r pour lesquelles C; et Co sont tangents. Dans ce cas, déterminer les
coordonnées du point de tangence, et donner une équation de la tangente commune.

3 Géométrie dans ’espace

Exercice 31. Les quatre points A, B, C' et D de 'espace sont-ils coplanaires ? Si oui, donner une
équation du plan qui les contient :

1 -1 3 —2
1-Al2],B(-2],c|4]|etD]| 3
2 -1 4 1

0 1 1 1
2-Al1],Bl2|,c|l 1 ]etD]|2
3 -1 -1 2

1 2 P
3-Al1],B|3],cl1]etD|3
1 4 P




Exercice 32. Trouver une équation du plan P défini par les éléments suivants.

1- A, B et C sont des points de P

0 1 0
a) Al0|,B|0]etC|1

1 0 0

1 2 -1
b Al1],Blo]etc]| 2

1 1 4

5 1 -2
¢c) Al 0 ],B| 3 |etC| 4

-1 -2 )

1 4 1

a) Al2],alo]etw| 3
1 3 1
1 2 -1

by Alo],@|-1]etv]| 4
2 3 5

3 - A est un point de P, D est une droite contenue dans P

4
Jr+ty—2+3=0
a) Al 1 etD'{4xy+220

-3

1 r=t
b) A|1] et D: y=—1+2t

0 z=1-3t

4 - D et D' sont des droites contenues dans P

Jr+ty—2+3=0 ;) 3r—y—2+5=0
a)D'{az—y—2:O et D' : rty—z41=0

Jxz+2y—24+1=0 ;) 22 4+y—324+7=0
b) D'{ r+3y+z2—4=0 et D { 3z+2y+2z—-1=0

Exercice 33. Les plans suivants sont-ils paralleles ou sécants? Dans ce dernier cas, donner un vecteur
directeur de la droite D = PN P’.

1-P:5x—y—1=0et P':2=3.
2-P:x4+y+z+1=0et P :2x—y+32+2=0.
3-P:2x—2+41=0et P :40—-3y+224+5=0.

4- P:4x—6y+82—1=0et P': =62+ 12y — 92+ 11 = 0.

Exercice 34. Les droites suivantes sont-elles sécantes, paralleles ou non coplanaires ? Si elles sont
sécantes donner leur point d’intersection et si elles sont paralleles donner un vecteur directeur.



1. D:{ r+y—2+2=0 etD’:{ 3r—y+22-7=0

r+y+z+1=0 z—y=20

r=1-2¢ r=3t—-1
2-D:{ y=t+2 etD:{ y=—-t+2

z=3t+1 z =2t

Exercice 35. Dans chacun des cas suivants dire si la droite D et le plan P sont paralleles ou sécants.
Donner alors leur point d’intersection.

1. D:{ 5 —3y+22—-5=0

% —y—z-1=0 et P:dx —3y+T72—-7=0.

r=3+2t
2-D:< y=5—-3t et P:-3x+2y+32—5=0.
z=2-2

Exercice 36. On considere les quatre points suivants: A(2,0,0), B(—1,/3,0), C(—1,—v/3,0), D(0,0,4).
Déterminer un vecteur directeur de la droite (ABC) N (ADE).
Exercice 37. On consideére la famille de plans (P,,;)mer d’équations:

m?x 4+ (2m — 1)y +mz = 3.

1 - Déterminer les plans P,, dans chacun des cas suivants :

-1
b) Bl 0 | € Py,
1
1
¢) U | 1] estun vecteur directeur de P
1
0
d) @[ 1] est normal & P.
0

2 - Montrer qu’il existe un unique point R appartenant a tous les plans P,,.

Exercice 38.

Déterminer la distance du point A au plan P dans les cas suivants:

1
1-All]etP:z+y+2z—1=0.
1

—

2-Al0])etP:2x+y+2z+4=0.

[\]



1
Exercice 39. Déterminer la distance du point M | 2 | aux droites

3
r=1+2t
—22=1
D{;“Ly +Z+1 , eAjy=2-
oy N z=2+2t
Exercice 40. On considere les deux droites D : y—z=3 et A —r+3z=1
—x—y+2=0 —x—3y =2

1 - Donner un vecteur directeur de D et de A.
2 - Donner un paramétrage de A.

3 - On fixe un point M, de A dépendant du parametre o ou « est 'abscisse de point M,. Donner une
équation du plan P, passant par M, et contenant D.

4 - Parmi tous ces plans, y en a-t-il un qui est perpendiculaire a A 7 Pour quelle valeur o de « est il
obtenu ? Donner une équation de ce plan. Donner les coordonnées de M,,,.

Exercice 41. Donner des équations la perpendiculaire commune A aux droites Dy et Do, et calculer la
distance entre D; et Do dans les cas suivants:

Jr—y—2+4=0 ) —r+2y+24+2=0
I Dl'{ -2y —3249=0 etD?'{ w44y —z24+1=0

9. D1:{ r+y—2+2=0 eth:{ 3r—y+22—-7=0

r+y+z+1=0 r—y=20
r=1-2¢t r=3t—1

3- Dy y=1t+2 et Dy: y=—t+2
z=3t+1 z =12t

Jz-y—2-2=0 J r+y+22-1=0
4 Dl'{ v 2 —3:+1=0 etD?'{ % ty+z+2=0

Exercice 42. On considere la surface S d’équation 22 + y? — 22 = 1.
1 - Caractériser géométriquement l'intersection de S avec un plan horizontal.

cos 6
2 - Soit My le point de coordonnées | sinf | (6 € R). Existe-t-il une droite passant par My entierement
0
contenue dans S.

3 - En déduire un paramétrage de S par 0 et z.

1 -1
Exercice 43. Soient A | 2| et B | —2
1 2

1 - Déterminer une équation de la sphere S de diametre [AB].



2 - Soit S’ la surface d’équation 22 + y2 + 22 — 2y 4+ 22 — 7 = 0. Caractériser S géométriquement.

3 - Déterminer l'intersection C de S et S’. Montrer que C est contenu dans un plan P dont on donnera
une équation.

Exercice 44. Soient P (A € R) le plan d’équation z + y + Az — 1 = 0 et S la sphere de centre O et
de rayon 2. Déterminer les valeurs de A pour lesquelles le plan Py est tangent a .S. Déterminer alors les
coordonnées du point de tangence.

4 Etude de fonctions

Exercice 45. Etudier (domaine de définition, variations, limites aux bornes du domaine, asymptotes
droites ou paraboliques éventuelles, position de la courbe par rapport & l'asymptote) et représenter
graphiquement les fonctions définies par

1. frz—a2?—2r—Inx;
2. froxae ™4+ 22— Va2 +1;
rlnz — 22

o frxm —————.
zcos?x ++/|z|

Exercice 46.
1. Soit f la fonction définie sur R\ {0} par f(z) =2 —x + In|z|.
(a) Etudier les variations de g et ses limites aux bornes de son domaine de définition.
(b) Montrer qu’il existe trois réels a, b, ¢ (on ne demande pas de les calculer) vérifiant
O<a<b<c et f(a)=f(b)=f(c)=0.

1+1
2. Soit g définie sur R\ {0, 1} par g(z) = w
(a) Calculer ¢', la dérivée de g.
(b) Etudier les variations de g.

(¢) Est-il possible de prolonger g par continuité en 0 ? La fonction éventuellement ainsi prolongée
est-elle dérivable en 0 ?

e —zrx—1 si =<0

e s 250 Faire une étude compléte de f et la représenter

Exercice 47. Soit f: z — {

graphiquement.

Exercice 48. Soit f : © — 3z—31n|2e” —1|. Montrer que le graphe de f admet trois asymptotes passant
par un méme point. Représenter graphiquement f.

Exercice 49. Montrer que pour tout 2 > 0 et pour tout @ > 1, on a * — 1 > a(x — 1).

10



Exercice 50.

1. Soit f:x+— z+ 1+ 22

(a) Etudier f et la représenter graphiquement. On précisera les asymptotes au graphe de f.

(b) Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle qu’on précisera.
2. Soit g =1In f.

(a) Etudier la fonction g.
(b) Résoudre I'équation g(z) = 0.

3. Soit h:z s S(e® —e™?).

(a) Etudier la fonction h et la représenter graphiquement. On étudiera les branches infinies du
graphe de h.

(b) Montrer que h est une bijection de R dans R et que son inverse est donné par g. Tracer alors
la courbe représentative de g.

Exercice 51. Soit f: 2z — Va2 + 2z — .
(a) Déterminer I’ensemble de définition de f.

(b) Calculer ’I'BI—‘,I}OO f(z) et lim ().

(¢) Montrer que le graphe de f admet une asymptote droite de la forme y = ax + b au voisinage de
—oo (on donnera les valeurs de a et b).

(d) Représenter f graphiquement.

Exercice 52. Ecrire un développement limité & 'ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction = +— e* cosz.
La fonction z — -5 (e” cosz — 1) admet-elle une limite en 0 ? Si oui, quelle est cette limite ?

Exercice 53. Ecrire un développement limité a ’ordre 2 au voisinage de 0 de x — cosz et a 'ordre 1
au voisinage de 0 de z + sin3z. En déduire les limites

. sin 3x . sin 3x
lim ——— et lim

z—0t /1 — cosx z—0— /1 —cosx

Exercice 54.

1. Soit g la fonction définie sur R par g(z) = ze® — e* + 1.

(a) Montrer que g admet un minimum en z = 0.

(b) En déduire que g ne prend que des valeurs positives ou nulles.

2. Soit f la fonction définie sur R par

e’ —1 .
f(z):{ - si x#0,

1 si zz=0.

(a) Montrer que f est continue sur R.

11



(b) Montrer que f est dérivable sur R. On donnera en particulier la valeur de f’(0).

(¢) Montrer que f admet une fonction réciproque dont on indiquera I’ensemble de définition.

Exercice 55. Pour a € R, on désigne par f, la fonction définie par f,(z) = In(z? + a).

1. Indiquer, selon les valeurs de a, ’ensemble de définition de f, et les limites de f, aux bornes de son
ensemble de définition.

2. Etudier les variations de fa-

3. (a) Montrer que pour tout > 0, on a
a
fo(z)=2Inz +1n (1 + ?>

x
(b) En déduire lirf M, puis la nature des branches infinies des courbes %, représentatives
Tr—r+00 €T

des fonctions f, lorsque x — +o0 et lorsque z — —o0.

3. Pour a,b € R, a # b, on considere €, et €, les représentations graphiques des fonctions f, et fj.
On appelle M le point de 6, d’abscisse x et N le point de %, de méme abscisse.

(a) Montrer que M N # 0.
(b) Que peut-on en déduire pour €, et €, 7

(c) Montrer que les courbes %, et 6} sont asymptotes.

5 Courbes paramétrées

Exercice 56. Etudier la courbe du plan définie pour u € R par

r = cos3u
y = sin2u.

Exercice 57 (La cycloide). Soit R > 0. Etudier la courbe paramétrique définie pour u € R par

{22 pazom

On précisera en particulier les tangentes aux points (2kRmw,0) et (2k + 1)Rw, 2R) pour k € Z.
Exercice 58. Etudier la courbe paramétrique définie pour v € R par
2
— 'U«d
¥y = 1=
On précisera en particulier le comportement de cette courbe a 'origine (0, 0).

Exercice 59. Etudier les courbes paramétriques définies pour u € R par

12



2
r = L4
2
y Lty
(0)
— 3 u
T = sing
Yy = Cosu;
(c)
r = 24cos?u
y = 1—sinuy;
(d)
r = a4+ acosu
y = [+ bsinu,
pour a,b>0et a,f € R ;
(e)
r = cosusinu
_ 2 1
y = cos“u-—g3
z = —u;
(f)
r = 2+4cosu
y = l4sinu
z = 5.

Exercice 60 (La cardioide). Etudier la courbe paramétrique définie pour ¢t € R par

r = 3cost+ 3cos2t+ cosdt
y = 3sint + 3sin 2t + sin 3¢.

Calculer la longueur de cette courbe.

Exercice 61. Pour les courbes définies par les représentations paramétriques suivantes, déterminer
I’équation de la tangente au point de parametre ug :

(a)

r = u-u+1 w = 1:
y = 4ud—3u?-2 0=
(0) )
r = 1
— gfl’m Uy = 17
{ Y u+1
(c)
{i = In |2u — 5 =2
—  Inu
(d)
T e—3u’ 0
y = eVFurl Up =15



()

Exercice 62. Soit % la courbe de R? définie par les équations paramétriques suivantes

xr = 24 cos?t
y = 1—sin’t teR.
z = 3cos2t

Montrer que € est une droite dont on déterminera des équations cartésiennes.

Exercice 63. Soit € la courbe de R? définie par les équations paramétriques suivantes

xr = 24 cos2t
y = 14sin2¢ teR.
z = 3

Montrer que % est un cercle dont on déterminera le centre et le rayon.

Exercice 64. Construire la courbe ¢ définie pour ¢t € R par

{ x
Y
Déterminer les points doubles de ¥, ainsi que les points d’intersection avec les axes. Montrer que €

possede un centre de rotation ) ; plus précisément, montrer que € est invariante par trois rotations (&
déterminer) de centre Q (dont 'identité).

cost(v/2cost + 1)
sint(v/2cost — 1).

Exercice 65. Etudier la courbe d’équation polaire r = %;z;‘;g, ¥ € R. On précisera en particulier la

période et on étudiera les symétries éventuelles de cette courbe. Montrer que cette courbe admet une
branche parabolique dans la direction Ozx.

9

T ¥ € R. Montrer que la distance entre &

Exercice 66. Etudier la courbe ¢ d’équation polaire r =
et le cercle unité est nulle.

Exercice 67. Soit a > 0. Soit v 'arc défini en coordonnées polaires par ¥ = 2t — tant, r = asin2t,
t € [0, 5[. Tracer le support de 7.

Exercice 68. Dans R3, le point M a pour coordonnées a l'instant ¢ > 0

r = 1-—cost
y = 34 2cost
z = bHcost.

Montrer que le mouvement de M est rectiligne uniforme ; donner sa trajectoire et décrire ce mouvement.

Exercice 69. Tracer les courbes en polaires suivantes:

1- p(9¥) = sin(29)

14



2. p 9 sin ()

(9) = =
3- p(v) = ’%
4 p(9) = cos(D) — cos(20)
5- p0) = ﬁ";ﬁ%)

Exercice 70. Grace aux coordonnées polaires, tracer la courbe définie implicitement par la relation

2zy(x? 4+ y?) = 2% — Y2

15



