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DM2 - Calcul intégral

Corrigé

- g g [T SINX o,
Le but du probleme est de trouver la valeur de I'intégrale généralisée ——dx. Pour cela, on utilisera les

X
théorémes vus en cours sur les intégrales a parameétre (en particulier, le théoréme de convergence dominée).
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1. Rappeler pourquoi I’intégrale généralisée (en 0 et a I’0) / —— dx est convergente.
0o X

= 1. On peut donc prolonger la fonction x — % par continuité en lui donnant la valeur 1 en O :

On sait que lim $2<
x—0 X

soit g cette fonction. La fonction g est alors intégrable sur tout intervalle borné de [0, [, donc en particulier sur [0, %}
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7 .
(par exemple), et a méme valeur que /o sinx gy,

Il reste a montrer que I’intégrale /
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Sixﬂ dx est convergente. Pour tout M > T, on a, en intégrant par parties,
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Lorsque M tend vers ’infini, le terme % tend vers 0. D’autre part, comme |C?%| < X% pour tout x # 0 et que par
M

critere de Riemann, I’intégrale de x +— x% sur [1,o0[ est convergente, on en déduit par comparaison que /
i
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admet une limite finie lorsque M tend vers I’infini. Ainsi, on vient de montrer que / g‘xﬂ dx —— — | 9Fdx.
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L’intégrale généralisée / S22 du est ainsi convergente.
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2. Soitt > 0. Montrer que I’intégrale / e ™ % dx est absolument convergente.
0

Pour tout? >0, ona |e ™ s‘xﬁ| < e~ (car pour tout x > 0, la fonction g de la question 1 vérifie |g(x)| < 1) et I'intégrale
généralisée de la fonction x — e ™ sur [0, o[ est convergente (on peut la calculer facilement puisqu’on connait une
primitive de la fonction a intégrer : elle vaut %). On en déduit alors que I’intégrale de I’énoncé est absolument
convergente pour tout ¢ > 0.

3. On définit pour ¢ > 0 la fonction F par

Fr) :/ ¢ s gy
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Montrer que F est continue en 0.

On décompose, comme dans la question 1, 'intégrale en deux :

n

Fl(t):/fe_txg(x)dx et Fz(;):/ etrsins gy
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On voit facilement que Fj est continue grace au théoreme du cours sur la continuité des intégrales a parametre : la
fonction (t,x) — e~"*g(x) est continue sur [0,o0[x [0,5 ] comme produit de (¢,x) > e ™' (continue comme produit des
deux projections sur les variables 7 et x et composition avec u — e~ %) et (¢,x) — g(x).

Le traitement de F;, est plus délicat. La fonction (z,x) — e””i% ne vérifie pas ’hypotheése de convergence dominée
(en tout cas, pas facilement !). On va raisonner comme dans la question 1 en intégrant par parties. A ¢ > 0 fixé, une
primitive de k; : x — e " sinx se calcule assez facilement (par parties ou en remarquant que e " sinx = Sm(e(” +H)x )) :
la fonction x — H;(x) = —ﬁ
—cosx comme primitive de x — sinx). On remarque que |H,(x)| < % <1 pour tout x € R et tout > 0. D’autre

e ™(¢sinx+ cosx) est bien une primitive de /, (dans le cas t = 0, on retrouve x —

part, la fonction (z,x) — x% H,(x) est continue sur [0,c0[X [J,c0[ (comme produits, somme, compositions de fonctions
continues).



On a alors pour tout M > Z et tout 7 > 0
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/z e_tXSI;de:A %ht(x)dx: [%Ht(x)} i +/z xLth(X)dx.
3 =3 J3

2

M
Le terme [;l? H, (x)} . converge, lorsque M tend vers 'infini, vers ﬁe*’ 3 (pour le montrer, on utilise le fait que |H; |
x=3

est bornée par 1) : la fonction définie par ¢ — ﬁe_t 7 est continue sur [0,c0[. Pour la méme raison (|H,| bornée par
1), la fonction x — & H, (x) est dominée par x — L dont I’intégrale sur [E , oo[ converge par le critere de Riemann. On
x2 x2 27
en déduit par le théoréme de convergence dominée que la fonction ¢ — / xLZ H; (x)dx est continue sur [0,e0[. Ainsi,
n
2
F; est la somme de deux fonctions continues sur [0,[, elle est continue sur [0, e[, donc en particulier en 0.
En conclusion, F = F| + F; est continue sur [0, o[ et donc en particulier en 0.

4. Montrer que F(r) admet une limite lorsque ¢ tend vers +oo. Donner cette limite.

En utilisant le fait que ’%‘ <1 pour tout x > 0, on a ‘e”“i%‘ < e~ et donc par le théoréme de comparaison des
intégrales généralisées on obtient
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F(0)| g/ e = - —0,
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ce qui montre que F(¢) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers I’infini.
5. Montrer que F est dérivable sur |0, +oo[. Exprimer sa dérivée a ’aide de fonctions usuelles.

On a déja vu que F était continue sur [0,c0[. D’autre part, on a

F(r)= /Omf(t,x)dx, avee f(t,x) = e g(x),  (1,x) € [0,00[x[0,o00].

La fonction f est continue sur [0,o0[x[0,e0[. Elle admet une dérivée partielle par rapport a + > 0 qui vaut (¢,x) —
0, f(t,x) = —e " sinx qui est continue sur [0,o0[x[0,c0[. Pour tout & > 0, on a |9, f(¢,x)| < e pour tout # > §. La
fonction x — e~ est intégrable sur [0, oo[. Par le théoréme de convergence dominée, on en déduit que F est dérivable
sur [3, o[ pour tout & > 0, et donc sur ]0,eo[ (la réunion sur tous les & > 0 des intervalles du type [§,oo[ est égale a
]0,0[). Sa dérivée vaut

oo 5] 1
F(t :/ —e*”sinxdx:—/ hy(x)dx = Tim (H,(0)— H,(M)) = ——— . t>0,
0= [ ) dx = tim (#,00) — H,(00) =~

ou on a utilisé les fonctions #; et H; de la question 3.
6. En déduire une expression de F(t) pour tout ¢ > 0.

La fonction F est une primitive de F’ : 1 — — # Elle vaut donc F(f) = —arctan? + ¢ ol ¢ € R est une constante. En

utilisant la limite trouvée a la question 4, on a d’une part F(z) - 0 et d’autre part F(¢t) = —arctant +c - —3+c.
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On en déduit que ¢ = §. Ainsi, F(t) = —arctanz + 5 pour tout ¢ > 0.
7. Que vaut F(0) ?

Comme F est continue en 0, on a d’une part F(¢) vy F(0) et d’autre part F(r) = —arctant + J v Z. On en déduit

1= t—

i

alors que F(0) = 3.



