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Controle - Calcul intégral

Corrigé

Exercice 1 (Sommes de Riemann). Donner la valeur des limites lorsque » tend vers ’infini des deux expressions suivantes
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Avant tout calcul, on justifiera I’existence de ces limites.

Nous mettons chacune des deux expressions ci-dessus sous la forme

(oex —xk—1) f(Ek)s x=%k=01,...,n) et E=EL(k=1,..n).
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L’ensemble des points {x;,0 < k < n} forme une subdivision (réguliére) de I'intervalle [0, 1] et &, = x; € [x¢_1,x] pour tout 1 <k < n.

1. La premiere expression s’écrit
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avec f : [0,1] — R définie par f(#) = ;—. Cette fonction f est continue sur [0, 1] (car inverse d’un polynéme qui ne s’annule pas
sur [0,1]), donc intégrable au sens de Rlemann sur [0, 1]. Ceci montre que
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2. La deuxieme expression s’écrit
< k Lok k—1 k
Z 42 — K2 k;(ﬁ_ n )g(;)
avec g: [0,1] — R définie par g(1) = ;. Cette fonction g est continue sur [0, 1] (car produit de f avec Iidentité), donc intégrable

au sens de Riemann sur [0, 1]. Ceci montre que
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Exercice 2 (Intégrale généralisée). Soit o € R. On note

1. Pour quel(s) o Iintégrale I, est-elle convergente ?

L’intégrale est généralisée en O et a I’infini. On traite donc chacun de ces deux cas séparément.

en 0 : Au voisinage de 0, on a Si—“’ ~t17% La fonction ¢ — t!~® est intégrable au voisinage de 0 si 1 — o > —1 (d’apres la comparaison

aux intégrales des fonctlons de Riemann). Ainsi, on en déduit que la fonction ¢ — S"”

seulement si, o0 < 2.

est intégrable au voisinage de O si, et

Slﬂt

al’so: Sioa > 1, lafonction 7 — ¢~ % admet une intégrale généralisée au voisinage de I'infini. Or on a <t %, ce qui montre que

I'intégrale / SInf 4t est absolument convergente.
1
Si oo =1, on a vu en cours (et en DM) que I’intégrale I; est convergente (non absolument convergente).
Si0 < a < 1, la méme démonstration que pour le cas o = 1 (intégration par parties) permet de montrer que I’intégrale / ‘;—2' dr
1

est convergente (non absolument convergente).

Si a0 <0 (et donc —a > 0), pour n € N, on a (en découpant I’intervalle d’intégration en intervalles de longueur T)
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/ t%sintdr =
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i(—uk/ % sineldr = Y (—1)Fuy
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ol uy > %(kﬂ:)_a. Ainsi, la série de terme général ((f l)kuk) >0 'est pas convergente (car son terme général ne tend pas vers 0,
et donc I'intégrale généralisée de ¢ — t~*sint sur [0,e0[ n’est pas convergente.

En conclusion, I'intégrale Iy est convergente si, et seulement si 0 < o0 < 2 (absolument convergente pour 1 < o < 2).



2. Soit 1 < o0 < 2. On note

(a) Montrer que x — Fy(x) est continue et impaire sur R.
D’une part, la fonction fy : (f,x) — Smtsft) est continue sur |0,eo[xR. Soit M > 0 et x € [-M,M]. Pour 1 < a < 2, on pose
g(t)=Mr'"%si0<r<letg(r)=t%sir> 1. Cette fonction g est positive et admet une intégrale généralisée finie sur I’intervalle
[0,00[. Comme de plus |fy(,x)| < g(t) pour tout x € [—-M,M], on en déduit par le théoréme de convergence dominée que Fy, est
continue sur [—M,M]. Ceci est vrai pour tout M > 0, donc Fy, est continue sur la réunion de tous les intervalles du type [—M,M]
(M > 0), c’est-a-dire sur R.
11 est d’autre part immédiat que f (7, —x) = — fu(2,x), ce qui permet d’affirmet que Fy, est impaire.

(b) Donner la valeur de Fy(x) pour tout x € R en fonction de Iy

Comme Fy est impaire, il suffit de trouver sa valeur sur [0,co[. Il est immédiat que F(0) = 0 car f(#,0) = 0 pour tout # > 0. Si
x> 0, on a, par changement de variables u = xt,
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Par imparité de Fy, on déduit la valeur de Fy(x) pour x < 0 : Fy(x) = —|x|% 1 Fy(1).
(c) La fonction Fy, est-elle dérivable ?

On vient de trouver ’expression de Fy : Fo(x) = Fo(1)x%! si x > 0 et Fy(x) = —F(1)(—=x)*"! si x < 0. Cette fonction est
continue sur R, dérivable sur R\ {0}. Sa dérivée vaut Fy;(x) = (o — 1)]x|* 2 Fy(1) si x # 0.

(d) Que peut-on dire de la fonction

 sin(xt . . L
Fl:x— / E ) dr (domaine de définition, continuité, valeur) ?
0

Comme pour Fy, dans la question précédente, on voit facilement que pour 0 < € < A < o et x > 0 (par changement de variables

u=xt):
A t YA i T
/ wdtz/ ydu—>7=F1(x), x>0.
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Six =0, ona F;(0) =0. Enfin, si x < 0, on a pour tout ¢ €]0,00] M = —M (avec —x > 0). On applique alors le résultat
pour y = —x > 0 trouvé plus haut et on a F1(x) = — % six <0.
La fonction Fj est donc définie sur R, est continue et dérivable sur | — oo, 0] et sur ]0,oo[ (de dérivée nulle sur chacun de ces

intervalles), mais discontinue en 0. Elle vaut J sur ]0,e0[, 0 en 0 et —% sur ] —eo,0[.



