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Question de cours : Démontrer le théoreme d’Abel (Théoreme 9 du résumé de cours) :

Soit f : [1,4o00[— R une fonction de classe €, positive, décroissante, de limite nulle en +ooc. Soit g : [1, +oo[—
R une fonction continue et G une primitive de g sur [1,4o00[. On suppose que G est bornée sur [1,+oo|. Alors
lintégrale généralisée du produit fg sur [1,+oo[ est convergente.

Exercice (Fractions rationnelles)
Soit R(x) =

1. Factoriser z* + 1 en deux polynomes irréductibles sur R de degré 2.
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2. Décomposer la fraction rationnelle R en éléments simples. On pourra remarquer que R(—z) = R(x).

3. Donner I'expression de la primitive de R qui s’annule en 0 a l’aide de fonctions usuelles.

Probléme
Soit g : [0, +oo[— R définie par g(t) = =L si t > 0 et g(0) = 1.
1. (Sommes de Riemann)

(a) Expliquer en deux lignes maximum pourquoi g est continue (ou non) sur [0, +0o0[.
n
(b) Pour n > 1, on note a,, = Z% sin(%). La suite (ap)n>1 est-elle convergente ? Si oui, vers quoi (on
k=1

exprimera la limite éventuelle en fonction de g) ?
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(a) Montrer que Ij est divergente a I'infini et que pour o > 2, I, est divergente en 0.

2. (Intégrales généralisées)
Soit & > 0. On note

(b) Montrer que pour 1 < a < 2, l'intégrale généralisée I, est absolument convergente.
(¢) Montrer que pour 0 < a < 1, l'intégrale généralisée I, est convergente.

3. (Question bonus si vous avez encore du temps)
Soit 1 < a < 2. Etudier (domaine de définition D, continuité, dérivabilité) la fonction F,, définie par

Folz) = / S“;(jx) dt, zeDCR.
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