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Exercice 1 (Questions de cours). Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Dans le cas
ou elles sont fausses, comment modifier 1’énoncé (hypothese et/ou conclusion) afin d’obtenir un résultat
correct ?

n
Soit (ap)nen une suite de R ou C. On note (Ay,)nen la suite des sommes partielles : A,, = Z ag, n > 0.
k=0

1. On suppose que la suite des sommes partielles (A4, ),en est bornée. Alors la série Y a,, est convergente.
2. On suppose que a, — 0. Alors la série Y a, est convergente.
n—oo
3. On suppose que n’a,, — 1. Alors la série 3_ a,, est convergente.
n—oo
4. Soit (up)nen et (vp)nen deux suites réelles vérifiant u,, < v, pour tout n € N. On suppose que > vy,
est convergente. Alors ) u, est convergente.
5. Soit (en)nen une suite de réels positifs qui tend vers 0 & l'infini. Alors la série > (—1)"e,, est conver-
gente.
6. Une suite de fonctions qui converge simplement sur un intervalle vers une fonction continue sur cet
intervalle est uniformément convergente.
Exercice 2 (Calcul de sommes de séries). 1. Soit z € C tel que |z| < 1.
(a) Rappeler pourquoi ) 2™ est une série absolument convergente et donner la valeur de sa somme
oo
S(z) = Z 2"
n=0
(b) Montrer que la série de terme général (nz"),en est absolument convergente. On note 7'(z) sa
oo
somme : T(z) = Z nz".
n=1
(c) Montrer que (1 — 2)T(z) = S(2) — 1. En déduire la valeur de 7T'(z) en fonction de z.
Attention ! On justifiera tous les calculs faits sur les sommes infinies.
2. Soit w € C.
(a) Montrer que la série de terme général (%)n N ©st absolument convergente.
1
_?
(b) Que vaut Z i
n=0
3. Rappeler la formule du produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.

4. En déduire la valeur de Z (Z W)

n=0 k=0



Exercice 3 (Séries de Riemann). Pour a € R, on note a, o = n% pour tout n > 1.

1.

Rappeler pour quelle(s) valeur(s) de a la série ) ap o est convergente et pour quelle(s) valeur(s) elle
est divergente.

Montrer que pour « > 1, on a pour tout n > 2

1 1 < a—1 < 1 1
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On pourra penser a comparer n% avec une intégrale d’une fonction bien choisie sur [n,n 4 1] et sur

[n—1,n].

N

On note pour n > 1, R, o = A}im Z ay o si cette limite existe. En utilisant la question précédente,
—00
k=n
montrer que si a > 1, alors R, , existe pour tout n > 1 et

1 1
— < R, < > 2.
(@ —1no—l = 7™ = (a —1)(n — 1)o1’ "=

)

. En déduire, pour o > 1, un équivalent de R,, , lorsque n tend vers l'infini.



