Université d’Aix-Marseille Année 2018-2019
L3 MPCI Topologie

TD 1 — Espaces vectoriels normés

Exercice 1 (Inégalités de Holder et Minkowski). On considere p,q > 1 vérifiant % + % =1.

1. Soit a et b deux réels positifs. Montrer que
1 1
ab < —aP + = b1,
p q

Indication : Poser a = In(a?) et § = In(b?), puis utiliser la convexité de la fonction exponentielle.

2. (a) Pour A > 0 et x,y € R", montrer (en appliquant l'inégalité précédente) que
n n n
AP 1
o P q
> Jawyr| < ; > Jal? + Y > lykl?.
k=1 k=1 k=1
(b) En optimisant I'inégalité précédente par rapport a A > 0, montrer I'inégalité de Holder :
n n 1 n 1
> lwvwl < (D lanl”)” (D lwwl?) "
k=1 k=1 k=1
(¢) En déduire I'inégalité de Minkowski :

n 1 n 1 n 1
(Z\xk +yk\”)p < (Z |xk|p>p + <Z ’Z/k’p>p.
k=1 k=1 k=1

Indication : estimer d’abord Y p_; |zx||zx + yk/P~! en utilisant I'inégalité de Holder avec p > 1

etq:%.

3. Adapter la preuve précédente pour montrer que ¢P(IN) est un espace vectoriel normé.

4. Adapter la preuve précédente pour montrer que

Ny s €([0,1]) — [0,00L, Np(f) = /O )

est une norme sur % ([0, 1]).

Exercice 2 (Distance ne provenant pas d’une norme). On considere E I’espace vectoriel des fonctions réelles
continues sur U'intervalle ouvert |0, 1].

1. Montrer que les normes N, comme définies ci-dessus ne sont pas adaptées a E.

2. Pour k > 2, on note I}, = [k%rl,kiﬂ] et Nij la norme 1 sur €(Iy) : Nip(f) = flk |f| pour tout
fe€(Iy).

(a) Montrer que la restriction a I, d’une fonction de E appartient a €' ().
(b) Sur E, on définit
— 1 Nui(f—9)

d:ExFE —0,00], d(ﬁg):kz_z% L+ N(f—9)

f,g € E.

Montrer que la somme infinie intervenant dans la définition de d(f, g) est convergente pour tout
f.geE.
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(d) En déduire que d est une distance sur E, puis que d ne provient pas d’une norme.

+b
(¢) Montrer que pour a,b € R, lJlf\aJr'm < 1‘+“||a| +

Exercice 3 (Sous-groupes de R). Soit G' un sous-groupe du groupe additif (R, +).
1. On suppose que inf{x € G,z > 0} =a > 0.

(a) Montrer (par 'absurde) que a € G.
(b) Montrer que G C aZ.
(c) En déduire que G = daZ.

2. On suppose maintenant que inf{z € G,z > 0} = 0.

(a) Soit x,y € R tels que z < y.
(b) Montrer qu'’il existe h € G tel que 0 < h <y — x.

(c) Montrer alors que pour n € Z, la partie entiere de #, on a

nh<z<(n+1)h<y.

(d) En déduire que G est dense dans R.

Exercice 4 (Espace de matrices). On note .#,(K) (IK = R ou C) ’ensemble des matrices carrées n X n sur
K et GL,(K) 'ensemble des matrices inversibles de .#,(IK). Nous adoptons la notation I,, pour la matrice
identité.

1. Montrer que

NOO : %n(]K) — [0,00[, A= (a@j)lﬁi,jﬁn —— max |a2-,j
1<i,j<n

est une norme sur ., ().
2. Donner deux autres exemples de normes sur ., (IK). Montrer qu’elles sont équivalentes & N.

3. Rappelons qu’une matrice de ., (IK) appartient GL,, () si, et seulement si, son déterminant est non
nul.

(a) Trouver une suite de matrices de G L, (IK) qui approche la matrice nulle pour la norme N.

(b) Soit A € .#,(K). Montrer que pour k € N assez grand, A + +I,, appartient & GL,(K). On
pourra considérer le polynéme P défini par P(t) := det (A + t1,).

(¢) En déduire que GL,(K) est dense dans ., ().



