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M1 Mathématiques et applications Analyse fonctionnelle

TD 3 — Espaces des fonctions continues sur un compact

Exercice 1 (Une généralisation du théoreme de Dini). Soit K un espace métrique compact et (fy)nenN une
suite de ' (K) qui converge simplement vers f € € (K). On suppose qu'il existe une constante C' > 0 telle
que

[fora = fI < Clfp = fI  pour tout p,q € N.

Pour ¢ > 0 et n € IN, on pose O, = {z € K;|fn(z) — f(z)| < e}.

1. Montrer que pour tout € > 0 et tout n € IN, | est un ouvert de K.

pOp

2. Montrer qu’il existe N € IN tel que U]]JV 08 =

3. En remarquant que €2, C Q% pour tout p € {0, ..., N}, en déduire que K = Q%‘E.
4. Conclusion ?

Exercice 2 (Famille équicontinue). 1. Soit X un espace métrique et (fy,)nen une suite de € (X). Mon-
trer que si {f,,n € IN} est équicontinue en un point x € X, alors pour toute suite (x,)nen de X qui
converge vers x, la suite (f,(z) — fn(2n))nen converge vers 0.

2. Soit fp(z) =sinnz, z € R, n > 1. Montrer que {f,,n > 1} n’est équicontinue en aucun point x € R.
Indication : considérer les points x, =z + 5, n > 1.
Exercice 3 (Prolongement de fonctions continues). Soit (X, d) un espace métrique et K C X une partie

compacte non vide. On note 6;(X) l'espace vectoriel des fonctions continues et bornées de X dans R muni
de la norme définie par

I£]l = sup{|f(x)],z € X}, f € G(X).

On munit ¥ (K) de la norme uniforme notée aussi || - ||. On considere application linéaire ® de %3(X) dans
¢ (K), restriction & K d’une fonction définie sur X.

1. Soit f € €,(X). Montrer qu’il existe f € €3(X) telle que ®(f) = ®(f) et || f]| = || ®(f)]]-

Indication : on pourra choisir, si ®(f) # 0,

t

f‘—n(”@( >||)” (D oun(t) = i tER.

2. Démontrer que Im(®) est dense dans €(K).

Indication : utiliser le théoréme de Stone-Weierstraf.

3. Soit g € €(K), limite uniforme d’une suite ((I)(fn))nE]N'

(a) Montrer qu’a suite extraite prés on peut supposer que pour tout n, | ®(fri1) — @(f5)| < 5

(b) Montrer alors que la série fo + S0 (fur1 — fa) converge dans €;(X). On note f sa somme.
(¢) Montrer que ®(f) = g.

4. Déduire de ce qui précede que toute fonction g € € (K) admet un prolongement en une fonction
f € (X)) vérifiant || f]| = [|g]-



5. Soit (E,d) un espace métrique et A une partie non vide de E. Soit f : A — R une fonction k-
lipschitzienne. Pour tout x € E, on pose

g(z) = ;gg(f(y) + kd(y, z)).

Montrer que g est un prolongement k-lipschitzien de f & E. (Ceci est un résultat de McShane, 1934.)
Exercice 4 (Fonctions holderiennes). Soit v €]0,1]. On note €’*([0, 1] 'ensemble des fonctions continues
sur [0,1] telles que la quantité

o ap @I
z,y€[0,1],x#y ’55 - y|
est finie (on appelle ces fonctions les fonctions hélderiennes de rapport o). On note || - || la norme uniforme.
1. Que se passe-t-il lorsque oo > 1 7
2. Montrer que (¢*([0,1]),|| - || +] - |a) est un espace de Banach. On note || - || la norme || - || + | - |a-
3. Montrer que la boule unité fermée de (¢*([0,1]), ]| - || + | - |) est compacte dans €'([0, 1]).
4. Soit maintenant 0 < o < 8 < 1.

(a) Soit f € €7([0,1]). Montrer que pour tout J > 0, on a

|fla < max{|f|56"~, 2] fll5~}.

En déduire que si (f,)nen est une suite bornée de €([0,1]) qui converge uniformément (rela-
tivement & la norme | - ||) vers f € €5([0,1]), alors ||f, — flla — 0.
n—oo

(b) En déduire que la boule unité fermée de (¢°([0,1]),]| - ||5) est compacte dans %'([0, 1]).
Exercice 5. 1. Soit (f,)nen une suite de fonctions de ([0, 1]).

(a) On suppose que f,(0) = 0 pour tout n € IN et qu’il existe une constante M > 0 telle que
| /i lco < M pour tout n € IN. Montrer qu’il existe une suite extraite de (f,)nenw qui converge
dans €([0,1]). La limite est-elle dans €1([0, 1]) ?

(b) On suppose maintenant qu’il existe une constante M > 0 telle que ||fnllcc < M et || f]lco < M

pour tout n € IN. Montrer qu’il existe une suite extraite de (f,)nen qui converge dans €([0, 1]).
La limite est-elle dans €1([0,1]) ?

2. Soit E un espace de Banach séparable et (T},)n,en une suite de B/ = Z(E,R ou C). On suppose qu’il
existe une constante M > 0 telle que [[|T,]|| < M pour tout n € IN. Montrer qu’il existe une suite

extraite (T,(n))new et T' € E' vérifiant

Tap(n) (SU) E— T(:C), Ve e k.

n—oo

On appelle T la limite faible de la suite (T,(,))nen-

Exercice 6 (Théoréeme de Peano dans un cas particulier). Soit f une fonction continue de [0,1] x R dans
R pour laquelle il existe une constante M > 0 telle que

|f(t,z)| < M(1+|z]), Vte[0,1], Yz €R.

1. Soit n € IN, n > 1. Pour 0 < k < n, on définit les point x}' par

zg =0, et,pour0<k<n-—1, xZH:xZ—l—%f(%,xZ).



Montrer que pour tout 0 < k < n, on a |z}| < (1 + %)k —1<eM 1.

Soit ¢y, la fonction continue sur [0, 1], affine sur chaque intervalle [%, %] telle que (;Sn(%) =y

pour 0 < k < n. Montrer que

|6n(t) — dn(s)| < MMt —s|, Vt,s€0,1].

Pour s € [0, 1], on définit 1,,(0) = f(0,0) et

¢n(8) = Z]l]ﬁ k 1] (S)f(%7¢n(%)); S G]O’ 1]'

Montrer que

t
qbn(t):/o Yn(s)ds, Vtelo,1].

Montrer qu’il existe une suite extraite (¢n;)jen de (¢n)n>1 qui converge uniformément sur [0, 1]
vers une fonction ¢ € €([0,1]).

Montrer que la suite (¢;)jen converge uniformément sur [0,1] vers s — f(s, ¢(s)).

En déduire que
t
o0 = [ fls.0(5)ds. Vi1,
0
puis que ¢ € €1([0,1]) et vérifie 'équation différentielle suivante
¢(0) =0 et ¢'(t)=f(t,¢(t), Vtel0,1].

La fonction ¢ construite ici est-elle la seule a vérifier ces conditions ?



