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1. Soit λ > 0. Pour tout entier n ≥ 1, on note Bn le disque

Bn =

{
(x, y) ∈ R2;

(
x− 1

n

)2

+

(
y − 1

n

)2

≤ λ2

n2

}
.

(a) A quelle condition sur λ a-t-on Bn+1 ⊂ Bn.

(b) Soit B =
⋃

n≥1Bn. Donner une condition nécessaire et suffisante sur λ pour que B soit fermé.

2. Déterminer l’intérieur et l’adhérence des parties de R2 suivantes :

A =
{

(x, y) ∈ R2; x > 0
}

B =
{

(x, y) ∈ R2; xy = 1
}

C =
{

(x, y) ∈ R2; xy ≥ 1
}

D =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 2
}
\
{

(x, y) ∈ R2 | (x− 1)2 + y2 < 1
}

E = A ∩ C
F = A \B.

3. Soient A,B deux parties de Rn muni de la norme ‖ · ‖.
(a) On suppose A ⊂ B. Démontrer que Å ⊂ B̊ et que Ā ⊂ B̄.

(b) Démontrer que (A∩B)◦ = Å∩ B̊ et que Å∪ B̊ ⊂ (A∪B)◦, mais que l’inclusion peut être stricte.

(c) Comparer A ∩B et Ā ∩ B̄, puis A ∪B et Ā ∪ B̄.

On note Mn(R) l’espace vectoriel des matrices réelles carrées n×n que l’on munit de la norme infinie :
‖A‖ = max{|ai,j |, 1 ≤ i, j ≤ n}, pour tout A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈Mn(R).

4. Soit GLn(R) les matrices réelles n× n inversibles.

(a) Montrer que l’application déterminant det : Mn(R)→ R est continue.

(b) En déduire que GLn(R) est un ouvert de Mn(R).

(c) Montrer que Mn(R) \GLn(R) est fermé dans Mn(R).

(d) (question bonus) Montrer que Mn(R) \GLn(R) n’est pas compact dans Mn(R).


