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DM2 : Théoréme de Peano

Soit f une fonction continue de [0,1] x R dans R pour laquelle il existe une constante M > 0 telle que
|f(t,x)| < M +z|), Vtel0,1], VoeR.
1. Soit n € IN, n > 1. Pour 0 < k < n, on définit les point z}} par

zg =0, et,pour 0<k<n-—1, $Z+1:$Z+%f(%,$z').

(a) Montrer que pour tout 0 < k <n, on a |z}| < (1 + %)k —1<eM 1.

(b) Soit ¢, la fonction continue sur [0, 1], affine sur chaque intervalle [%, %} telle que gbn(%) =}
pour 0 < k < n. Montrer que

|pn(t) — dn(s)] < MeM\t —s|, Vt,se€]0,1].

(c) Pour s € [0, 1], on définit 1,,(0) = f(0,0) et

¢n(5) = Z]l]ﬁ k 1] (S)f(%a(bn(%))v S E]Oa 1}'

Montrer que

qﬁn(t):/otwn(s)ds, vt e [o,1].

2. (a) Montrer qu'’il existe une suite extraite (¢n;)jen de (¢n)n>1 qui converge uniformément sur [0, 1]
vers une fonction ¢ € €([0, 1]).

(b) Montrer que la suite (¢p,)jen converge uniformément sur [0, 1] vers s — f(s, ¢(s)).

(¢) En déduire que
o) = [ 006 ds, vie o
puis que ¢ € €1([0,1]) et vérifie 'équation différentielle suivante
BO)=0 et d(t) = f(t,6), Vte0,1]

La fonction ¢ construite ici est-elle la seule a vérifier ces conditions 7



