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Analyse fonctionnelle et analyse de Fourier

Controle 2 - Semaine du 12 novembre 2019

Merci d’accorder un grand soin a la rédaction et de justifier les réponses !

Exercice 1. Soit £ = C([0, 1]) I'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R.
Pour f € E, on note

1
I = [ 1fo)ae.
0
On note u : E — R Papplication linéaire définie par u(f) = f(1/2) pour tout f € E.
1. Vérifier rapidement que || ||; est bien une norme sur E.

2. En munissant E de la norme || ||;, I'application u est-elle continue, et si oui quelle
est sa norme |||u||| ?

Exercice 2. Soit (f,)nen une suite de fonctions de C*([0,1]) (espace vectoriel des fonc-
tions de [0,1] dans R de classe C'). On suppose qu'il existe une constante M > 0 telle
que || fulloo + /3 lloe < M pour tout n € N.

1. Montrer qu'il existe f € C([0,1]) et une suite extraite de (f,,)nen qui converge vers f
dans C([0,1]) (pour la norme infinie).

2. La fonction f est-elle toujours dans C''([0,1]) ?

Exercice 3. Soit f : R — C une fonction continue 2m-périodique. Montrer que, pour
tout @ € R\ (7Q), on a :
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Indication : on pourra d’abord montrer le résultat souhaité pour des fonctions f du type
f it €™ avec m € Z, et utiliser ensuite une application donnée en cours du théoréme
de Stone-Weierstraf$, version complezxe.

Exercice 4. Soit {2 un ouvert non vide de R".
1. Question de cours : énoncer l'inégalité de Holder dans les espaces LP(£2).

2. Application : montrer que, pour toute fonction f € C([0, 1]),

</01|f(t)!2dt)3 < (/Ollf(t)l?’dt)Q-



