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TD 1 — Topologie des espaces métriques

Exercice 1 (Boules ouvertes et fermées). Montrer que dans un espace métrique, les boules ouvertes sont
des ouverts, les boules fermées sont des fermés, les spheres sont fermées.

Montrer que dans un espace vectoriel normé, 'intérieur d’une boule fermée est la boule ouverte de méme
centre et méme rayon. Que se passe-t-il dans un espace métrique quelconque 7

Exercice 2 (Précompacité). Montrer que dans un espace métrique, un ensemble est compact si, et seulement
si, cet ensemble est précompact et complet.

Exercice 3 (Suites, compacts, valeurs d’adhérence). 1. Soit (z,)pen une suite d'un espace métrique
(E,d) qui converge vers un point x € E. Montrer que l'ensemble {wn,n € ]N} U {z} est un com-
pact de E.

2. Soit (ap)nen une suite d’un espace métrique (F,d). On note A, = {ak, k> n}, pour n € IN. Montrer

que ﬂ A,, est 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (an)nenN-
nelN

Exercice 4 (Suites de Cauchy). Soit (E,d) un espace métrique et (z,)nen une suite de Cauchy de E.
1. Montrer que pour toute suite (¢,)nen de réels strictement positifs, on peut extraire une suite () )nen

de (zn)nen telle que
d(xcp(n)vxtp(n—i-l)) <en, nelN.

2. Montrer que 8'il existe une suite extraite (Zy(,))new de (Zn)new convergente, alors la suite complete
(Tn)nen est convergente.

Exercice 5 (Distance a des ensembles). Soit (E,d) un espace métrique. Pour A une partie de E, on définit
la distance a A par
dist (z, A) = inf{d(z,y),y € A}, =z €E.

1. Montrer que dist (x, A) = dist (z, A) pour tout = € E.

2. Soit F' un fermé et K un compact. On suppose F'N K = (). Montrer que dist (K, F') définie comme
inf{dist (z, ),z € K} est non nulle.

Exercice 6 (Séparation d’ensembles). Soit U un ouvert d’un espace métrique (E,d). Soit K un compact
inclus dans U. Montrer qu’il existe un ouvert V tel que K C V. CcV C U.

Exercice 7 (Intersection de compacts). Soit (Kj)nenw une famille décroissante de compacts d’'un espace

métrique (E,d) et Q un ouvert de E. On suppose que ﬂ K, C Q. Montrer qu’il existe N € IN tel que

nelN
K, C Q pour tout n > N.

Exercice 8 (Formes linéaires). Soit L : E —— R une forme linéaire non nulle sur ’espace vectoriel normé

&, -1
1. Montrer que L est continue si, et seulement si, le noyau de L est fermé dans FE.

2. Montrer que L n’est pas continue si, et seulement si, le noyau de L est dense dans FE.



Exercice 9 (Exemple de forme linéaire sur ¢!). Soit © € Z(¢!,R) définie par

o0

9((%)@1) = Z(l — %)xn

n=1

Montrer que H@H 2( < 1, puis que cette norme est égale a 1, mais n’est pas atteinte.

LR)
Exercice 10 (Fonctions continues). 1. Sur €'([0, 1]) ’ensemble des fonctions réelles continues sur l'intervalle

1
0,1, on définit || £, = /0 1, powe £ € (0.1 et e = sup1 1|
0,1

(a) Montrer que (¢'([0,1]), | - [[1) est un espace vectoriel normé.
(b) La forme linéaire f - f(3) est-elle continue sur (%([0,1]), | - [1) ? Et sur (€([0,1]), || - [|sc)

2. On considere application linéaire f — f’ définie sur ([0, 1]) muni de la norme || - || & valeurs dans
%(]0,1]) muni de la norme || - ||o. Cette application linéaire est-elle continue 7

Exercice 11 (Espaces de suites). 1. On note cgp 'ensemble des suites réelles dont les termes sont nuls
a partir d’un certain rang. On définit ¢ : coo — R par p(z) = Z z2 pour z = (x,,)nen. Montrer que

nelN
© n’est pas continue en 0.

2. Sur 7 (1 < p < o), on définit le “shift & gauche” G((@n)nen) = (Tnt1)new et le “shift & droite”
D((mn)nem) = (Tp—1)n>1. Montrer que G et D sont continues sur ¢P.

3. On définit A sur ¢? par A((xn)nem = (AnZn)neN O (Ap)nen € £°°.

(a) Montrer que A est une application linéaire continue sur £2. Quelle est sa norme ?
(b) Montrer que A est inversible si, et seulement si, inf{|\;|,k € N} > 0.
(c) Montrer que si A, — 0, alors {\,,n € N} C 0,(A) C {0} U {\,,n € IN}.



