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M1 Mathématiques et applications Analyse fonctionnelle

TD 5 – Transformée de Fourier

Exercice 1 (Opérateur compact). Soit a ∈ L1(0, 1). On considère l’application Va définie sur C ([0, 1]) par

Va(f)(x) =

ˆ x

0
a(t)f(t) dt, x ∈ [0, 1], f ∈ C ([0, 1]).

1. Montrer que Va est un opérateur linéaire borné de C ([0, 1]) muni de la norme infinie dans C ([0, 1]).

2. Montrer que la norme de Va est contrôlée par ‖a‖1. Montrer que si a ∈ C ([0, 1]), alors la norme de Va
vaut ‖a‖1.

3. Montrer que Va est un opérateur compact de C ([0, 1]), c’est-à-dire que l’image par Va de la boule unité
de C ([0, 1]) est compacte dans C ([0, 1]).

4. Soit p ∈]1,∞[. Mêmes questions avec Va : Lp(0, 1)→ C ([0, 1]) pour a ∈ Lp′(0, 1), où p′ est l’exposant
conjugué de p : p′ vérifie 1

p + 1
p′ = 1 (on remplacera ‖a‖1 par ‖a‖p′).

Exercice 2 (Noyau de la chaleur). Soit pt(x) = 1
(4πt)n/2 e

− |x|2
4t , x ∈ Rd, t > 0.

1. Montrer que pour tout t > 0,
´
Rd pt(x) dx = 1.

2. Montrer que pour tout δ > 0, lim
t→0+

ˆ
{|x|>δ}

pt(x) dx = 0.

3. Soit g ∈ Cc(Rd). Montrer que pt ∗ g est bien définie pour tout t > 0 et que

lim
t→0+

pt ∗ g(x) = g(x), ∀x ∈ Rd.

4. Soit g ∈ Lp(Rd). Montrer que pour tout t > 0, pt ∗ g ∈ Lp(Rd) et que ‖pt ∗ g − g‖p −−−→
t→0+

0.

Exercice 3 (Transformée de Fourier d’une gaussienne). Soit a > 0. Pour x ∈ Rd, on note |x| sa norme
euclidienne. Soit f : Rd → R définie par f(x) = e−a|x|

2
.

1. Montrer que f ∈ S (Rd), puis calculer
´
Rd |f |.

2. On suppose dans cette question que d = 1. Montrer que F (f) (la transformée de Fourier de f) vérifie
une équation différentielle linéaire d’ordre 2. Résoudre cette équation différentielle.

3. Dans le cas général où d ≥ 1, déterminer la transformée de Fourier de f .

Exercice 4 (Équation de la chaleur). Soit d ≥ 1. Soit f ∈ S (Rd).

1. On suppose qu’il existe u ∈ S (Rd) telle que u−∆u = f , où ∆ =
∑d

k=1 ∂
2
k .

(a) Montrer que û, la transformée de Fourier de u, vérifie (1 + |ξ|2)û(ξ) = f̂(ξ) pour tout ξ ∈ Rd.
(b) Montrer qu’il existe une unique fonction u ∈ S (Rd) vérifiant u−∆u = f .

2. Montrer qu’il existe u :]0,+∞[×Rd → R de classe C∞ vérifiant ∂tu−∆u = 0 sur ]0,+∞[×Rd vérifiant
‖u(t, ·)− f‖2 −−−→

t→0+
0.

Indication : voir aussi l’exercice 2.



Exercice 5 (Calcul de transformées de Fourier). 1. Soit a > 0. On note f(x) = e−a|x|, x ∈ R.

(a) Montrer que f ∈ L1(R), et calculer la transformée de Fourier de f .

(b) En déduire la valeur, en fonction de a > 0 et b ∈ R de

ˆ ∞
0

cos bx

a2 + x2
dx.

2. Soit g la fonction définie par g(x) = 1
1+|x| , x ∈ R.

Montrer que g ∈ L2(R) \ L1(R), puis Calculer la transformée de Fourier de g.

Exercice 6 (Transformée de Hilbert). Pour 0 < ε < M <∞ et f ∈ L2(R), on définit

Hε,Mf(x) =

ˆ
ε<|y|<M

f(x− y)

y
dy, p.p. x ∈ R.

1. Montrer que pour tout f ∈ L2(R), Hε,Mf ∈ L2(R).

2. Donner l’expression de la transformée de Fourier de Hε,Mf en fonction de la transf. de Fourier de f .

3. Montrer que pour tout f ∈ L2(R),
(
Hε,Mf

)
0<ε<M<∞ converge dans L2(R) (ε→ 0+, M → +∞).
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