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L2 maths Topologie-Calcul différentiel

TD 5 — Dérivées partielles secondes et extremums

Exercice 1. On rappelle qu'une fonction f: U — R, de classe C? sur un ouvert U de R?, est dite
0? 0?
harmonique si et seulement si Af =0, ou Af = a—é + 9.2 est appelé le laplacien de f.
€ Y

1. Vérifier que f : (z,y) — arctan Y est harmonique sur R* x R.
x

2. Montrer que si f est de classe C? et harmonique, alors %, % et y% —x% sont harmoniques.

Exercice 2. Déterminer et classer les points critiques (en spécifiant s’ils sont des maximums, des
minimums ou des points de selle) des fonctions suivantes définies par
o f:(z,y) €R? > day — 2t — 9
o g:(z,y) €R2 > (y2 — a)e V",
° h:(m,y)GR*xR*r—)élxqu%qLi

Exercice 3. Soit f : (z,y) — y?>—322y+2*. En étudiant liril f(z,y) ot y est bien choisi, montrer
T—>+00

que f n’admet pas d’extremum global sur R2.

Exercice 4. Soit f : R™ — R une fonction continue et coercive, i.e. | Hlim f(x) = +o0. Montrer
T||—+o0

que f admet un minimum global.
Application : en déduire que la fonction f : (x,y) — 22 + y? — 32 4+ 6 admet un minimum global.



