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Chapitre 1

Séries numeériques

1.1 Rappels sur les suites

Définition 1.1. (7) Une suite (an)nen de réels (ou de complexes) est convergente vers une limite
a si pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a |a, — a| < . On note

lim a, = a.
n—roo

(i) Une suite (an)nen est dite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout
D,q > ng, on a |a, — ag| < e.

Théoréme 1.2. Une suite de réels (ou de complezes) est convergente si et seulement si elle est de
Cauchy.

Proposition 1.3 (Criteéres de comparaison). (¢) Deux suites de réels (an)nen €t (bn)nen qui con-
vergent respectivement vers a et b vérifiant a, < b, pour tout n > ng (pour un ng € N), vérifient
a<b.

(it) Pour trois suites de réels (an)nen, (bn)nen €t (¢n)nen vérifiant b, < a, < ¢, pour tout n > ng
(pour un ng € N) et telles que (by)nen €t (cn)nen convergent vers la méme limite £, la suite
(an)nen est alors convergente vers (.

Proposition 1.4. (i) Une suite convergente est bornée.
(i) Une suite monotone réelle bornée est convergente.

Définition 1.5. Soit (u,),en une suite réelle ou complexe. Soit ¢ : N — N une application strictement
croissante. On dit alors que (g (n))nen est une suite extraite (ou sous-suite) de la suite (uy)nen.

Proposition 1.6. Une suite est convergente vers une limite £ si et seulement si toutes ses suites extraites
convergent vers la méme limite £.

Exercice 1.7. Une suite (un)nen est convergente vers £ si et seulement si les deux suites extraites
(u2n)neN €t (Uant1)nen convergent vers L.

Preyve. L’'implication « = >est évidente d’apres la proposition ci-dessus. Montrons alors < < >.
Comme (U2 )nen €t (U2n+1)nen convergent vers £, on a pour tout € > 0, il existe n; € N tel que
|ugr — €] < & pour tout k > ny et il existe ny € N tel que |ugr1 — £] < & pour tout k& > ny. On pose
alors ng = max{2n1,2ns + 1}, et on considére n > ngy. On a

fun — 0] = |usg — ¢ si  n est pair et vaut n = 2k, avec 2k > ng > 2n,
" - |ugkr1 — € si m est impair et vaut n = 2k + 1, avec 2k +1 > ng > 2ng + 1

< ¢, d’apres les définitions de nq et no,

ce qui est la définition de la convergence de (uy,)nen vers £. O



1.2 Séries - Somme d’une série

Définition 1.8. Soit (a,)nen une suite de réels (ou de complexes). On appelle série de terme général
n
an et on note Y a, la suite des sommes partielles (A, )nen OU 4, = Z ag.
k=0

Définition 1.9 (Convergence d’une série). (i) Soit Y ay, une série réelle ou complexe. Si la suite des
sommes partielles (A, ),cn est convergente, on dit que la série Y a, est convergente. La limite de
o0

(An)nen est appelée somme de la série > a,, et est notée Z a, ou Z -
neN n=0
(#4) Si (An)nen est divergente, on dit que la série Y a,, diverge.

Exemple 1.10. (a) On considere la suite définie par a, =27, n > 0. On a
n 1— 2—(77,+1)
An:;2_k: ﬁ:2—2_"—>2 lorsque n — oo.

oo
Ainsi, la série Y 27" est convergente et Z 27" =2,
n=0
(b) Soit maintenant a,, = ﬁ pour n > 1. On a pour tout n > 1
A, = —_— = ) =1-— —1 1 — 00.
,;k(k+1) ;(k k:+1> n+1 orsque n = 00

o0
1
.. , . 1 _
Ainsi, la série > IGESH) est convergente et . m =1
n=
Théoréme 1.11 (Critere de Cauchy). Soit (an)nen une suite réelle (ou complexe). La série > a, est
convergente si et seulement si elle vérifie le critere de Cauchy : pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

q
pour toult p,q >ny (p<q)ona Zak <e.
k=p

Preuve. 11 suffit d’écrire le critere de Cauchy pour la suite (A4 )nen- O

Exemple 1.12. Etude de la convergence de la série harmonique > % Soit 1 <p<gq;ona

k=1 k=1
Pour ¢ = 2p, on a
2p 2p
1 1 1
Agp — Ap = - > E — ==
k 2p
k=p+1 k=p+1

Ainsi, la série harmonique ne vérifie pas le critere de Cauchy, elle n’est donc pas convergente.
Proposition 1.13. Le terme général d’une série convergente tend vers 0. La réciproque est fausse.

Preuve. Si > ay, est convergente, alors (4, ), est une suite convergente qui vérifie le critére de Cauchy,
donc en particulier on a (p =n — 1, ¢ = n) : pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout n > ng + 1
ona lay| =14, —Ap_1| <e.

Réciproque fausse : voir la série harmonique. O

Proposition 1.14. Soit > a, et Y. b, deur séries convergentes de sommes A et B. Alors pour tout
A 1 € R, la série de terme général (Aa, + pby)n est convergente ; sa somme vaut alors NA + uB.



Preuve. Propriétés des suites convergentes (A, ), et (By)n- O
Remarque 1.15. 1l est possible que > (Aay,, + pb,) converge alors que ni Y ay,, ni » b, ne convergent.
Exemple 1.16. a,, =b, = 2, A =1, p=—1.

Remarque 1.17. Si A # 0, alors les deux séries Y (Aay) et > a, sont de méme nature.

1.3 Séries absolument convergentes

Définition 1.18. La série Y a, est dite absolument convergente si la série des valeurs absolues (ou des
modules s’il s’agit d’une série & termes complexes) > |a,| est convergente.

n
Remarque 1.19. La suite (Z |ak|> est croissante. Pour montrer qu’elle converge, il suffit de montrer
k=0 neN
qu’elle est majorée.

Théoréme 1.20. Une série réelle ou complexe absolument convergente est convergente.
Preuve. Critere de Cauchy et inégalité triangulaire. O

Proposition 1.21 (Critéres de comparaison). On considére Y a, et Y b, deux séries réelles ou com-
plezes telles que pour tout n € N, on a |ap| < |by].
(1) Si> by, est absolument convergente, alors Y a, est aussi absolument convergente et on a

oo 0o
Z ‘anl < Z |br
n=0 n=0

(#4) Supposons 0 < a,, < b, pour tout n € N. Si Y a, est divergente, alors > b, est divergente.

Preuve. Pour montrer (), on utilise le critere de Cauchy pour les séries : il est vérifié pour > |b,| et
donc aussi pour Y |a,|. Pour montrer (i), il suffit de remarquer que si Y a,, n’est pas convergente, alors
la suite des sommes partielles des b,, est une suite croissante non majorée, donc divergente. O

Le résultat suivant donne un cirtere de convergence par des équivalents.

Proposition 1.22. Soit Y a, une série a termes dans R ou C. Soit > b, une série a termes réels
positifs. On suppose que pour n au voisinage de l’infini, on a a, ~ ab, pour a € C. On a

(i) si > b, converge, alors Y a, est absolument convergente (donc convergente) ;

(it) si Y. b, diverge, alors > a, diverge.

Preuve. L’hypothese a,, ~ ab,, au voisinage de U'infini donne |a,| ~ |a|b, au voisinage de l'infini. Donc,
pour n assez grand, on a |a, — ab,| < |alb,. Pour montrer (i), il suffit alors de voir que cette inégalité
implique que |a,| < %\a|bn puis d’appliquer le critere de comparaison plus haut. Pour montrer (i), on
utilise I'inégalité triangulaire sur les sommes partielles et I'inégalité montrée plus haut :

n n n n n
1
|| Zbk - Zak < Z(an —aby)| < Z lan, — aby,| < §|a| Zbk,
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
ce qui implique
n n

> ar| = Slal ) by

k=0 k=0
Ainsi, la suite des sommes partielles des a,, n’est pas bornée, donc n’est pas convergente. O



1.4 Séries de Riemann

Afin de décider si une série est (absolument) convergente ou non, on utilise les critéres de comparaison
du paragraphe précédent, ainsi qu’une échelle de séries de référence.

Définition 1.23. Toute série de la forme 3 n%, pour a € R donné, est appelée série de Riemann.
Proposition 1.24. La série de Riemann n% converge si et seulement si o > 1.

Preuve. On a déja vu que pour a = 1, la série ) % est la série harmonique qui est divergente. Dans le

a 1 1 - ; 1
cas a < 1, pour tout n > 1, on a n® < n et donc 2o Par principe de comparaison, comme » . est

divergente, la série > L est elle aussi divergente. Supposons maintenant o > 1. Pour n > 1, on pose

n(’t
1 N
7 — 1 lorsque n — oo. Ainsi, ) a,

n
ap = —= %.OnaalorsanzﬂetZakzl—W

no—1 = (n+1)
k=1

est une série convergente. D’autre part, on a

1 N\ a-1
an=-—7—=(1-(1+— ~— lorsque n — oo.
n n n

. oy 1 1 .. 5e .
En appliquant la Proposition 1.22, et en remarquant que ;5 ~ ~—jan au voisinage de I'infini, comme
> ay, est convergente, on obtient que la série de terme général n% est convergente. O

Ceci nous permet donc de comparer des séries avec les séries de Riemann.
Premier critére. Soit Y a, une série de R ou C telle qu’il existe & € R et k € C vérifiant a,, ~ kn™®
au voisinage de l'infini. Alors

— si @ < 1, alors > a,, diverge;

— si a > 1, alors ) _ a, converge absolument.

Preuve. Conséquence de la convergence des séries de Riemann et de la Proposition 1.22. O

Deuxiéme critére. Soit (a,)nen une suite de R ou C telle qu'il existe a > 1 avec (n®ay,),>1 bornée.
Alors la série Y a,, est absolument convergente.
M

no

. On applique alors la Proposition 1.21.
O

Preuve. Pour n > 1, on a |n“a,| < M, ce qui implique |a,| <

Exemple 1.25. Soit N € N, soit a, =n™e ™, n > 1. On a pour o = 2 par exemple

N+2e=n 0.

In%a,| =n
n—oo

Ainsi, la suite (n?a,),>1 est convergente, donc bornée. D’apres le deuxiéme critere ci-dessus (o = 2 > 1),
on en déduit que la série Y a,, est absolument convergente. Voir aussi la version “intégrales généralisées”
dans I’Exercice ?77.

1.5 Regles de Cauchy et de d’Alembert

Une autre collection de séries de référence pour décider si une série est convergente ou non est étudiée
dans ce paragraphe. Il s’agit des séries géométriques.

Définition 1.26. Toute série de la forme Y a™ ot @ € R ou C est dite géométrique.

Proposition 1.27. (7) Silal > 1, alors > a™ est divergente.
(#9) Silal <1, alors Y a™ est absolument convergente.

n n n
1— an+1
Preuve. Pour a # 1, on a E a® = 1—a et sia =1, E a® =n+ 1. Ainsi, il est clair que E a
k=0 k=0 k=0
admet une limite lorsque n tend vers 'infini si et seulement si |a| < 1. O



Définition 1.28 (Limites supérieure et inférieure). Pour (u,)nen une suite réelle, on note

— limsupu, = lim sup{ug,k > n} (éventuellement égale & +00) et on 'appelle limite supérieure
n—00 n—oo
de la suite (ty)nen;

— liminf u, = lim inf{ug, k > n} (éventuellement égale & —oo) et on lappelle limite inférieure de
n— o0 n— o0
la suite (tn)nen-

Exemple 1.29. Pour la suite définie par u, = (—1)", n € N, on a limsupu,, = 1 et liminf u,, = —1.
n—o0 n—00

Proposition 1.30. Une suite est convergente si et seulement si sa limite supérieure et sa limite
inférieure sont €gales.

Preuve. “ =7 :soit (un)nen une suite convergente de limite £. Alors pour tout & > 0, il existe ng(e) € N
tel que pour tout n > np(e), on a
lu, — €] < e,
ou encore
)R
b—e <u, <Ll+e.
Les inégalités (1) et (2) impliquent alors que pour tout n > ng(e),
{—¢e < inf{ug, k >n} <sup{ug,k >n} <{l+e.
Ainsi, en prenant la limite lorsque n tend vers U'infini dans cette triple inégalité, on obtient pour tout

e >0,
{ —¢e <liminfu, <limsupu, </{+e¢.

n—0o0 n—00
Comme ceci est vrai pour tout € > 0, on peut prendre la limite de la triple inégalité ci-dessus lorsque ¢
tend vers 0, et on obtient
¢ < liminf u,, <limsupu,, </,

n—00 n—00
ce qui montre la premiere implication de I’énoncé.
“ <=7 : inversement, supposons que

lim sup u,, = liminf u,, = ¢.
n—o0 n—0o0

11 faut alors montrer que (uy,)nen converge vers £. Par définition,

limsupu, = ¢
n—r 00

s’écrit aussi de la maniére suivante : pour tout € > 0, il existe nj(e) tel que pour tout n > ny(g), on a
¢ —e <sup{ug,k >n} <l+e,
ce qui implique que pour tout n > ny(g), on a
Uy <LH+e. (1.1)
De la méme maniere, d’apres la définition de la limite inférieure, on déduit de
liminf u,, = ¢
n—00
Pexistence, pour tout € > 0, d’un na(e) tel que pour tout n > na(e), on a
C—e <inf{ug,k>n} <l+e,
ce qui implique que pour tout n > ny(e), on a
(— ¢ < u,. (1.2)
De (1.1) et (1.2), on déduit que pour tout n > N(e), avec N(g) = max{ni(c),n2(e)}, on a
{—e<u, <l+e,

ce qui est la définition de lim w,, = £. O
n—oo



Théoreme 1.31 (Regle de d’Alembert). Soit > a,, une série & termes dans R ou C telle qu’il existe
|ang1]

ng € N vérifiant : pour tout n > ng, a, # 0. On pose L = limsup (L vaut éventuellement +00)

n—o0o |an|
et { = lim inf [t
n—oo |ap|
(1) Si L <1, alors Y ay est absolument convergente.
(ii) Sil> 1, alors Y ay, est divergente.
(#7) Sil <1< L, on ne peut pas conclure.

Preuve. (i) Supposons que L < 1, alors, par définition de la limite supérieure, pour tout £ > 0, il existe
no(e) € N tel que pour tout n > ng(e), on a

a
L—Egsup{lkﬂ;k‘Zn} <L+e.
||
En prenant € = %, on obtient : pour tout n > no(%) = ny, |a|z+|1| < % =~ < 1. On montre alors

facilement par récurrence que pour tout n > ng, on a

n |ano‘

lan| < ~mo

Comme la série Y 4™ est convergente (car v < 1), par comparaison, on en déduit que la série Y |a,| est
convergente, et donc que Y a, est absolument convergente.
(7i) Dans le cas ott £ > 1, on montre de la méme maniére qu’il existe un n; € N tel que pour tout n > nq,

on a
|an1|

|an| > c" cn

)

oll ¢ = HTl > 1. Ceci implique alors que le terme général de la série > a, ne tend pas vers 0, et donc
que la série Y a, est divergente d’aprés la Proposition 1.13.
(7i1) Pour le cas des séries de Riemann, on a quelque soit o € R :

|41 n®
= = — 1 lorsque n — oo,

lan] — (n+1)* (14 21)e

donc ¢ = L = 1. Or la série de Riemann converge si et seulement si o« > 1 (Proposition 1.24). Ainsi, la
connaissance de ¢ < 1 < L ne suffit pas pour conclure & la nature de la série > a,. O

Théoreme 1.32 (Regle de Cauchy). Soit Y a, une série a termes dans R ou C. On note

A = lim sup |an|%.
n—oo
Alors on a
(1) Si A <1, alors la série Y a, est absolument convergente.
(i3) Si A > 1, alors la série y ay, est divergente.
(#i1) Si A =1, on ne peut pas conclure.

Preuve. La preuve de la regle de Cauchy est semblable a la preuve de la regle de d’Alembert.
) Supposons dans un premier temps que A < 1. On a alors, pour n assez grand (n > ng), |a,| < p™ ol
= # < 1, ce qui nous permet de conclure comme dans le théoreme précédent.
i) Si on a maintenant A > 1, on montre qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a

1+ A
sup{lag/ e > n} = 2

(i
o
(i

et donc pour tout n > ng, il existe k > n (k = ¢(n)) tel que |ag|* > 3+2 > 1. On construit ainsi une

suite extraite de (an)nen vérifiant

ool (F2) e



Cette suite extraite ne converge pas vers 0, donc (ay)neny ne converge pas non plus vers 0. Par la
Proposition 1.13, on en déduit que la série > a,, est divergente.
(7i7) Enfin, les séries de Riemann donnent un exemple de cas ot A = 1 et ol on ne peut pas conclure

). O

quant & la convergence ou non de la série (par la seule connaissance de limsup |a,
n—oo

Proposition 1.33 (Comparaison des deux regles). Soit (an)nen une suite réelle de termes strictement

An 41

n

1
positifs telle que converge vers une limite £. Alors la suite (a;{) est convergente vers £.
neN

Remarque 1.34. L’inverse n’est pas vrai. Soit 0 < a < 1. On pose

a si n pair
an = n=1_7 . . .
a 2 S1 N 1mpalr

3 w3

2041 A2n+2

Alors on a a et
a9, N—00 Aop41 M0

gente ; sa limite supérieure est 1 et sa limite inférieure est a : on ne peut donc pas déterminer lla nature de
la série > a,, grace A la régle de d’Alembert. En revanche, il est facile de voir que lim |a,|" = va < 1
n—roo

1, donc d’apres I’Exercice 1.7, (M> n’est pas conver-
neN

Qn

en étudiant les suites d’indices pairs et d’indices impairs et en appliquant le résultat de ’Exercice 1.7;
la série > a,, est absolument convergente grace a la regle de Cauchy.

Preuve de la Proposition 1.83. Si € =0, on a : pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ny,

on a

Ap 41
QA

Par récurrence, comme dans la preuve de la regle de d’Alembert, on montre alors par récurrence que

a
0<a, <e" =2 Y n > ng.
gno

Ainsi, on a pour tout n > ng

1
1 a n
Oga;{ga(no) — ¢ lorsque n — oo.

gno

D’ou (aﬁ)neN est une suite convergente vers 0.

Dans le cas ou £ > 0, on montre de la méme maniére que pour tout £ €]0, %[, il existe ng € N tel que

pour tout n > ng, on a

ani1
Qp

— f’ <e.
Par récurrence, comme dans la preuve de la regle de d’Alembert, on montre alors par récurrence que

n a”ﬂo n ano
(6—5) mgan§(£+6) m vV n>ng.

Ainsi, on a pour tout n > ng

3|
3=

a 1 a
l—ce— (0 — M) <gr < (¥ a l+e.
€ con ( €)<(€—|—5)n0> =a *( +€)((€+5)”0> n—00 te
1
D’ou (ag )nen est une suite convergente vers /. O



1.6 Séries semi-convergentes

Définition 1.35. Une série semi-convergente est une série convergente non absolument convergente.

Théoréme 1.36 (Séries alternées). Soit (e,,)nen une suite réelle décroissante ayant pour limite 0. Alors
la série Y (—1)"e, est convergente.
n
Démonstration. On pose A,, = Z(—l)kek. Les suites (Aap )nen €t (Aant1)nen sont adjacentes. En effet,
k=0
comme (g,,)nen est décroissante, on a

Aopyo = Aon — €ont1 + €ant2 < Aoy

donc (Asp,)nen est décroissante. De méme, on montre que (As,11)nen est croissante et que pour tout
n €N, ona Ay < Agy,. Alnsi, la suite (Agp+1)nen est croissante majorée et (Aagy, )nen est décroissante
minorée : elles sont toutes deux convergentes respectivement vers A et B. On a alors A < B. D’autre
part,
|Agp 1 — Aon| = €2n11 —— 0
n—oo

et donc A = B. La suite (A, )nen est donc une suite dont la suite extraite des indices pairs et la suite
extraite des indices impairs convergent vers la méme limite : (A,),en est donc convergente d’apres
IExercice 1.7 (vers cette limite commune), ce qui est la définition d’une série convergente (la suite des
sommes partielles est convergente). O

Exemple 1.37. La série ) % est convergente pour tout a > 0, non absolument convergente si
0 < a <1 (séries de Riemann).

Définition 1.38 (Transformation d’Abel). Soit a,, = €,b,, pour tout n € N. On pose B,, = Z by. Alors

k=0
pour tous n,p € N, on a I’égalité suivante appelée la transformation d’Abel
P P
Z An+k = Z(5n+k - 5n+k‘+1)Bn+k' - 57L+1Bn + €n+p+1Bn+p-
k=1 k=1

Remarque 1.39. La transformation d’Abel est une < intégration par partie discréte . Il suffit de voir les
B,, comme des primitives des by, les différences €,,11 — &, comme des dérivées des g.

Théoréme 1.40 (Théoreéme d’Abel). Soit Y a,, une série réelle ou complexe telle que pour tout n € N,
on a a, = b, avec

n
(1) la suite (Bp)nen est bornée (ot B, = Z br);
k=0
(#1) la suite (e,)nen est convergente vers 0 ;

(#it) la série Y |en — eny1| est convergente.
Alors la série Y a, est convergente.

Remarque 1.41. Le cas des séries alternées est un cas particulier du théoréme d’Abel. Il suffit en effet
n

S

k=0

de poser b, = (—1)" et on a < 1 pour tout n € N et si (¢,)nen est décroissante vers 0, on a

n

n
D ek — ekl =Y (e — er41) = €0 — Ens1 ——— <o
=0 k=0

Preuve du théroéme d’Abel. On vérifie de critére de Cauchy pour la série > a,, en utilisant la transfor-
mation d’Abel et les hypotheses du théoreme :

p
E Ap+k

k=1

P
< (supl ) (Z enih — entisa] + (lensa] + |sn+p+1|>> — 0
(S

n,p—oo
k=1 ’



Exemple 1.42. La série ) < e st convergente pour 0 < o < 1si A ¢ 27Z.

e et g, = rTa' La suite (€,)nen est décroissante vers 0 et on a pour A ¢ 27Z

)

En effet, on pose b,, =

n

Z oMk —

k=1

iAn
al—e

1 — e

sin(A
e
n

si

5 1
% - |sin%|'

Les hypotheses du théoreme d’Abel sont vérifiées, la série est convergente, non absolument convergente

car y_ n% diverge si 0 < a < 1.

1.7 Compléments

Dans le cas tres particulier ol le terme général d’une série dont on veut étudier la convergence provient
d’une fonction décroissante sur [0, 0o[, on peut comparer I'intégrale de cette fonction et la série. Soit
f:[0,400[— R décroissante positive. On définit a,, = f(n) pour tout n € N. Alors on a pour tout n > 0

n+1
Ap+41 S / f(t) dt S Q.

En effet, il suffit de remarquer que a,+1 = f(n+1) < f(t) < f(n) = a, pour tout t € [n,n + 1] et
d’intégrer entre n etn + 1. Ainsi, en sommant entre 0 et N, on a

N+1 N+1 N
Zak—Zan+1</ ft) dtSZan.
n=0

Ainsi, on montre que l'intégrale de f sur [0, +oo] et la série Y a, sont de méme nature.

Exemple 1.43. Pour « > 0, on consideére la fonction f : [1, 00[— R définie par f(t) = %, t > 1. Alors

on a
N+1 N+1 dt N 1
s e
1

On retrouve ainsi le fait que si v < 1, alors la série Y - est divergente et si a > 1, alors la série Y- -1
est convergente.

| /\

1.8 Proposition d’exercices

Exercice 1.44 (Séries de Bertrand). Etudier, selon les valeurs de o, 8 € R la convergence de la série
1
de terme général a, = ———=, n > 2.
g " pa(lnn)f’ T
Indications. On pourra s’inspirer de I’Exercice 77 sur les intégrales de Bertrand pour la version « intégrales
généralisées >. O

n
Exercice 1.45. (a) Calculer, pour n > 1 et t € R la somme, Zcos kt.
k=1
(b) Montrer, en utilisant la transformation d’Abel, que la série de terme général
cosn

b

n>1
n

est convergente.
(¢) En remarquant que

1
|cost| > (cost)? = 5(1 +cos2t), tER,

n’est pas absolument convergente.

montrer que la série ) €S0
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Chapitre 2

Suites et séries d’applications

Dans tout ce chapitre, a,b € R avec a < b (ou éventuellement a = —o0, et/ou b = +00). Pour n € N,
fn : la,b] = R ou C sont des fonctions définies sur l'intervalle [a, b] (ou R ou [—o0,b] ou [a, +o0]).

2.1 Convergence simple

Définition 2.1 (Convergence simple). On dit qu'une suite de fonctions (f,)nen converge simplement
vers f : [a,b] — R ou C sur [a, b] si pour tout = € [a, b], la suite réelle (ou complexe) (fr(z))nen converge

vers f(x).

Remarque 2.2. La convergence simple de (f,,)nen vers f peut alors se définir par : pour tout z € [a, b],
pour tout € > 0, il existe ng(x, ) € N tel que pour tout n > ng(z, ), on a |f,(z) — f(z)] < e.

Exemple 2.3. Pour n € N et z € [0,1], on pose f,(x) = z™. Alors pour x € [0,1], fn(z) =2 —— 0

n—oo
etsiz=1,ona f,(1) =1 — 1. Ainsi, la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement vers la
fonction f :[0,1] — R définie par f(z) =0si0 <z <1let f(1)=1.

Proposition 2.4. Soit (f,)nen une suite de fonctions qui converge simplement vers f sur [a,b).
(1) Si fy est croissante (respectivement décroissante) sur [a,b] pour tout n € N, alors f est croissante
(respectivement décroissante) sur [a,b].
(#4) Si fn est convexe sur [a,b] pour tout n € N, alors f est conveze sur [a,b].

Preuve. (i) Supposons que f, est croissante sur [a,b] pour tout n € N. Alors pour tous z,y € [a,b],
xz <y,ona fp(z) < fn(y) pour tout n € N. Les inégalités larges étant conservées par passage a la limite,
on a alors f(z) < f(y), ce qui implique que f est croissante. De méme dans le cas ou les fonctions sont
décroissantes.

(#4) Supposons maintenant que f,, est convexe sur [a, b] pour tout n € N. Alors pour tous z,y € [a,b] et
pour tout ¢t € [0,1], on a

faltz+ (1 —=t)y) <tfn(x)+ (1 —1t)fn(y), pour tout n e N.
Comme plus haut, les inégalités larges étant conservées par passage a la limite, on a
flz+ (1 -ty <tf(z)+ (1 —-1%)f(y), pour tous x,y € [a,b], ¢t €[0,1].
Ceci prouve que f est convexe sur [a, b]. O

Remarque 2.5. Méme si on sait que les fonctions f,, sont strictement croissantes, on ne peut pas en
déduire que f est strictement croissante, les inégalités strictes devenant large par passage a la limite.
Pour illustrer, voir I'exemple 2.3 : les f,, sont toutes strictement croissantes sur [0, 1], mais la limite f
est constante sur [0, 1].
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2.2 Convergence uniforme

Définition 2.6 (Convergence uniforme). On dit qu’une suite de fonctions (fy,)nen converge uniformé-
ment vers f : [a,b] = R ou C sur [a, b] si

sup |[fn(z) = f(2)] ——0.

anSb n—oo

Autrement dit, pour tout € > 0, il existe ng(e) € N tel que pour tout n > ng(e), on a |fo(x) — f(z)| <e
pour tout z € [a, b].

Remarque 2.7. Dans la définition de la convergence simple, le rang a partir duquel |f,,(z) — f(x)| est
petit dépend de z, ce qui n’est pas le cas pour la convergence uniforme.

Proposition 2.8. Une suite qui converge uniformément converge simplement vers la méme limite.

Preuve. Soit (f,)nen une suite de fonctions qui converge uniformément vers f sur [a,b]. Pour tout
x € [a,b], on a
|fa(z) = f(@)| < sup [fu(y) — f(y)| —=0,

a<y<b n—o0

ce qui montre la convergence simple de (f,,)nen vers f sur [a, b]. O

Exemple 2.9. On reprend 'exemple 2.3 ; on veut étudier la convergence uniforme de la suite (f,,)nen-
On a, pour tout n > 1 :

sup [2" — f(2)] =1,
0<z<1

ou f est la limite simple déterminée dans exemple 2.3 (f(z) =0si0 < x < 1et f(1) = 1). En effet,

1
SUPg<,<q |2 =1 : 1 est un majorant de {z",0 < z < 1} et pour tout £ < 1, en posant = = (“42)", on
a:z€[0,1] et 2™ = £ > ¢, donc £ n'est pas un majorant de {2",0 < z < 1}.

Théoréme 2.10 (Critere de Cauchy uniforme). Une suite de fonctions (fn)nen converge uniformément
si et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy suivant :

sup [fp(z) = fo(2)] ——— 0.
<z<b P:q—0

a

Ou encore : pour tout € > 0, il existe N(g) € N tel que pour tout p,q > N(g), on a |fp(x) — fo(z)| < e
pour tout = € [a, b].

Preuve. “=” Supposons que (f,)nen converge uniformément vers f. Alors on a pour tous p,q € N
et pour tout = € [a,b] :

() = fo(@) [fo(@) = F(@)[ + | () — f(2)]

<
< sup [fp(y) — fW)|+ sup [fo(y) — f(y)l,
a<y<b a<y<b

et donc

sup |fp(x) = fo(@)] < sup |fp(y) = F(W)l+ sup |fy(y) = f(y)] —= 0.
a<z<b a<y<b a<y<b P,g—+o0

“<” Supposons maintenant que (fy,)nen vérifie le critere de Cauchy. Soit « € [a, b]. Il est facile de
voir que (fp(2))nen est une suite de Cauchy de R (ou C). Elle est donc convergente; on note
f(x) sa limite. On a alors, pour tout = € [a,b], pour tout € > 0, il existe no(z,e) € N tel que
pour tout n > ng(x,e), on a |f,(x) — f(z)| < e. Ainsi, la suite de fonctions (fy,)nen converge
simplement vers f. Montrons que cette convergence est uniforme. Soit & > 0 fixé. Soit n > N(e).
Pour z € [a,b], soit p = max{N(e),no(z,€); on a

[fu(2) = f(@)| <|fulz) = fp(@)] + [fp(2) — f(2)] < 2.

On a ainsi trouvé N (e) tel que pour tout x € [a, b], | fn(x) — f(x)| < 2¢, ce qui est la définition de
la convergence uniforme de (f,,)nen vers f.
Ce qui montre 1’équivalence entre la convergence uniforme et le critere de Cauchy uniforme. O
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On a vu dans 'exemple 2.3 que la convergence simple ne suffit pas pour conserver la continuité par
passage a la limite. La bonne notion est la convergence uniforme, comme on va le voir.

Théoréme 2.11 (Continuité). On suppose que f,, est continue en un point ¢ € [a,b] pour tout n € N.
Si la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément vers f sur [a,b], alors [ est continue au point c.

Preuve. Pour z € [a,b], on a

f(x) = fle) = f(@) = ful@) + fu(2) = fn(c) + fulc) = f(c).

Pour montrer la continuité de f au point ¢, il faut montrer que |f(z) — f(c)| est petit lorsque x est
proche de ¢. On traite les deux termes |f,(z) — f(z)| et |fn(c) — f(c)| gréce a la convergence uniforme
de (fn)nen vers f et le terme |f,(z) — fn(c)| griace & la continuité de f,. Soit ¢ > 0. Comme (f,,)nen
converge uniformément vers f, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a |f,(x) — f(z)|] < € pour
tout x € [a, b]. Pour ce ng, fn, est continue, donc il existe § > 0 tel que pour tout x € [a, b], |x —¢| < 4,
on a |fn,(x) — fny(¢)| < e. Ainsi, on a pour tout = € [a,b], |z —¢| < 0,

[f(@) = )l < (@) = Fuo (@) 4 [fng (2) = fno () + | fro (¢) = f(c)]
< 2 sup [fao(y) = F(W)] + |fno (@) = fro(0)] < 3¢,

y€la,b]
ce qui démontre la continuité de f au point c. O

Théoréme 2.12 (Intégration). Soit (f,)nen une suite de fonctions continues qui converge uniformément
sur [a,b] vers une fonction f. Alors

b b
/ fultydt —— [ fa.

Preuve. 11 suffit de remarquer que, d’apres le théoréme précédent, f est continue (donc intégrable) et
que 'on a

b
< / Falt) = F(O)]dE < (b—a) sup |fult) — F()] ——> O

t€la,b) n—00

b
/ (Fult) — £(1))dt

grace a la convergence uniforme de (f,)nen vers f. O

Théoréme 2.13 (Dérivation). Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle [a,b],
dérivables, de dérivées continues, telle que la suite des dérivées (f))nen converge uniformément vers
une fonction g sur [a,b] et telle que (fn)nen converge simplement vers f sur [a,b]. Alors f est continue,
dérivable, et f' = g.

Preuve. 11 suffit de remarquer que pour tout n € N, on a

x
fa(x) = fola) +/ fL)dt, x € a,b]. (2.1)
a
D’apres le Théoreme 2.12, on a

/w fL(t)dt —— wg(t)dt

n— oo a

et donc, en prenant la limite lorsque n tend vers l'infini de (2.1), on obtient

f(z) = fla)+ /JL g(t)dt, x € [a,b].

On en déduit alors que f est continue et dérivable, comme intégrale de la borne supérieure d’une fonction
continue, et que f'(z) = g(x) pour tout z € [a, b]. O
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Ces théoremes peuvent se déduire du théoreéme suivant concernant les conditions dans lesquelles on peut
“intervertir des limites”.

Théoreme 2.14 (Interversion de limites). Soit A un ensemble d’indices (A = N ou A = [, 8] un
intervalle,...). Soit {fx,A\ € A} une famille de fonctions définies sur un intervalle [a,b], qui converge
uniformément vers f lorsque A tend vers Ay (Ao = 00 si A =N). On suppose d’autre part que pour tout
A €A, fu(x) — a(e) pour un c € [a,b]. Alors on a

A= Ao \z—c z—c \ A=)

lim (hm f,\(q:)) = lim ( lim fA(x))

Preuve. La preuve est sur le méme modele que la preuve du Théoreme 2.11. Il s’agit en fait de montrer
que

A= Ao \T—cC Tz—c \ A= Ao T—C

f(e) = lim (lim fA(x)) = lim ( lim f;&x)) = lim f(x).

On écrit alors
f(x) = flc) = f(z) — falx) + falz) — fale) + fale) = f(o),

et la démonstration suit les mémes étapes que la preuve du Théoreme 2.11. O

2.3 Approximation polynoémiale

Dans cette partie, on montre comment une fonction continue sur un intervalle [a, b] peut étre approchée
uniformément par des polynomes.

Définition 2.15. Une fonction continue sur I C R est dite uniformément continue sur I si pour tout
e > 0, il existe a > 0 tel que pour tous x,y € I avec |z —y| < a, on a |f(x) — f(y)] < e.

Remarque 2.16. La continuité uniforme d’une fonction nous assure que, dans la définition de la continuité,
on peut choisir « indépendant du point ou on regarde la continuité, o ne dépend que de €.

Théoréme 2.17 (Heine, Borel-Lebesgue). Une fonction continue sur un intervalle [a,b] (—oo < a <
b < +00) de R est uniformément continue sur [a,b].

Preuve. Soit € > 0 fixé. Soit x € [a,b] : f est continue en z, c’est-a-dire qu’il existe a(x,e) > 0 tel que
az,e) alz,e)
2 7 2

pour tout y € [a, b] avec |x—y| < a(z,e),ona f(x)—f(y)| <e.Onpose I, . = |z —
On a:
[a,b] C U I e

z€[a,b]

Soit E = {t € [a,b]; [a, t] peut étre recouvert par un nombre fini del, . }. Comme a € E ([a,a] C I, ) et
que E C [a,b], E est une partie non vide et majorée de R : E admet une borne supérieure finie. Soit
B =supE : B <b. Montrons que 8 € E. On a 8 € Ig.. On choisit v = § — %. Par définition de
la borne supérieure, v € E et donc [a,~] peut étre recouvert par un nombre fini d’intervalles I, .. Si
on ajoute & ce nombre fini l'intervalle I ., on a encore un recouvrement fini et [a, 8] est inclus dans la
réunion de ces intervalles. Ainsi, 8 € E. Montrons maintenant que 8 = b. En raisonnant par ’absurde,
supposons que 3 < b. Alors on pose v = 8+ % 2y €]8,b] et [a,y] = [a, B]U[B,~] peut étre recouvert
par un nombre fini d’intervalles I, . : le nombre fini qui recouvre [a, ] en y ajoutant l'intervalle Ig .
Dot v € FE et v > 3, ce qui est en contradiction avec 5 = sup F. Ainsi, on vient de montrer qu’il
existe un nombre fini d’intervalles I, . dont la réunion contient [a, ], ¢’est-a-dire qu’il existe n > 1 et
X1,Ta, ..., T, € [a,b] tels que

[a,0] C | Iy

k=1
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On pose alors a = min{%, k=1,..,n} (o ne dépend que de €). Soit = € [a,b] : il existe k =1,...,n
tel que z € I, .. Soit y € [a,b] avec [z —y| < « :

-l <ly =l + b -zl < ot WD <oy o),
On a donc
[f(@) = F)l < |f(@) = flap)| + [f(ze = fly)] < 26,
ce qui démontre la continuité uniforme de f sur [a, b]. O

Théoreme 2.18 (Stone-Weierstrass). Toute fonction continue sur un intervalle [a,b] de R est limite
uniforme d’une suite de polynémes.

Preuve. Soit f : [a,b] — R continue. Quitte & remplacer Uintervalle [a,b] par un intervalle plus grand
[c,d] et & prolonger f sur [c,d] linéairement sur [c,a] et sur [b,d] en posant f(c) = f(d) = 0, on peut
supposer que f(a) = f(b) = 0. Par un changement de variable, on peut supposer que a = —% et b= %
en posant g(t) = f((—t + 3)a+ (t+ %)b), t € [~1,3]; ou encore f(z) = g(ﬁ(aj - b%’)), x € [a,b].
Posons maintenant pour tout n € N k, : R = R, h,(t) = (1 —t?)" sit € [-1,1], hy,(t) =0 si [t| > 1. On
note a, la quantité a,, = f_ll hn(t)dt et ky = 2h,. On a k, >0 sur R et fj;o k,(t)dt = 1. De plus,

2
n+1

1 1
an:2/ (1—t2)"dt22/ (1—t)"dt =
0 0

Ainsi, sur tout intervalle de la forme [—1,—4] ou [d,1] avec 0 < § < 1, la suite (k,)nen converge
uniformément vers 0. En effet, pour t € [—1,1] avec [¢| >, on a

(D] < (1 — a2y < "L _gzr g

an n—00

On considere maintenant la fonction p,, définie sur R par

+oo 1
pn(x) = (f xkp)(x) = / fle =)k, (t)dt = / flx =)k, (t)dt

—o0 -1

+oo z
= / F()kn(z —t)dt = / f(t)kn(z —t)dt, xeR.
Pour t € [—3,

1.4, onapourz € [-1, 1], x—te[-1,1], donc k,(z — t) = (1 — (z — t)*)". D’olt, pour
tout € [—3

n

DN o=

,3], on a

pu(x) = — [ 01~ (@ - ),

Ay J_

1
2

ce qui montre que p, coincide avec un polynome de degré 2n sur [—%, %] Montrons maintenant que

(Pn)nen converge uniformément vers f sur [—1,1]. On a

pa(@) — f(2) / k(@ = 1) = Fla)ds
-5

)

/_ ha(O(f (@ =) = f(@)de+ / b (t) (f (2 — 1) — f())dt

=

T /5 Fu(t)(f(z — £) — f(a))dt.

Comme sur [—1, —6]U[4, 1], la suite (k;, )nen converge uniformément vers 0, et comme f est uniformément
continue sur [—3, 1] (car elle y est continue), on en déduit que (p,)nen converge uniformément sur [—3, 3]
vers f. O
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Autre preuve du théoréme de Weierstrass. On présente ici la méthode des polynémes de Bernstein. Tout
d’abord, quelques résultats techniques, dans le cas [a,b] = [0, 1]. Soit f une fonction continue de [0, 1]
dans R : d’apres le Théoreme 2.17, f est uniformément continue sur [0, 1]. Pour n € N, on pose

Zf( )th’f —t)" 7k teo,1],

ott CF désigne le coefficient binomial m7 k=0,1,...,n. Pour tout n € N, B,,(f) est un polynéme de

)
degré au plus n. En remarquant que 1 = (¢ + (1 —t)) et en développant (¢ + (1 —t))" par la formule du
bindme, on remarque que si f est la fonction constante égale & 1, on a B, (1)(t) = ¢ pour tout ¢ € [0, 1].
De méme, on montre que pour tout ¢ € [0,1], By, (id)(t) = t, ou id(t) =t et B,(c)(t) = = ¢t + 21 2, on
c(t) = t2. On montre alors la relation suivante

Zn: —nt)2CHR (1 — )" F = nt(1 —t),t € [0,1]. (2.2)
k=0

Soit £ > 0 fixé. D’apres la continuité uniforme de f sur [0, 1] il existe o > 0 tel que pour tout ¢, s € [0,1]
avec |t — s| < a, on a |(ft) — f(s)| < e. Ainsi, pour ¢ € [0,1], on note

S
——t>a;,.
n

1)

Z Cﬁtk(l _ t)n—k < Z %C/ﬁtk( t)n—k

Enia= {k €{0,1,....,n};

Soit Fpyt.0 = {0,1,..,n}\ Epta. On a

kEEn,‘t,a kEEn t,a
) 1 O ko k n—k
S zaz (POt (1)
k=0
(3) 1 4 1
< t(l—1¢t) < .
~  n2a? ni( ) = 4no?

La premiére inégalité provient du fait que pour k € E,, ; o, on a (k —nt)? > n?a?. la deuxieme inégalité
vient de Ep o C {0,1,...,n} et tous les termes de la somme sont positifs. L’inégalité (3) vient de

Pexpression (2.2). Et enfin, la derniére inégalité vient de sup [t(1 —¢)| = T On a alors
te(0,1]

n

Ba(H)(®) - 1) & Zf( )ckt’“ )

k=0

2 (1 (3) ) esea—or

- EZ ( <) f(t)>C’;tk(1t)nk
+k€FZ ( ( ) f(t))C,’ftk(lt)nk7

ou I'égalité (1) provient uniquement de la définition de B,,(f). L’égalité (2) vient du fait que B, (1)(t) =1
pour tout ¢t € [0,1]. La troisieme égalité vient de la décomposition {0,1,....,n} = E, o U Fpt.q, avec

—~
—

—~
no
—
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EntoaNF,iq=0. Ainsi, on a

(1)
Ba(F)(0) — f(1)] < ‘f( >f(t) Chik(1 - £y
k€EEL t,a
‘f( ) - f(t)‘ CrtF(1 -+
kE€EF, t,a
(2) k., k n—=k
< 2821[31?1]|f(5)| ol +6k€§m0nt (1-1)
(3) 1 - ki k n—k
< s:l[t?l]lf(S)l 5 +6]§Cnt (1—1)

)
< sup [f(s)] te

s€[0,1] 2na?

La premiére inégalité provient de 'expression de B, (f)(t) — f(t) trouvée précédemment. La deuxiéme

inégalité vient de l'inégalité trouvée pour Z thk 1— t)”_k et du fait que pour k € F, ¢4, On
kEEn t,a

a |k —t| < a, et donc [f(£) — f(t)| < e. La troisieme inégalité vient de Fy, o C {0,1,...,n}. Enfin,

la derniére inégalité vient de B, (1)(t) = 1 pour tout ¢ € [0, 1]. Ainsi, on peut choisir ny € N tel que

pour tout n > ng, sup |f(s)] 5 <e : ng ne dépend que de €. On a alors pour tout ¢ € [0,1],
s€f0,1] no

| B, (f)(t) — f(t)|] < 2e, ce qui montre la convergence uniforme de (B, (f))nen vers f sur [0, 1]. Dans le
cas ou f est continue sur un intervalle [a, b] quelconque, on pose g(t) = f(a + (b — a)t) pour ¢t € [0,1] :
g est continue sur [0,1] et vérifie f(x) = g(3=2) pour z € [a,b]. On applique alors le résultat précédent
a g et en posant P,(x) = B,(9)(=%), € [a,b], n € N, on montre facilement que (P,)nen converge
uniformément vers f dans [a, b]. O

2.4 Séries de fonctions

Le lien entre suites et séries de fonctions est le méme qu’entre suites et séries numériques. Dans tout ce
paragraphe, I désigne un intervalle de R (ouvert ou non, fermé ou non, borné ou non).

Définition 2.19. Soit (f,)nen une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes, définies Sur 1. On
appelle série de terme général f,, et on note Y f,, la suite de fonctions (¢, )nen, O @, (t Z fr(t
t € I est la somme partielle d’ordre n.

Définition 2.20. On dit que la série de fonctions > f,, converge simplement (respectivement uni-
formément) sur I si la suite de fonctions (¢, )nen converge simplement (respectivement uniformément)
sur I.

La convergence simple de Y f,, revient a la convergence de la série numérique > f,,(¢) pour tout t € I.
Lorsqu’il y a convergence simple, on note ¢ : I — R ou C la fonction définie par ¢(t Z fn(t) pour
t € I, et on 'appelle somme de la série Y fi,.

Proposition 2.21. Une série de fonctions > f, converge uniformément sur I si et seulement si elle
est uniformément de Cauchy, c’est-a-dire : pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tous p,q > N,
a

p < onasup |3 filt)| <=
tel |15,
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Preuve. 11 suffit de voir que le critere de Cauchy uniforme pour la série de fonctions > f,, est le méme
que le critéere de Cauchy uniforme (Théoreme 2.10) pour la suite des sommes partielles (@, )nen. En

q
effet, on a ¢q(t) — @p_1(t) = Z fx(t) pour tout t € I. O
k=p

Exemple 2.22. Soit f,(t) = t™ pour t €] — 1,1[. Pour tout ¢ €] — 1, 1], la série Y f,(¢) converge vers

1. La convergence est uniforme sur tout intervalle du type [—a,a] avec 0 < a < 1.

Corollaire 2.23. Si une série de fonctions >, f, converge uniformément sur I, alors la suite de fonctions
(frn)nen converge uniformément vers la fonction nulle.

Preuve. 11 suffit d’écrire le critere de Cauchy uniforme pour p = gq. O

Les deux résultats suivants donnent des conditions suffisantes pour vérifier qu’'une série de fonctions
converge uniformément.

Proposition 2.24 (Convergence normale). Soit > f, une série de fonctions définies sur I telle que
pour tout t € I, |fn(t)| < an. On suppose que la série numérique Y a,, est convergente. Alors la série de
fonctions > fn est uniformément convergente.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le critére de Cauchy uniforme pour la série Y f,,. En effet, on a

q q q
sup | > fu®)| < D suplfu()] < D ar —=—0,
k=p k=p k=p

ce qui montre, d’aprés la Proposition 2.21, que 3 f,, converge uniformément sur I. O

Exemple 2.25. Soit n > 1. Soit f, : R — R définie par f,(t) = 522 ¢ € R. On a, pour tout ¢ € R,

n2
sin nt 1 b 1 b
|n—2| S 7. Comme la série ) -, - est convergente, la série -, f, converge normalement, donc
uniformément sur R.

Théoréme 2.26 (Reégle d’Abel uniforme). Soit (f,,)nen une suite de fonctions définies de I dans R ou
C. On suppose que pour tout n € N, on peut écrire f, = gnh, avec

(2) pour tout t € I, la suite réelle (g, (t))nen est décroissante;

(#1) la suite de fonctions (gn)nen converge uniformément vers 0 ;

> hi(t)

k=0

(#it) il existe M > 0 tel que pour tout n € N, on a sup <M.

tel

Alors la série Y, f,, converge uniformément sur I.

Preuve. On va montrer que le critere de Cauchy uniforme est satisfait en utilisant la transformation
d’Abel comme dans le cas des séries numériques. On a pour tout ¢t € T

Z fn-‘rk (t) = Z(gn+k(t) — In+k+1 (t))Hn-‘rk (t) — gn+1 (t)Hn (t) + In+p+1 (t)Hn+p(t)a
k=1 k=1

ot H, = > 1 _ hi (n € N) est la somme partielle de (hy,)nen. On a alors pour tout ¢ € I,

Z fn—l—k(t)
k=1

S gk0) — Gt O o)+ 902D+ g1 (O] (0]
k=1
= M<Z<gn+k<t>—gn+k+l<t>>+gn+1<t>+gn+p+l<t>> = M g (1),
k=1
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La premiere inégalité provient de 'inégalité triangulaire. La deuxiéme inégalité provient de I’hypothese
(791) du théoreme, et du fait que les hypotheses (i) et (i¢) impliquent que g, (t) > 0 et g (t) — gr+1(t) >0
pour tout ¢ € I et pour tout n € N. Ainsi, on a

Z fn+k‘(t)
k=1

d’apres Uhypothese (ii). O

n,p— 00

sup < 2M sup g1 (t) ——— 0
tel tel

Dans la suite, nous étudions comment les propriétés des fonctions f, (continuité, dérivabilité) sont
conservées par la série Y f,, lorsqu’elle converge.

Théoreme 2.27 (Continuité). Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur un intervalle I telle
o0

que la série Y f, converge uniformément sur I. Alors la somme de la série g fn est continue sur I.

n=0
Preuve. Appliquer le Théoréme 2.11 & la suite des sommes partielles (@, )nen- O

Théoréme 2.28 (Intégrabilité). Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur I, continues sur un
intervalle [a,b] C I telle que la série > f, converge uniformément sur I. Alors la série numérique

> (ff fn(t)dt> est convergente et on a

/ab <§j fn(t)> dt = i_o: (/b fn(t)dt>

Preuve. Appliquer le Théoréme 2.12 & la suite des sommes partielles (@, )nen- O

Théoréme 2.29 (Dérivabilité). Soit (fn)nen une suite de fonctions de classe €1 sur un intervalle I
telle que la série > f! converge uniformément vers g sur I et la série Y f, converge simplement vers f
sur I. Alors f est de classe €1(I) et f' =g sur I.

Preuve. Appliquer le Théoreme 2.13 & la suite des sommes partielles (o, )nen- O

Exemple 2.30. On reprend I'Exemple 2.25 : pour n > 1, f, : R — R est définie par f,(t) = 51227”,
t € R:lasérie Y f,, converge uniformément sur R, la somme est donc continue d’apres le théoréme sur la
continuité ci-dessus car f,, est continue sur R. Pour tout n > 1, f,, est de classe €* et on a f/ (t) = %"t
pour ¢t € R.La série > f,(2kw), k € Z, est divergente (f,(2kw) = %) D’autre part, on a vu que pour
t € R\ 27Z, la série » %L"t est convergente : voir Exemples 1.42 pour o = 1. On peut montrer, grace au
théoréme d’Abel uniforme, que la série > f! est uniformément convergente sur tout intervalle du type
[2km + €,2(k + 1)m — €] pour tout € > 0 et tout k € Z. Ainsi, on peut en déduire que la somme de la

série > f,, est de classe ¢! sur R\ 27Z.
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Chapitre 3

Séries entieres

3.1 Rayon de convergence

Définition 3.1. On appelle série entiere de la variable complexe toute série de la forme Y f,, ol
fn(z) = anz™, 2 € C, n € N, avec a,, € C.

Exemple 3.2. La série > 2™ est une série entiere (a, = 1 pour tout n € N).

Théoréeme 3.3 (Lemme d’Abel). Soit Y a,z™ une série entiére. Soit zg € C tel que la suite compleze
(anzd)nen est bornée. Alors pour tout z € C, |z| < |z0|, la série compleze > anz"™ est absolument
convergente.

Preuve. Par hypothese, il existe M > 0 tel que |a,z{y| < M pour tout n € N. Si zg = 0, le résultat est
<1,

2

n
- Pour |2] < |20l, | 5

trivial. Supposons donc zg # 0. Alors on a pour tout n € N : |a,2"| < M i

n
est convergente. Par comparaison, on a donc que la série > a,2™ est absolument

[ .
donc la série 3 | =
convergente. O
Corollaire 3.4. Soit Y a,2z" une série entiére, soit zo € C tel que la série Y a,z{ est convergente.
Alors pour tout z € C tel que |z| < |z, la série Y anz" est absolument convergente.

Preuve. 11 suffit de remarquer que, comme la série > a,z{ est convergente, la suite (a,2{)nen converge
vers 0, donc est bornée. On applique alors le lemme d’Abel. O

Théoréme 3.5. A toute série enticre > anz™, on peut associer un unique réel positif R (éventuellement,
R = +00) vérifiant

(1) siz € C avec|z| < R, la série Y a,2" est absolument convergente ;

(13) siz € C avec |z| > R, la série Y apz™ est divergente.
On appelle R le rayon de convergence de la série > anz".

Preuve. On note A = {r > 0; (a,r")nen bornée} : A # () car 0 € A. Si A n’est pas majorée, il est clair
qu’on peut prendre R = 0o d’apres le lemme d’Abel. Si A est majoré, on note R = sup A. Soit z € C
tel que |z| < R : il existe r € A tel que |z| < r < R. D’apres le lemme d’Abel, on a alors que Y a, 2™ est
absolument convergente. Supposons maintenant que z € C avec |z| > R. Alors la suite (a,2")nen n'est
pas bornée (sinon |z| € A), et donc la série > a, 2™ est divergente. O

Exemple 3.6. En reprenant ’exemple 3.2, on voit facilement que le rayon de convergence de la série
> 2" vaut R = 1.

Proposition 3.7 (Formule d’'Hadamard). Le rayon de convergence R d’une série entiére Y anz™ vérifie
légalité

L _ limsup ||
— = 111 Su’ a n
R planlt

en adoptant la convention % =400 et é =0.
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. 1 . . L.
Preuve. Silimsup |a,|™ = 400, alors pour tout z € C, la suite (a,2™)nen n’est pas bornée, donc la série
n—roo

entiere Y a,2™ n’est pas convergente. Ainsi, R = 0.

Supposons maintenant que lim sup |a,, # = 0. Soit z € C. Alors on a

n— oo

limsup|anz"|% = (limsup|an|%)|z| =0<1,
n— 00 n—oo

et donc d’apres la régle de Cauchy pour les séries numériques, la série entiere Y a, 2™ est absolument

convergente ; son rayon de convergence vatt +0o0.

Soit maintenant lim sup |a,|™ = ¢ €]0, +o0]. Soit z € C tel que £|z| < 1. Alors on a

n—oo
limsup|anz”|% = (limsup|an|%)|z| =/{z| <1,
n— 00 n—oo

et donc d’apres la reégle de Cauchy pour les séries numériques, la série entiere Y a,z" est absolument
convergente. Si z € C vérifie £|z| > 1, on a

1

lim sup |a,z"|» = (limsup|an|%)|z| =z > 1,
n—00 n—00

et donc d’apres la régle de Cauchy pour les séries numériques, la série entiere Y a,, 2™ est divergente. [J
Proposition 3.8 (Critere de d’Alembert). Soit (ay,)nen une suite de complexes non nuls. Supposons

. An+1
que lim ol

existe (on note ¢ cette limite). Alors le rayon de convergence de la série entiére Y a,z™
n—oo |

vaut R = % (avec la méme convention que dans le théroéme d’Hadamard).

Preuve. On applique la regle de d’Alembert (Théoreme 1.31) & la suite (a,2™)neny pour z # 0 : si

n+1
. 1% - .
|z| < 7, alors lim HZ = ]z] <1 : la série S anz" est absolument convergente; si |z| > +
n—o0 anz"
.| angrzm . N . . s
alors lim | ————| =/{|z| > 1 : la série > a,2" est divergente. D’ol, par définition du rayon de
n—o00 ap2™
convergence, R = %. O

Proposition 3.9. Soit > a,z™ et Y b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence R et R'. Alors
> (an +by)z" est une série entiére de rayon de convergence R” > min{R, R’} et pour |z| < min{R, R'},
on a

(o] o0 (o]
Z(an +b,)2" = Z anz" + Z b,2".
n=0 n=0 n=0

D’autre part, la série produit 3 (X p_o(arbn—r)) 2" est une série enticre de rayon de convergence R >
min{R, R’} et pour |z| < min{R, R'}, on a

Z < (akbnk)> 2" = (Z anz"> . <Z bnz”> )
n=0 \k=0 n=0 n=0

Preuve. Evident pour la somme si on applique la Proposition 1.14. Pour le produit, raisonner sur les
sommes partielles. O

Théoréme 3.10. Une série entiére et sa série entiére dérivée ont méme rayon de convergence.
Preuve. Soit ) anz™ une série entiere. On appelle série entiere dérivée la série entiere Y b, 2" ou b, =

1
(n + 1)an41, n € N. Soit — = limsup |a,|*. Alors on a pour tout n € N
R n—oo

1 1 1
bn|™ = lang1]™ (n+1)7.

1 1 ].
Comme lim (n+1)» =1, on a limsup |b,|» = —. O
n— 00 n—o00 R
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3.2 Propriétés de la somme - Fonctions développables en série
entiere
Dans tout ce paragraphe, > a,z" désigne une série entiere de rayon de convergence R. On note f : {z €

C;|z| < R} — C la fonction définie par f(z Z anz"™; f est appelée somme de la série Y a,z
n=0

Théoréme 3.11. Soit 0 < r < R. Alors la série _ fn (00 frn(t) = ant™, t € R) converge uniformément
vers f sur [—r,r].

Preuve. Pour tout t € [—r, 7], on a |fn(t)] = |ant"™| < |an|r™. Comme la série Y a,r™ converge (car
r < R), la série ) f,, converge normalement, donc uniformément, sur [—r,r] vers f. O

Corollaire 3.12. La somme d’une série entiére est de classe €°° sur son intervalle de convergence.

Preuve. Soit tyg €] — R, R[. Soit r = RJFT“O‘ Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur [—r, 7], et

la série Y f,, converge uniformément vers f sur [—r,r]. Donc d’aprés le Théoreme 2.27, f est continue
en tg. Comme la série dérivée a le méme rayon de convergence que Y a,z", f est de classe €1 sur en t,
et on a f'(tg) = .00 na,zy~'. On peut bien siir itérer ce raisonnement (on fait une récurrence) pour
finalement trouver que pour tout k € N, f est de classe €% en t. O

Corollaire 3.13. Soitp € N et Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0, de somme f.
P

Alors f admet Z ait® pour développement limité & Uordre p au voisinage de 0.
k=0

Preuve. En effet, on a pour ¢ # 0 au voisinage de 0 (¢t € [-£, &)

p
1p<f(t)_kz_oaktk> Z ant™” P—Zan+pt —0

n=p+1

car la série ), - anipt" converge uniformément au voisinage de 0 (on peut donc intervertir les signes
> et lim. - O

Exemple 3.14. La série entiere de terme général %, n > 1 a pour rayon de convergence 1. On note
f{zeClz] < 1} la fonction somme. Sur son disque de convergence, f est dérivable et sa dérivée vaut
fl(z) =20 2" = 1— Ainsi, sur | — 1,1], f'(t) = %_t, ce qui donne, apres intégration, compte tenu
du fait que f(0)=0: f(t) = ln(l —t).

Définition 3.15. On dit qu’une fonction f : [a,b] — C (pour a < b) est développable en série entiere
au voisinage de ¢ €]a, b[ 8'il existe une série entiere Y a,, 2" de rayon de convergence R > 0 telle que il
existe r > 0 avec

t) = Zan(t—c)”, pour t €]c — r, ¢+ r[N[a, b].

Théoréme 3.16. Soit f une fonction développable en série entiére au voisinage de 0. Alors il existe
r >0 tel que f est de classe € sur]—r,r|, la série entiére ) f(")( )2™ a pour rayon de convergence

R>r et
=1
=3 =M, i <
771

Preuve. Soit f développable en série entiere au voisinage de 0. D’apres la définition, il existe p > 0 et une
série entiere Y a, 2™ de rayon de convergence R > p tels que pour tout t €]—p, p[, ona f(t) = > 7, ant™.
oo

Ent =0: f(0) = ag. D’apres le Corollaire 3.12, on a f'(t) = Z(n + 1)an4+1t"™ pour tout z €] — p, pl.
n=0

En particulier, en ¢ = 0, on a f'(0) = a;. En itérant ce raisonnement pour toutes les dérivées (et

donc en faisant un raisonnement par récurrence), on obtient f (n) (0) = nla,. Ce qui nous donne bien le

résultat. O
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Ainsi, pour qu’'une fonction soit développable en série entiere, il est nécessaire qu’elle soit de classe €
(n)

f 1(0 o
n:

au voisinage de 0 et que le rayon de convergence de la série > soit non nul. Ceci n’est pas

suffisant comme on peut le voir dans I’exemple suivant.

Exemple 3.17. Soit f : R — R définie par f(0) =0 et f(t) = exp (*%2) si t # 0. Cette fonction f est
de classe € sur R et pour tout n € N, f((0) = 0.

Théoréme 3.18. Une fonction f : R — C de classe €°° sur | — r,r| est développable en série entiére
au voisinage de 0 s'il existe M > 0 tel que pour tout n € N, |f()(t)] < M pour tout t €] —r,r|.

Preuve. D’apres Taylor-Lagrange avec reste intégral, on a pour tout n € N et pour tout ¢ €] — r, r[

& 1 ; t(t_u)n n n 1(1_U)n n
—kzzoﬁf(k)(())tk :/O L o) (= 1 +1/0 LD e ro)av,

ce qui donne
|t|rL+1

<M-— —0.

( +1)' n—o00

-3 o

Ainsi, la série entiere Y- F®)(0)2* est absolument convergente pour tout z € C et coincide avec f(t)
lorsque z =t €] —r,r[. O

Remarque 3.19. Le théoreéme précédent nous donne une maniére de prolonger une fonction f définie a
priori sur | — 7, r[ en une fonction de classe ¥ sur C tout entier.

> tm
Exemple 3.20. Pour ¢ € R, on a exp(t Z it En effet, pour tout t € R, [t| < 1, exp(™(t) =
n=0 -
exp(t) < e. Ceci permet de définir ’exponentielle complexe par exp(z) = Z —» bour tout z € C. Ainsi,
n!
n=0

on a le développement en série entiere des fonctions sinus et cosinus en remarquant que pour ¢t € R,
sint = 5 (e —e7) et cost = (e’ + 7).
3.3 Comportement sur le bord du disque de convergence

Dans ce paragraphe, on étudie le comportement d’une série entiere sur le bord de son disque de conver-
gence.

Théoreme 3.21 (Convergence radiale). Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
On suppose qu’il existe zg € C tel que |z0| = R et > anzl est convergente. Alors on a

t1_1>r{17 Z an(tzo)" Z anzy -
n
Preuve. Si zg = 0, le résultat est évident. On suppose donc zy # 0. Par la transformation v = Zi, on

peut se ramener au cas d’une série entiere Y . a,u™ de rayon de convergence égal & 1 telle que la série
> ay, est convergente. Pour ¢t € [0, 1], pour p,q € N avec p < ¢, on a grace a la transformation d’Abel

q q—1
D ant™ =) At — ") + Agtd,
n=p n=p
ou Ay, p = Zzzp ar, n > p. Comme la série > a,, est convergente, on en déduit que
q
> o
n=p

Ainsi, la série Y a,t" satisfait le critére de Cauchy uniforme. Elle converge donc uniformément sur [0, 1] :
on peut échanger le signe > et la limite lim , ce qui donne le résultat. O
t—1—

< ( sup An7p|)( — 1) + Ay p[t? < sup |App —— 0.
p<n<q-—1 p<n<q P,q—>0o0

23



Exemple 3.22. La série ). (—T1L)" est convergente. Le rayon de convergence de Y (_:L)" z" vaut 1
et sa série dérivée vaut >_(—1)"z""!, dont la somme vaut 1;—2 Ainsi, pour tout ¢ €] — 1,1[, on a
o0
_1)n
E !t" = —1In(1 +1¢) (en ajustant les valeurs en 0). Le théoreme précédent (en prenant la limite
n
n=1 ~
_ (=™
lorsque ¢ tend vers 17) nous donne donc une preuve de g =—1In2.
n

n=1

Le résultat suivant énonce une réciproque, sous certaines conditions, de ce résultat.

Théoreme 3.23 (Convergence au sens de Poisson). Soit > a,, une série a terme dans C. On suppose que
la série entiére Y a,z™ a un rayon de convergence égal a 1 ; on note f(z) sa somme pour z € C, |z| < 1.
On suppose de plus que lim  f(t) existe. Alors si a,, € [0, +00[ pour tout n € N ou si na, —— 0, la
Rot—1— n—oo
o0

série Y a, est convergente et Z a, = lim f(t).
0 R3t—1-

Remarque 3.24. Le résultat est faux sans hypothese sur les coefficients (a,)nen de la série, comme le
montre > (—1)"z" : la somme de cette série pour |z| < 1 est H%’ limps; y1- %ﬂ = %, mais la série
>7(—1)"™ n’est pas convergente.

Preuve. On pose

(= lim f(t).

Rot—1—

Supposons d’abord que a,, € [0,400] pour tout n € N. Pour tout n € N, la fonction ¢t — a,t" est
croissante sur [0, 1[ (car a,, > 0), donc f est croissante sur [0, 1[. Ainsi, on a pour tout ¢ € [0, 1] et pour
tout N € N :

N
D ant™ < f(t) <L
n=0

N
En fixant N et en faisant tendre ¢ vers 17, on obtient alors Z a, < £ pour tout N € N. Ainsi, la suite
n=0
des sommes partielles (Zg:o an)NeN est une suite croissante majorée; elle est donc convergente. Pour
tout z € C avec |z| < 1, on a |a,2"| < ap,. Comme Y a,, est convergente, la série entiere Y a,, 2" converge
normalement, donc uniformément sur {z € C;|z| < 1}. On peut donc échanger les signes > et limite,

oo
dott Y a, = L.
n=0

1
Supposons maintenant que na, —— 0. On a lim f (1 — ) =/{.0Ona
n— oo n

n—oo

1 n n 1 k o] 1 k
1——) - =— —(1--— —-—— .
f< n) S Zak<l (1 n))—kZak(l n)
k=0 k=1 k=n+1
Comme na, —— 0, pour tout ¢ > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a |a,| < £. Ainsi,
n—oo

pour tout n > ng, on a

IN
[~
> ™
A~
—

|
S|
N———
Ea

INA

\
[~]e
7 N

—_

|
SR
N—
>

IN
S|o
x>
| 13
o
7 N
—
|
S|
N———
ol
I
)
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D’autre part, pour tout ¢ € [0,1] et tout & > 1, on a de plus
Q- =1-t)A+t+..+tF ) <k1-1t).
Ainsi, on a pour n > ng
n k n
1 1
_ i < =
> ak (1 (1 n) >| < n2k|ak|
k=1 k=1
1 no 1 n
o2 kol + o D kla]
"= (L ——

1 & n —ng
;Zk|ak|+€ ——
k=1

IN

IN

n n—oo

D’ou le résultat.
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