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Exercice 1

On considère E et F deux ensembles non vides finis, de même cardinal. Soit f : E → F une application.
1. Montrer que si f est injective, alors l’ensemble f(E) a le même nombre d’éléments que F . En déduire

que f est surjective.
2. Montrer que si f n’est pas injective, alors il existe un élément de F qui n’est l’image d’aucun élément de

E. En déduire que f n’est pas surjective.
3. Montrer les équivalences

(f injective) ⇐⇒ (f surjective) ⇐⇒ (f bijective).

4. Donner un exemple d’application f : N → N injective, non surjective. Puis donner un exemple d’appli-
cation f : N→ N surjective, non injective.

Exercice 2

Soit f : R→ R une fonction vérifiant f(1) = 2 et

f(x+ y) = f(x)f(y) ∀x, y ∈ R.

1. Montrer que f(0) = 1. En déduire que pour tout x ∈ R, f(x) 6= 0 et f(−x) = 1
f(x) .

2. Montrer par récurrence que pour tout x ∈ R et tout n ∈ N, on a f(nx) = f(x)n.
3. En utilisant les deux questions précédentes, montrer que pour tout n ∈ Z, on a f(n) = 2n.
4. Montrer que f(r) = 2r pour tout r ∈ Q. On pourra écrire r = p

q avec p ∈ Z et q ∈ N \ {0} et utiliser les
deux questions précédentes.

5. On suppose de plus que f est croissante. Montrer que f(x) = 2x pour tout x ∈ R.


