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Petit formulaire bien utile

Formules trigonométriques

On rappelle que les fonctions sinus et cosinus sont définies sur R, prennent leurs valeurs dans
I'intervalle [—1,1] et sont 2n—périodiques, la fonction tangente est définie sur R\ {5 +km,k € Z},
prend ses valeurs dans R et est T—périodique.

2 2 __ sinx 2. 1
cos“x+sin“x =1 tanx = 2 l+tan“x = e
sin(—x) = —sinx cos(—x) = cosx tan(—x) = —tanx
sin(T —x) = sinx cos(m—x) = —cosx tan(m —x) = —tanx

(T _ T _ o T _
sin(% —x) = cosx cos(% —x) = sinx tan(3—x) = L
cos?x —sin’x
: — : _ 2 __ 2tanx
sin2x = 2sinxcosx cos2x =< 2cos“x—1 tan2x = ;= o
1 —2sin’x
s 2 _ 122 _ 2
sinx = 175 COSX = 172 tanx = ;=5

lorsque, dans la derniére ligne, t = tan(3).

Les formules d’addition et transformation de sommes en produits

sin(a +b) = sinacosb+sinbcosa cos(a+b) = cosacosb —sinasinb
_ tanattanb

tan(a+b) - Iﬂ:na?;nb

cos p+cosg = 2cos(254) cos(£54) cos p—cosq = —2sin(254) sin(25%)

sinp +sing = 2sin(25) cos(254) sinp —sing = 2cos(Z51) sin(&51)

Poura,b € Retx,y € R, on a aussi

acosx+ bsinx = \/ a2+ b? cos(x — @),
ol @ vérifie
a b

COSQ=——— et SinQP=-——.
¢ Va*+b? ¢ Va?+b?
Quelques limites

sinh 1—cosh 1 tanh
1, -, — — 1.
h  h—0 h? h—0 2 h  h—0

Dérivées - Primitives
Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R, la fonction tangente est dérivable sur son
ensemble de définition R\ {5 +km,k € Z}.

1

s _ / _ : / _ 2, __
sin’(x) = cosx cos’(x) = —sinx tan’(x) = 1 +tan“x =

[ sinxdx = —cosx+c Jcosxdx =sinx+c [ tanxdx =In|cosx|+c

Notation trigonométrique pour les nombres complexes

1, ; . 1, . .
—(e"+e ™) sinx=Sm(e")=—(e"—e ")

e’ =cosx+isinx cosx=Re(e”) = 5 5
i



Fonctions hyperboliques

On rappelle que les fonctions sinus hyperbolique sh, cosinus hyperbolique ch et tangente hyper-
bolique th sont définies sur R. Par définition,

1 1
shx = E(ex —e ), chx= i(ex—l—e_"), thx = —
En particulier, on a
chx+shx=¢" xeR.

La fonction sh prend ses valeurs dans R, la fonction ch prend ses valeurs dans I’intervalle [1, 40|
et la fonction th prend ses valeurs dans I’intervalle | — 1, 1].

chZx —shZx =1 thx = shx 1 —thZx = -1~

chx ch2x
sh(—x) = —shx ch(—x) =chx th(—x) = —thx
ch?x +sh2x
sh2x =2shxchx  ch2x=1{ 2ch?x—1 th2x = ;28
142sh%x

Les formules d’addition et transformation de sommes en produits

sh(a+b) =shachb+shbcha ch(a+b)=chachb+shashb
th(a+b) = {2505

chp+chg=2ch(25%)ch (251) chp—chg = 2sh(Z%)sh(21)
shp+shqg = 2sh (254)ch (2;4) shp —shg = 2ch (2Z52)sh (252)

Dérivées - Primitives
Les fonctions sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique et tangente hyperbolique sont dérivables
sur R.

— _ _ 2. 1
sh’(x) = chx ch’(x) = shx th'(x) =1 —th*x= 5
Jshxdx=chx+c¢ Jchxdx=shx+c [thxdx =1In(chx)+c¢

Fonctions réciproques

Si on restreint les ensembles de définition du sinus, du cosinus et de la tangente, il est possible
d’obtenir des fonctions bijectives.

Lapplication sin: [—%,%] — [—1, 1] est bijective. Son application réciproque est appelée arcsinus
T
in:[—1,1] — {—*,*} ;
arcsin : | ] 57

elle est dérivable sur | — 1, 1] et sa dérivée vaut
1
V1—x2

De plus, pour tout x € [—1, 1], on a sin(arcsinx) = x et pour tout x € R,

arcsin’(x) = pour tout x €] — 1, 1[.

x—2kn si x€ [—5+2kn, 5+ 2kn]
—x+(2k+1)n si x€ [Z+2kn, 3+ 2kn]

arcsin(sinx) = {

L application cos : [0,t] — [—1, 1] est bijective. Son application réciproque est appelée arccosinus

arccos : [—1,1] — [0, 7] ;



elle est dérivable sur | — 1, 1] et sa dérivée vaut

1
arccos’ (x) = — pour tout x €] — 1, 1].

V1—x2

De plus, pour tout x € [—1, 1], on a cos(arccosx) = x et pour tout x € R,

—x+2kn si x € [(2k—1)m,2kn]

arccos(cosx) = _ , keZ.
x—2kn  si xe€[2kn,(2k+ 1)7]

L’ application tan : } -3.5 [ — R est bijective. Son application réciproque est appelée arctangente

>

T T
arctan:R%}— {

2°2

elle est dérivable sur R et sa dérivée vaut

arctan’(x) pour tout x € R.

Tt
On fait maintenant la méme chose pour les fonctions hyperboliques.

L application sh : R — R est bijective. Son application réciproque est appelée argument sinus
hyperbolique
argsh :R — R ;

elle est dérivable sur R et sa dérivée vaut

argsh’(x) = pour tout x € R.

1
Va2 41

L’argument sinus hyperbolique s’exprime aussi de la fagon suivante :

argshx =In(x+/x>+1) pour tout x € R.

L application ch : [0, +oeo[— [1, 400 est bijective. Son application réciproque est appelée argument
cosinus hyperbolique
argch : [1,4o0[— [0, 400 ;

elle est dérivable sur |1, 4-co[ et sa dérivée vaut

1

2 —

argch’(x) = pour tout x > 1.

L’argument cosinus hyperbolique s’exprime aussi de la fagcon suivante :

argchx =1In(x++/x2—1) pour tout x > 1.

L’application th : R —] — 1, 1] est bijective. Son application réciproque est appelée argument tan-
gente hyperbolique
argth : | —1,1[— R ;

elle est dérivable sur | — 1, 1] et sa dérivée vaut

argth’(x) = pour tout x €] — 1, 1].

1—x2

L’argument tangente hyperbolique s’exprime aussi de la fagon suivante :

1 1 1
argthx:fln< +x>:1n\/ﬂ pour tout x €] — 1, 1].
2 1—x 1—x




Quelques identités remarquables

- Somme des premiers termes d’une progression géométrique :

h . n+1 si g=1,
1+q+‘|‘qn:zq == liqn+1 .
k=0

g S qgF#1.

- Poura,beCetneNm>1):

a'—b" = (a—b)(a" '+ A" 2b+d" P 4 PV Fab" 4 b
o " a1k
= (a—D>) Za b
k=0

En particulier,

@ —b*=(a—b)(a+b) et a—b = (a—b)(d®+ab+b?).

- Somme des n premiers entiers :

n(n—l—l).

n
142+ +n=) k= 5

k=1

- Bindme de Newton (pour a,b € C) :
(a+b)? = a*+2ab+b*
(a+b)® = a*+3d’b+3ab*+b’°
(a+b)* = a*+4a’°b+64°b* + 4ab® +b*

n

(a—i—b').’; = Z(Z)“kb"_k> ol <Z>_k'(n”ik)‘ et n!=1-2.3...(n—1)-n=[]k

k=0

- Somme de sinus et cosinus : pour x € R\ 2nZ,

cos(%) sin( (n+21)x)

n
Cn(x) = 14cosx+cos2x+---4cosnx = Z coskx =
k=0

= in(3)
et o
n X o nt1x
Sp(x) = sinx+s8in2x+ - - - +sinnx = Z sinkx — s1n( 5 )‘smx( . )
k=0 sin(%)

Six € 2nZ,Cy(x) =n+1etS,(x)=0.

Quelques primitives

1 1
/x”dx:ﬁxnﬂ—l—c, xeR, neZ\{1}, /e‘”dx:feax—i-c, x€R, a#0,
n

a
1 . . 1
/cosaxdx: —sinax+c¢, x€R,a#0, /smaxdx: ——cosax+c, x€R,a#0,
a a
1 1
/chaxdx: —shax+c¢, x€eR, a#0, /shaxdx: —chax+c, x€R,a#0,
a a
/ ! dx = arctanx + eR / ! dx = arcsinx + e|—1,1]
——dx= x+c¢, x x = inx+c¢, x€|—
2 el Vi | o
/ 1 J hat R / 1 p argchx+c si x>1
———dx=argshx+c¢, x€R, ——dx= ) )
Vx2+1 s Vx2—1 —argch(—x)+c¢ si x<-—1

1 1 1
/ dlenw‘ﬂ‘—kc, x#+1, / dx =argthx+c¢, x€]—1,1].
1 —x2 1—x 1 —x?



