Université Aix-Marseille Parcours PEIP
groupes 1 et 4

Introduction a I’analyse

Interrogations orales

Voici la liste (classée chronologiquement) des intégrales qui ont été données en interrogations
orales du 22 novembre au 4 décembre 2012, avec quelques réponses (au début) et des éléments pour
trouver ces réponses.

1/ x2+x+1dx—§( \/x2+x+ +argsh(7 l)))+c;

on pose shy = 7( x+3).

1+2 1 1
2. /2x3_2;jx_1dx:1n]x—1|—21n(2x2+1)—ﬂarctan(\@x)—i-c

on décompose la fraction rationnelle a intégrer en éléments simples.
1 t+1
—argsh(——) +c;
/ 1242t + 5 sh 2 )
onaécrit: > +2t+5 = 4((i) + 1)

2 +e T +1
on pose x = ¢' et on décompose la fraction rationnelle obtenue en éléments simples.

1
| —=———=dt;
/\er\/tJTI

on multiplie par la quantité conjuguée v/t —1 —+/¢t + 1 au numérateur et au dénominateur,
on obtient alors une somme d’intégrales dans lesquelles on fait le changement de variable

=+vt—louy=+t+1.

t
.| =t
/ V1242t +2
on fait apparaitre la dérivée de u : t — > + 2t +2 au numérateur (1 = %(2[ +2)—1): le terme
en ﬁ s’intégre en +/u et dans 1’autre intégrale, on fait le changement de variable 7 + 1 = shy.

3t t
e —ze . oy
7. /Wdt,OHPOSGX—e.

t
———dt
/ V242t
cette intégrale n’est définie que sur des intervalles de | — oo, —2[U]0, +-o[, on fait alors le
changement de variable t +1 =chxsit >0ett+1= —chxsit < —2.

32 +2
o [ 2
(2 +4)(r—1)

on décompose la fraction rationnelle a intégrer en éléments simples : le terme en ﬁ s’integre
at+b
12+4°
suite qu’une constante au numérateur, puis pour le terme
un arctan.

en In|f — 1], pour le terme en on fait apparaitre la dérivée de ¢ — ¢ 4 4 pour n’avoir en-

ﬁ, on pose x = 5 pour reconnaitre
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

cos? xsinx
0. 3 dx ;
cos’x+cosx—2

on pose y = cosx, puis on décompose en éléments simples la fraction rationnelle obtenue :
3 1
DS NI oo |

Y Ay+2’
1
———dt
/ (1+12%)3

on procéde comme dans le cours : on integre d’abord I = [

puis on procede comme dans les intégrales précédentes.

1 . .
e dt par parties pour faire ap-

paraitre J = [ 0+ z2 > dt, puis on integre J par parties pour faire apparaitre I’ intégrale cherchée.

\/l—td
t

2 L
yz; : quel’on décompose
1 L

onposey=+/1—

en éléments simples (ici, la partie entiere n’est pas nulle !) :

/ tant dr
(24 cost)?

on pose x = cost et on doit alors intégrer la fraction rationnelle x — ——%- que I’on décompose
x(x+2)

y2

en éléments simples.

t
———dt
/ 14+4/t(t—1)
cette intégrale n’est définie que sur des intervalles de | — e, 0[U] 1 4- oo}, on fait alors le change-
ment de variable 2t — 1 =chxsir > 1et2r—1 = —chxsit <0 (x> 0 dans les deux cas) : on
doit intégrer éfg}}}jﬁ, ce qui est possible en posant y = ¢* (on arrive finalement a une fraction
rationnelle qu’il faut intégrer).

t
/tz—’_zt—i_zd[— V t2—|—2t+1—argsh(t+1)—|—c;

on fait le changement de variable shx =t + 1, et il reste a intégrer x — shx — 1.

/cosx - argth (v/2sinx) dx
on pose = \/2sinux, et on intégre I’argument tangente hyperbolique par parties.

x4 x
2x2 —4x+3
cette fraction rationnelle a intégrer a une partie entiére non nulle et le dénominateur n’a pas

dx

de racine réelle : on a s~ = zx +1+ on remarque ensuite que %x —3=

22 —4x13 e 4 30
3(4x—4) + 3 ot x — 4x — 4 est la dérivée de x — 2x*> —4x+ 3, puis que 2x> —4x +3 =
(V2x— %)2 + % ce qui suggere le changement de variable y = % (2x—1) afin de reconnaitre

une primitive sous forme d’arctangente.

/(1_:)62)3dx

c’est la méme que 11.

t
/ \/t2+3t+2dt
cette intégrale n’est définie que sur des intervalles de | — oo, —2[U] — 1, +oo[ : on fait le change-
ment de variable 2f +3 =chxsit > —1 et 2t +3 = —chx si t < —2 (dans les deux cas, on
choisit de prendre x > 0), et on obtient I’intégrale de x — % (£chx — 3)? a calculer, ce qui se
fait facilement en linéarisant ch”x ou en passant en exponentielle.
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23.

24.
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26.

27.

28.

/ 1+42x d
————dx;
(x—1)(2x2+1)
14-2x 1

on décompose la fraction rationnelle a intégrer en éléments simples : D) = 1

2x 1
577> le premier terme s’intégre en In |x — 1/, le deuxieéme terme en ln(2x +1).
/ eZt + 1 dt .
2 +et+1 7
en posant x = €', I'intégrale a calculer revient a intégrer la fraction rationnelle 52 ;;IH = % —

1 _x=1 _ 1 1 _4x+1 5 1

2 22 4x+1 2 82x24x+1 + 8 2x2+4x+1
est la dérivée de x — 2x2 4+ x + 1, et dans le dernier terme, on fait le changement de variable

y= \% (4x+ 1) afin d’obtenir une primitive sous forme d’arctangente.

: on remarque que, dans le deuxieéme terme, x — 4x+ 1

1
—dt
/\/t2+2t+2

on fait le changement de variable # + 1 = shux.

/ cosxsin’x d
X3
(V/cos2x+2cosx+2)3

2_
en posant y = cosx, 1’intégrale a calculer revient 2 intégrer — O —1)

V2’

sht et on doit finalement intégrer (shr — 1) ((sht —1)* —1).

; on pose ensuite y+ 1 =

/ e 5t
dr ;
(Ve +2e+2)5

en faisant le changement de variable x = ¢', cela revient a calculer I’intégrale de x — !

V242

ce qui se fait facilement en posant x4+ 1 = shy : une primitive de y — L est y+— thy —

th3y + ¢ (cela a été vu en TD : il suffit de voir que y — — =1 — thzy est la dérivée de
y +— thy) ; on pourra aussi remarquer que thy = \/#71”2

1
—dt
r+Vi2+1
en multipliant par la quantité conjuguée ¢t — v/¢2 + 1 au numérateur et au dénominateur, on

. 1 _ 3 [N 1.2 .
obtient /AT t+ V1= +1, ce qui s’intégre en —5 ¢ pour le premier terme de la somme

et on peut faire le changement de variable = shx dans le deuxieéme terme : [ V12 + 1dt =
[ch?xdx.

1
———dt
/\/1—t+\/1+t

on multiplie par la quantité conjuguée /1 —t — /1 +¢ au numérateur et au dénominateur, et

on obtient F+ wierie v ;;’ . ;t_’ , chacun de ces deux termes s’integrent comme 1’intégrale

12 plus haut.

1
/ (V2 +2r+2)3 a

on fait le changement de variable 7 4+ 1 = shx et on doit alors intégrer x — ce qui donne

_1
ch2x’
t+1

thx + ¢ (voir intégrale 24 plus haut), et on pourra remarquer que thx = Nt

1
——d
/ t+ V2 +4
cette intégrale est la méme que l'intégrale 25 plus haut apres avoir fait le changement de

variable u = 5.
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29. | 555——=5dt;
/t2(t2+2)2

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

. . 14 . : . NS, .4 _1_ 1 _
il faut décomposer en €léments simples la fraction rationnelle a intégrer : - Wy = u i

ﬁ ; en remplacant u par 2, le premier terme s’intégre en —% + ¢, le deuxiéme terme
s’intégre en arctangente aprés avoir posé x = \/2f et avec ce méme changement de variable,
le dernier terme est de la forme ﬁ qui se calcule comme dans la question 11 plus haut
(c’est le terme J).

1
/ 5 dt ;
(t+2)(12+2t+5)
., . . 1z . 1 i it
on décompose cette fraction rationnelle en éléments simples : s — 2 T s
le premier terme s’integre en % In|r 4+ 2| + ¢, et dans le deuxieme terme, on remarque que

%t = 11—0 (2t42)— % ett+ 2t +2 est la dérivée de ¢ — 1> +2¢ +5 : on obtient alors un terme
1

en In(¢> +2¢ +5) et il reste 2 intégrer ce qui se fait en posant 2x =+ 1.

5
124245

1
——dt;
/t+\/t2+9
t

en posant x = 3, on retombe sur I'intégrale 25 plus haut.

1
/%dx 5
sinx + sin2x

en faisant le changement de variable t = cosx, cela revient 2 intégrer ¢ s — 2

2t+1°

1
dt
/ (V2 +2t+10)3
en faisant le changement de variable 3shx = 7 + 1, on retombe sur une intégrale déja traitée a
la question 27 plus haut.
5t-3 dr -
V20248t +1

cette intégrale n’existe que sur des intervalles contenus dans | —oo, —2 — \/Z U]—2+ %, +oo|

(Ia ou I’expression sous la racine carrée est positive) ; dans un premier temps, on écrit

5t—3= %(41 +-8) — 13 afin de faire apparaitre ¢ +— 4¢ 48 qui est la dérivée de t +— 21> +8¢ +1

5 448 ' _ 92 : A :
le terme en 5 el de la forme 5 g avec u(t) =2t~ +8t+ 1, ce qui donne, apres avoir

. 2 2 é 2 . 13 . _
intégré, un terme de la forme 5 v2¢* + 87+ 1+ ¢ ; pour le terme Winrmweial fait le change

ment de variable \/;chx:t+2 sit > —2+\@et—\/;chx:t+2 sit < —2—\@.
/(\/2t2+8t+1)3dt;

comme pour I’intégrale précédente, cette intégrale n’existe que sur des intervalles contenus

dans | —oo, —2— \@ Ul —2+ %, +oo[ (12 ol "expression sous la racine carrée est positive) ;

on fait ici le méme changement de variable que dans I’intégrale précédente : \@chx =142

sit> -2+ /Fet—/Jehr=r+2sir < -2-,/1.

/(5t—3)\/2t2—|—8t—|—1dt;

méme chose pour cette intégrale que dans les deux intégrales précédentes (en particulier,
méme domaine de définition) : on fait apparaitre la dérivée de t — 2¢> + 8¢ + 1 dans le terme

. RN 3 . .
5t — 3, et on obtient un terme du type u’'\/u qui s’intégre en %I/ﬂ + ¢, puis dans le terme qui

4



37.

38.

39.

40.

41.

42.

reste, on fait le changement de variable : \/gchx =t+2sit>-2+ \/g et — \/gchx =t+2

~ 7
Slt<—2—\/;.

1
/tz(tz —1)2 ar:

il faut décomposer en éléments simples la fraction rationnelle a intégrer : !

71 —_— = —
202-12 22

3 4 1/4 | 3/4 1/4

/ T+ / o i J{ T+ +/1 > (on pourra remarquer que la fraction rationnelle est paire, ce qui

permet de réduire le nombre de coefficients a 1dent1ﬁer) le premier terme s’integre en —l

le deuxieme en —32 In |t — 1, le troisiéme en — le quatrieme en 2 Int + 1] et le dernler
11

4 1+1
Vi —1
dt
V2t + 1422t —1
cette intégrale n’existe que sur des intervalles contenus dans [%, +oo[ (on veut que toutes les
expressions sous les racines carrées soient positives) ; on multiplie la fonction a intégrer par la

quantité conjuguée du dénominateur /2 + 1 — 21/2¢ — 1 (lorsqu’il ne s’annule pas, c’est-2-
VAr—1  _ 20-1)Vartl

Zt I’

en — : ne pas oubher la constante dans le résultat final !

>

dire sit # %) au numérateur et au dénominateur, et on obtient

V2i+1 +2\/T - 61=5
(ZH(L)‘/ST dans le premier terme, on fait le changement de variable y? = 27 + 1 et dans le

deuxiéme terme, on fait le changement de variable y> = 2r — 1, ce qui nous améne 2 intégrer

2(°-2)y Y2 +2)
Y S5 ety 2 373 qui sont toutes deux des fractions rationnelles (a parties entieres

non nulles).

t
——dlt
/ V12 =2t
cette intégrale n’existe que sur des intervalles contenus dans | — eo,0[U]2,4-oo[ : on fait le

changement de variable chx =t —1sit > 2 et —chx=1¢—1sit < 0 (dans les deux cas, on
choisit x > 0) ; il nous faut alors intégrer x — (d-chx+ 1)? = ch?x42chx+ 1.

1
/ , - dt
(103 +(141)}
cette intégrale n’existe que sur des intervalles contenus dans | — 1, 40| : on fait le changement
de variable y¢ = 1 +1¢, qui transforme alors I'intégrale en le calcul d’une primitive de la

fraction rationnelle y — = = 6(y —y+1- yTl)
/ 41 »
(t=1)+et+1)
. . ST 1041 _ 3 27/37; 142 3
cette fraction rationnelle s’écrit : ) = r+1+ S P le terme ¢° + 1
est un polyndme qui s’intégre en 4t4 +t+c, le terme tz/ ? s’integre en % 2 In|t — 1| et dans
le dernier terme on fait apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur : % tzt-:j- T =

1 2+l
3 241+1 z2+z+1’

deuxieme terme de la somme on fait le changement de variable y = \ﬁ (2t +1), et on obtient
un terme en arctany.

le premier terme de cette somme s’intégrant en 3 ln(t2 +1+2) et dans le

1
J——
5t+ V42 +1
cette intégrale est bien définie si le dénominateur ne s’annule pas, c’est-a-dire si t # —\/% ;

on multiplie par la quantité conjuguée 5¢ — v/4¢2+ 1 au numérateur et au dénominateur a
.- . , , N . 1 . . 1 o
condition que celle-ci ne s’annule pas (c’est-a-dire si ¢t # —\ﬁ) et on obtient : oy o

St VAar2+1 2
577 — 3177 le premier terme s’integre en 5 ln\21t — 1| +¢, et on fait le changement



43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

de variable 2t = shx dans le deuxieme terme, ce qui nous fait intégrer un terme du type

X+ ce qui se fait bien en posant y = ¢* (on arrive alors a une fraction rationnelle).

ch?x
osh2x+B°
14 cos2x
—dx;
V1 —tan%x
cette intégrale est bien définie sur les intervalles pour lesquels 1 — tan®x > 0, ¢’est-a-dire sur

les intervalles de Uycy] — § +km, § + (k+ 1)n[ ; on a pour x dans un tel intervalle cosx > %

1 14cos2x __ 2cosx(1—sin’x
V2> V1-tan’x \/172sin2x
siny = v/2sinx (possible car |sinx| < % et dans ce cas, on choisit y €] — 7, 7[, ce qui im-

1
V2

et |sinx| < ) (car cosx > 0) et on fait le changement de variable

plique que cosy > 0), ce qui nous donne alors 2 intégrer y — /2 — - sin?y.

1
/ i rdx;
(x+1)24(x+1)3

voir ’intégrale n°40 !

1
dx ;
/ 2coshx +sinhx+ 1 *
en faisant le changement de variable y = ¢*, on obtient la fraction rationnelle y —

3 aintégrer, et on obtient un terme en /2 arctan(% (By+1)).
(\%(3y+1)) +1 2

2 _
3y2+2y+1

/ 1

22 +2x+2)2

en faisant le changement de variable shy = x4+ 1, I’intégrale a calculer revient a déterminer
une primitive de y — m, qui peut se calculer en faisant le changement de variable
t = ¢” : on obtient alors une fraction rationnelle en ¢ a intégrer.

2
(x2+2x+2)2
le méme changement de variable shy = x+ 1 que pour I’intégrale précédente nous donne a

12 . .
intégrer y — % qui, comme plus haut, peut se calculer en posant ¢ = ¢” puisqu’on obtient

une fraction rationnelle en ¢ a intégrer.

/xz(x2+2x+2)%dx;

le méme changement de variable shy = x+ 1 que pour les deux intégrales précédentes nous
donne 2 intégrer y — (shy — 1)2ch*y qui, en posant t = ¢”, revient a intégrer un polyndme en
t divisé par une puissance de ?.

2
x“Inx
S
/(x3+1)3 *

2

on intégre par partie une premiére fois en posant u'(x) = (xfT)% et v(x) = Inx, et donc u(x) =
!
—ém (' est de la forme % qui s’integre en —#) etV (x) = % ; il reste alors a intégrer

= 6x(x31 ru el (;3“11)2 dans lequel on fait le changement de variable

_,3 : . 11
y =x’, et il nous faut alors intégrer — g SO

le terme x — u(x)v'(x)

qui est une fraction rationnelle que I’on
décompose en éléments simples.

)
| =
cette intégrale est bien définie sur les intervalles contenus dans [—1, 1] ; on multiplie numérateur
et dénominateur par la quantité conjuguée (voir aussi I’intégrale 26 plus haut), et on a alors



S1.

ﬁ = 1tv/T+1—%t/T+1 : on fait le changement de variable y* = 1+ dans le pre-

mier terme et y> = 1 —¢ dans le deuxiéme, ce qui nous ameéne a intégrer des polyndmes en

y.

1
————dx.
/ xr+x241
pour intégrer cette fraction rationnelle, on factorise le dénominateur : x* 4+ x?> + 1 = (x* +
x+1)(x*> —x+ 1), et compte tenu de la parité de la fraction rationnelle, la décomposition en

214 . 1 __ _ax+b —ax+b . 4 ;
¢léments simples est de la forme o7 = 2577 + 257 ; pour déterminer a et b, on peut
évaluer I’égalité en x = 0, ce qui donne b = %, puis en x = 1, ce qui donne a = —%.



