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Introduction a I’analyse

Correction du DM1

Sujet 1

1
f(x) = arctan (\ / | cosx cosx)‘
1—cosx

Comme la fonction arctan est définie sur R, I’ensemble de définition de f est déterminé par I’ensemble

Soit f: R — R définie par

des points x pour lesquels 4 / % est bien défini. On sait que cos prend ses valeurs dans I’intervalle
[—1,1], donc 14 cosx >0 et 1 —cosx > 0 pour tout x € R. Ainsi, on a

Dy={xeR;l—cosx#0} =R\ {2kn,k € Z} =R\ 2nZ.

De plus, on sait que la fonction arctan est continue et dérivable sur R, la fonction /- est continue

sur [0,+oo[ et dérivable sur |0, +eo[, la fonction cos est continue et dérivable sur R. La fraction

rationnelle @ : ¢ — % est continue et dérivable sur son ensemble de définition R\ {1}, elle est

positive sur [—1, 1], strictement positive sur | — 1, 1[. Par composition de fonctions, on obtient donc
le diagramme suivant pour f :

Dy~ [ 1, 1] [0, oo —Y = [0 400 — = [0, 5]
. cosx Proos o [l o arcran (/1)

Dy =] = L1 5= 10, 4ol —— 10+ 10,51

arctan

La fonction f est donc continue sur son ensemble de définition et dérivable sur
Dy ={xeDysl+cosx#0} =R\ {kmk € Z} =R\ nZ.
Pour tout x € Dy, la dérivée de f au point x vaut :

flx) = 1 : ! : 2 - (—sinx)
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De plus, la fonction f est 2n—périodique (f(x+27) = f(x) pour tout x € R) et paire (f(—x) = f(x)
pour tout x € R) : cela provient de la 2n—périodicité et de la parité de cos. Ainsi, on peut limiter
I’étude de f a intervalle |0,m]. Sur ]0,%[, f/(x) = —1 ; on en déduit donc que f est linéaire de
pente —3 sur |0, 7], f(1) =0 et f(x) — % car arctant P 7. En prolongeant f par parité sur

[—m,0[, puis par 2n—périodicité sur D, on obtient le graphe suivant :



Y

-3 0 z T s 2n .
Sujet 2
Soit g : R — R définie par
) ‘ ( 1— sinx)
X) = arctan .
8 1+ sinx

Comme la fonction arctan est définie sur R, I’ensemble de définition de g est déterminé par I’ensemble

1—sinx
1+sinx

[—1,1], donc 1+ sinx > 0 et 1 —sinx > 0 pour tout x € R. Ainsi, on a

des points x pour lesquels est bien défini. On sait que sin prend ses valeurs dans I’intervalle

Dy = {x €Rs1+sinx £ 0} =R\ {~ +2Umk € 2}.

De plus, on sait que la fonction arctan est continue et dérivable sur R, la fonction /- est continue

sur [0,+oo[ et dérivable sur ]0,+oo[, la fonction sin est continue et dérivable sur R. La fraction
rationnelle y : t — }—jr; est continue et dérivable sur son ensemble de définition R\ {—1}, elle est

positive sur | — 1, 1], strictement positive sur | — 1, 1[. Par composition de fonctions, on obtient donc
le diagramme suivant pour g :

D ]~ 1,1] Y [0, o0 o [0 o0 — - [0, ]
x> siny > {7 > /I arcan(\1532)

T
sin arctan ] O’ 2 [

Dy ——]— 1,1[T>]0,+°°[7>]0+°°[

La fonction g est donc continue sur son ensemble de définition et dérivable sur
Dy ={x€Dg1—sinx#0} =R\ {+3+2%knkeZ} =R\ {5 +kn,k € Z}

Pour tout x € Dy, la dérivée de g au point x vaut :

gdx) = ! ! =2 cosx
- Lsinr)2 sinx (1 +sinx)?
L+ (im)? 2y (i
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De plus, la fonction g est 2n—périodique (g(x + 2m) = g(x) pour tout x € R) : cela provient de la

2n—périodicité. Ainsi on peut limiter 1’étude de g a un ensemble de longueur 27 : ] -7 —[ Sur
] -2.5[&(x) = 21 (car cosx > 0); on en déduit donc que g est linéaire de pente —5 sur | — %, 7.
Sur %, 3[, ¢'(x) = 5 (car cosx < O) on en déduit donc que g est linéaire de pente 1 sur |, 3*[. De

plus, g( )=0etg(x ) — % car arctant P Z. En prolongeant g par 21— périodicité sur
X—>—* Ou TC — 100

Dy, on obtient le graphe suivant :
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