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Devoir maison n°2

Enoncé

Soit f: R — Ret g: R — R deux fonctions dérivables sur R vérifiant les relations

(E) { f: 3f_4g7

sur R.
g = f—¢

Le but de ce probléeme est de trouver toutes les fonctions f et g vérifiant (E).

1. Supposons que deux fonctions f et g dérivables sur R vérifient (E). On définitu: R — R et
v:R — R qui vérifient
f=2v et g=u+w

(i) Dire pourquoi u et v sont dérivables sur R.

(ii) Déterminer I’équation différentielle (homogene) vérifiée par u.

(iii) Donner la forme de toutes les solutions de 1’équation différentielle trouvée au (ii).
(iv) Déterminer I’équation différentielle (avec second membre) vérifiée par v et la résoudre.

(v) En déduire la forme de f et g.

2. Inversement, montrer que toutes les fonctions f et g trouvées au 1.(v) sont dérivables sur R
et vérifient (E).

3. Conclusion ?

Corrigé

1. (i) Compte tenu des relations vérifiées par u et v en fonction de f et g, on montre facilement
que v = % fetu—g— % f. Ainsi, u et v sont des combinaisons linéaires de f et g
dérivables sur R, donc sont elles aussi dérivables sur R.

(if) La premiere équation de (E) en remplagant f et g par leurs expressions en fonction de
u et vimplique v/ = v — 2u. La deuxiéme équation de (E) en remplagant f et g par leurs
expressions en fonction de u et v implique u’ +Vv = v — u. En soustrayant la premiére
équation v/ = v — 2u a cette deuxieéme équation u’ +v' = v — u, on obtient

W =u surR.

(iif) On sait, d’apres le cours, que la solution générale sur R de I’équation différentielle
y —ay =0 est de la forme y(t) = Le¥, t € R, avec A une constante. Ceci donne dans
notre cas

u(t)=Ae', t€R, olAER estune constante.



(iv) En remplacant u dans la premiére équation trouvée au (ii) (v = v — 2u) par sa forme
générale trouvée au (iii), on obtient

(‘E) VI(t) =v(t) —2he', tEeR.

Les solutions de (E) sont de la forme “solution particuliere + solution générale de
I’équation homogene associée” (voir le cours). Dans notre cas, I’équation homogene
associée a (E) esty’ =y dont les solutions sont de la forme y(¢) = ue’, t € R. Pour trou-
ver une solution particuli¢re de (‘£), on utilise la méthode de la variation de la constante.
On cherche donc une solution particuliere de (‘£) sous la forme v(z) = u(r) €', t € R, ou
R — R est une fonction dérivable sur R. On vérifie facilement, en remplagant dans
(‘E), qu’alors u doit vérifier ¢/ (1) = —2A pour tout 7 € R : une solution est () = —2Az.
Ainsi, la solution générale de (‘E) est de la forme

v(t) = —2Me' +pue', t€R, olue R estune constante.

(v) Enremplagant u et v par leurs expressions trouvées ci-dessus, on obtient pour f et g les
formes suivantes :

ft)= (-4 +2u)e, g(t)=(-2M+A+pu)e’, pourtoutr eR, (1)

ou A, u € R sont des constantes.

2. Les deux fonctions f et g déterminées au 1.(v) sont dérivables sur R car produits d’un
polyndme par une exponentielle. De plus, on a

fl(t) = (—4h+2u—4r) e et g'(t)= (-2t —A+u)e' pourtoutt € R.

Il est aussi facile de voir que

pour tout ¢ € R.

{3f(t)—4g(t) = (—4M+2u—4N)e
ft)—g(t) = (=2M—A+p)e

Ainsi, on a montré que f et g données par (1) vérifient bien le systeme d’équations différen-
tielles (E).

3. On en conclut que toutes les solutions dérivables (sur R) f: R — R et g: R — R du systéme
(E) sont de la forme

{f(t) = (—4M+42u)e

our tout z € R,
gt) = (“2ntrtwe T

ol A,u € R sont des constantes déterminées par les conditions initiales imposées sur f et g.
Par exemple, ent =0, ona: f(0) =2uet g(0) = A+, donc

{7» = 5(0)— 3 £(0),
uo= 3f0.



