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Introduction a I’analyse

Devoir maison n°3

Le but de ce probléme est de trouver toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que
fO) = f(x)=(y—x)f'(*5) pourtoutx,y€R. M
1. Soit @ : R — R dérivable telle que ¢'(0) = a € R et vérifiant

O(x+y) = 0(x) +¢(y) pour toutx,y € R. (2)

(i) Montrer que nécessairement ¢(0) = 0.
(if) Soit x € R. En étudiant le taux de variations de ¢ au point x, montrer que ¢'(x) = a.

(iif) En déduire I’expression de @(x) pour tout x € R.

2. Soit maintenant ¥ : R — R dérivable telle que y(0) = b € R et Y'(0) = a et vérifiant
y(x)+w(y) =2y (=) pourtoutx,y € R. 3)

(i) On définit ®(x) = y(x) — b pour tout x € R. Montrer que la fonction ® est dérivable sur
R et vérifie aussi I’égalité (3).
(if) En remarquant que ®(0) = 0, montrer que ®(x) = 2®(3) pour tout x € R.
(iif) Montrer que @ vérifie I’égalité (2).
(iv) En déduire I’expression de y(x) pour tout x € R.

3. On considere maintenant une fonction f comme dans le début de I’énoncé.

(i) Montrer que f est deux fois dérivable.
(if) Montrer que f’ vérifie I’égalité (3).
(iif) En déduire I’expression de f(x) pour tout x € R.

Corrigé

1. (i) En prenant x =y = 0 dans la relation (2), on obtient :
¢(0) = 9(0+0) = 9(0) + 9(0) = 2¢(0),
ce qui implique alors ¢(0) = 0.
(if) Pour toutx € Rettouth € R, h#0,ona
1 1 1
5 (@(r+h) —0(x)) = o(h) = o (¢(h) —¢(0))
En effet, il suffit d’utiliser la relation (2) avec y = h et d’utiliser le fait (prouvé plus haut)
que @(0) = 0. Par hypothése, ¢ est dérivable en 0 ; on a donc
1 /
 (0(h) ~ 9(0) —> ¢'(0) =a.

Ceci montre alors que ¢ est dérivable en x et que ¢'(x) = a.



(iii)

(i)

(iii)

On vient de montrer que @ est dérivable sur R et que ¢'(x) = a pour tout x € R. Ainsi, @
est de la forme @(x) = ax+ b, x € R, pour une constante b € R. Comme, par ailleurs, on
sait que @(0) = 0, on en déduit que nécessairement b = 0. Ainsi, @ est nécessairement
de la forme

o(x) =ax, xeR.
D’autre part, une fonction de la forme plus haut satisfait la relation (2) (cela se vérifie

facilement).

La fonction ® est définie comme la somme d’une constante (—b) est d’une fonction
dérivable sur R (y). Ainsi, @ est dérivable sur R. De plus, on a pour tout x,y € R

Q(x)+®(y) = (y(x)=b)+(¥(y)—b) = y(x)+w(y)—2b
= 2y(5) —2b = 2(y(**) —b)
= 23

La premiere égalité provient de la définition de &, la deuxieme égalité est obtenue
par développement de I’expression précédente, la troisieme égalité provient du fait
que y vérifie I’égalité (3), la quatricme égalité est obtenue par factorisation par 2 de
I’expression précédente et enfin, la derniere égalité provient de la définition de ®. Ainsi,
on vient de montrer que ® vérifie (3).

Par définition de b, on a ®(0) = y(0) —b = 0 (car b = y(0)). En écrivant alors la
relation (3) pour ® avec y = 0, on obtient pour tout x € R :

B(x) = D(x) +B(0) = 28(32) = 28(3),

ce qui est la relation demandée.

D’apres la question précédente, on a pour tout x,y € R, ®(x+y) = 2®(*2) (il suffit de
remplacer x par 5 dans la relation trouvée au (ii)). Ainsi, en remplagant dans (3) pour
®, on obtient pour tout x,y € R

D(x) +P(y) =20(*F) = P(x+),

ce qui est la relation (2).

D’apres la question 1, on sait alors que @ est de la forme ®(x) = ®'(0)x pour tout x € R.
Comme @' = (par définition de ®) et Y'(0) = a, on a ¥'(0) = a et donc ®(x) = ax
pour tout x € R. On en déduit alors que Y(x) = ®(x) + b = ax+ b pour tout x € R (ici,
b=y(0)).

.

Par hypothese, f est dérivable sur R. En posant r = % et s = 5%, en remplagant dans
(1), on obtient

1) = fle+s) 2_sf(t —9) , pourtoutt,s € R. 4)

En particulier, pour s = 1, on a

)= %(f(t—i—l)—f(t— 1)) pour tout 7 € R.

Comme f est dérivable sur R, les fonctions ¢ — f(r+ 1) etz — f(z — 1) sont elles aussi
dérivables sur R (par composition de la fonction f avec t —t+ 1 et ¢ +— ¢t — 1). Ainsi,
f" est dérivable sur R comme somme de telles fonctions. De plus, on a

()= %(f’(t—i—l)—f’(t— 1)) = %(f(t+2) —2f(r)+ f(r—2)), pourtouts € R.

Cette dernicre égalité est obtenue en utilisant (4) avec s = 1 et ¢ + 1 (pour calculer
f/(t+1))out—1 (pour calculer f'(t — 1)) ala place de 7.



(i)

(iii)

D’apres la relation (4), on a pour tout £,s € R
25f'(t) = f(t+5)— f(t—s).
En dérivant par rapport a s, on obtient
2f'(t)=f'(t+s)—(—f'(t—s))=f'(t+s)+ f(t—s) pourtouts,seR.
On choisit alors t = % ets = )%, et on obtient
21 () = F )+ 7).

ce qui est la relation (3) pour la fonction f”.

D’apres la question 2, on déduit de la question précédente que f” est nécessairement de
la forme f'(x) = ax+b,x € R,ota = (f")'(0) et b = f'(0). En intégrant cette derniere
égalité, on obtient

f(x)=%a® +bx+c, xeR,

ota = f"(0), b= f(0) et c = £(0).



